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Prefacio

Bienvenido a un viaje a través del mundo del álgebra lineal, una
herramienta esencial para cualquier ingeniero que busca com-
prender y modelar fenómenos complejos. Este libro está dise-
ñado para acompañarte en tu exploración de conceptos clave
que van desde matrices y determinantes hasta diagonalización
de matrices. El objetivo de este manual es reforzar tus conoci-
mientos en álgebra lineal mediante la resolución de problemas.

Empezaremos con las matrices y determinantes, fundamentos
sobre los cuales se construyen luego los espacios vectoriales.
Descubrirás cómo estas estructuras matemáticas son la base de
los problemas que aparecen en el mundo de la ingeniería.

Los sistemas de ecuaciones lineales, omnipresentes en proble-
mas del mundo real, se desglosan de manera clara y concisa. A
través de ejemplos prácticos, aprenderás a resolver estos siste-
mas y a aplicar estrategias efectivas para abordar los problemas.

Nuestro viaje continúa adentrándonos en los espacios vectoria-
les, un terreno donde la abstracción encuentra su aplicación más
poderosa. Verás cómo estas ideas, aparentemente abstractas al
principio, encuentran eco en la resolución de problemas concre-
tos.
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Prefacio

El espacio vectorial euclídeo emerge como una herramienta esen-
cial, conectando la teoría con la geometría analítica. Explorare-
mos la riqueza de este espacio y cómo su comprensión profunda
puede iluminar problemas geométricos y físicos.

Las aplicaciones lineales se convierten en nuestra guía a través
de una variedad de escenarios prácticos donde la linealidad se
convierte en una aliada poderosa en la resolución de problemas.

Finalmente, cerramos nuestro viaje con la diagonalización de
matrices. Este proceso, que puede parecer misterioso al princi-
pio, revela su utilidad en la simplificación de cálculos y la com-
prensión profunda de sistemas dinámicos.

Como en cualquier manual de matemáticas, es fundamental en-
tender lo que se está haciendo y su por qué. Animamos a los
lectores a tener un papel al lado donde practicar todos estos pro-
blemas.

Por último, queremos agradecer a los compañeros del Departa-
mento de Matemáticas de la Universidad de Cádiz por la ayuda
prestada. También al Servicio de Publicaciones de la Universi-
dad de Cádiz por su apoyo para que este manual haya visto la
luz.
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Capítulo 1

Matrices y determinantes

Índice
1.1 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Rango . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3 Forma canónica y matriz inversa . . . . . 30
1.4 Determinantes . . . . . . . . . . . . . . 43

1.1 Matrices
Problema 1.1.1. Sean las matrices

𝐴 = ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬, 𝐵 = ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬, 𝐶 = ©­«
−1 3
0 4
1 −1

ª®¬,
𝐷 =

(
1 −1 2
1 2 5

)
, 𝐼3 = ©­«

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬.
9



Matrices

Calcular:

(a) 2𝐴 − 3𝐵,

(b) (𝐶𝐷)𝑡 − 𝐴2,

(c) (5𝐴 − 𝐼3)(𝐼3 − 𝐵),

(d) 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴,

(e) 𝐴𝐵𝐴.

Solución.

(a) 2𝐴 − 3𝐵 = 2 ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ − 3 ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬ =

©­«
2 2 4
−2 4 8
4 6 2

ª®¬ − ©­«
12 −3 0
9 6 −3
0 15 −6

ª®¬ = ©­«
−10 5 4
−11 −2 11

4 −9 8

ª®¬.

(b) Sabemos que (𝐶𝐷)𝑡−𝐴2 = 𝐷𝑡𝐶𝑡−𝐴𝐴 y que 𝐷𝑡 = ©­«
1 1
−1 2
2 5

ª®¬,

𝐶𝑡 =

(
−1 0 1
3 4 −1

)
. Luego,

(𝐶𝐷)𝑡−𝐴2 = ©­«
1 1
−1 2
2 5

ª®¬
(
−1 0 1
3 4 −1

)
−©­«

1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ =

©­«
2 4 0
7 8 −3
13 20 −3

ª®¬ − ©­«
4 9 8
5 15 10
1 11 17

ª®¬ = ©­«
−2 −5 −8
2 −7 −13
12 9 −20

ª®¬.

(c) En primer lugar, calculamos cada paréntesis,
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5𝐴 − 𝐼3 = 5 ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ − ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬ =

©­«
5 5 10
−5 10 20
10 15 5

ª®¬ − ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬ = ©­«
4 5 10
−5 9 20
10 15 4

ª®¬.

𝐼3 − 𝐵 = ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬ − ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬ = ©­«
−3 1 0
−3 −1 1
0 −5 3

ª®¬.

Luego,

(5𝐴 − 𝐼3)(𝐼3 − 𝐵) = ©­«
4 5 10
−5 9 20
10 15 4

ª®¬ ©­«
−3 1 0
−3 −1 1
0 −5 3

ª®¬ =

©­«
−27 −51 35
−12 −114 69
−75 −25 27

ª®¬.

(d) 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 =©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬ − ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬ ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ =

©­«
7 11 −5
2 25 −10
17 9 −5

ª®¬ − ©­«
5 2 4
−1 4 13
−9 4 18

ª®¬ = ©­«
2 9 −9
3 21 −23
26 5 −23

ª®¬.

(e) 𝐴𝐵𝐴 = ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ ©­«
4 −1 0
3 2 −1
0 5 −2

ª®¬ ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ =

©­«
7 11 −5
2 25 −10
17 9 −5

ª®¬ ©­«
1 1 2
−1 2 4
2 3 1

ª®¬ = ©­«
−14 14 53
−43 22 94
−2 20 65

ª®¬.
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Matrices

Problema 1.1.2. Hallar las matrices 𝐴 y 𝐵 que verifican

3𝐴 − 2𝐵 =

(
1 −8 −9
−6 −8 7

)
y 5𝐴 + 7𝐵 =

(
12 28 47
52 28 22

)
.

Solución.
Como multiplicar una matriz por un escalar no cambia la di-
mensión de la matriz, para que 𝐴 y 𝐵 se puedan sumar, am-
bas deben tener igual dimensión, al igual que la matriz resul-

tante. Por lo tanto, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀2×3, donde 𝐴 =

(
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4 𝑎5 𝑎6

)
,

𝐵 =

(
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑏4 𝑏5 𝑏6

)
.

Entonces, utilizando los datos del enunciado,

3𝐴 − 2𝐵 = 3
(
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4 𝑎5 𝑎6

)
− 2

(
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑏4 𝑏5 𝑏6

)
=(

3𝑎1 3𝑎2 3𝑎3
3𝑎4 3𝑎5 3𝑎6

)
−

(
2𝑏1 2𝑏2 2𝑏3
2𝑏4 2𝑏5 2𝑏6

)
=(

3𝑎1 − 2𝑏1 3𝑎2 − 2𝑏2 3𝑎3 − 2𝑏3
3𝑎4 − 2𝑏4 3𝑎5 − 2𝑏5 3𝑎6 − 2𝑏6

)
=

(
1 −8 −9
−6 −8 7

)
.

5𝐴 + 7𝐵 = 5
(
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4 𝑎5 𝑎6

)
+ 7

(
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑏4 𝑏5 𝑏6

)
=(

5𝑎1 5𝑎2 5𝑎3
5𝑎4 5𝑎5 5𝑎6

)
+

(
7𝑏1 7𝑏2 7𝑏3
7𝑏4 7𝑏5 7𝑏6

)
=(

5𝑎1 + 7𝑏1 5𝑎2 + 7𝑏2 5𝑎3 + 7𝑏3
5𝑎4 + 7𝑏4 5𝑎5 + 7𝑏5 5𝑎6 + 7𝑏6

)
=

(
12 28 47
52 28 22

)
.

Como dos matrices son iguales si sus elementos son iguales,
entonces obtenemos 6 ecuaciones por cada expresión, formando
sistemas de 2 ecuaciones con 2 incógnitas.
3𝑎1 − 2𝑏1 = 1
5𝑎1 + 7𝑏1 = 12

}
⇒ 𝑎1 = 1, 𝑏1 = 1;

3𝑎2 − 2𝑏2 = −8
5𝑎2 + 7𝑏2 = 28

}
⇒ 𝑎2 = 0, 𝑏2 = 4;

12



Matrices

3𝑎3 − 2𝑏3 = −9
5𝑎3 + 7𝑏3 = 47

}
⇒ 𝑎3 = 1, 𝑏3 = 6;

3𝑎4 − 2𝑏4 = −6
5𝑎4 + 7𝑏4 = 52

}
⇒ 𝑎4 = 2, 𝑏4 = 6;

3𝑎5 − 2𝑏5 = −8
5𝑎5 + 7𝑏5 = 28

}
⇒ 𝑎5 = 0, 𝑏5 = 4;

3𝑎6 − 2𝑏6 = 7
5𝑎6 + 7𝑏6 = 22

}
⇒ 𝑎6 = 3, 𝑏6 = 1.

Por lo tanto,

𝐴 =

(
1 0 1
2 0 3

)
, 𝐵 =

(
1 4 6
6 4 1

)
.

Problema 1.1.3. Sean las matrices 𝐴 ∈ 𝑀2×1, 𝐵 ∈ 𝑀1×3 y
𝐶 ∈ 𝑀3×1. Indicar si son posibles los siguientes productos y, en
caso afirmativo, dar el orden de la matriz resultante:

(a) 𝐴(𝐵𝐶),

(b) 𝐴𝐶𝐵,

(c) 𝐵𝐴𝐶,

(d) 𝐵𝑡𝐶𝑡𝐴,

(e) (𝐵𝐶)𝑡𝐴𝑡 .

Solución.
Sabemos que el producto 𝐴𝐵 de dos matrices A y B se puede
realizar solo en el caso de que el número de columnas de A sea
igual al número de filas de B. En ese caso, la matriz resultante
tiene dimensión “número de filas de A” × “número de columnas
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Matrices

de B”. Además, recordamos que el producto de matrices no es
conmutativo.
(a) Se puede realizar el producto y el resultado es una matriz de
orden 2 × 1.
(b) No se puede realizar, ya que el producto 𝐴𝐶 no es posible.
(c) No se puede realizar, ya que el producto 𝐵𝐴 no es posible.
(d) No se puede realizar, porque 𝐵𝑡𝐶𝑡𝐴 = (𝐶𝐵)𝑡𝐴 y, aunque
(𝐶𝐵)𝑡 se puede realizar y devuelve una matriz de orden 3 × 3,
su producto por 𝐴 no es posible.
(e) Se puede realizar el producto y el resultado es una matriz de
orden 1×2. Esto es así porque 𝐵𝐶 devuelve una matriz de orden
1 × 1, su traspuesta devuelve también una de orden 1 × 1 y al
multiplicarla por 𝐴𝑡 , que es de orden 1 × 2, el resultado es una
matriz de orden 1 × 2.

Problema 1.1.4. Dadas las matrices 𝐴 =
(
2 −1 3

)
y 𝐵 =©­«

0
2
1

ª®¬. Hallar los productos 𝐴𝐵 y 𝐵𝐴.

Solución.

𝐴𝐵 =
(
2 −1 3

) ©­«
0
2
1

ª®¬ = (1).

Como 𝐴 ∈ 𝑀1×3 y 𝐵 ∈ 𝑀3×1, su producto se puede realizar y la
matriz resultante es una matriz 1 × 1, es decir, formada por un
único elemento.

𝐵𝐴 = ©­«
0
2
1

ª®¬
(
2 −1 3

)
= ©­«

0 0 0
4 −2 6
2 −1 3

ª®¬.
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En este ejercicio vemos que, aunque se pueden realizar los pro-
ductos 𝐴𝐵 y 𝐵𝐴, no se cumple la propiedad conmutativa en el
producto de matrices, ya que 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴.

Problema 1.1.5. Dadas las matrices 𝐴 = ©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ y 𝐵 =

©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬. Calcular:
(a) (𝐴 + 𝐵) (𝐴 − 𝐵),

(b) 𝐴2 − 𝐵2,

(c) (𝐴 + 𝐵)2,

(d) 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2.

Solución.
(a) Calculamos cada paréntesis,

𝐴 + 𝐵 = ©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ + ©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬ = ©­«
2 1 1
4 1 5
1 2 5

ª®¬.

𝐴 − 𝐵 = ©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ − ©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬ = ©­«
0 3 −3
2 1 −1
−1 0 −3

ª®¬.

Luego,

(𝐴 + 𝐵) (𝐴 − 𝐵) = ©­«
2 1 1
4 1 5
1 2 5

ª®¬ ©­«
0 3 −3
2 1 −1
−1 0 −3

ª®¬ = ©­«
1 7 −10
−3 13 −28
−1 5 −20

ª®¬.

(b)
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𝐴2 − 𝐵2 = 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 =©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ ©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ − ©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬ ©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬ =

©­«
7 3 2
6 9 1
3 2 3

ª®¬ − ©­«
2 1 7
4 2 14
6 3 21

ª®¬ = ©­«
5 2 −5
2 7 −13
−3 −1 −18

ª®¬.

(c)

(𝐴 + 𝐵)2 = (𝐴 + 𝐵)(𝐴 + 𝐵) = ©­«
2 1 1
4 1 5
1 2 5

ª®¬ ©­«
2 1 1
4 1 5
1 2 5

ª®¬ =

©­«
9 5 12
17 15 34
15 13 36

ª®¬.

(d) Calculamos cada término,

2𝐴𝐵 = 2 ©­«
1 2 −1
3 1 2
0 1 1

ª®¬ ©­«
1 −1 2
1 0 3
1 1 4

ª®¬ = 2 ©­«
2 −2 4
6 −1 17
2 1 7

ª®¬ =

©­«
4 −4 8
12 −2 34
4 2 14

ª®¬.

Recordamos que 𝐴2 y 𝐵2 ya los tenemos de apartados anteriores.
Luego,

𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2 = ©­«
7 3 2
6 9 1
3 2 3

ª®¬ + ©­«
4 −4 8
12 −2 34
4 2 14

ª®¬ + ©­«
2 1 7
4 2 14
6 3 21

ª®¬ =

©­«
13 0 17
22 9 49
13 7 38

ª®¬.

Con los resultados obtenidos en este ejercicio, podemos com-
probar que las identidades notables no se cumplen en matrices.
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Esto se debe a que el producto de matrices no es conmutativo.

Problema 1.1.6. Escribir en forma matricial los siguientes sis-
temas de ecuaciones:

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑗
𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 𝑧 = 𝑘
𝑔𝑥 + ℎ𝑦 + 𝑖𝑧 = 𝑙

 , 2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 3
4𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 8

}
.

Solución.

(a) ©­«
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
𝑗
𝑘
𝑙

ª®¬.

(b)
(
2 −1 −1
4 −1 2

) ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ =

(
3
8

)
.

Problema 1.1.7. Calcular el producto

©­­­«
1 2 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 2 2

ª®®®¬
©­­­«
0 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 1 0 0

ª®®®¬ .
Solución.©­­­«
1 2 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 2 2

ª®®®¬
©­­­«
0 0 0 1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 1 0 0

ª®®®¬ =
©­­­«
0 0 4 1
0 0 2 0
0 1 0 0
2 2 0 0

ª®®®¬.
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1.2 Rango
Problema 1.2.1. Hallar el rango de las siguientes matrices:

𝐴 = ©­«
2 −1 6
1 0 6
9 3 1

ª®¬, 𝐵 = ©­«
1 1 2 0
1 2 0 1
1 2 1 4

ª®¬,
𝐶 =

©­­­«
1 −4 2 −1
3 −1 0 1
2 −1 0 1
0 1 3 −1

ª®®®¬, 𝐷 =
©­­­«
1 1 4 1
0 0 2 2
1 1 1 1
1 0 1 1

ª®®®¬,
𝐸 =

©­­­«
1 0 1 0
1 0 1 1
2 1 0 1
1 1 0 1

ª®®®¬, 𝐹 =
©­­­«

3 4 9 −4
1 0 6 −5
2 4 3 1
−6 −8 −18 8

ª®®®¬.
Solución.
Para estudiar el rango de las matrices, vamos a obtener matri-
ces equivalentes y escalonadas por filas. Una vez obtenidas, el
rango de las matrices es el número de filas no nulas de la matriz
escalonada por filas que hemos obtenido, o lo que es lo mismo,
el número de pivotes no nulos de dicha matriz escalonada por
filas.

𝐴 = ©­«
2 −1 6
1 0 6
9 3 1

ª®¬ ∼
𝐹12

©­«
1 0 6
2 −1 6
9 3 1

ª®¬ ∼
𝐹−2

21 ,𝐹
−9
31

©­«
1 0 6
0 −1 −6
0 3 −53

ª®¬
∼
𝐹3

32

©­«
1 0 6
0 −1 −6
0 0 −71

ª®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.

𝐵 = ©­«
1 1 2 0
1 2 0 1
1 2 1 4

ª®¬ ∼
𝐹−1

21 ,𝐹
−1
31

©­«
1 1 2 0
0 1 −2 1
0 1 −1 4

ª®¬
18
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∼
𝐹−1

32

©­«
1 1 2 0
0 1 −2 1
0 0 1 3

ª®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵) = 3.

𝐶 =
©­­­«
1 −4 2 −1
3 −1 0 1
2 −1 0 1
0 1 3 −1

ª®®®¬ ∼
𝐹−3

21 ,𝐹
−2
31

©­­­«
1 −4 2 −1
0 11 −6 4
0 7 −4 3
0 1 3 −1

ª®®®¬
∼
𝐹24

©­­­«
1 −4 2 −1
0 1 3 −1
0 7 −4 3
0 11 −6 4

ª®®®¬ ∼
𝐹−7

32 ,𝐹
−11
42

©­­­«
1 −4 2 −1
0 1 3 −1
0 0 −25 10
0 0 −39 15

ª®®®¬
∼

𝐹
−39/25
43

©­­­«
1 −4 2 −1
0 1 3 −1
0 0 −25 10
0 0 0 −3/5

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐶) = 4.

𝐷 =
©­­­«
1 1 4 1
0 0 2 2
1 1 1 1
1 0 1 1

ª®®®¬ ∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−1
41

©­­­«
1 1 4 1
0 0 2 2
0 0 −3 0
0 −1 −3 0

ª®®®¬ ∼
𝐹24

©­­­«
1 1 4 1
0 −1 −3 0
0 0 −3 0
0 0 2 2

ª®®®¬
∼
𝐹

2/3
43

©­­­«
1 1 4 1
0 −1 −3 0
0 0 −3 0
0 0 0 2

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐷) = 4.

𝐸 =
©­­­«
1 0 1 0
1 0 1 1
2 1 0 1
1 1 0 1

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−2

31 ,𝐹
−1
41

©­­­«
1 0 1 0
0 0 0 1
0 1 −2 1
0 1 −1 1

ª®®®¬ ∼
𝐹24

©­­­«
1 0 1 0
0 1 −1 1
0 1 −2 1
0 0 0 1

ª®®®¬
∼

𝐹32−1

©­­­«
1 0 1 0
0 1 −1 1
0 0 −1 0
0 0 0 1

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐸) = 4.
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𝐹 =
©­­­«

3 4 9 −4
1 0 6 −5
2 4 3 1
−6 −8 −18 8

ª®®®¬ ∼
𝐹21

©­­­«
1 0 6 −5
3 4 9 −4
2 4 3 1
−6 −8 −18 8

ª®®®¬
𝐹−3

21∼
𝐹−2

31 ,𝐹
6
41

©­­­«
1 0 6 −5
0 4 −9 11
0 4 −9 11
0 −8 18 22

ª®®®¬ ∼
𝐹−1

32 ,𝐹
2
42

©­­­«
1 0 6 −5
0 4 −9 11
0 0 0 0
0 0 0 0

ª®®®¬ ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐹) = 2.

Problema 1.2.2. Hallar, según los valores de los parámetros, el
rango de las siguientes matrices:

𝐴 = ©­«
2 𝑥 𝑥
−1 1 2
1 2 6

ª®¬, 𝐵 =
©­­­«
1 2 3 0
4 5 6 0
7 8 𝑥 0
0 0 0 1

ª®®®¬,
𝐶 = ©­«

1 3 7 7
−1 5 9 𝑥
0 7 14 4

ª®¬, 𝐷 = ©­«
1 3 𝑥 4
1 5 3 6
0 7 5 7

ª®¬.
Solución.
En primer lugar, calculamos una matriz equivalente a la matriz
dada que sea escalonada por filas. Una vez obtenida la matriz
escalonada por filas, usamos la definición de rango de una ma-
triz. El rango de una matriz es el número de filas no nulas de la
matriz escalonada por filas o el número de pivotes no nulos de
dicha matriz escalonada por filas. Por lo tanto, para resolver el
problema tenemos que estudiar qué ocurre cuando dichos pivo-
tes valen cero. Esta estrategia es la que vamos a usar también en
el resto de ejercicios de esta sección.
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𝐴
𝐹12∼ ©­«

−1 1 2
2 𝑥 𝑥
1 2 6

ª®¬
𝐹2

21∼
𝐹1

31

©­«
−1 1 2
0 2 + 𝑥 4 + 𝑥
0 3 8

ª®¬
𝐶

−3
8

23∼ ©­«
−1 1

4 2
0 5𝑥+4

8 4 + 𝑥
0 0 8

ª®¬ .
5𝑥+4

8 = 0 ⇒ 5𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −4
5 .

Distinguimos casos:

• Si 𝑥 = −4
5 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2.

• Si 𝑥 ≠ −4
5 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.

𝐵
𝐹−4

21∼
𝐹−7

31

©­­­«
1 2 3 0
0 −3 −6 0
0 −6 −21 + 𝑥 0
0 0 0 1

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
©­­­«
1 2 3 0
0 −3 −6 0
0 0 −9 + 𝑥 0
0 0 0 1

ª®®®¬ .
−9 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 9.
Distinguimos casos:

• Si 𝑥 = 9 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵) = 3.

• Si 𝑥 ≠ 9 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵) = 4.

𝐶
𝐹1

21∼ ©­«
1 3 7 7
0 8 16 7 + 𝑥
0 7 14 4

ª®¬
𝐹

−7
8

32∼ ©­«
1 3 7 7
0 8 16 7 + 𝑥
0 0 0 −17−7𝑥

8

ª®¬.

−17−7𝑥
8 = 0 ⇒ −17 − 7𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −17

7 .
Distinguimos casos:

• Si 𝑥 = −17
7 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐶) = 2.
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• Si 𝑥 ≠ −17
7 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐶) = 3.

𝐷
𝐹−1

21∼ ©­«
1 3 𝑥 4
0 2 3 − 𝑥 2
0 7 5 7

ª®¬
𝐹

−7
2

32∼ ©­«
1 3 𝑥 4
0 2 3 − 𝑥 2
0 0 −11+7𝑥

2 0

ª®¬.

−11+7𝑥
2 = 0 ⇒ −11 + 7𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 11

7 .
Distinguimos casos:

• Si 𝑥 = 11
7 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐷) = 2.

• Si 𝑥 ≠ 11
7 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐷) = 3.

Problema 1.2.3. Estudiar el rango, según los valores de 𝑚 y 𝑛,

de la matriz 𝐴 =
©­­­«

1 3 −3
1 −1 5
0 𝑛 𝑚
𝑚 −1 −4

ª®®®¬.
Solución.©­­­«

1 3 −3
1 −1 5
0 𝑛 𝑚
𝑚 −1 −4

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−𝑚

41

©­­­«
1 3 −3
0 −4 8
0 𝑛 𝑚
0 −3𝑚 − 1 3𝑚 − 4

ª®®®¬
𝐹

−1
4

2∼
©­­­«
1 3 −3
0 1 −2
0 𝑛 𝑚
0 −3𝑚 − 1 3𝑚 − 4

ª®®®¬
𝐹−𝑛

32∼
𝐹3𝑚+1

42

©­­­«
1 3 −3
0 1 −2
0 0 2𝑛 + 𝑚
0 0 −3𝑚 − 6

ª®®®¬.

Distinguimos casos:
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• Si 2𝑛 + 𝑚 = 0 entonces 𝑚 = −2𝑛 y la matriz escalonada
queda de la siguiente forma:©­­­«
1 3 −3
0 1 −2
0 0 0
0 0 6𝑛 − 6

ª®®®¬.

Como la tercera fila se anula y el rango máximo de la ma-
triz es 3, el rango depende de la última fila.

– Si 6𝑛 − 6 = 0 entonces 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2. En este caso,
como 6𝑛 − 6 = 0 entonces 𝑛 = 1 y como 2𝑛 +𝑚 = 0
entonces 𝑚 = −2.

– Si 6𝑛− 6 ≠ 0 entonces 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3. En este caso,
como 6𝑛 − 6 ≠ 0 entonces 𝑛 ≠ 1.

• Si 2𝑛 + 𝑚 ≠ 0 entonces 𝑚 ≠ −2𝑛 y 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 y no
depende de la última fila porque el rango de 𝐴 no puede
ser mayor que 3 al ser una matriz 4 × 3.

En resumen:

• Si 𝑚 = −2 y 𝑛 = 1 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2.

• Si 𝑚 = −2𝑛 y 𝑛 ≠ 1 o 𝑚 ≠ −2𝑛⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.

Problema 1.2.4. Hallar el valor de 𝑥 para que sea 2 el rango
de la matriz

©­­­«
2 1 −1 0 2 3
4 𝑥 − 1 −2 0 4 2𝑥
1 2 𝑥2 −1 2 1
3 3 8 −1 𝑥 + 1 2𝑥 − 2

ª®®®¬ .
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Solución.
Este ejercicio no lo resolvemos como los demás ya que, si lo ha-
cemos de esa forma, nos quedan denominadores con parámetros
y se complica teniendo también que tener en cuenta los valores
del parámetro 𝑥 que hacen que esos denominadores se anulen.
En este ejercicio, si nos fijamos en la matriz, podemos ver que
podemos hacer bastantes ceros sin necesidad de emplear frac-
ciones.©­­­«
2 1 −1 0 2 3
4 𝑥 − 1 −2 0 4 2𝑥
1 2 𝑥2 −1 2 1
3 3 8 −1 𝑥 + 1 2𝑥 − 2

ª®®®¬
𝐹−1

43∼
©­­­«
2 1 −1 0 2 3
4 𝑥 − 1 −2 0 4 2𝑥
1 2 𝑥2 −1 2 1
2 1 8 − 𝑥2 0 𝑥 − 1 2𝑥 − 3

ª®®®¬
𝐹−1

41∼
©­­­«
2 1 −1 0 2 3
4 𝑥 − 1 −2 0 4 2𝑥
1 2 𝑥2 −1 2 1
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬
𝐶1

32∼
𝐶−1

51

©­­­«
2 1 0 0 0 3
4 𝑥 − 1 𝑥 − 3 0 0 2𝑥
1 2 𝑥2 + 2 −1 1 1
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬
𝐶1

14,𝐶
2
24∼

𝐶1
54,𝐶

1
64

©­­­«
2 1 0 0 0 3
4 𝑥 − 1 𝑥 − 3 0 0 2𝑥
0 0 𝑥2 + 2 −1 0 0
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬
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𝐹−2
21∼

©­­­«
2 1 0 0 0 3
0 𝑥 − 3 𝑥 − 3 0 0 2𝑥 − 6
0 0 𝑥2 + 2 −1 0 0
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬
𝐹23∼

©­­­«
2 1 0 0 0 3
0 0 𝑥2 + 2 −1 0 0
0 𝑥 − 3 𝑥 − 3 0 0 2𝑥 − 6
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬
𝐶24∼

©­­­«
2 0 0 1 0 3
0 −1 𝑥2 + 2 0 0 0
0 0 𝑥 − 3 𝑥 − 3 0 2𝑥 − 6
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬.

Para que el rango de 𝐴 sea 2, su forma canónica debe ser

©­­­­­«
1 0 | 0 0 0 0
0 1 | 0 0 0 0
− − − − − − −
0 0 | 0 0 0 0
0 0 | 0 0 0 0

ª®®®®®¬
.

Por lo que, tras escalonar, dos de las filas deben ser nulas. Ob-
servamos que no es posible conseguir que la primera fila y la
segunda fila se anulen, por lo que la única posibilidad para la
que el rango de 𝐴 sea 2, es que sean nulas tanto la fila 3 como la
fila 4, es decir, que(
0 0 𝑥 − 3 𝑥 − 3 0 2𝑥 − 6
0 0 9 − 𝑥2 0 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

)
=

(
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

)
.

𝑥 − 3 = 0,
2𝑥 − 6 = 0,
9 − 𝑥2 = 0.
Luego, la única posibilidad para que este sistema sea compatible
es que 𝑥 = 3.
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Por lo tanto, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 ⇔ 𝑥 = 3.
Otra forma es añadir una transformación más a la matriz, que es
intercambiar la columna 3 con la 4 y así queda la matriz escalo-
nada ©­­­«

2 0 1 0 0 3
0 −1 0 𝑥2 + 2 0 0
0 0 𝑥 − 3 𝑥 − 3 0 2𝑥 − 6
0 0 0 9 − 𝑥2 𝑥 − 3 2𝑥 − 6

ª®®®¬ .
A partir de esta matriz, volvemos a fijarnos en los elementos
de la diagonal, teniendo que verificarse que 𝑥 − 3 = 0 y 9 −
𝑥2 = 0 para que el rango de la matriz sea 2. Luego, para que sea
compatible ese sistema, de nuevo 𝑥 = 3.

Problema 1.2.5. Hallar 𝑥 e 𝑦 para que el rango de la matriz

𝐴 =

©­­­­­«
1 3 −2 −1 4
−2 1 1 2 −3
3 −4 3 1 −2
3 3 0 𝑥 3
3 2 −3 −3 𝑦

ª®®®®®¬
sea el más pequeño posible.

Solución.

©­­­­­«
1 3 −2 −1 4
−2 1 1 2 −3
3 −4 3 1 −2
3 3 0 𝑥 3
3 2 −3 −3 𝑦

ª®®®®®¬
𝐹2

21,𝐹
−3
31∼

𝐹−3
41 ,𝐹

−3
51

©­­­­­«
1 3 −2 −1 4
0 7 −3 0 5
0 −13 9 4 −14
0 −6 6 𝑥 + 3 −9
0 −7 3 0 𝑦 − 12

ª®®®®®¬
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𝐹
13
7

32∼
𝐹

6
7

42,𝐹
1
52

©­­­­­«
1 3 −2 −1 4
0 7 −3 0 5
0 0 24

7 4 −33
7

0 0 24
7 𝑥 + 3 −33

7
0 0 0 0 𝑦 − 7

ª®®®®®¬
𝐹−1

43∼
©­­­­­«
1 3 −2 −1 4
0 7 −3 0 5
0 0 24

7 4 −33
7

0 0 0 𝑥 − 1 0
0 0 0 0 𝑦 − 7

ª®®®®®¬
.

Para que el rango sea mínimo, deben ser 0 todos los elementos
posibles de la diagonal de la matriz escalonada, luego,
𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1.
𝑦 − 7 = 0 ⇒ 𝑦 = 7.
Entonces, si 𝑥 = 1, 𝑦 = 7 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3, que es el mínimo.

Problema 1.2.6. Hallar el rango de la matriz

𝐴 =
©­­­«

2 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦
𝑥 𝑥 0 0
𝑦 0 𝑦 0

𝑥 + 𝑦 0 0 𝑥 + 𝑦

ª®®®¬ según los diferentes valores reales de
𝑥 e 𝑦.

Solución.
En primer lugar, calculamos una matriz equivalente a la matriz
A y que sea escalonada por filas. Para ello, realizamos las si-
guientes operaciones elementales por columnas,©­­­«

2 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦
𝑥 𝑥 0 0
𝑦 0 𝑦 0

𝑥 + 𝑦 0 0 𝑥 + 𝑦

ª®®®¬
𝐶−1

12∼
©­­­«
2 − 𝑥 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦

0 𝑥 0 0
𝑦 0 𝑦 0

𝑥 + 𝑦 0 0 𝑥 + 𝑦

ª®®®¬
𝐶−1

13∼
©­­­«
2 − 𝑥 − 𝑦 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦

0 𝑥 0 0
0 0 𝑦 0

𝑥 + 𝑦 0 0 𝑥 + 𝑦

ª®®®¬
𝐶−1

14∼
©­­­«
2 − 2𝑥 − 2𝑦 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑦

0 𝑥 0 0
0 0 𝑦 0
0 0 0 𝑥 + 𝑦

ª®®®¬.

27



Rango

Una vez obtenida la matriz escalonada por filas, usamos la de-
finición de rango de una matriz. El rango de la matriz A es el
número de filas no nulas de la matriz escalonada por filas o el
número de pivotes no nulos de dicha matriz escalonada por filas.
Por lo tanto, para resolver el problema tenemos que estudiar qué
ocurre cuando dichos pivotes valen cero. Distinguimos casos:

• Si 2−2𝑥−2𝑦 = 0 entonces 𝑥 = 1−𝑦 y la matriz escalonada
por filas queda de la siguiente forma:©­­­«
0 1 − 𝑦 𝑦 1
0 1 − 𝑦 0 0
0 0 𝑦 0
0 0 0 1

ª®®®¬.

– Si 1− 𝑦 = 0 entonces 𝑦 = 1 y la matriz 𝐴 tiene rango
2.

– Si 𝑦 = 0 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 2.
– Si 𝑦 ≠ 0, 1 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 3.

• Si 𝑥 = 0, la matriz escalonada por filas queda de la si-
guiente forma:©­­­«
2 − 2𝑦 0 𝑦 𝑦

0 0 0 0
0 0 𝑦 0
0 0 0 𝑦

ª®®®¬.

– Si 2 − 2𝑦 = 0 entonces 𝑦 = 1 y la matriz 𝐴 tiene
rango 2.

– Si 𝑦 = 0 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 1.
– Si 𝑦 ≠ 0, 1 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 3.
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• Si 𝑦 = 0, la matriz escalonada por filas queda de la si-
guiente forma:©­­­«
2 − 2𝑥 𝑥 0 𝑥

0 𝑥 0 0
0 0 0 0
0 0 0 𝑥

ª®®®¬.

– Si 2 − 2𝑥 = 0 entonces 𝑥 = 1 y la matriz 𝐴 tiene
rango 2.

– Si 𝑥 = 0 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 1.
– Si 𝑥 ≠ 0, 1 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 3.

• Si 𝑥 + 𝑦 = 0 entonces 𝑥 = −𝑦 y la matriz escalonada por
filas queda de la siguiente forma:©­­­«
2 −𝑦 𝑦 0
0 −𝑦 0 0
0 0 𝑦 0
0 0 0 0

ª®®®¬.

– Si 𝑦 = 0 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 1.
– Si 𝑦 ≠ 0 entonces la matriz 𝐴 tiene rango 3.

• Si 2 − 2𝑥 − 2𝑦 ≠ 0, 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0 y 𝑥 + 𝑦 ≠ 0 entonces la
matriz 𝐴 tiene rango 4.

El estudio anterior queda resumido de la siguiente forma:

• Si 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 1.

• Si 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 o 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2.

• Si 𝑥 = 0, 𝑦 ≠ 0, 1 o 𝑥 ≠ 0, 1, 𝑦 = 0 o 𝑥 ≠ −𝑦, 𝑦 ≠ 0 o
𝑥 = 1 − 𝑦, 𝑦 ≠ 0, 1 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.
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• Si 𝑥 ≠ 1 − 𝑦, 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0, 𝑥 ≠ −𝑦 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 4.

Problema 1.2.7. Determinar, según los diferentes valores reales
de 𝑥 e 𝑦, el rango de la matriz

𝐴 =
©­­­«
1 0 1 0
0 2 0 0
1 0 1 0
𝑦 0 𝑥 2

ª®®®¬ .
Solución.©­­­«
1 0 1 0
0 2 0 0
1 0 1 0
𝑦 0 𝑥 2

ª®®®¬
𝐹−1

31∼
𝐹
−𝑦
41

©­­­«
1 0 1 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 𝑥 − 𝑦 2

ª®®®¬
𝐹34∼

©­­­«
1 0 1 0
0 2 0 0
0 0 𝑥 − 𝑦 2
0 0 0 0

ª®®®¬.

El rango depende de 𝑥 − 𝑦 una vez escalonada la matriz.
Distinguimos casos:

• Si 𝑥 − 𝑦 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.

• Si 𝑥 − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3.

1.3 Forma canónica y matriz inversa
Problema 1.3.1. Sabiendo que la inversa de la matriz 𝐴 es la
matriz

𝐴−1 = ©­«
1 1 1
0 1 1
0 0 1

ª®¬. Calcular 𝑥 en la expresión 𝐴𝑥 = ©­«
1
1
0

ª®¬.
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Solución.

Para hallar 𝑥, la podemos despejar de la expresión 𝐴𝑥 = ©­«
1
1
0

ª®¬
usando la inversa de 𝐴. Para ello, multiplicamos por 𝐴−1 por
la izquierda en ambos lados de la expresión. Cabe recordar que
es distinto multiplicar por la derecha a hacerlo por la izquierda,
ya que el producto de matrices no es conmutativo. Además la
matriz 𝑥 es de dimensión 3 × 1, para que al multiplicar por la

matriz 𝐴, se obtenga la matriz ©­«
1
1
0

ª®¬.

𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐴−1 ©­«
1
1
0

ª®¬ ⇒ 𝐼𝑥 = 𝐴−1 ©­«
1
1
0

ª®¬ ⇒ 𝑥 = ©­«
1 1 1
0 1 1
0 0 1

ª®¬ ©­«
1
1
0

ª®¬ ⇒

𝑥 = ©­«
2
1
0

ª®¬.

Problema 1.3.2. Averiguar para qué valores de 𝑎 es invertible
la matriz

𝐴 =
©­­­«
1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1
1 1 1 𝑎
𝑎 1 1 1

ª®®®¬ .
Solución.
Para que una matriz de orden 𝑛 sea invertible, debe tener rango
máximo. Como en este caso tenemos una matriz de orden 4, para
que sea invertible, el rango debe ser 4. Por lo tanto, calculamos
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para qué valores de 𝑎 el rango es 4. Para ello vamos a escalonar
la matriz,

𝐴 =
©­­­«

1 𝑎 1 1
1 1 𝑎 1
1 1 1 𝑎
𝑎 1 1 1

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−𝑎
41

©­­­«
1 𝑎 1 1
0 1 − 𝑎 𝑎 − 1 0
0 1 − 𝑎 0 𝑎 − 1
0 1 − 𝑎2 1 − 𝑎 1 − 𝑎

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹

𝑎2−1
1−𝑎

42

©­­­«
1 𝑎 1 1
0 1 − 𝑎 𝑎 − 1 0
0 0 1 − 𝑎 𝑎 − 1
0 0 −(𝑎 − 1) (𝑎 + 2) 1 − 𝑎

ª®®®¬
𝐹
(−𝑎−2)
43∼

©­­­«
1 𝑎 1 1
0 1 − 𝑎 𝑎 − 1 0
0 0 1 − 𝑎 𝑎 − 1
0 0 0 −(𝑎 − 1) (𝑎 + 3)

ª®®®¬.

Para que el rango sea máximo ninguna fila puede ser nula. Ob-
servamos cada fila.
1 − 𝑎 = 0
𝑎 − 1 = 0

}
⇔ 𝑎 = 1.

1 − 𝑎 = 0
𝑎 − 1 = 0

}
⇔ 𝑎 = 1.

−(𝑎 − 1)(𝑎 + 3) = 0
}
⇔ 𝑎 = 1 o 𝑎 = −3.

Entonces, para que tenga rango máximo y, por lo tanto, 𝐴 sea
invertible, 𝑎 ≠ 1,−3.

Problema 1.3.3. Calcular la matriz inversa de las siguientes
matrices:

𝐴 =
©­«
1 2 0
0 1 1
0 1 0

ª®¬ , 𝐵 =
©­«
1 0 0
0 1 2
3 0 −1

ª®¬ , 𝐶 =
©­«
−1 0 4
0 0 1
0 −1 4

ª®¬ .
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Solución.
Para calcular la inversa, adjuntamos la matriz identidad y, me-
diante transformaciones elementales solo de filas o solo de co-
lumnas, transformamos la matriz dada en la matriz identidad.
A su vez, vamos aplicando estas transformaciones a la matriz
identidad inicial y la matriz que quede en el lugar de esta, es la
matriz inversa. Suponemos que existen las inversas de 𝐴, 𝐵 y 𝐶.©­«

1 2 0
0 1 1
0 1 0

������ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬ ∼
𝐹−1

32

©­«
1 2 0
0 1 1
0 0 −1

������ 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

ª®¬
∼
𝐹−1

3

©­«
1 2 0
0 1 1
0 0 1

������ 1 0 0
0 1 0
0 1 −1

ª®¬ ∼
𝐹−1

23

©­«
1 2 0
0 1 0
0 0 1

������ 1 0 0
0 0 1
0 1 −1

ª®¬
∼
𝐹−2

12

©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

������ 1 0 −2
0 0 1
0 1 −1

ª®¬ ⇒ 𝐴−1 = ©­«
1 0 −2
0 0 1
0 1 −1

ª®¬.

©­«
1 0 0
0 1 2
3 0 −1

������ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬
𝐹−3

31∼ ©­«
1 0 0
0 1 2
0 0 −1

������ 1 0 0
0 1 0
−3 0 1

ª®¬
𝐹−1

3∼ ©­«
1 0 0
0 1 2
0 0 1

������ 1 0 0
0 1 0
3 0 −1

ª®¬
𝐹−2

23∼ ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

������ 1 0 0
−6 1 2
3 0 −1

ª®¬
⇒ 𝐵−1 = ©­«

1 0 0
−6 1 2
3 0 −1

ª®¬.

©­«
−1 0 4
0 0 1
0 −1 4

������ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬
𝐹−1

1∼ ©­«
1 0 −4
0 0 1
0 −1 4

������ −1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬
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𝐹−1
23∼ ©­«

1 0 −4
0 1 −3
0 −1 4

������ −1 0 0
0 1 −1
0 0 1

ª®¬
𝐹1

32∼ ©­«
1 0 −4
0 1 −3
0 0 1

������ −1 0 0
0 1 −1
0 1 0

ª®¬
𝐹3

23∼ ©­«
1 0 −4
0 1 0
0 0 1

������ −1 0 0
0 4 −1
0 1 0

ª®¬
𝐹4

13∼ ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

������ −1 4 0
0 4 −1
0 1 0

ª®¬
⇒ 𝐶−1 = ©­«

−1 4 0
0 4 −1
0 1 0

ª®¬.

Problema 1.3.4. Calcular, cuando sea posible, la inversa de las
siguientes matrices:

𝐴 =
©­­­«
1 2 0 3
1 −5 3 9
2 −10 6 9
0 2 1 0

ª®®®¬, 𝐵 = ©­«
1 1 1
2 3 −6
−2 3 1

ª®¬,
𝐶 = ©­«

1 1 1
2 3 2
−2 3 −2

ª®¬, 𝐷 =
©­­­«
1 3 −4 −5
2 3 0 2
0 −1 6 3
1 −2 3 5

ª®®®¬.
Solución.
Recordamos que para que exista la inversa de una matriz, la ma-
triz debe ser cuadrada y tener rango máximo. Si se cumplen estas
dos condiciones, calculamos la inversa de la misma forma que
en el ejercicio anterior. En este ejercicio, todas las matrices son
cuadradas, luego nos queda ver si tienen rango máximo.

𝐴 =
©­­­«
1 2 0 3
1 −5 3 9
2 −10 6 9
0 2 1 0

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−2

31

©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 −14 6 3
0 2 1 0

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 0 0 −9
0 2 1 0

ª®®®¬
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𝐹34∼
©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 2 1 0
0 0 0 −9

ª®®®¬
𝐹

2
7

32∼
©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 0 13

7
12
7

0 0 0 −9

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 4

⇒ existe 𝐴−1.
Hallamos 𝐴−1.©­­­«

1 2 0 3
1 −5 3 9
2 −10 6 9
0 2 1 0

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−2

31

©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 −14 6 3
0 2 1 0

��������
1 0 0 0
−1 1 0 0
−2 0 1 0
0 0 0 1

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
©­­­«

1 2 0 3
0 −7 3 6
0 0 0 −9
0 2 1 0

��������
1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −2 1 0
0 0 0 1

ª®®®¬
𝐹34∼

©­­­«
1 2 0 3
0 −7 3 6
0 2 1 0
0 0 0 −9

��������
1 0 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 1
0 −2 1 0

ª®®®¬
𝐹

2
7

32∼
©­­­«

1 2 0 3
0 −7 3 6
0 0 13

7
12
7

0 0 0 −9

��������
1 0 0 0
−1 1 0 0
−2
7

2
7 0 1

0 −2 1 0

ª®®®¬
𝐹

−1
7

2∼
𝐹

7
13

3 ,𝐹
−1
9

4

©­­­«
1 2 0 3
0 1 −3

7
−6
7

0 0 1 12
13

0 0 0 1

��������
1 0 0 0
1
7

−1
7 0 0

−2
13

2
13 0 7

13
0 2

9
−1
9 0

ª®®®¬
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𝐹
−12
13

34∼
©­­­«

1 2 0 3
0 1 −3

7
−6
7

0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
1
7

−1
7 0 0

−2
13

−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬
𝐹

3
7

23∼
©­­­«

1 2 0 3
0 1 0 −6

7
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
1
13

−15
91

4
91

3
13−2

13
−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬
𝐹

6
7

24∼
©­­­«

1 2 0 3
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
1
13

1
39

−2
39

3
13−2

13
−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬
𝐹−2

12∼
©­­­«

1 0 0 3
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
11
13

−2
39

4
39

−6
13

1
13

1
39

−2
39

3
13−2

13
−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬
𝐹−3

14∼
©­­­«

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
11
13

−28
39

17
39

−6
13

1
13

1
39

−2
39

3
13−2

13
−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬
⇒ 𝐴−1 =

©­­­«
11
13

−28
39

17
39

−6
13

1
13

1
39

−2
39

3
13−2

13
−2
39

4
39

7
13

0 2
9

−1
9 0

ª®®®¬.

𝐵 = ©­«
1 1 1
2 3 −6
−2 3 1

ª®¬
𝐹−2

21∼
𝐹2

31

©­«
1 1 1
0 1 −8
0 5 3

ª®¬
𝐹−5

32∼ ©­«
1 1 1
0 1 −8
0 0 43

ª®¬
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵) = 3 ⇒ existe 𝐵−1.
Hallamos 𝐵−1.
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©­«
1 1 1
2 3 −6
−2 3 1

������ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®¬
𝐹−2

21∼
𝐹2

31

©­«
1 1 1
0 1 −8
0 5 3

������ 1 0 0
−2 1 0
2 0 1

ª®¬
𝐹−5

32∼ ©­«
1 1 1
0 1 −8
0 0 43

������ 1 0 0
−2 1 0
12 −5 1

ª®¬
𝐹

1
43

3∼ ©­«
1 1 1
0 1 −8
0 0 1

������ 1 0 0
−2 1 0
12
43

−5
43

1
43

ª®¬
𝐹8

23∼ ©­«
1 1 1
0 1 0
0 0 1

������
1 0 0
10
43

3
43

8
43

12
43

−5
43

1
43

ª®¬
𝐹−1

12∼ ©­«
1 0 1
0 1 0
0 0 1

������
33
43

−3
43

−8
43

10
43

3
43

8
43

12
43

−5
43

1
43

ª®¬
𝐹−1

13∼ ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

������
21
43

2
43

−9
43

10
43

3
43

8
43

12
43

−5
43

1
43

ª®¬ ⇒ 𝐵−1 = ©­«
21
43

2
43

−9
43

10
43

3
43

8
43

12
43

−5
43

1
43

ª®¬.

𝐶 = ©­«
1 1 1
2 3 2
−2 3 −2

ª®¬
𝐹−2

21∼
𝐹2

31

©­«
1 1 1
0 1 0
0 5 0

ª®¬
𝐹−5

32∼ ©­«
1 1 1
0 1 0
0 0 0

ª®¬
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐶) = 2 ⇒ no existe 𝐶−1.

𝐷 =
©­­­«
1 3 −4 −5
2 3 0 2
0 −1 6 3
1 −2 3 5

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−1

41

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −3 8 12
0 −1 6 3
0 −5 7 10

ª®®®¬
𝐹23∼

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 −3 8 12
0 −5 7 10

ª®®®¬
𝐹−3

32∼
𝐹−5

42

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 0 −10 3
0 0 −23 −5

ª®®®¬
𝐹

−23
10

43∼
©­­­«
1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 0 −10 3
0 0 0 −119

10

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐷) = 4 ⇒ existe 𝐷−1.

Hallamos 𝐷−1.
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©­­­«
1 3 −4 −5
2 3 0 2
0 −1 6 3
1 −2 3 5

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−1

41

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −3 8 12
0 −1 6 3
0 −5 7 10

��������
1 0 0 0
−2 1 0 0
0 0 1 0
−1 0 0 1

ª®®®¬
𝐹23∼

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 −3 8 12
0 −5 7 10

��������
1 0 0 0
0 0 1 0
−2 1 0 0
−1 0 0 1

ª®®®¬
𝐹−3

32∼
𝐹−5

42

©­­­«
1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 0 −10 3
0 0 −23 −5

��������
1 0 0 0
0 0 1 0
−2 1 −3 0
−1 0 −5 1

ª®®®¬
𝐹

−23
10

43∼
©­­­«

1 3 −4 −5
0 −1 6 3
0 0 −10 3
0 0 0 −119

10

��������
1 0 0 0
0 0 1 0
−2 1 −3 0
18
5

−23
10

19
10 1

ª®®®¬
𝐹−1

2∼
𝐹

−1
10

3 ,𝐹
−10
119

4

©­­­«
1 3 −4 −5
0 1 −6 −3
0 0 1 −3

10
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
0 0 −1 0
2
10

−1
10

3
10 0

−36
119

23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
𝐹

3
10

34∼
©­­­«

1 3 −4 −5
0 1 −6 −3
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
0 0 −1 0
13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
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𝐹6
23∼

©­­­«
1 3 −4 −5
0 1 0 −3
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
78
119

−30
119

61
119

−18
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
𝐹3

24∼
©­­­«

1 3 −4 −5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
−30
119

39
119

4
119

−48
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
𝐹−3

12∼
©­­­«

1 0 −4 −5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
209
119

−117
119

−12
119

144
119−30

119
39
119

4
119

−48
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
𝐹4

13∼
©­­­«

1 0 0 −5
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
261
119

−137
119

108
119

132
119−30

119
39
119

4
119

−48
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
𝐹5

14∼
©­­­«

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
81
119

−22
119

13
119

82
119−30

119
39
119

4
119

−48
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬
⇒ 𝐷−1 =

©­­­«
81
119

−22
119

13
119

82
119−30

119
39
119

4
119

−48
119

13
119

−5
119

30
119

−3
119−36

119
23
119

−19
119

−10
119

ª®®®¬ .

Problema 1.3.5. Sean

𝐴 =

(
1 1
2 4

)
, 𝐵 =

(
1 2
1 1

)
, 𝐶 =

(
0 1
1 −1

)
.
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Despejar y calcular 𝑋 en las siguientes ecuaciones:

(a) 𝑋𝐴 = 𝐵 + 𝐼,

(b) 𝐴𝑋 − 𝐵 = 𝐶,

(c) 𝑋𝐴𝐵 − 𝑋𝐶 = 2𝐶,

(d) 𝑋𝐴 + 𝐵 = 2𝐶,

(e) 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋 = 𝐶.

Solución.
Recordamos que para despejar una matriz cuando otra la multi-
plica, hay que multiplicar por la inversa. Además, es importante
si se multiplica por la derecha o por la izquierda, ya que el pro-
ducto de matrices no es conmutativo. Si multiplicamos por la
izquierda, en ambos lados de la igualdad se multiplica por la
izquierda y de la misma forma si es por la derecha.
(a) 𝑋𝐴 = 𝐵+ 𝐼 ⇒ 𝑋𝐴𝐴−1 = (𝐵+ 𝐼)𝐴−1 ⇒ 𝑋𝐼 = (𝐵+ 𝐼)𝐴−1 ⇒
𝑋 = (𝐵+ 𝐼)𝐴−1. Para calcular 𝑋 debemos ver antes si existe 𝐴−1

y calcularla.

𝐴 =

(
1 1
2 4

)
𝐹−2

21∼
(
1 1
0 2

)
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 ⇒ existe 𝐴−1.(

1 1
2 4

���� 1 0
0 1

)
𝐹−2

21∼
(

1 1
0 2

���� 1 0
−2 1

)
𝐹

1
2

2∼
(

1 1
0 1

���� 1 0
−1 1

2

)
𝐹−1

12∼
(

1 0
0 1

���� 2 −1
2

−1 1
2

)
⇒ 𝐴−1 =

(
2 −1

2
−1 1

2

)
.

𝑋 =

[(
1 2
1 1

)
+

(
1 0
0 1

)] (
2 −1

2
−1 1

2

)
=

(
2 2
1 2

) (
2 −1

2
−1 1

2

)
=(

2 0
0 1

2

)
.
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(b) 𝐴𝑋 − 𝐵 = 𝐶 ⇒ 𝐴𝑋 = 𝐶 + 𝐵 ⇒ 𝐴−1𝐴𝑋 = 𝐴−1(𝐶 + 𝐵) ⇒
𝑋 = 𝐴−1(𝐶 + 𝐵).
𝑋 =

(
2 −1

2
−1 1

2

) [(
0 1
1 −1

)
+

(
1 2
1 1

)]
=

(
2 −1

2
−1 1

2

) (
1 3
2 0

)
=

(
1 6
0 −3

)
.

(c) 𝑋𝐴𝐵 − 𝑋𝐶 = 2𝐶 ⇒ 𝑋 (𝐴𝐵 − 𝐶) = 2𝐶 ⇒
𝑋 (𝐴𝐵−𝐶) (𝐴𝐵−𝐶)−1 = 2𝐶 (𝐴𝐵−𝐶)−1 ⇒ 𝑋 = 2𝐶 (𝐴𝐵−𝐶)−1.
Vemos si existe (𝐴𝐵 − 𝐶)−1.

𝐴𝐵−𝐶 =

(
1 1
2 4

) (
1 2
1 1

)
−
(
0 1
1 −1

)
=

(
2 3
6 8

) (
0 1
1 −1

)
=

(
2 2
5 9

)
.(

2 2
5 9

)
𝐹

1
2

1∼
(
1 1
5 9

)
𝐹−5

21∼
(
1 1
0 4

)
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴𝐵 − 𝐶) = 2 ⇒

existe (𝐴𝐵 − 𝐶)−1.(
2 2
5 9

���� 1 0
0 1

)
𝐹

1
2

1∼
(

1 1
5 9

���� 1
2 0
0 1

)
𝐹−5

21∼
(

1 1
0 4

���� 1
2 0
−5
2 1

)
𝐹

1
4

2∼
(

1 1
0 1

���� 1
2 0
−5
8

1
4

)
𝐹−1

12∼
(

1 0
0 1

���� 9
8

−1
4−5

8
1
4

)
⇒

(𝐴𝐵 − 𝐶)−1 =

( 9
8

−1
4−5

8
1
4

)
.

𝑋 = 2
(
0 1
1 −1

) ( 9
8

−1
4−5

8
1
4

)
=

(
0 2
2 −2

) ( 9
8

−1
4−5

8
1
4

)
=

(−5
4

1
2

7
2 −1

)
.

(d) 𝑋𝐴+𝐵 = 2𝐶 ⇒ 𝑋𝐴 = 2𝐶−𝐵 ⇒ 𝑋𝐴𝐴−1 = (2𝐶−𝐵)𝐴−1 ⇒
𝑋 = (2𝐶 − 𝐵)𝐴−1.

𝑋 =

[
2
(
0 1
1 −1

)
−

(
1 2
1 1

)] (
2 −1

2
−1 1

2

)
=(

−1 0
1 −3

) (
2 −1

2
−1 1

2

)
=

(
−2 1

2
5 −2

)
.

(e) 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋 = 𝐶 ⇒ (𝐴 + 𝐵)𝑋 = 𝐶 ⇒ (𝐴 + 𝐵)−1(𝐴 + 𝐵)𝑋 =
(𝐴 + 𝐵)−1𝐶 ⇒ 𝑋 = (𝐴 + 𝐵)−1𝐶.
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Vemos si existe (𝐴 + 𝐵)−1.

𝐴 + 𝐵 =

(
1 1
2 4

)
+

(
1 2
1 1

)
=

(
2 3
3 5

)
.(

2 3
3 5

)
𝐹

1
2

1∼
(
1 3

2
3 5

)
𝐹−3

21∼
(
1 3

2
0 1

2

)
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴 + 𝐵) = 2

⇒ existe (𝐴 + 𝐵)−1.(
2 3
3 5

���� 1 0
0 1

)
𝐹

1
2

1∼
(

1 3
2

3 5

���� 1
2 0
0 1

)
𝐹−3

21∼
(

1 3
2

0 1
2

���� 1
2 0
−3
2 1

)
𝐹2

2∼(
1 3

2
0 1

���� 1
2 0
−3 2

)
𝐹

−3
2

12∼
(

1 0
0 1

���� 5 −3
−3 2

)
.

𝑋 =

(
5 −3
−3 2

) (
0 1
1 −1

)
=

(
−3 8
2 −5

)
.

Problema 1.3.6. Resolver la ecuación matricial(
2 −1
0 1

) (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

) (
1 2
1 −1

)
=

(
0 2
1 3

)
.

Solución.
En primer lugar denotamos

𝐴 =

(
2 −1
0 1

)
, 𝐵 =

(
1 2
1 −1

)
, 𝐶 =

(
0 2
1 3

)
, 𝑋 =

(
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

)
.

Luego, la ecuación matricial es
𝐴𝑋𝐵 = 𝐶 ⇒ 𝐴−1𝐴𝑋𝐵𝐵−1 = 𝐴−1𝐶𝐵−1 ⇒ 𝐼𝑋𝐼 = 𝐴−1𝐶𝐵−1 ⇒
𝑋𝐼 = 𝐴−1𝐶𝐵−1 ⇒ 𝑋 = 𝐴−1𝐶𝐵−1.
Para calcular 𝑋 debemos ver si 𝐴−1 y 𝐵−1 existen y, si es así,
calcularlas.
Vemos si existe 𝐴−1.
𝐴 =

(
2 −1
0 1

)
⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 ⇒ existe 𝐴−1.
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Determinantes

Calculamos 𝐴−1.(
2 −1
0 1

���� 1 0
0 1

)
𝐹

1
2

1∼
(

1 −1
2

0 1

���� 1
2 0
0 1

)
𝐹

1
2

12∼
(

1 0
0 1

���� 1
2

1
2

0 1

)
⇒ 𝐴−1 =

( 1
2

1
2

0 1

)
.

Vemos si existe 𝐵−1.
𝐵 =

(
1 2
1 −1

)
𝐹−1

21∼
(
1 2
0 −3

)
⇒ 𝑅𝑔(𝐵) = 2 ⇒ existe 𝐵−1.

Calculamos 𝐵−1.(
1 2
1 −1

���� 1 0
0 1

)
𝐹−1

21∼
(

1 2
0 −3

���� 1 0
−1 1

)
𝐹

−1
3

2∼
(

1 2
0 1

���� 1 0
1
3

−1
3

)
𝐹−2

12∼
(

1 0
0 1

���� 1
3

2
3

1
3

−1
3

)
⇒ 𝐵−1 =

( 1
3

2
3

1
3

−1
3

)
.

𝑋 =

( 1
2

1
2

0 1

) (
0 2
1 3

) ( 1
3

2
3

1
3

−1
3

)
=

( 1
2

5
2

1 3

) ( 1
3

2
3

1
3

−1
3

)
=

(
1 −1

2
4
3

−1
3

)
.

1.4 Determinantes
Problema 1.4.1. Calcular los siguientes determinantes:

(a)

������ 1 1 1
2 3 −6
−2 3 1

������,
(b)

��������
1 3 −4 −5
2 3 0 2
0 −1 6 3
1 −2 3 5

��������,
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(c)

��������
2 3 −6 3
1 0 2 −4
2 4 8 1
0 −3 4 2

��������,

(d)

��������
2 4 2 0
3 4 1 5
−3 4 2 6
3 3 0 2

��������,

(e)

����������
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 2 0 0 0

����������,

(f)

����������
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 2 0

����������.
Solución.
Para calcular determinantes de orden 3 usamos la regla de Sa-
rrus, mientras que para los de orden mayor que 3 aplicamos
transformaciones elementales (que pueden ser tanto de filas co-
mo de columnas) para conseguir una fila o columna de ceros y
así desarrollar por menores. Entonces, en los determinantes de
orden 3 resultantes aplicamos Sarrus.
Recordamos que un determinante no cambia su valor si le aplica-
mos transformaciones elementales de filas y columnas, excepto
multiplicar una línea por una constante (que se estaría multipli-
cando el resultado del determinante por esa constante) o inter-
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cambiar filas o columnas (que hace que el resultado del deter-
minante cambie de signo).

(a)

������ 1 1 1
2 3 −6
−2 3 1

������ = 3 + 6 + 12 + 6 + 18 − 2 = 43.

(b)

��������
1 3 −4 −5
2 3 0 2
0 −1 6 3
1 −2 3 5

��������
𝐶6

32∼

��������
1 3 14 −5
2 3 18 2
0 −1 0 3
1 −2 −9 5

��������
𝐶3

42∼

��������
1 3 14 4
2 3 18 11
0 −1 0 0
1 −2 −9 −1

��������
3𝑎𝐹
= 0

������ 3 14 4
3 18 11
−2 −9 −1

������ − (−1)

������1 14 4
2 18 11
1 −9 −1

������ + 0

������1 3 4
2 3 11
1 −2 −1

������ +
+0

������1 3 14
2 3 18
1 −2 −9

������ =
������1 14 4
2 18 11
1 −9 −1

������ = −18−72+154−72+99+28 =

119.

(c)

��������
2 3 −6 3
1 0 2 −4
2 4 8 1
0 −3 4 2

��������
𝐶−2

31∼

��������
2 3 −10 3
1 0 0 −4
2 4 4 1
0 −3 4 2

��������
𝐶4

41∼

��������
2 3 −10 11
1 0 0 0
2 4 4 9
0 −3 4 2

��������
2𝑎𝐹
= −1

������ 3 −10 11
4 4 9
−3 4 2

������ = −1(24+ 176+ 270+ 132− 108+ 80) =

−574.

(d)

��������
2 4 2 0
3 4 1 5
−3 4 2 6
3 3 0 2

�������� = 2

��������
1 2 1 0
3 4 1 5
−3 4 2 6
3 3 0 2

��������
𝐶−2

21∼ 2

��������
1 0 1 0
3 −2 1 5
−3 10 2 6
3 −3 0 2

��������
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𝐶−1
31∼ 2

��������
1 0 0 0
3 −2 −2 5
−3 10 5 6
3 −3 −3 2

�������� 1𝑎𝐹
= 2 ©­«1

������−2 −2 5
10 5 6
−3 −3 2

������ª®¬ =

= 2(−20 − 150 + 36 + 75 − 36 + 40) = −110.
En este apartado, en el primer paso, hemos sacado el 2 que mul-
tiplica a la primera fila.

(e)

����������
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 2 0 0 0

����������
3𝑎𝐹
= 1

��������
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1
2 0 0 0

�������� 3𝑎𝐹
= −1

������0 2 0
0 0 2
2 0 0

������ = −1(8)

= −8.

(f)

����������
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 2 0

����������
3𝑎𝐹
= −1

��������
2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 0 1
0 0 2 0

�������� 4𝑎𝐹
= −1 ©­«−1

������2 0 0
0 3 0
0 0 2

������ª®¬
= 12.

Problema 1.4.2. Demostrar, sin desarrollar, que los siguientes
determinantes valen cero:

(a)

������1 𝑎 𝑏 + 𝑐
1 𝑏 𝑎 + 𝑐
1 𝑐 𝑎 + 𝑏

������,
(b)

������𝑎 3𝑎 4𝑎
𝑎 5𝑎 6𝑎
𝑎 7𝑎 8𝑎

������ .
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Solución.
Podemos aplicar transformaciones elementales a los determi-
nantes sin que estos cambien su valor, excepto si multiplicamos
una línea por una constante o intercambiamos dos líneas.

(a)

������1 𝑎 𝑏 + 𝑐
1 𝑏 𝑎 + 𝑐
1 𝑐 𝑎 + 𝑏

������ 𝐶1
32∼

������1 𝑎 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
1 𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
1 𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

������ = (𝑎+𝑏+𝑐)

������1 𝑎 1
1 𝑏 1
1 𝑐 1

������ (∗)=
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)0 = 0.

(b)

������𝑎 3𝑎 4𝑎
𝑎 5𝑎 6𝑎
𝑎 7𝑎 8𝑎

������ (∗∗)= 0.

(*) Como la columna 1 y la columna 3 son iguales, el determi-
nante vale 0.
(**) Como la columnas 3 es igual a la suma de la 1 y la 2, el
determinante vale 0.

Problema 1.4.3. Si el valor del determinante |𝐴| =

������𝑎 𝑏 𝑐
𝑝 𝑞 𝑟
𝑢 𝑣 𝑤

������ =
25. Calcular el valor de |𝐵 | =

������2𝑎 2𝑐 2𝑏
2𝑢 2𝑤 2𝑣
2𝑝 2𝑟 2𝑞

������.
Solución.

|𝐵 | =

������2𝑎 2𝑐 2𝑏
2𝑢 2𝑤 2𝑣
2𝑝 2𝑟 2𝑞

������ = 23

������𝑎 𝑐 𝑏
𝑢 𝑤 𝑣
𝑝 𝑟 𝑞

������ 𝐹23= −8

������𝑎 𝑐 𝑏
𝑝 𝑟 𝑞
𝑢 𝑤 𝑣

������ 𝐶23=

8

������𝑎 𝑏 𝑐
𝑝 𝑞 𝑟
𝑢 𝑣 𝑤

������ = 8|𝐴| = 8 × 25 = 200.
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Problema 1.4.4. Sabiendo que |𝐴| =

������𝑥 𝑦 𝑧
3 0 2
1 1 1

������ = 5, calcular

los siguientes determinantes:

(a)

������ 2𝑥 2𝑦 2𝑧
3/2 0 1
1 1 1

������,
(b)

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 + 3 3𝑦 3𝑧 + 2
𝑥 + 1 𝑦 + 1 𝑧 + 1

������ .
Solución.

(a)

������ 2𝑥 2𝑦 2𝑧
3/2 0 1
1 1 1

������ = 2

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3/2 0 1
1 1 1

������ =
������𝑥 𝑦 𝑧
3 0 2
1 1 1

������ = |𝐴| = 5.

(b)

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 + 3 3𝑦 3𝑧 + 2
𝑥 + 1 𝑦 + 1 𝑧 + 1

������
(1)
=

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 + 3 3𝑦 3𝑧 + 2
𝑥 𝑦 𝑧

������ +
������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 + 3 3𝑦 3𝑧 + 2

1 1 1

������
= 0 +

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 + 3 3𝑦 3𝑧 + 2

1 1 1

������ (∗)=
������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 3𝑦 3𝑧
1 1 1

������ +
������𝑥 𝑦 𝑧
3 0 2
1 1 1

������
=

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 3𝑦 3𝑧
1 1 1

������ + |𝐴| =

������ 𝑥 𝑦 𝑧
3𝑥 3𝑦 3𝑧
1 1 1

������ + 5 = 3

������𝑥 𝑦 𝑧
𝑥 𝑦 𝑧
1 1 1

������ + 5

= 3 × 0 + 5 = 5.
(*) Utilizamos propiedad de que, si una línea de un determinan-
te es suma de dos sumandos, el determinante es igual a la suma
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de dos determinantes iguales salvo en esa línea, teniendo en el
primer determinante el primer sumando y en el segundo deter-
minante, el segundo sumando.

49



Capítulo 2

Sistemas de ecuaciones
lineales

Índice
2.1 Sistemas de ecuaciones sin parámetros . 50
2.2 Sistemas de ecuaciones con parámetros . 58

2.1 Sistemas de ecuaciones sin
parámetros

Problema 2.1.1. Encontrar un sistema de ecuaciones escalona-
do equivalente al siguiente:

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 0
3𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥5 = 6

𝑥1 − 2𝑥2 + 2𝑥3 − 2𝑥4 = −5
6𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥5 = 1

 .
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Sistemas de ecuaciones sin parámetros

Solución.
Un sistema es equivalente a otro cuando ambos tienen la misma
solución. Para conseguir un sistema equivalente a otro, aplica-
mos transformaciones elementales, por teorema, si en un siste-
ma de ecuaciones sustituimos una ecuación por la que resulta
de sumarle otra multiplicada por un factor no nulo del mismo
sistema, el nuevo sistema es equivalente al original. También se
puede multiplicar una ecuación por una constante no nula.
Pasamos el sistema a forma matricial para escalonarlo.©­­­«

1 2 −1 1 1
3 −1 0 1 −1
1 −2 2 −2 0
6 1 0 1 1

��������
0
6
−5
1

ª®®®¬
𝐹−3

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−6
41

©­­­«
1 2 −1 1 1
0 −7 3 −2 −4
0 −4 3 −3 −1
0 −11 6 −5 −5

��������
0
6
−5
1

ª®®®¬
𝐹

−1
7

2∼
©­­­«

1 2 −1 1 1
0 1 −3

7
2
7

4
7

0 −4 3 −3 −1
0 −11 6 −5 −5

��������
0
−6
7
−5
1

ª®®®¬
𝐹4

32∼
𝐹11

42

©­­­«
1 2 −1 1 1
0 1 −3

7
2
7

4
7

0 0 9
7

−13
7

9
7

0 0 9
7

−13
7

9
7

��������
0
−6
7−59
7−59
7

ª®®®¬
𝐹−1

43∼
©­­­«

1 2 −1 1 1
0 1 −3

7
2
7

4
7

0 0 9
7

−13
7

9
7

0 0 0 0 0

��������
0
−6
7−59
7
0

ª®®®¬
𝐹7

2∼
𝐹7

3

©­­­«
1 2 −1 1 1
0 7 −3 2 4
0 0 9 −13 9
0 0 0 0 0

��������
0
−6
−59

0

ª®®®¬.

El sistema de ecuaciones escalonado equivalente que queda es
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Sistemas de ecuaciones sin parámetros

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 0
7𝑥2 − 3𝑥3 + 2𝑥4 + 4𝑥5 = −6

9𝑥3 − 13𝑥4 + 9𝑥5 = −59

.

Problema 2.1.2. Resolver los siguientes sistemas de ecuacio-
nes:

(a)
3𝑥 − 𝑧 = 2

4𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 7
7𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −3

 ,
(b) 𝑥 − 3𝑧 = 0

𝑥 − 𝑦 = 1

}
.

Solución.
(a) Pasamos a forma matricial.

𝐴∗ = ©­«
3 0 −1
4 −1 2
7 2 −1

������ 2
7
−3

ª®¬
𝐹

1
3

1∼ ©­«
1 0 −1

3
4 −1 2
7 2 −1

������
2
3
7
−3

ª®¬
𝐹−4

21∼
𝐹−7

31

©­«
1 0 −1

3
0 −1 10

3
0 2 4

3

������
2
3
13
3−23
3

ª®¬
𝐹2

32∼ ©­«
1 0 −1

3
0 −1 10

3
0 0 8

������
2
3
13
3
1

ª®¬ .
El correspondiente sistema es

𝑥 − 1
3 𝑧 = 2

3
−𝑦 + 10

3 𝑧 = 13
3

8𝑧 = 1

 ⇒ 𝑧 = 1
8 , 𝑦 =

−47
12 , 𝑥 =

17
24 .

(b) Pasamos a forma matricial.

𝐵∗ =

(
1 0 −3
1 −1 0

���� 0
1

)
𝐹−1

21∼
(

1 0 −3
0 −1 3

���� 0
1

)
.

El correspondiente sistema es
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Sistemas de ecuaciones sin parámetros

𝑥 − 3𝑧 = 0
−𝑦 + 3𝑧 = 1

}
.

Como hay 2 ecuaciones para 3 incógnitas, necesitamos igualar
una de ellas a un parámetro y las otras 2 las obtendremos en
función de ese parámetro. Se trata de un sistema compatible in-
determinado.
Igualando en este caso 𝑧 a 𝛼, obtenemos
𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 3𝛼 − 1, 𝑥 = 3𝛼, 𝛼 ∈ R.

Problema 2.1.3. Resolver los siguientes sistemas de ecuacio-
nes:

(a)

𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥5 = 6
−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 + 2𝑥5 = 3

𝑥2 + 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥5 = −5
2𝑥1 − 𝑥2 − 3𝑥4 − 𝑥5 = 2

 ,

(b)

𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥5 = 6
−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 + 2𝑥5 = 3

𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 1
𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 5

 .
Solución.
Seguimos los mismos pasos que en los ejercicios anteriores, pa-
samos a forma matricial y escalonamos la matriz.
(a)©­­­«

1 1 3 0 2
−1 1 1 2 2
0 1 2 −2 1
2 −1 0 −3 −1

��������
6
3
−5
2

ª®®®¬
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𝐹1
21∼

𝐹−2
41

©­­­«
1 1 3 0 2
0 2 4 2 4
0 1 2 −2 1
0 −3 −6 −3 −5

��������
6
9
−5
−10

ª®®®¬
𝐹32∼

©­­­«
1 1 3 0 2
0 1 2 −2 1
0 2 4 2 4
0 −3 −6 −3 −5

��������
6
−5
9

−10

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
𝐹3

42

©­­­«
1 1 3 0 2
0 1 2 −2 1
0 0 0 6 2
0 0 0 −9 −2

��������
6
−5
19
−25

ª®®®¬
𝐹

9
6

43∼
©­­­«

1 1 3 0 2
0 1 2 −2 1
0 0 0 6 2
0 0 0 0 1

��������
6
−5
19
7
2

ª®®®¬ ⇒

𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥5 = 6
𝑥2 + 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥5 = −5

6𝑥4 + 2𝑥5 = 19
𝑥5 = 7

2

.

Tengo 4 ecuaciones y 5 incógnitas, entonces necesitamos 1 pa-
rámetro.
𝑥5 = 7

2 , 𝑥4 = 2, 𝑥3 = 𝛼, 𝑥2 = −9
2 − 2𝛼, 𝑥1 = 7

2 − 𝛼, 𝛼 ∈ R.

(b)©­­­«
1 1 3 0 2
−1 1 1 2 2
0 1 2 1 1
1 0 1 −1 1

��������
6
3
1
5

ª®®®¬
𝐹1

21∼
𝐹−1

41

©­­­«
1 1 3 0 2
0 2 4 2 4
0 1 2 1 1
0 −1 −2 −1 −1

��������
6
9
1
−1

ª®®®¬
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𝐹23∼
©­­­«

1 1 3 0 2
0 1 2 1 1
0 2 4 2 4
0 −1 −2 −1 −1

��������
6
1
9
−1

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
𝐹1

42

©­­­«
1 1 3 0 2
0 1 2 1 1
0 0 0 0 2
0 0 0 0 0

��������
6
1
7
0

ª®®®¬
⇒

𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥5 = 6
𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 1

2𝑥5 = 7

.

Tengo 3 ecuaciones y 5 incógnitas, entonces necesitamos 2 pa-
rámetros, 𝑥3 = 𝛼, 𝑥4 = 𝛽. Luego,
𝑥5 = 7

2 , 𝑥4 = 𝛽, 𝑥3 = 𝛼, 𝑥2 = −5
2 − 2𝛼 − 𝛽, 𝑥1 = 3

2 − 𝛼 + 𝛽,
𝛼, 𝛽 ∈ R.

Problema 2.1.4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
utilizando la regla de Cramer:

(a)

−2𝑥1 − 9𝑥2 − 8𝑥3 + 5𝑥4 = 6
−3𝑥1 − 12𝑥2 + 10𝑥3 + 6𝑥4 = 0

−2𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = −1
−2𝑥1 − 6𝑥2 + 5𝑥3 + 3𝑥4 = −4

 ,

(b)

𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 1
−2𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 + 𝑥4 = 0

5𝑥1 − 8𝑥2 + 11𝑥3 − 4𝑥4 = 0
−2𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 + 2𝑥4 = 0

 .
Solución.
Para usar la regla de Cramer, el sistema debe ser compatible de-
terminado y, por lo tanto, tener igual número de ecuaciones que
de incógnitas. Como el enunciado nos dice que usemos Cramer,
suponemos que el sistema es de este tipo.
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(a)
Escribimos en forma matricial

𝐴∗ =
©­­­«
−2 −9 −8 5
−3 −12 10 6
0 −2 2 1
−2 −6 5 3

��������
6
0
−1
−4

ª®®®¬.

|𝐴| = −1.

𝑥1 =

�����������
6 −9 −8 5
0 −12 10 6
−1 −2 2 1
−4 −6 5 3

�����������
|𝐴| = −8

−1 = 8.

𝑥2 =

�����������
−2 6 −8 5
−3 0 10 6
0 −1 2 1
−2 −4 5 3

�����������
|𝐴| = 243

−1 = −243.

𝑥3 =

�����������
−2 −9 6 5
−3 −12 0 6
0 −2 −1 1
−2 −6 −4 3

�����������
|𝐴| = 15

−1 = −15.

𝑥4 =

�����������
−2 −9 −8 6
−3 −12 10 0
0 −2 2 −1
−2 −6 5 −4

�����������
|𝐴| = 457

−1 = −457.
(b)
Escribimos en forma matricial

𝐴∗ =
©­­­«

1 −1 2 1
−2 3 −4 1
5 −8 11 −4
−2 3 −4 2

��������
1
0
0
0

ª®®®¬.
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|𝐴| = 1.

𝑥1 =

�����������
1 −1 2 1
0 3 −4 1
0 −8 11 −4
0 3 −4 2

�����������
|𝐴| = 1

1 = 1.

𝑥2 =

�����������
1 1 2 1
−2 0 −4 1
5 0 11 −4
−2 0 −4 2

�����������
|𝐴| = 2

1 = 2.

𝑥3 =

�����������
1 −1 1 1
−2 3 0 1
5 −8 0 −4
−2 3 0 2

�����������
|𝐴| = 1

1 = 1.

𝑥4 =

�����������
1 −1 2 1
−2 3 −4 0
5 −8 11 0
−2 3 −4 0

�����������
|𝐴| = 0

1 = 0.

Problema 2.1.5. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
homogéneo:

𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥4 = 0
2𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 − 2𝑥4 = 0
4𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 = 0
𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 + 3𝑥4 = 0

 ,
Solución.
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Los sistemas homogéneos siempre tienen la solución trivial, por
lo que siempre son compatibles. No obstante, vemos si esa es la
única solución a ese sistema (sería entonces sistema compatible
determinado) o si tiene infinitas (sería entonces sistema compa-
tible indeterminado). Pasamos a forma matricial y escalonamos.©­­­«

1 −1 0 2
2 1 3 −2
4 −1 3 2
1 −3 −2 3

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−4

31 ,𝐹
−1
41

©­­­«
1 −1 0 2
0 3 3 −6
0 3 3 −6
0 −2 −2 1

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
©­­­«

1 −1 0 2
0 3 3 −6
0 0 0 0
0 −2 −2 1

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹

1
3

2∼
𝐹43

©­­­«
1 −1 0 2
0 1 1 −2
0 −2 −2 1
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹2

32∼
©­­­«

1 −1 0 2
0 1 1 −2
0 0 0 −3
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒
𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥4 = 0
𝑥2 + 𝑥3 − 2𝑥4 = 0

−3𝑥4 = 0

.

𝑥4 = 0 y como tenemos 3 ecuaciones y 4 incógnitas, necesitamos
un parámetro.
Igualamos 𝑥3 a 𝛼 y obtenemos
𝑥3 = 𝛼, 𝑥2 = −𝛼, 𝑥1 = −𝛼, 𝛼 ∈ R.

2.2 Sistemas de ecuaciones con
parámetros

Problema 2.2.1. Discutir, según los valores de 𝑎, el carácter del
siguiente sistema de ecuaciones y resolverlo en caso de compa-
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tibilidad:
𝑥 + 𝑎𝑦 − 𝑧 = −1
3𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎
𝑎𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 1 + 𝑎

 .
Solución.
Vemos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada pa-
ra discutir el tipo de sistema aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius. Cabe recordar que para discutir el sistema, podemos
hacerlo calculando el rango tanto usando determinantes como
escalonando la matriz.

𝐴∗ = ©­«
1 𝑎 −1
3 1 1
𝑎 −1 2

������ −1
𝑎

1 + 𝑎
ª®¬.

|𝐴| = 𝑎2 − 5𝑎 + 6 = (𝑎 − 3)(𝑎 − 2).
𝑎 = 3 y 𝑎 = 2 son los dos posibles valores que hacen que |𝐴| = 0.
Distinguimos casos:

• Si 𝑎 = 3:
|𝐴| = 0,⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 3.

𝐴∗ = ©­«
1 3 −1
3 1 1
3 −1 2

������ −1
3
4

ª®¬.

Como
���� 1 3

3 1

���� = −8 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥
2.
Ampliando el determinante,������ 1 3 −1

3 1 3
3 −1 4

������ = 4 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3.
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Por lo tanto, si 𝑎 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒ Sistema
incompatible.

• Si 𝑎 = 2:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 3.

𝐴∗ = ©­«
1 2 −1
3 1 1
2 −1 2

������ −1
2
3

ª®¬.

Como
���� 1 2

3 1

���� = −5 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥
2 y como sus ampliaciones a orden 3 son 0, entonces
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2.
Por lo tanto, si 𝑎 = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 <
número de incógnitas = 3 ⇒ Sistema compatible indeter-
minado.
Lo resolvemos.©­«

1 2 −1
3 1 1
2 −1 2

������ −1
2
3

ª®¬
𝐹−3

21∼
𝐹−2

31

©­«
1 2 −1
0 −5 4
0 −5 4

������ −1
5
5

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
1 2 −1
0 −5 4
0 0 0

������ −1
5
0

ª®¬ ⇒ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1
−5𝑦 + 4𝑧 = 5

}
.

Como tenemos 2 ecuaciones y 3 incógnitas, necesitamos
un parámetro. Igualamos 𝑧 a 𝛼 y obtenemos
𝑧 = 𝛼, 𝑦 = −1 + 4

5𝛼, 𝑥 = 1 − 3
5𝛼, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 ≠ 2, 3:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número de
incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado. Lo resol-
vemos usando Cramer.
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𝑥 =

��������
−1 𝑎 −1
𝑎 1 1

1 + 𝑎 −1 2

��������
|𝐴| = −𝑎2+3𝑎−2

(𝑎−3) (𝑎−2) =
(𝑎−1) (𝑎−2)
(𝑎−3) (𝑎−2) =

𝑎−1
𝑎−3 ,

𝑦 =

��������
1 −1 −1
3 𝑎 1
𝑎 1 + 𝑎 2

��������
|𝐴| = 𝑎2−3𝑎+2

(𝑎−3) (𝑎−2) =
(𝑎−2) (𝑎−1)
(𝑎−3) (𝑎−2) =

𝑎−1
𝑎−3 ,

𝑧 =

��������
1 𝑎 −1
3 1 𝑎
𝑎 −1 1 + 𝑎

��������
|𝐴| = 𝑎3−3𝑎2+4

(𝑎−3)(𝑎−2) =
(𝑎+1)(𝑎−2)2
(𝑎−3) (𝑎−2) =

(𝑎+1)(𝑎−2)
(𝑎−3) .

Problema 2.2.2. Discutir y resolver, según los valores de 𝑎, el
siguiente sistema de ecuaciones:

(8 − 𝑎)𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 𝑎𝑡 = 0
𝑥 + (9 − 𝑎)𝑦 + 4𝑧 + 𝑎𝑡 = 0
𝑥 + 2𝑦 + (10 − 𝑎)𝑧 + 𝑎𝑡 = 0

𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 + 𝑎𝑡 = 0

 .
Solución.
Vemos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada pa-
ra discutir el tipo de sistema aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius. Cabe recordar que para discutir el sistema, podemos
hacerlo calculando el rango tanto usando determinantes, como
escalonando la matriz. En este caso, como es un sistema homo-
géneo, tenemos la solución trivial. Es, por lo tanto, sistema com-
patible. Dependiendo del 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴), en función de 𝑎, vemos si
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es sistema compatible determinado (𝐴 tiene rango máximo) o
sistema compatible indeterminado (𝐴 no tiene rango máximo).
Recordamos también que en los sistemas homogéneos, el rango
de la matriz ampliada coincide siempre con el de la matriz de
coeficientes, puesto que la columna nula no aumenta el rango.

𝐴∗ =
©­­­«

8 − 𝑎 2 3 𝑎
1 9 − 𝑎 4 𝑎
1 2 10 − 𝑎 𝑎
1 2 −3 𝑎

��������
0
0
0
0

ª®®®¬.

|𝐴| = −𝑎4 + 27𝑎3 − 231𝑎2 + 637𝑎 = −𝑎(𝑎 − 7)2(𝑎 − 13).

• Si 𝑎 ≠ 0, 7, 13:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 4 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número de in-
cógnitas ⇒ Sistema compatible determinado y al ser ho-
mogéneo, la solución es la trivial, 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 0.

• Si 𝑎 = 0:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4.

Como

������ 8 2 3
1 9 4
1 2 10

������ = 623 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 ⇒ Sistema compatible indeterminado.
De este menor principal, deducimos que el rango lo dan
las 3 primeras ecuaciones, luego,
8𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0
𝑥 + 9𝑦 + 4𝑧 = 0
𝑥 + 2𝑦 + 10𝑧 = 0

.

Como 𝑡 no aparece, la solución es independiente de 𝑡 ⇒
𝑡 = 𝛼. Resolvemos el sistema anterior como un sistema de
3 ecuaciones con 3 incógnitas. Como su determinante es
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distinto de cero, es sistema compatible determinado y su
solución es la trivial, uniéndola a 𝑡, obtenemos la solución
𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 = 7:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4 y, calculando, llegamos a que
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas ⇒
Sistema compatible indeterminado. Resolvemos,

©­­­«
1 2 3 7
1 2 4 7
1 2 3 7
1 2 −3 7

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−1
41

©­­­«
1 2 3 7
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 −6 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹6

42∼
©­­­«

1 2 3 7
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 7𝑡 = 0
𝑧 = 0

}
.

Necesitamos 2 parámetros, entonces
𝑥 = −2𝛼 − 7𝛽, 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛽, 𝛼,𝛽 ∈ R.

• Si 𝑎 = 13:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4.

Como

������ −5 2 3
1 −4 4
1 2 −3

������ ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) =

3 < número de incógnitas ⇒ Sistema compatible indeter-
minado. Resolvemos,©­­­«
−5 2 3 13
1 −4 4 13
1 2 −3 13
1 2 −3 13

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹21∼

©­­­«
1 −4 4 13
−5 2 3 13
1 2 −3 13
1 2 −3 13

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
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𝐹5
21∼

𝐹−1
43

©­­­«
1 −4 4 13
0 −18 23 78
1 2 −3 13
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−1

31∼
©­­­«

1 −4 4 13
0 −18 23 78
0 6 −7 0
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒

𝑥 − 4𝑦 + 4𝑧 + 13𝑡 = 0
−18𝑦 + 23𝑧 + 78𝑡 = 0

6𝑦 − 7𝑧 = 0

.

Como tenemos 3 ecuaciones y 4 incógnitas, necesitamos
1 parámetro.
𝑥 = 1

3𝛼, 𝑦 = 7
6𝛼, 𝑧 = 𝛼, 𝑡 = −1

39𝛼, 𝛼 ∈ R.

Problema 2.2.3. Sea la matriz 𝐴 =

(
1 2
3 𝑎

)
. Hallar el valor de

𝑎 para que la ecuación 𝐴𝑋 =

(
0 0
0 0

)
, donde 𝑋 es una matriz

cuadrada de orden 2, tenga solución no nula.

Solución.
Sea 𝑋 =

(
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

)
.(

1 2
3 𝑎

) (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

)
=

(
0 0
0 0

)
⇒

(
𝑥 + 2𝑧 𝑦 + 2𝑡
3𝑥 + 𝑎𝑧 3𝑦 + 𝑎𝑡

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Para que dos matrices sean iguales, sus elementos correspon-
dientes han de ser iguales. Igualando elemento a elemento, ob-
tenemos el sistema,
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𝑥 + 2𝑧 = 0
𝑦 + 2𝑡 = 0

3𝑥 + 𝑎𝑧 = 0
3𝑦 + 𝑎𝑡 = 0

 ⇒ 𝐴∗ =
©­­­«

1 0 2 0
0 1 0 2
3 0 𝑎 0
0 3 0 𝑎

��������
0
0
0
0

ª®®®¬.

Tenemos un sistema homogéneo (sistema compatible). Sabe-
mos que tiene la solución trivial (sistema compatible determi-
nado), pero nos piden solución no nula, es decir, el valor de 𝑎
para que sea un sistema compatible indeterminado. Para ello,
por Rouché-Frobenius, tenemos que conseguir que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas = 4.
Al ser el sistema homogéneo, ya se cumple que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗), ya que la columna nula no aumenta el rango de la
matriz ampliada. Solo nos falta que ese rango sea menor que el
número de incógnitas, que es 4. Para ello, |𝐴| = 0.
|𝐴| = 𝑎2 − 12𝑎 + 36.
Igualando a cero, |𝐴| = 𝑎2 − 12𝑎 + 36 = 0 ⇒ 𝑎 = 6 ⇒ |𝐴| = 0
y entonces 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < número de incógnitas = 4.
Con 𝑎 = 6 tenemos un sistema compatible indeterminado y po-
demos obtener una solución no nula.

Problema 2.2.4. Discutir y resolver, según los valores de 𝑎, el
siguiente sistema de ecuaciones:

𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = 4
3𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 2

4𝑥 + 𝑦 + (𝑎2 − 14)𝑧 = 𝑎 + 2

 .
Solución.
Pasamos el sistema a forma matricial y vemos los rangos de las
matrices de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sis-
tema aplicando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar
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que para discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el ran-
go tanto usando determinantes, como escalonando la matriz.

𝐴∗ = ©­«
1 2 −3
3 −1 5
4 1 𝑎2 − 14

������ 4
2

𝑎 + 2

ª®¬ ⇒ |𝐴| = −7𝑎2 + 112 = 0 ⇒

𝑎 = 4 o 𝑎 = −4.

• Si 𝑎 = 4:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 3.

𝐴∗ =
©­«

1 2 −3
3 −1 5
4 1 2

������ 4
2
6

ª®¬.

Como
���� 1 2

3 −1

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 2.

Vemos el 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗).������ 1 2 4
3 −1 2
4 1 6

������ = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 < número incógnitas = 3 ⇒ Sistema
compatible indeterminado.
Resolvemos aplicando el método de Gauss.©­«

1 2 −3
3 −1 5
4 1 2

������ 4
2
6

ª®¬
𝐹−3

21∼
𝐹−4

31

©­«
1 2 −3
0 −7 14
0 −7 14

������ 4
−10
−10

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
1 2 −3
0 −7 14
0 0 0

������ 4
−10

0

ª®¬ ⇒ 𝑥 + 2𝑦 + −3𝑧 = 4
−7𝑦 + 14𝑧 = −10

}
.

Como tenemos 2 ecuaciones y 3 incógnitas (además, el
sistema es compatible indeterminado, por lo que tenemos
infinitas soluciones), necesitamos un parámetro,
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𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 10
7 + 2𝛼, 𝑥 = 8

7 − 𝛼, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 = −4:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 3.

𝐴∗ = ©­«
1 2 −3
3 −1 5
4 1 2

������ 4
2
−2

ª®¬
Pero como

���� 1 2
3 −1

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥
2.
Vemos 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗).������ 1 2 4

3 −1 2
4 1 −2

������ = 56 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒ Sistema incompatible.

• Si 𝑎 ≠ −4, 4:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número de
incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado.
Resolvemos por Cramer.

𝑥 =

��������
4 2 −3
2 −1 5

𝑎 + 2 1 𝑎2 − 14

��������
|𝐴| = −8𝑎2+7𝑎+100

−7𝑎2+112 = −(8𝑎+25)(𝑎−4)
(𝑎−4) (𝑎+4)

= −(8𝑎+25)
𝑎+4 .

𝑦 =

��������
1 4 −3
3 2 5
4 𝑎 + 2 𝑎2 − 14

��������
|𝐴| = −10𝑎2−14𝑎+216

(𝑎−4)(𝑎+4) = −2(𝑎−4)(5𝑎+27)
(𝑎−4)(𝑎+4) =

−2(5𝑎+27)
𝑎+4 .
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𝑧 =

��������
1 2 4
3 −1 2
4 1 𝑎 + 2

��������
|𝐴| = −7𝑎+28

(𝑎−4)(𝑎+4) =
−7(𝑎−4)

(𝑎−4)(𝑎+4) =
−7
𝑎+4 .

Problema 2.2.5. Discutir y resolver, según los valores de 𝑎 y 𝑏,
el siguiente sistema de ecuaciones:

𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 = 1
−𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 𝑏

𝑥 + 𝑎𝑧 = 1
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0

 .
Solución.
Pasamos a forma matricial y vemos los rangos de las matrices
de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sistema apli-
cando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar que para
discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el rango tanto
usando determinantes, como escalonando la matriz.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 0 1
−1 −3 −1 0
1 0 𝑎 0
1 −1 1 1

��������
1
𝑏
1
0

ª®®®¬.

El rango máximo de 𝐴∗ es 4, al igual que el de 𝐴.
Vemos el rango de 𝐴.
|𝐴| = 3𝑎 − 6 = 0 ⇒ 𝑎 = 2.

• Si 𝑎 ≠ 2:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 4 = número de
incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado indepen-
dientemente del valor de 𝑏.
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Resolvemos con Cramer.

𝑥 =

�����������
1 2 0 1
𝑏 −3 −1 0
1 0 𝑎 0
0 −1 1 1

�����������
|𝐴| = −3𝑎−3𝑎𝑏−6

3𝑎−6 = −3(𝑎+𝑎𝑏+2)
3(𝑎−2) =

−𝑎−𝑎𝑏−2
𝑎−2 , 𝑎 ≠ 2, 𝑏 ∈ R.

𝑦 =

�����������
1 1 0 1
−1 𝑏 −1 0
1 1 𝑎 0
1 0 1 1

�����������
|𝐴| = 𝑎+𝑏

3𝑎−6 , 𝑎 ≠ 2, 𝑏 ∈ R.

𝑧 =

�����������
1 2 1 1
−1 −3 𝑏 0
1 0 1 0
1 −1 0 1

�����������
|𝐴| = 3𝑏+6

3𝑎−6 = 3(𝑏+2)
3(𝑎−2) =

𝑏+2
𝑎−2 , 𝑎 ≠ 2, 𝑏 ∈

R.

𝑡 =

�����������
1 2 0 1
−1 −3 −1 𝑏
1 0 𝑎 1
1 −1 1 0

�����������
|𝐴| = 4𝑎+3𝑎𝑏−2𝑏

3𝑎−6 , 𝑎 ≠ 2, 𝑏 ∈ R.

• Si 𝑎 = 2:
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 0 1
−1 −3 −1 0
1 0 2 0
1 −1 1 1

��������
1
𝑏
1
0

ª®®®¬.
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Como

������ 1 2 0
−1 −3 −1
1 0 2

������ ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 indepen-

dientemente de 𝑏 y 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3.
Vemos si el restante determinante 4 × 4 es distinto de 0.��������

1 2 0 1
−1 −3 −1 𝑏
1 0 2 1
1 −1 1 0

�������� = 4𝑏 + 8 = 0 ⇒ 𝑏 = −2.

En el caso 𝑎 = 2 puede ser que 𝑏 = −2 o 𝑏 ≠ −2. Distin-
guimos casos:

– Si 𝑏 = −2:��������
1 2 0 1
−1 −3 −1 𝑏
1 0 2 1
1 −1 1 0

�������� = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 =

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < número de incógnitas = 4 ⇒ Sistema
compatible indeterminado. Resolvemos con Gauss,©­­­«

1 2 0 1
−1 −3 −1 0
1 0 2 0
1 −1 1 1

��������
1
−2
1
0

ª®®®¬
𝐹1

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−1
41

©­­­«
1 2 0 1
0 −1 −1 1
0 −2 2 −1
0 −3 1 0

��������
1
−1
0
−1

ª®®®¬
𝐹−2

32∼
𝐹−3

42

©­­­«
1 2 0 1
0 −1 −1 1
0 0 4 −3
0 0 4 −3

��������
1
−1
2
2

ª®®®¬
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𝐹−1
43∼

©­­­«
1 2 0 1
0 −1 −1 1
0 0 4 −3
0 0 0 0

��������
1
−1
2
0

ª®®®¬ ⇒

𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 = 1
−𝑦 − 𝑧 + 𝑡 = −1

4𝑧 − 3𝑡 = 2

.

Como tenemos 3 ecuaciones y 4 incógnitas, necesi-
tamos 1 parámetro,
𝑥 = −3

2 𝛼, 𝑦 = 1
2 + 1

4𝛼, 𝑧 = 1
2 + 3

4𝛼, 𝑡 = 𝛼, 𝛼 ∈ R.
– Si 𝑏 ≠ −2:��������

1 2 0 1
−1 −3 −1 𝑏
1 0 2 1
1 −1 1 0

�������� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 4 ≠

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 ⇒ Sistema incompatible.

Problema 2.2.6. Discutir y resolver, según los valores de 𝑎, los
siguientes sistemas de ecuaciones:

(a)

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎
𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 1
𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 1
𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1

 ,

(b)

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 2𝑡 = 2
2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧 + 𝑎2𝑡 = 𝑎 + 2

𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 + (6 − 𝑎2)𝑡 = 4 − 𝑎
4𝑥 + 4𝑦 − 8𝑧 + (𝑎2 + 4)𝑡 = 𝑎 + 6

 ,
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Solución.
(a) Pasamos a forma matricial y vemos los rangos de las matri-
ces de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sistema
aplicando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar que
para discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el rango
tanto usando determinantes, como escalonando la matriz.

𝐴∗ =
©­­­«

1 1 1
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

��������
𝑎
1
1
1

ª®®®¬ .
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝑚𝑎𝑥 (𝐴) = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝑚𝑎𝑥 (𝐴∗) = 4.������ 1 1 1

1 1 𝑎
1 𝑎 1

������ = −𝑎2 + 2𝑎 − 1 = 0 ⇒ 𝑎 = 1.

• Si 𝑎 = 1:

𝐴∗ =
©­­­«

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

��������
1
1
1
1

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) =

1 < número de incógnitas = 3 ⇒ Sistema compatible
indeterminado.
Para resolver, nos quedamos con 1 ecuación, ya que el
resto son iguales a esta,
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1

}
.

Como tenemos 1 ecuación y 3 incógnitas, necesitamos 2
parámetros,
𝑧 = 𝛽, 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 1 − 𝛼 − 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.

• Si 𝑎 ≠ 1:
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1 1 𝑎
1 𝑎 1

������ ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3.

|𝐴∗ | = 𝑎4 − 6𝑎2 + 8𝑎 − 3 = 0 ⇒ 𝑎 = 1 o 𝑎 = −3.
No puede ser 𝑎 = 1 porque estamos en el caso de 𝑎 ≠ 1,
luego solo puede es posible 𝑎 = −3.

– Si 𝑎 = −3:
|𝐴∗ | = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número
de incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado.
Resolvemos por el método de Gauss.©­­­«

1 1 1
1 1 −3
1 −3 1
−3 1 1

��������
−3
1
1
1

ª®®®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
3
41

©­­­«
1 1 1
0 0 −4
0 −4 0
0 4 4

��������
−3
4
4
−8

ª®®®¬
𝐹24∼

©­­­«
1 1 1
0 4 4
0 −4 0
0 0 −4

��������
−3
−8
4
4

ª®®®¬
𝐹

1
4

2∼
𝐹

1
4

3 ,𝐹
1
4

4

©­­­«
1 1 1
0 1 1
0 −1 0
0 0 −1

��������
−3
−2
1
1

ª®®®¬
𝐹1

32∼
©­­­«

1 1 1
0 1 1
0 0 1
0 0 −1

��������
−3
−2
−1
1

ª®®®¬
𝐹1

43∼
©­­­«

1 1 1
0 1 1
0 0 1
0 0 0

��������
−3
−2
−1
0

ª®®®¬ ⇒

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = −3
𝑦 + 𝑧 = −2

𝑧 = −1

 ⇒ 𝑧 = −1, 𝑦 = −1, 𝑥 = −1.

– Si 𝑎 ≠ −3:
|𝐴∗ | ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ⇒ Sistema
incompatible.
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Este ejercicio también se podría haber resuelto calculando direc-
tamente |𝐴∗ | e igualándolo a 0 para ver los valores de 𝑎 en base
a los que discutir el sistema, que habrían sido 𝑎 = 1 y 𝑎 = −3.

(b) En primer lugar, pasamos a forma matricial.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 −2 2
2 2 −4 𝑎2

1 4 −2 6 − 𝑎2

4 4 −8 𝑎2 + 4

��������
2

𝑎 + 2
4 − 𝑎
𝑎 + 6

ª®®®¬.

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4.������ 2 −4 𝑎2

4 −2 6 − 𝑎2

4 −8 𝑎2 + 4

������ = −12𝑎2 + 48 = 0 ⇒ 𝑎 = 4 o 𝑎 = −4.

• Si 𝑎 ≠ 4,−4:
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3.
Vemos 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) en función de 𝑎 (ampliamos el deter-
minante anterior).��������

2 −2 2 2
2 −4 𝑎2 𝑎 + 2
4 −2 6 − 𝑎2 4 − 𝑎
4 −8 𝑎2 + 4 𝑎 + 6

�������� = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =

= 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 < número de incógnitas = 4 ⇒ Sistema
compatible indeterminado.

Como

������ 2 −4 𝑎2

4 −2 6 − 𝑎2

4 −8 𝑎2 + 4

������ ≠ 0 en el caso que estamos de

𝑎 ≠ 4 y 𝑎 ≠ −4, las ecuaciones que nos dan información
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son las asociadas a este determinante (segunda, tercera y
cuarta). Con ellas formamos nuestro sistema.

2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧 + 𝑎2𝑡 = 𝑎 + 2
𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 + (6 − 𝑎2)𝑡 = 4 − 𝑎

4𝑥 + 4𝑦 − 8𝑧 + (𝑎2 + 4)𝑡 = 𝑎 + 6

.

Pasamos a matriz y escalonamos para resolver.

𝐵∗ = ©­«
2 2 −4 𝑎2

1 4 −2 6 − 𝑎2

4 4 −8 𝑎2 + 4

������ 𝑎 + 2
4 − 𝑎
𝑎 + 6

ª®¬
𝐹21∼ ©­«

1 4 −2 6 − 𝑎2

2 2 −4 𝑎2

4 4 −8 𝑎2 + 4

������ 4 − 𝑎
𝑎 + 2
𝑎 + 6

ª®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−4

31

©­«
1 4 −2 6 − 𝑎2

0 −6 0 3𝑎2 − 12
0 −12 0 5𝑎2 − 20

������ 4 − 𝑎
3𝑎 − 6
5𝑎 − 10

ª®¬
𝐹−2

32∼ ©­«
1 4 −2 6 − 𝑎2

0 −6 0 3𝑎2 − 12
0 0 0 −𝑎2 + 4

������ 4 − 𝑎
3𝑎 − 6
−𝑎 + 2

ª®¬ ⇒

𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 + (6 − 𝑎2)𝑡 = 4 − 𝑎
−6𝑦 + (3𝑎2 − 12)𝑡 = 3𝑎 − 6

(−𝑎2 + 4)𝑡 = −𝑎 + 2

 ⇒

𝑡 = 1
𝑎+2 , 𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 0, 𝑥 = 2𝑎+2𝑎𝛼+4𝛼+2

𝑎+2 , 𝑎 ≠ 4,−4, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 = 4:

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 −2 2
2 2 −4 16
1 4 −2 −10
4 4 −8 20

��������
2
6
0
10

ª®®®¬.

Discutimos y resolvemos con el método de Gauss.
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𝐴∗ =
©­­­«

1 2 −2 2
2 2 −4 16
1 4 −2 −10
4 4 −8 20

��������
2
6
0
10

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−4
41

©­­­«
1 2 −2 2
0 −2 0 12
0 2 0 −12
0 −4 0 12

��������
2
2
−2
2

ª®®®¬
𝐹1

32∼
𝐹−2

42

©­­­«
1 2 −2 2
0 −2 0 12
0 0 0 0
0 0 0 −12

��������
2
2
0
−2

ª®®®¬ ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas ⇒
Sistema compatible indeterminado.
𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 2𝑡 = 2

−2𝑦 + 12𝑡 = 2
−12𝑡 = −2

 ⇒ 𝑡 = 1
6 , 𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 0, 𝑥 =

5
3 + 2𝛼, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 = −4:

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 −2 2
2 2 −4 16
1 4 −2 −10
4 4 −8 20

��������
2
−2
8
2

ª®®®¬.

Discutimos y resolvemos con el método de Gauss.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 −2 2
2 2 −4 16
1 4 −2 −10
4 4 −8 20

��������
2
−2
8
2

ª®®®¬
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𝐹−2
21∼

𝐹−1
31 ,𝐹

−4
41

©­­­«
1 2 −2 2
0 −2 0 12
0 2 0 −12
0 −4 0 12

��������
2
−6
6
−6

ª®®®¬
𝐹1

32∼
𝐹−2

42

©­­­«
1 2 −2 2
0 −2 0 12
0 0 0 0
0 0 0 −12

��������
2
−6
0
6

ª®®®¬ ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas ⇒
Sistema compatible indeterminado.
𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 2𝑡 = 2

−2𝑦 + 12𝑡 = −6
−12𝑡 = 6

 ⇒ 𝑡 = −1
2 , 𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 0, 𝑥 =

2𝛼 + 3, 𝛼 ∈ R.

Problema 2.2.7. Discutir, según los valores de 𝑎 y 𝑏, el siguien-
te sistema de ecuaciones:

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 + 𝑎𝑏𝑦 + 𝑧 = 𝑏
𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑎𝑧 = 1

 .
Solución.
Pasamos a forma matricial y procedemos de igual forma que en
los ejercicios anteriores.

𝐴∗ = ©­«
𝑎 𝑏 1
1 𝑎𝑏 1
1 𝑏 𝑎

������ 1
𝑏
1

ª®¬
|𝐴| = 𝑎3𝑏 − 3𝑎𝑏 + 2𝑏 = 𝑏(𝑎 − 1)2(𝑎 + 2) = 0 ⇒ 𝑏 = 0 o
𝑎 = 1 o 𝑎 = −2.
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• Si 𝑏 = 0:

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≤ 2 ⇒ 𝐴∗ = ©­«
𝑎 0 1
1 0 1
1 0 𝑎

������ 1
0
1

ª®¬.

Vemos el rango en función de 𝑎,
���� 𝑎 1

1 1

���� = 𝑎 − 1 = 0 ⇒
𝑎 = 1.

– Si 𝑏 = 0 y 𝑎 = 1:

𝐴∗ = ©­«
1 0 1
1 0 1
1 0 1

������ 1
0
1

ª®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 1,

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2. Por lo tanto, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒
Sistema incompatible.

– Si 𝑏 = 0 y 𝑎 ≠ 1:
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 2.
Vemos 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ampliando el determinante,���� 𝑎 1

1 1

���������� 𝑎 1 1
1 1 0
1 𝑎 1

������ = 2𝑎 − 2 = 0 ⇒ 𝑎 = 1

Como estamos en caso de 𝑎 ≠ 1, ese determinante
es distinto de 0, luego,
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒
Sistema incompatible.

• Si 𝑎 = 1:

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≤ 2 ⇒ 𝐴∗ = ©­«
1 𝑏 1
1 𝑏 1
1 𝑏 1

������ 1
𝑏
1

ª®¬.
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Todos los determinantes 2 × 2 dan 0 independientemente
del valor de 𝑏, luego 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 1.
Vemos 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) en función de 𝑏.������ 𝑏 1 1
𝑏 1 𝑏
𝑏 1 1

������ = 0,

������ 1 1 1
1 1 𝑏
1 1 1

������ = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 3.���� 1 1
1 𝑏

���� = 𝑏 − 1 = 0 ⇒ 𝑏 = 1.

– Si 𝑎 = 1 y 𝑏 = 1:

𝐴∗ = ©­«
1 1 1
1 1 1
1 1 1

������ 1
1
1

ª®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 1 =

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < número de incógnitas = 3 ⇒ Sistema
compatible indeterminado.
Nos quedamos con una ecuación ya que las 3 son
iguales.
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 ⇒ 𝑧 = 𝛽, 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 1 − 𝛼 − 𝛽,
𝛼, 𝛽 ∈ R.

– Si 𝑎 = 1 y 𝑏 ≠ 1:
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 1 ⇒ Sistema in-
compatible.

• Si 𝑎 = −2:

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≤ 2 ⇒ 𝐴∗ = ©­«
−2 𝑏 1
1 −2𝑏 1
1 𝑏 −2

������ 1
𝑏
1

ª®¬.
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Como
���� −2 1

1 1

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 independiente-

mente de 𝑏 y
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 2.
Vemos ahora 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) en función de 𝑏.������ 𝑏 1 1
−2𝑏 1 𝑏
𝑏 −2 1

������ = 3𝑏2 + 6𝑏 = 𝑏(3𝑏 + 6) = 0 ⇒ 𝑏 = 0 o

𝑏 = −2.

– Si 𝑎 = −2 y 𝑏 = 0:

𝐴∗ = ©­«
−2 0 1
1 0 1
1 0 −2

������ 1
0
1

ª®¬.������ −2 1 1
1 1 0
1 −2 1

������ = −6 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ⇒ Sistema incompatible.
– Si 𝑎 = −2 y 𝑏 = −2:

𝐴∗ = ©­«
−2 −2 1
1 4 1
1 −2 −2

������ 1
−2
1

ª®¬.

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 3 y como vimos que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥
2 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2, tenemos que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) =
2 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < número de incógnitas = 3,⇒ Sis-
tema compatible indeterminado.
Nos quedamos con las 2 ecuaciones del menor prin-
cipal de orden 2,
−2𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 = −2

}
⇒
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𝑧 = −1 − 2𝛼, 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = −1 − 2𝛼, 𝛼 ∈ R.
– Si 𝑎 = −2 y 𝑏 ≠ 0,−2:������ 𝑏 1 1

−2𝑏 1 𝑏
𝑏 −2 1

������ ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3.

Como 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒ Sistema incom-
patible.

• Si 𝑏 ≠ 0 y 𝑎 ≠ 1,−2:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 = número de
incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado.
Resolvemos usando Cramer.

𝑥 =

��������
1 𝑏 1
𝑏 𝑎𝑏 1
1 𝑏 𝑎

��������
|𝐴| = −𝑎𝑏2+𝑏2+𝑎2𝑏−𝑎𝑏

|𝐴| = −𝑏(𝑎−1) (𝑏−𝑎)
𝑏(𝑎−1)2 (𝑎+2) =

−(𝑏−𝑎)
(𝑎−1)(𝑎+2) .

𝑦 =

��������
𝑎 1 1
1 𝑏 1
1 1 𝑎

��������
|𝐴| = −2𝑎+𝑎2𝑏−𝑏+2

|𝐴| = −(𝑎−1)(2−𝑏(1+𝑎))
𝑏(𝑎−1)2 (𝑎+2) =

2−𝑏(1+𝑎)
𝑏(𝑎−1) (𝑎+2) .

𝑧 =

��������
𝑎 𝑏 1
1 𝑎𝑏 𝑏
1 𝑏 1

��������
|𝐴| = −𝑎𝑏2+𝑏2+𝑎2𝑏−𝑎𝑏

|𝐴| = −𝑏(𝑎−1)(𝑏−𝑎)
𝑏(𝑎−1)2 (𝑎+2) =

−(𝑏−𝑎)
(𝑎−1)(𝑎+2) .
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Problema 2.2.8. Sea la matriz 𝐴 =
©­­­«

1 −1 2 1
2 −3 4 0
−1 2 𝑎 𝑏
0 1 𝑏 − 1 𝑏

ª®®®¬. Para
𝑏 = 3, determinar 𝑎 y 𝑐 para que el sistema de ecuaciones 𝐴𝑋 =

𝐵, con 𝐵 =
©­­­«

1
0
−1
𝑐

ª®®®¬, sea compatible indeterminado y resolverlo.
Solución.
Siendo 𝑋 la matriz de incógnitas, el sistema es

𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 1
2𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 = 0

−𝑥 + 2𝑦 + 𝑎𝑧 + 𝑏𝑡 = −1
𝑦 + (𝑏 − 1)𝑧 + 𝑏𝑡 = 𝑐

.

En forma matricial para 𝑏 = 3,

𝐴∗ =
©­­­«

1 −1 2 1
2 −3 4 0
−1 2 𝑎 3
0 1 2 3

��������
1
0
−1
𝑐

ª®®®¬.

Para que sea sistema compatible indeterminado, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas = 4. El rango máximo de 𝐴
y 𝐴∗ es 4. Para llegar a ello, vamos a discutir en función de 𝑎 y 𝑐
hasta dar con el caso de sistema compatible indeterminado. Para
ello, procedemos de igual forma que en los ejercicios anteriores.
|𝐴| = −𝑎 + 2 = 0 ⇒ 𝑎 = 2.
Como con 𝑎 = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4 independientemente de 𝑐, 𝑎
debe ser 2.
Si 𝑎 = 2,
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𝐴∗ =
©­­­«

1 −1 2 1
2 −3 4 0
−1 2 2 3
0 1 2 3

��������
1
0
−1
𝑐

ª®®®¬ ⇒

������ 1 −1 2
2 −3 4
−1 2 2

������ ≠ 0 ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3.
Para que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) sea 3, tenemos que hacer que los posibles
determinantes ampliados 4 × 4 del menor principal 3 × 3 que
hemos obtenido, sean 0.
Una ampliación es |𝐴|, que para 𝑎 = 2 es 0.

La otra es

��������
1 −1 2 1
2 −3 4 0
−1 2 2 −1
0 1 2 𝑐

�������� = −4𝑐 + 4 = 0 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3.
Por lo tanto, con 𝑎 = 2, 𝑐 = 1, se cumple que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 < número de incógnitas = 4 ⇒ Sistema com-
patible indeterminado.
Resolvemos con el método de Gauss.©­­­«

1 −1 2 1
2 −3 4 0
−1 2 2 3
0 1 2 3

��������
1
0
−1
1

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹1

31

©­­­«
1 −1 2 1
0 −1 0 −2
0 1 4 4
0 1 2 3

��������
1
−2
0
1

ª®®®¬
𝐹1

32∼
𝐹1

42

©­­­«
1 −1 2 1
0 −1 0 −2
0 0 4 2
0 0 2 1

��������
1
−2
−2
−1

ª®®®¬
𝐹

1
2

3∼
©­­­«

1 −1 2 1
0 −1 0 −2
0 0 2 1
0 0 2 1

��������
1
−2
−1
−1

ª®®®¬
𝐹−1

43∼
©­­­«

1 −1 2 1
0 −1 0 −2
0 0 2 1
0 0 0 0

��������
1
−2
−1
0

ª®®®¬ ⇒
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 1

−𝑦 − 2𝑡 = −2
2𝑧 + 𝑡 = −1

 ⇒

𝑡 = −1 − 2𝛼, 𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 4 + 4𝛼, 𝑥 = 6 + 4𝛼, 𝛼 ∈ R.
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Problema 2.2.9. Sea la matriz 𝐴 =
©­­­«
1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 𝑎 1
0 1 0 2

ª®®®¬.
(a) Discutir para qué valores de 𝑎 es 𝐴 inversible.

(b) Discutir y resolver el sistema 𝐴𝑋 = 0.

Solución.
(a) Recordamos que para que 𝐴 sea inversible, |𝐴| ≠ 0. Halla-
mos los valores de 𝑎 que hacen que |𝐴| ≠ 0. |𝐴| = 2𝑎 = 0 ⇒
𝑎 = 0. Luego, para 𝑎 ≠ 0, 𝐴 es inversible.
(b) El sistema, siendo 𝑋 la matriz de incógnitas es

𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 = 0

𝑦 + 𝑎𝑧 + 𝑡 = 0
𝑦 + 2𝑡 = 0

.

Es un sistema homogéneo, por lo que tiene la solución trivial.

𝐴∗ =
©­­­«

1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 𝑎 1
0 1 0 2

��������
0
0
0
0

ª®®®¬.

Del apartado anterior sabemos que |𝐴| = 0 ⇒ 𝑎 = 0. Distingui-
mos casos teniendo en cuenta que en un sistema homogéneo, es
decir, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) siempre.

• Si 𝑎 = 0:

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4 ⇒ 𝐴∗ =
©­­­«

1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 0 2

��������
0
0
0
0

ª®®®¬.
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0 1 0
0 1 2

������ = 2 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) <

número de incógnitas = 4 ⇒ Sistema compatible indeter-
minado.
Resolvemos con el método de Gauss.©­­­«

1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 0 2

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 2

��������
0
0
0
0

ª®®®¬
𝐹−2

43∼
©­­­«

1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒
𝑥 + 𝑧 = 0

𝑦 = 0
𝑡 = 0

 ⇒

𝑡 = 0, 𝑧 = 𝛼, 𝑦 = 0, 𝑥 = −𝛼, 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 ≠ 0:
|𝐴| ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número de incóg-
nitas = 4 ⇒ Sistema compatible determinado.
Como es un sistema homogéneo, al ser compatible deter-
minado, la solución es la trivial,
𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 0.

Problema 2.2.10. Discutir, según los valores de 𝑎, el sistema de
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ecuaciones

©­­­«
2 1 0 −1
4 5 0 0
−2 8 1 8
0 3 −1 1

ª®®®¬
©­­­«
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

ª®®®¬ =
©­­­«

2
𝑎
−𝑎
−𝑎

ª®®®¬ .
Resolver dicho sistema cuando sea posible.

Solución.
Para este ejercicio seguimos el mismo procedimiento que en los
anteriores.

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 0 −1
4 5 0 0
−2 8 1 8
0 3 −1 1

��������
2
𝑎
−𝑎
−𝑎

ª®®®¬.

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 4.������ 2 1 0
4 5 0
−2 8 1

������ ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 independientemente de 𝑎 y

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3.
Para 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗), ampliamos el menor principal de 𝐴 con la úl-
tima ampliación posible, que es añadiéndole la última columna,
y vemos el rango en función de 𝑎.��������

2 1 0 2
4 5 0 𝑎
−2 8 1 −𝑎
0 3 −1 −𝑎

�������� = −36𝑎 + 108 = 0 ⇒ 𝑎 = 3.

• Si 𝑎 = 3:

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 0 −1
4 5 0 0
−2 8 1 8
0 3 −1 1

��������
2
3
−3
−3

ª®®®¬.
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Como todos los determinantes 4×4 de 𝐴∗ son 0, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) <
4, pero antes vimos que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 3, luego 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) =
3 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas
= 4 ⇒ Sistema compatible indeterminado.
Aplicamos el método de Gauss.

©­­­«
2 1 0 −1
4 5 0 0
−2 8 1 8
0 3 −1 1

��������
2
3
−3
−3

ª®®®¬
𝐹

1
2

1∼
©­­­«

1 1
2 0 −1

2
4 5 0 0
−2 8 1 8
0 3 −1 1

��������
1
3
−3
−3

ª®®®¬
𝐹−4

21∼
𝐹2

31

©­­­«
1 1

2 0 −1
2

0 3 0 2
0 9 1 7
0 3 −1 1

��������
1
−1
−1
−3

ª®®®¬
𝐹−3

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 1

2 0 −1
2

0 3 0 2
0 0 1 1
0 0 −1 −1

��������
1
−1
2
−2

ª®®®¬
𝐹1

43∼
©­­­«

1 1
2 0 −1

2
0 3 0 2
0 0 1 1
0 0 0 0

��������
1
−1
2
0

ª®®®¬
𝐹2

1∼
©­­­«

2 1 0 −1
0 3 0 2
0 0 1 1
0 0 0 0

��������
2
−1
2
0

ª®®®¬ ⇒

2𝑥 + 𝑦 − 𝑡 = 2
3𝑦 + 2𝑡 = −1
𝑧 + 𝑡 = 2

 ⇒

𝑡 = 𝛼, 𝑧 = 2 − 𝛼, 𝑦 = −1−2𝛼
3 , 𝑥 = 7+5𝛼

6 , 𝛼 ∈ R.

• Si 𝑎 ≠ 3:
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 4 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 ⇒ Sistema incompati-
ble.
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Sistemas de ecuaciones con parámetros

Problema 2.2.11. Determinar 𝑎 y 𝑏 para que el sistema de ecua-
ciones

2𝑥 − 3𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 𝑏

3𝑥 − 7𝑦 + 𝑏𝑧 = 𝑎


sea compatible indeterminado.

Solución.
Procedemos del mismo modo que en los ejercicios anteriores.

𝐴∗ = ©­«
2 −3 𝑎
1 1 −3
3 −7 𝑏

������ 0
𝑏
𝑎

ª®¬.

Para que sea sistema compatible indeterminado, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < número de incógnitas = 3. El rango máximo de
𝐴 es 3. Por ello, |𝐴| debe ser 0.
|𝐴| = −10𝑎 + 5𝑏 − 15 = 0 ⇒ 𝑎 = −−𝑏+3

2 .
Para que sea sistema compatible indeterminado, 𝑎 debe ser−−𝑏+3

2 .
Con ello, 𝐴∗ queda como

𝐴∗ = ©­«
2 −3 −−𝑏+3

2
1 1 −3
3 −7 𝑏

������ 0
𝑏

−−𝑏+3
2

ª®¬.

Como
���� 2 −3

1 1

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 independientemente de

𝑏.
Para que 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2, la última posible ampliación (la otra
era |𝐴|) del menor principal anterior, debe ser 0.������ 2 −3 0

1 1 𝑏

3 −7 −−𝑏+3
2

������ = 15𝑏−15
2 = 0 ⇒ 𝑏 = 1.

Usando que 𝑎 = −−𝑏+3
2 ⇒ 𝑎 = −1.
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Luego, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 < número de incógnitas
⇒ Sistema compatible indeterminado.

Problema 2.2.12. Sea el sistema de ecuaciones

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1
2𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 = −4

𝑥 − 𝑦 + (𝑎 + 2)𝑧 = −3𝑎 − 5
4𝑥 + 2𝑦 + (𝑎 + 6)𝑧 = −3𝑎2 − 8

 .
(a) Discutir el sistema de ecuaciones según los valores de 𝑎.

(b) Resolver sl sistema de ecuaciones para 𝑎 = 1.

Solución.
Procedemos del mismo modo que en los ejercicios anteriores.
(a) En forma matricial,

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 1
2 1 3
1 −1 𝑎 + 2
4 2 𝑎 + 6

��������
1
−4

−3𝑎 − 5
−3𝑎2 − 8

ª®®®¬.

|𝐴∗ | = 9𝑎3 − 9𝑎2 = 0 ⇒ 𝑎 = 0, 𝑎 = 1.

• Si 𝑎 = 0:
|𝐴∗ | = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 4.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 1
2 1 3
1 −1 2
4 2 6

��������
1
−4
−5
−8

ª®®®¬.

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < número de incógnitas
= 3 ⇒ Sistema compatible indeterminado.
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• Si 𝑎 = 1:
|𝐴∗ | = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 4.

𝐴∗ =
©­­­«

1 2 1
2 1 3
1 −1 3
4 2 7

��������
1
−4
−8
−11

ª®®®¬.

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = número de incógnitas
= 3 ⇒ Sistema compatible determinado.

• Si 𝑎 ≠ 0 y 𝑎 ≠ 1:
|𝐴∗ | ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 4 pero el rango máximo de 𝐴
es 3, luego es un sistema incompatible.

(b) Para 𝑎 = 1 era sistema compatible determinado. Resolve-
mos con el método de Gauss (Cramer no porque el número de
ecuaciones es distinto al número de incógnitas).©­­­«

1 2 1
2 1 3
1 −1 3
4 2 7

��������
1
−4
−8
−11

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−1

31 ,𝐹
−4
41

©­­­«
1 2 1
0 −3 1
0 −3 2
0 −6 3

��������
1
−6
−9
−15

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−2

42

©­­­«
1 2 1
0 −3 1
0 0 1
0 0 1

��������
1
−6
−3
−3

ª®®®¬
𝐹−1

43∼
©­­­«

1 2 1
0 −3 1
0 0 1
0 0 0

��������
1
−6
−3
0

ª®®®¬ ⇒

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 1
−3𝑦 + 𝑧 = −6

𝑧 = −3

 ⇒ 𝑧 = −3, 𝑦 = 1, 𝑥 = 2.

90



Capítulo 3

Espacios vectoriales

Índice
3.1 Definición de un espacio vectorial . . . . 91
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3.3 Cambios de base y coordenadas . . . . . 103
3.4 Ecuaciones paramétricas e implícitas de

subespacios vectoriales . . . . . . . . . 118
3.5 Subespacio suma y subespacio intersección 130

3.1 Definición de un espacio vectorial
Problema 3.1.1. Sean las operaciones de R2 definidas por

(𝑥, 𝑦) + (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 + 𝑥′, 𝑦 + 𝑦′ + 1),
𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝛼𝑥, 𝛼𝑦).

Estudiar si (R2, +, ·) es un R-espacio vectorial.
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Definición de un espacio vectorial

Solución.
Para demostrarlo vamos a ver si el espacio vectorial con la ope-
ración suma es un grupo. Para que el espacio vectorial sea un
grupo, la operación + tiene que verificar ser asociativa, tener
elemento neutro y que todos sus elementos tengan elemento in-
verso.

• Asociativa:
Sean 𝑢 = (𝑎, 𝑏), 𝑣 = (𝑐, 𝑑), 𝑤 = (𝑒, 𝑓 ) ∈ R2.
(𝑢+𝑣) +𝑤 = ((𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)) + (𝑒, 𝑓 ) = (𝑎+𝑐, 𝑏+𝑑+1) +
(𝑒, 𝑓 ) = (𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+1+ 𝑓 +1) = (𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+ 𝑓 +2).
𝑢+ (𝑣+𝑤) = (𝑎, 𝑏) + ((𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓 )) = (𝑎, 𝑏) + (𝑐+𝑒, 𝑑+
𝑓 +1) = (𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+ 𝑓 +1+1) = (𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+ 𝑓 +2).
Como (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑢 + (𝑣 + 𝑤), se cumple la propiedad
asociativa.

• Elemento neutro:
Sean 𝑢 = (𝑎, 𝑏), 𝑒 = (𝑥, 𝑦) ∈ R2.
Debe cumplirse 𝑢 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑢 = 𝑢.
𝑢 + 𝑒 = (𝑎, 𝑏) + (𝑥, 𝑦) = (𝑎 + 𝑥, 𝑏 + 𝑦 + 1).
𝑒+𝑢 = (𝑥, 𝑦)+ (𝑎, 𝑏) = (𝑥+𝑎, 𝑦+𝑏+1) = (𝑎+𝑥, 𝑏+𝑦+1).
Este último paso se puede realizar ya que la suma de nú-
meros reales es conmutativa y 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ R.
Vemos cuánto debe valer (𝑥, 𝑦).
𝑢 + 𝑒 = 𝑢 ⇒ (𝑎 + 𝑥, 𝑏 + 𝑦 + 1) = (𝑎, 𝑏).
Entonces, obtenemos las 2 siguientes ecuaciones:
𝑎 + 𝑥 = 𝑎 ⇒ 𝑥 = 0,
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Definición de un espacio vectorial

𝑏 + 𝑦 + 1 = 𝑏 ⇒ 𝑦 = −1.
El elemento neutro es 𝑒 = (0,−1).

• Elemento inverso:
Sean 𝑢 = (𝑎, 𝑏), 𝑒 = (0,−1) ∈ 𝑉 .
Hay que verificar que para todo 𝑢 ∈ R2, existe 𝑢′ tal que
𝑢 + 𝑢′ = 𝑢′ + 𝑢 = 𝑒.
𝑢 + 𝑢′ = 𝑒 ⇒ 𝑢′ = 𝑒 − 𝑢 = 𝑒 + (−𝑎,−𝑏) = (−𝑎,−𝑏).
𝑢 + 𝑢′ = (𝑎, 𝑏) + (−𝑎,−𝑏) = (𝑎 − 𝑎, 𝑏 − 𝑏 + 1) = (0, 1) ≠
𝑒 = (0,−1).
Por lo tanto, no tiene elemento inverso, por lo que (R2, +, ·)
no es R-espacio vectorial.

Problema 3.1.2. Sean las operaciones de R2 definidas por

(𝑥, 𝑦) + (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 + 𝑥′ + 1, 𝑦 + 𝑦′ + 1),

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝛼𝑥, 𝛼𝑦).
Estudiar si (R2, +, ·) es un R-espacio vectorial.

Solución.
Para demostrarlo vamos a ver si el espacio vectorial con la ope-
ración producto por escalar verifica ser distributiva respecto a la
suma de vectores, distributiva respecto a la suma de escalares,
asociativa con escalares y tener elemento unidad.
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• Distributiva respecto a la suma de vectores:
Sean 𝑢 = (𝑎, 𝑏), 𝑣 = (𝑐, 𝑑) ∈ R2, 𝛼 ∈ R.
𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼((𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)) = 𝛼(𝑎 + 𝑐 + 1, 𝑏 + 𝑑 + 1) =
(𝛼𝑎 + 𝛼𝑐 + 𝛼, 𝛼𝑏 + 𝛼𝑑 + 𝛼).
𝛼𝑢 + 𝛼𝑣 = 𝛼(𝑎, 𝑏) + 𝛼(𝑐, 𝑑) = (𝛼𝑎, 𝛼𝑏) + (𝛼𝑐 + 𝛼𝑑) =
(𝛼𝑎 + 𝛼𝑐 + 1, 𝛼𝑏 + 𝛼𝑑 + 1).
Como 𝛼(𝑢 + 𝑣) ≠ 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣, no se cumple la propiedad
distributiva respecto a la suma de vectores.
Por lo tanto, (R2, +, ·) no es R-espacio vectorial.

3.2 Independencia lineal de vectores
Problema 3.2.1. Sea𝑉 = {(−1, 0, 2), (1, 1, 0), (−10,−17, 1)} ⊂
R3. Estudiar si el vector (5,−2, 3) pertenece a la variedad lineal
generada por los vectores de 𝑉 .

Solución.
Para ver si (5,−2, 3) pertenece a la variedad lineal, tenemos que
ver si puede ser generado por los vectores de𝑉 , es decir, si pode-
mos expresar el vector como combinación lineal de los vectores
de 𝑉 .
Vemos si existen 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 tales que

(5,−2, 3) = 𝜆1(−1, 0, 2) + 𝜆2(1, 1, 0) + 𝜆3(−10,−17, 1).
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−𝜆1 + 𝜆2 − 10𝜆3 = 5
𝜆2 − 17𝜆3 = −2

2𝜆1 + 𝜆3 = 3

 ⇒ 𝐴∗ = ©­«
−1 1 −10
0 1 −17
2 0 1

������ 5
−2
3

ª®¬
𝐹2

31∼ ©­«
−1 1 −10
0 1 −17
0 2 −19

������ 5
−2
13

ª®¬
𝐹−2

32∼ ©­«
−1 1 −10
0 1 −17
0 0 15

������ 5
−2
17

ª®¬ ⇒

−𝜆1 + 𝜆2 − 10𝜆3 = 5
𝜆2 − 17𝜆3 = −2

15𝜆3 = 17

 ⇒ 𝜆3 = 17
15 , 𝜆2 = 259

15 , 𝜆1 = 14
15 .

Vemos que existe 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, luego (5,−2, 3) pertenece a la va-
riedad lineal.
Para comprobarlo, también es suficiente con ver que el sistema
es compatible, sin necesidad de calcular los valores de los 𝜆.

Problema 3.2.2. Calcular el valor de 𝛼 para el cual los vectores
de R4

𝑎 = (𝛼,−1, 0, 1), 𝑏 = (0, 𝛼,−1, 1), 𝑐 = (1, 0,−1, 2),

son linealmente dependientes.

Solución.
Son linealmente independientes si 𝜆1𝑎 + 𝜆2𝑏 + 𝜆3𝑐 = 0 si y solo
si 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0.
Formamos el sistema
𝜆1(𝛼,−1, 0, 1)+𝜆2(0, 𝛼,−1, 1)+𝜆3(1, 0,−1, 2) = (0, 0, 0, 0) ⇒
(𝜆1𝛼,−𝜆1, 0, 𝜆1)+(0, 𝜆2𝛼,−𝜆2, 𝜆2)+(𝜆3, 0,−𝜆3, 2𝜆3) = (0, 0, 0, 0) ⇒

𝜆1𝛼 + 𝜆3 = 0
−𝜆1 + 𝜆2𝛼 = 0
−𝜆2 − 𝜆3 = 0

𝜆1 + 𝜆2 + 2𝜆3 = 0

 ⇒ 𝐴∗ =
©­­­«
𝛼 0 1
−1 𝛼 0
0 −1 −1
1 1 2

��������
0
0
0
0

ª®®®¬.
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Por lo tanto, para que sean linealmente dependientes, el sistema
debe ser compatible indeterminado, de forma que la solución
trivial no es la única solución. Estudiamos el sistema en función
de 𝛼. Recordamos que en un sistema homogéneo 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) =
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗).���� 0 −1

1 1

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ≥ 2.������ −1 𝛼 0
0 −1 −1
1 1 2

������ = −𝛼 + 1 = 0 ⇒ 𝛼 = 1.

El otro posible determinante 3 × 3 es������ 𝛼 0 1
0 −1 −1
1 1 2

������ = −𝛼 + 1 = 0 ⇒ 𝛼 = 1.

Luego, si 𝛼 = 1, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 < número de
incógnitas = 3 ⇒ Sistema compatible indeterminado.
Por lo tanto, 𝛼 debe ser 1.

Problema 3.2.3. Sean los vectores de R4

𝑢1 = (−1, 0, 4, 1), 𝑢2 = (3,−2, 0, 2),

𝑢3 = (2, 𝛼,−2, 0), 𝑢4 = (2,−3,−2, 3).
Calcular el valor de 𝛼 para que 𝑢4 sea combinación lineal de
𝑢1, 𝑢2, 𝑢3.

Solución.
Para que 𝑢4 sea combinación lineal, deben existir 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ R
tal que 𝑢4 = 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 + 𝜆3𝑢3.
(2,−3,−2, 3) = (−𝜆1, 0, 4𝜆1, 𝜆1) + (3𝜆2,−2𝜆2, 0, 2𝜆2) +
(2𝜆3, 𝛼𝜆3,−2𝜆3, 0) ⇒
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2 = −𝜆1 + 3𝜆2 + 2𝜆3
−3 = −2𝜆2 + 𝛼𝜆3
−2 = 4𝜆1 − 2𝜆3

3 = 𝜆1 + 2𝜆2

 ⇒ 𝐴∗ =
©­­­«
−1 3 2
0 −2 𝛼
4 0 −2
1 2 0

��������
2
−3
−2
3

ª®®®¬.

Para que existan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, el sistema debe ser compatible, es
decir,
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗).
Como el rango máximo de 𝐴∗ es 4 y el de 𝐴 es 3, |𝐴∗ | debe ser
0.
Discutamos el sistema en función de 𝛼.
|𝐴∗ | = 30𝛼 + 18 = 0 ⇒ 𝛼 = −3

5 .
Si 𝛼 = −3

5 ⇒ |𝐴∗ | = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 4.

𝐴∗ =
©­­­«
−1 3 2
0 −2 −3

5
4 0 −2
1 2 0

��������
2
−3
−2
3

ª®®®¬ ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) =

3 = número de incógnitas ⇒ Sistema compatible determinado.
No puede ocurrir que 𝛼 ≠ −3

5 porque entonces |𝐴∗ | ≠ 0 y
𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 4, cuando el máximo rango de 𝐴 es 3. Luego,
sería un sistema incompatible.
Por lo tanto, 𝛼 = −3

5 .

Problema 3.2.4. Sea el espacio vectorial de R3.

(a) Estudiar si los vectores

𝑢1 = (1, 3, 5), 𝑢2 = (−1, 0, 2), 𝑢3 = (3, 3, 1)

son linealmente dependientes o independientes.

97



Independencia lineal de vectores

(b) Sean los vectores 𝑣 = (1, 0, 1), 𝑤 = (1, 0,−1) y 𝑉 la va-
riedad lineal generada por ellos. Estudiar si los vectores
𝑝 = (1, 0, 5) y 𝑞 = (1, 1, 0) pertenecen a 𝑉 .

Solución.
(a) Son linealmente independientes si la igualdad 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 +
𝜆3𝑢3 = 0 únicamente se verifica para 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 0. En caso
contrario, son linealmente dependientes.
𝜆1(1, 3, 5) + 𝜆2(−1, 0, 2) + 𝜆3(3, 3, 1) = (0, 0, 0) ⇒
(𝜆1, 3𝜆1, 5𝜆1) + (−𝜆2, 0, 2𝜆2) + (3𝜆3, 3𝜆3, 𝜆3) = (0, 0, 0) ⇒
(𝜆1 − 𝜆2 + 3𝜆3, 3𝜆1 + 3𝜆3, 5𝜆1 + 2𝜆2 + 𝜆3) = (0, 0, 0) ⇒
𝜆1 − 𝜆2 + 3𝜆3 = 0

3𝜆1 + 3𝜆3 = 0
5𝜆1 + 2𝜆2 + 𝜆3 = 0

 ⇒ 𝐴∗ = ©­«
1 −1 3
3 0 3
5 2 1

������ 0
0
0

ª®¬.

Debe ser sistema compatible determinado para que únicamente
exista la solución trivial y sean linealmente independientes. En
caso contrario, son linealmente dependientes. Recordamos que
en un sistema homogéneo 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗).
|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) < 3.���� 1 −1

3 0

���� ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = 2 < número de

incógnitas = 3 ⇒ Sistema compatible indeterminado.
Por lo tanto, la igualdad se verifica no solo para 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 = 0.
Entonces, son linealmente dependientes.
También se podría haber hecho este apartado formando una ma-
triz con los 3 vectores y si el rango es máximo (en este caso 3),
los vectores son linealmente independientes. Sino, no.

(b) Para ver si pertenecen a 𝑉 , vemos si se pueden generar por
combinación lineal de los vectores de 𝑉 .

• 𝑝 = (1, 0, 5):
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Deben existir 𝜆1, 𝜆2 ∈ R : 𝑝 = 𝜆1𝑣 + 𝜆2𝑤.
(1, 0, 5) = 𝜆1(1, 0, 1) + 𝜆2(1, 0,−1) ⇒ (1, 0, 5) = (𝜆1 +
𝜆2, 0, 𝜆1 − 𝜆2) ⇒
1 = 𝜆1 + 𝜆2
0 = 0
5 = 𝜆1 − 𝜆2

 ⇒ 𝜆1 = 3, 𝜆2 = −2.

Vemos que existen 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, por lo que 𝑝 ∈ 𝑉 .

• 𝑞 = (1, 1, 0):
Deben existir 𝜆1, 𝜆2 ∈ R : 𝑞 = 𝜆1𝑣 + 𝜆2𝑤.
(1, 1, 0) = 𝜆1(1, 0, 1) + 𝜆2(1, 0,−1) ⇒ (1, 1, 0) = (𝜆1 +
𝜆2, 0, 𝜆1 − 𝜆2) ⇒
1 = 𝜆1 + 𝜆2
1 = 0
0 = 𝜆1 − 𝜆2

.

Como la segunda ecuación no tiene sentido, no existen
𝜆1, 𝜆2 ∈ R tales que 𝑞 = 𝜆1𝑣 + 𝜆2𝑤, por lo que 𝑞 ∉ 𝑉 .

Problema 3.2.5. Sean los vectores de R4

𝑢1 = (1,−2, 1, 3), 𝑢2 = (2,−4, 0, 2),

𝑢3 = (3,−6, 1, 5), 𝑢4 = (2,−4,−4,−6).
Calcular una base de la variedad lineal generada por ellos.

Solución.
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{𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} forman un sistema generador de la variedad li-
neal
𝑄 =< 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 >.
Para obtener la base, vemos cuáles de ellos son linealmente in-
dependientes. Para ello, formamos una matriz y los vectores aso-
ciados al menor principal son los linealmente independientes y,
por lo tanto, la base de la variedad lineal 𝑄.

𝐴 =
©­­­«

1 −2 1 3
2 −4 0 2
3 −6 1 5
2 −4 −4 −6

ª®®®¬.

De las filas 1 y 2 obtenemos el determinante���� 1 3
0 2

���� ≠ 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≥ 2.

No es posible encontrar un menor 3 × 3 de este que sea distinto
de 0, luego, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 y como son las filas 1 y 2 las asocia-
das a este menor principal, los vectores 𝑢1 y 𝑢2 son linealmente
independientes.
Por lo tanto, la base de la variedad lineal Q es
𝐵𝑄 = {𝑢1, 𝑢2} = {(1,−2, 1, 3), (2,−4, 0, 2)}.

Problema 3.2.6. Determinar, según los valores de 𝛼 y 𝛽, si los
vectores de R4

{(1, 2, 3, 4), (2, 3, 4, 1), (3, 4, 1, 𝛽), (4, 1, 2, 𝛼)}
son linealmente dependientes o independientes.

Solución.
Formamos la matriz 𝐴 con los vectores y, en función de si 𝐴 tiene
rango máximo o no, vemos si son linealmente independientes o
dependientes.
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𝐴 =
©­­­«

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 𝛽
4 1 2 𝛼

ª®®®¬.

|𝐴| = 4𝛼 + 4𝛽 + 140 = 0 ⇒ 𝛼 = −𝛽 − 35, 𝛽 ∈ R.
Luego, si 𝛼 = −𝛽 − 35, 𝛽 ∈ R, |𝐴| = 0, por lo que los vectores
son linealmente dependientes. En cambio, si 𝛼 ≠ −𝛽−35, 𝛽 ∈ R,
|𝐴| ≠ 0, por lo que los vectores son linealmente independientes.

Problema 3.2.7. Determinar 𝑎 y 𝑏 para que el conjunto

𝐵 = {(1,−1,−3, 1), (𝑎,−1, 1,−1), (2,−𝑏, 1,−2), (1, 1,−𝑏, 1)}

forme una base de R4.

Solución.
Para que formen una base, deben de ser sistema generador de
R4 y linealmente independientes. Como en este caso tenemos 4
vectores y un espacio vectorial de dimensión 4, podemos usar el
siguiente corolario:
Sea 𝑉 un espacio vectorial de dimensión n. Entonces, dado un
conjunto de exactamente n vectores, son equivalentes que sean
linealmente independientes, sistema generador de 𝑉 y base de
𝑉 .
Por lo tanto, con hallar 𝑎 y 𝑏 para que sean linealmente indepen-
dientes es suficiente. Para que sean linealmente independientes,
el rango de la matriz que forman debe ser máximo, en este ca-
so 4. Luego, el determinante de la matriz que forman debe ser
distinto de 0.
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1 −1 −3 1
𝑎 −1 1 −1
2 −𝑏 1 −2
1 1 −𝑏 1

�������� = −4𝑎 − 𝑎𝑏2 − 𝑏2 + 𝑎𝑏 + 9𝑏 − 12 = 0
(∗)
⇒

−4𝑎− 𝑎𝑏2 − 𝑏2 + 𝑎𝑏 +9𝑏−12− (−𝑏2 +9𝑏) = 0− (−𝑏2 +9𝑏) ⇒
−4𝑎 − 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏 − 12 = −(−𝑏2 + 9𝑏) ⇒
−4𝑎 − 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑏 = 𝑏2 − 9𝑏 + 12 ⇒
𝑎(−4 − 𝑏2 + 𝑏) = 𝑏2 − 9𝑏 + 12 ⇒ 𝑎 = 𝑏2−9𝑏+12

−4−𝑏2+𝑏 , 𝑏 ∈ R.
Por lo tanto, para que el determinante sea distinto de 0 y los
vectores sean linealmente independientes y formen base se debe
de cumplir 𝑎 ≠ 𝑏2−9𝑏+12

−4−𝑏2+𝑏 , 𝑏 ∈ R.
(*) Restamos en ambos miembros de la ecuación (−𝑏2 + 9𝑏).

Problema 3.2.8. Se consideran los vectores de R3

𝑢 = (−1, 0, 1), 𝑣 = (1, 1, 0), 𝑤 = (−10,−7, 3).

(a) Determinar cuales de ellos son linealmente independien-
tes.

(b) Hallar una base de R3 que contenga a los vectores que
son linealmente independientes.

Solución.
(a) Vemos el rango de la matriz que forman. Los linealmente
independientes son aquellos asociados al menor principal.

𝐴 = ©­«
−1 0 1
1 1 0

−10 −7 3

ª®¬.

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) < 3.
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1 1

���� ≠ 0.

Luego, los vectores linealmente independientes son 𝑢 y 𝑣.

(b) Para una base deR3 necesitamos 3 vectores deR3 y, como en
este caso, R3 es un espacio vectorial de dimensión 3, sabemos
por el corolario anterior que es equivalente que sean linealmente
independientes a que sean sistema generador de 𝑉 y base de 𝑉 .
Por lo tanto, con tener 3 vectores linealmente independientes es
suficiente para afirmar que esos 3 vectores son base de R3. Te-
nemos 2 de ellos. Buscamos un tercero que haga que el determi-
nante que forman sea distinto de 0.
Sea 𝑞 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) el tercer vector que buscamos.������ −1 0 1

1 1 0
𝑎 𝑏 𝑐

������ = −𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0 ⇒ 𝑏 = 𝛼, 𝑐 = 𝛽, 𝑎 = 𝛼 − 𝛽,

𝛼, 𝛽 ∈ R.
Para que el determinante sea distinto de 0 y, por lo tanto, los 3
vectores sean linealmente independientes, basta con darle unos
valores a 𝑎, 𝑏, 𝑐 que no cumplan las soluciones calculadas. Por
ejemplo, 𝑏 = 3, 𝑐 = 4, 𝑎 = 2.
Por lo tanto, una base es 𝐵 = {(−1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 3, 4)}.

3.3 Cambios de base y coordenadas
Problema 3.3.1. Sean los conjuntos de vectores de R4

𝐴 = {(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 2, 1, 0), (1, 3, 3, 1)},

𝐵 = {(2, 0, 0, 0), (−2, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.
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(a) Demostrar que 𝐴 y 𝐵 forman bases de R4.

(b) Calcular las coordenadas de cada vector de una base res-
pecto de la otra.

(c) Calcular las coordenadas del vector 𝑥 = (−4,−4, 1, 2)
respecto de ambas bases.

Solución.
(a) Como estamos en R4 y tenemos 4 vectores en 𝐴 y 4 en 𝐵,
por el corolario anterior, es equivalente que sean linealmente
independientes a que sean sistema generador de R4 y base de
R4.
Vemos entonces si son linealmente independientes y, si lo son,
forman base de R4.

𝐴 =
©­­­«

1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1

ª®®®¬ ,
luego |𝐴| = 1 ≠ 0, de donde 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 4 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝑚𝑎𝑥 (𝐴).
Los vectores de 𝐴 son linealmente independientes, luego, por el
corolario anterior, forman una base de R4.

𝐵 =
©­­­«

2 0 0 0
−2 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

ª®®®¬ ⇒ |𝐵 | = 2 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵) = 4 =

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝑚𝑎𝑥 (𝐵).
Los vectores de 𝐵 son linealmente independientes, luego, por el
corolario anterior, forman una base de R4.
Por lo tanto, los vectores de 𝐴 y 𝐵 forman 2 bases de R4.
(b) Para expresar un vector 𝑣 respecto a una base 𝐵, expresamos
𝑣 como combinación lineal de los vectores de 𝐵. Los coeficientes
de 𝑣 en la base 𝐵 son las coordenadas de 𝑣 en dicha base.
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Calculamos las coordenadas de cada vector de 𝐴 respecto de 𝐵.

(1, 0, 0, 0) = 𝜆1(2, 0, 0, 0) + 𝜆2(−2, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 0, 1, 0)
+ 𝜆4(0, 0, 0, 1) ⇒

1 = 2𝜆1 − 2𝜆2 + 𝜆3
0 = 𝜆2
0 = 𝜆3
0 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = 1
2 , 𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆4 = 0, luego,

(1, 0, 0, 0) = ( 1
2 , 0, 0, 0)𝐵.

(1, 1, 0, 0) = 𝜆1(2, 0, 0, 0) + 𝜆2(−2, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 0, 1, 0)
+ 𝜆4(0, 0, 0, 1) ⇒

1 = 2𝜆1 − 2𝜆2 + 𝜆3
1 = 𝜆2
0 = 𝜆3
0 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = 3
2 , 𝜆2 = 1, 𝜆3 = 𝜆4 = 0, luego,

(1, 1, 0, 0) = ( 3
2 , 1, 0, 0)𝐵.

(1, 2, 1, 0) = 𝜆1(2, 0, 0, 0) + 𝜆2(−2, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 0, 1, 0)
+ 𝜆4(0, 0, 0, 1) ⇒

1 = 2𝜆1 − 2𝜆2 + 𝜆3
2 = 𝜆2
1 = 𝜆3
0 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 1, 𝜆4 =

0, luego, (1, 2, 1, 0) = (2, 2, 1, 0)𝐵.

(1, 3, 3, 1) = 𝜆1(2, 0, 0, 0) + 𝜆2(−2, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 0, 1, 0)
+ 𝜆4(0, 0, 0, 1) ⇒
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1 = 2𝜆1 − 2𝜆2 + 𝜆3
3 = 𝜆2
3 = 𝜆3
1 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 3, 𝜆3 = 3, 𝜆4 = 1 ⇒

(1, 3, 3, 1) = (2, 3, 3, 1)𝐵.
Las coordenadas de cada vector de 𝐴 respecto de 𝐵 son
{( 1

2 , 0, 0, 0), (
3
2 , 1, 0, 0), (2, 2, 1, 0), (2, 3, 3, 1)}.

(c) Hacemos el mismo procedimiento que en el apartado ante-
rior.

• Respecto de 𝐴:

(−4,−4, 1, 2) = 𝜆1(1, 0, 0, 0) + 𝜆2(1, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 2, 1, 0)
+ 𝜆4(1, 3, 3, 1) ⇒

−4 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 + 𝜆4
−4 = 𝜆2 + 2𝜆3 + 3𝜆4

1 = 𝜆3 + 3𝜆4
2 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = −1, 𝜆2 = 0, 𝜆3 =

−5, 𝜆4 = 2 ⇒ 𝑥 = (−1, 0,−5, 2)𝐴.

• Respecto de 𝐵:

(−4,−4, 1, 2) = 𝜆1(2, 0, 0, 0) + 𝜆2(−2, 1, 0, 0) + 𝜆3(1, 0, 1, 0)
+ 𝜆4(0, 0, 0, 1) ⇒

−4 = 2𝜆1 − 2𝜆2 + 𝜆3
−4 = 𝜆2

1 = 𝜆3
2 = 𝜆4

 ⇒ 𝜆1 = −13
2 , 𝜆2 = −4, 𝜆3 =

1, 𝜆4 = 2 ⇒ 𝑥 = (−13
2 ,−4, 1, 2)𝐵.
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Problema 3.3.2. Se consideran los vectores de R4

𝑢1 = (1, 0,−1, 2), 𝑢2 = (0, 1, 1, 2), 𝑢3 = (1, 1, 0, 4),

𝑢4 = (2,−1,−1, 6), 𝑢5 = (1,−1,−2,−4).

(a) Determinar cuales de ellos forman una base de R4.

(b) Calcular las coordenadas de los restantes vectores res-
pecto a la base obtenida anteriormente.

Solución.
(a) R4 tiene dimensión 4 (ya que la base canónica
𝐵𝑐{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} siempre es ba-
se y sabemos que todas las bases de un espacio vectorial tienen
el mismo cardinal), luego, la base solo puede estar formada por
4 vectores.
Basándonos en el corolario anterior, un espacio vectorial 𝑉 de
dimensión n, dado un conjunto de exactamente n vectores 𝑆 =
{𝑣1, ..., 𝑣𝑛}, son equivalentes: 𝑆 son linealmente independientes;
𝑆 es sistema generador de𝑉 ; 𝑆 es base de𝑉 ; los vectores que son
linealmente independientes son los que forman una base de R4.
Para ello, formamos una matriz con los vectores y, los asociados
al menor principal de orden 4, son los linealmente independien-
tes,©­­­­­«

1 0 −1 2
0 1 1 2
1 1 0 4
2 −1 −1 6
1 −1 −2 −4

ª®®®®®¬
.
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El determinante

��������
1 0 −1 2
0 1 1 2
1 1 0 4
2 −1 −1 6

�������� es distinto de 0, luego,

𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 son linealmente independientes y forman una base
de R4.

(b) Calculamos 𝑢5 respecto de {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}. Lo hacemos del
mismo modo que en el ejercicio anterior.
(1,−1,−2,−4) = 𝜆1(1, 0,−1, 2) + 𝜆2(0, 1, 1, 2) + 𝜆3(1, 1, 0, 4)
+ 𝜆4(2,−1,−1, 6) ⇒

1 = 𝜆1 + 𝜆3 + 2𝜆4
−1 = 𝜆2 + 𝜆3 − 𝜆4
−2 = −𝜆1 + 𝜆2 − 𝜆4
−4 = 2𝜆1 + 2𝜆2 + 4𝜆3 + 6𝜆4

.

Formamos la matriz y resolvemos.

𝐴∗ =
©­­­«

1 0 1 2
0 1 1 −1
−1 1 0 −1
2 2 4 6

��������
1
−1
−2
−4

ª®®®¬
𝐹1

31∼
𝐹−2

41

©­­­«
1 0 1 2
0 1 1 −1
0 1 1 1
0 2 2 2

��������
1
−1
−1
−6

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−2

42

©­­­«
1 0 1 2
0 1 1 −1
0 0 0 2
0 0 0 4

��������
1
−1
0
−4

ª®®®¬
𝐹−2

43∼
©­­­«

1 0 1 2
0 1 1 −1
0 0 0 2
0 0 0 0

��������
1
−1
0
−4

ª®®®¬ ⇒

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) ⇒ Sistema incompatible.
Por lo tanto, no tiene solución y no podemos expresar 𝑢5 respec-
to de {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}.

Problema 3.3.3. Sea 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} una base de R4. Se
consideran las bases 𝐵1 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} y 𝐵2 = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4},
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tales que
𝑣1 = 𝑢2 + 3𝑢4, 𝑤1 = 2𝑢1 − 2𝑢2 + 𝑢4,
𝑣2 = −𝑢1 + 𝑢2, 𝑤2 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3,
𝑣3 = −2𝑢1 − 𝑢3 + 2𝑢4, 𝑤3 = 3𝑢1 + 𝑢3 − 𝑢4,
𝑣4 = −𝑢1 − 𝑢2 − 𝑢3 + 𝑢4, 𝑤4 = −2𝑢2 − 𝑢3 + 𝑢4.

(a) Demostrar que 𝐵1 y 𝐵2 son bases de R4.

(b) Hallar la matriz de cambio de base de 𝐵1 a 𝐵2.

(c) Determinar las coordenadas respecto de 𝐵1 del vector cu-
yas coordenadas respecto de 𝐵2 son (2, 1, 0,−1).

Solución.
(a) En primer lugar, hallamos las coordenadas de los vectores de
𝐵1 y 𝐵2 que, como nos los dan como combinación lineal de B,
los vectores de 𝐵1 y 𝐵2 están expresados respecto de 𝐵.
𝐵1 = {(0, 1, 0, 3), (−1, 1, 0, 0), (−2, 0,−1, 2), (−1,−1,−1, 1)}
𝐵2 = {(2,−2, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (3, 0, 1,−1), (0,−2,−1, 1)}
Para demostrar que son bases, como estamos en R4 y 𝐵1, 𝐵2
están formados por 4 vectores, usando el corolario mencionado
en los ejercicios anteriores, vamos a demostrar que son lineal-
mente independientes los vectores de cada conjunto y, con eso,
demostramos también que son base de R4.

• 𝐵1:

𝐵1 =
©­­­«

0 1 0 3
−1 1 0 0
−2 0 −1 2
−1 −1 −1 1

ª®®®¬ ⇒ |𝐵1 | ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵1) =

4.
Por lo tanto, son linealmente independientes y los vectores
de 𝐵1 forman una base de R4.

109



Cambios de base y coordenadas

• 𝐵2:

𝐵2 =
©­­­«

2 −2 0 1
1 1 1 0
3 0 1 −1
0 −2 −1 1

ª®®®¬ ⇒ |𝐵2 | ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐵2) =

4.
Por lo tanto, son linealmente independientes y los vectores
de 𝐵2 forman una base de R4.

(b) La matriz de cambio de base de 𝐵1 a 𝐵2 es escribir los vec-
tores de 𝐵1 en función de 𝐵2 como columnas. Calculamos las
coordenadas de los vectores de 𝐵1 respecto a 𝐵2.

• (0, 1, 0, 3) = 𝜆1(2,−2, 0, 1)+𝜆2(1, 1, 1, 0)+𝜆3(3, 0, 1,−1)
+ 𝜆4(0,−2,−1, 1) ⇒
0 = 2𝜆1 + 𝜆2 + 3𝜆3
1 = −2𝜆1 + 𝜆2 − 2𝜆4
0 = 𝜆2 + 𝜆3 − 𝜆4
3 = 𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4

 ⇒

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 3 0
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
1 0 −1 1

��������
0
1
0
3

ª®®®¬
𝐹14∼

©­­­«
1 0 −1 1
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
2 1 3 0

��������
3
1
0
0

ª®®®¬
𝐹2

21∼
𝐹−2

41

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 1 1 −1
0 1 5 −2

��������
3
7
0
−6

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 7 −2

��������
3
7
−7
−13

ª®®®¬
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𝐹
− 7

3
43∼

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 0 1

3

��������
3
7
−7
10
3

ª®®®¬ ⇒

𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4 = 3
𝜆2 − 2𝜆3 = 7
3𝜆3 − 𝜆4 = −7

1
3𝜆4 = 10

3

 ⇒

𝜆4 = 10, 𝜆3 = 1, 𝜆2 = 9, 𝜆1 = −6 ⇒
(0, 1, 0, 3) = (−6, 9, 1, 10)𝐵2 .

• (−1, 1, 0, 0) = 𝜆1(2,−2, 0, 1)+𝜆2(1, 1, 1, 0)+𝜆3(3, 0, 1,−1)
+ 𝜆4(0,−2,−1, 1) ⇒
−1 = 2𝜆1 + 𝜆2 + 3𝜆3

1 = −2𝜆1 + 𝜆2 − 2𝜆4
0 = 𝜆2 + 𝜆3 − 𝜆4
0 = 𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4

 ⇒

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 3 0
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
1 0 −1 1

��������
−1
1
0
0

ª®®®¬
𝐹14∼

©­­­«
1 0 −1 1
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
2 1 3 0

��������
0
1
0
−1

ª®®®¬
𝐹2

21∼
𝐹−2

41

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 1 1 −1
0 1 5 −2

��������
0
1
0
−1

ª®®®¬
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𝐹−1
32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 7 −2

��������
0
1
−1
−2

ª®®®¬
𝐹
− 7

3
43∼

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 0 1

3

��������
0
1
−1
1
3

ª®®®¬ ⇒

𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4 = 0
𝜆2 − 2𝜆3 = 1
3𝜆3 − 𝜆4 = −1

1
3𝜆4 = 1

3

 ⇒

𝜆4 = 1, 𝜆3 = 0, 𝜆2 = 1, 𝜆1 = −1 ⇒
(−1, 1, 0, 0) = (−1, 1, 0, 1)𝐵2 .

• (−2, 0,−1, 2) = 𝜆1(2,−2, 0, 1)+𝜆2(1, 1, 1, 0)+𝜆3(3, 0, 1,−1)
+ 𝜆4(0,−2,−1, 1) ⇒
−2 = 2𝜆1 + 𝜆2 + 3𝜆3

0 = −2𝜆1 + 𝜆2 − 2𝜆4
−1 = 𝜆2 + 𝜆3 − 𝜆4

2 = 𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4

 ⇒

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 3 0
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
1 0 −1 1

��������
−2
0
−1
2

ª®®®¬
𝐹14∼

©­­­«
1 0 −1 1
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
2 1 3 0

��������
2
0
−1
−2

ª®®®¬
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𝐹2
21∼

𝐹−2
41

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 1 1 −1
0 1 5 −2

��������
2
4
−1
−4

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 7 −2

��������
2
4
−5
−8

ª®®®¬
𝐹
− 7

3
43∼

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 0 1

3

��������
2
4
−5
11
3

ª®®®¬ ⇒

𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4 = 2
𝜆2 − 2𝜆3 = 4
3𝜆3 − 𝜆4 = −5

1
3𝜆4 = 11

3

 ⇒

𝜆4 = 11, 𝜆3 = 2, 𝜆2 = 8, 𝜆1 = −7 ⇒
(−2, 0,−1, 2) = (−7, 8, 2, 11)𝐵2 .

• (−1,−1,−1, 1) = 𝜆1(2,−2, 0, 1)+𝜆2(1, 1, 1, 0)+𝜆3(3, 0, 1,−1)
+ 𝜆4(0,−2,−1, 1) ⇒
−1 = 2𝜆1 + 𝜆2 + 3𝜆3
−1 = −2𝜆1 + 𝜆2 − 2𝜆4
−1 = 𝜆2 + 𝜆3 − 𝜆4

1 = 𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4

 ⇒

𝐴∗ =
©­­­«

2 1 3 0
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
1 0 −1 1

��������
−1
−1
−1
1

ª®®®¬
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𝐹14∼
©­­­«

1 0 −1 1
−2 1 0 −2
0 1 1 −1
2 1 3 0

��������
1
−1
−1
−1

ª®®®¬
𝐹2

21∼
𝐹−2

41

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 1 1 −1
0 1 5 −2

��������
1
1
−1
−3

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 7 −2

��������
1
1
−2
−4

ª®®®¬
𝐹
− 7

3
43∼

©­­­«
1 0 −1 1
0 1 −2 0
0 0 3 −1
0 0 0 1

3

��������
1
1
−2
2
3

ª®®®¬ ⇒

𝜆1 − 𝜆3 + 𝜆4 = 1
𝜆2 − 2𝜆3 = 1
3𝜆3 − 𝜆4 = −2

1
3𝜆4 = 2

3

 ⇒

𝜆4 = 2, 𝜆3 = 0, 𝜆2 = 1, 𝜆1 = −1 ⇒
(−1,−1,−1, 1) = (−1, 1, 0, 2)𝐵2 .

Por lo tanto, la matriz de cambio de base es

𝑀𝐵1→𝐵2 =
©­­­«
−6 −1 −7 −1
9 1 8 1
1 0 2 0
10 1 11 2

ª®®®¬.

(c) Para ello, como en el apartado anterior hemos hallado𝑀𝐵1→𝐵2 ,
la 𝑀𝐵2→𝐵1 es la inversa y hacemos uso de ella.

114



Cambios de base y coordenadas

𝑀𝐵2→𝐵1 = (𝑀𝐵1→𝐵2)−1 =
©­­­«

2
5

2
5

−1
5 0

−11
5 −1

5 −7
5 −1

−1
5 −1

5
3
5 0

1
5 −4

5 −8
5 1

ª®®®¬.

Luego,

𝑀𝐵2→𝐵1 ·
©­­­«

2
1
0
−1

ª®®®¬𝐵2

=
©­­­«

6
5

−18
5

−3
5

−7
5

ª®®®¬𝐵1

.

Entonces, el vector respecto a 𝐵1 es ( 6
5 ,−

18
5 ,−

3
5 ,−

7
5 ).

Problema 3.3.4. Sean 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} y 𝐵′ = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ba-
ses de R3. Se considera un vector 𝑥 ∈ R3 cuyas coordenadas
respecto de 𝐵 son (1,−1, 2). Sabiendo que

𝑢1 = 𝑣1
𝑢2 = 𝑣1 − 𝑣2
𝑢3 = 𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3

Calcular las coordenadas de 𝑥 respecto de 𝐵′.

Solución.
Sabemos que 𝑥 = (1,−1, 2)𝐵 y con el sistema, tenemos los vec-
tores de 𝐵 respecto a 𝐵′ (ya que nos dan la expresión de los
vectores de 𝐵 como combinación lineal de los vectores de 𝐵′),
que es

𝐵𝐵′ = {(1, 0, 0), (1,−1, 0), (1,−1,−1)}𝐵′ .

Con 𝐵𝐵′ , podemos hallar la matriz de cambio de base 𝑀𝐵→𝐵′

y como tenemos 𝑥 respecto a 𝐵, para hallarlo respecto a 𝐵′ lo
multiplicamos por 𝑀𝐵→𝐵′ .
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𝑀𝐵→𝐵′ =
©­«

1 1 1
0 −1 −1
0 0 −1

ª®¬.

𝑥𝐵′ = 𝑀𝐵→𝐵′ · 𝑥𝐵 ⇒ ©­«
1 1 1
0 −1 −1
0 0 −1

ª®¬ · ©­«
1
−1
2

ª®¬ = ©­«
2
−1
−2

ª®¬ ⇒

𝑥𝐵′ = (2,−1,−2)𝐵′ .

Problema 3.3.5. Sean 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} y 𝐵′ = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} bases
de R3 tales que 

𝑢1 = 𝑣1 + 5𝑣2 − 𝑣3
𝑢2 = 𝛼𝑣1 − 2𝑣2 + 3𝑣3
𝑢3 = −5𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3

Si 𝑥 ∈ R3 tiene por coordenadas respecto de 𝐵 y 𝐵′ (−2, 1, 3),
(−9,−9, 8), respectivamente. Calcular el valor de 𝛼.

Solución.
Del enunciado extraemos que, a partir del sistema, nos dan las
coordenadas de los vectores de 𝐵 respecto a 𝐵′ (ya que nos dan
la expresión de los vectores de B como combinación lineal de
los vectores de 𝐵′).
𝐵𝐵′ = {(1, 5,−1), (𝛼,−2, 3), (−5, 1, 1)}𝐵′ .
También tenemos que
𝑥𝐵 = (−2, 1, 3), 𝑥𝐵′ = (−9,−9, 8).
Con 𝐵𝐵′ podemos hallar la matriz de cambio de base 𝑀𝐵→𝐵′ .
A partir de ella y 𝑥𝐵, 𝑥𝐵′ , usamos la igualdad 𝑀𝐵→𝐵′ · 𝑥𝐵 = 𝑥𝐵′
para calcular 𝛼.
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𝑀𝐵→𝐵′ = ©­«
1 𝛼 −5
5 −2 1
−1 3 1

ª®¬ ⇒ ©­«
1 𝛼 −5
5 −2 1
−1 3 1

ª®¬ · ©­«
−2
1
3

ª®¬𝐵 =

©­«
−9
−9
8

ª®¬𝐵′ ⇒ ©­«
𝛼 − 17
−9
8

ª®¬ = ©­«
−9
−9
8

ª®¬.

Para que 2 matrices sean iguales, cada elemento tiene que ser
igual a su correspondiente, luego, 𝛼 − 17 = −9 ⇒ 𝛼 = 8.

Problema 3.3.6. Sean 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} y 𝐵′ = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} bases
de R3 tales que {

𝑢1 = 2𝑣1 + 𝑣2 − 𝑣3
𝑢2 = 5𝑣1 − 𝑣2 + 𝑣3

Si 𝑥 ∈ R3 tiene por coordenadas respecto de 𝐵 y 𝐵′ (1,−1, 1),
(2, 3, 0), respectivamente. Determinar la matriz de cambio de
base de 𝐵 a 𝐵′.

Solución.
Del enunciado tenemos que, a partir del sistema, nos dan las
coordenadas de 2 de los 3 vectores de 𝐵, respecto a 𝐵′ (ya que
nos dan la expresión de los vectores de B como combinación
lineal de los vectores de 𝐵′).
𝐵𝐵′ = {(2, 1,−1), (5,−1, 1), (𝑎, 𝑏, 𝑐)}𝐵′ .
También nos dan
𝑥𝐵 = (1,−1, 1), 𝑥𝐵′ = (2, 3, 0).
Para hallar la matriz de cambio de base de 𝐵 a 𝐵′ (𝑀𝐵→𝐵′), ne-
cesitamos los vectores de 𝐵 respecto a 𝐵′. Tenemos 2 y nos falta
𝑢3. Para calcularlo, usamos la igualdad 𝑀𝐵→𝐵′ · 𝑥𝐵 = 𝑥𝐵′ .

117



Ecuaciones paramétricas e implícitas de subespacios
vectoriales

𝑀𝐵→𝐵′ =
©­«

2 5 𝑎
1 −1 𝑏
−1 1 𝑐

ª®¬.

©­«
2 5 𝑎
1 −1 𝑏
−1 1 𝑐

ª®¬ · ©­«
1
−1
1

ª®¬ = ©­«
2
3
0

ª®¬ ⇒ ©­«
𝑎 − 3
𝑏 + 2
𝑐 − 2

ª®¬ = ©­«
2
3
0

ª®¬.

Para que 2 matrices sean iguales, cada elemento debe ser igual
a su correspondiente.
𝑎 − 3 = 2
𝑏 + 2 = 3
𝑐 − 2 = 0

 ⇒ 𝑎 = 5, 𝑏 = 1, 𝑐 = 2.

𝑢3 = (5, 1, 2)𝐵′ ⇒ 𝑀𝐵→𝐵′ =
©­«

2 5 5
1 −1 1
−1 1 2

ª®¬.

3.4 Ecuaciones paramétricas e
implícitas de subespacios
vectoriales

Problema 3.4.1. Sea𝐻 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ R4 : 𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4 =
0} un subconjunto del espacio vectorial de R4.

(a) Demostrar que 𝐻 es subespacio vectorial de R4.

(b) Hallar en𝐻 tres vectores 𝑢, 𝑣, 𝑤 linealmente independien-
tes y probar que todo vector de 𝐻 se puede expresar como
combinación lineal de 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Solución.
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(a) Para demostrar que es subespacio vectorial de R4, usamos la
caracterización de un subespacio vectorial.

• 𝐻 ≠ ∅:
𝐻 ≠ ∅ ya que el vector (0, 0, 0, 0) ∈ 𝐻 (porque sus coor-
denadas cumplen que 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0).

• Para todo 𝜆, 𝜇 ∈ R y para todo 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 ⇒ 𝜆𝑢 + 𝜇𝑣 ∈ 𝐻:
Sean 𝜆, 𝜇 ∈ R y sean 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻.
Entonces 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) satisface 𝑢1+𝑢2+𝑢3+𝑢4 = 0
y 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) satisface 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 0.
𝜆𝑢+𝜇𝑣 = 𝜆(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)+𝜇(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) = (𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2, 𝜆𝑢3, 𝜆𝑢4)+
(𝜇𝑣1, 𝜇𝑣2, 𝜇𝑣3, 𝜇𝑣4) = (𝜆𝑢1+𝜇𝑣1, 𝜆𝑢2+𝜇𝑣2, 𝜆𝑢3+𝜇𝑣3, 𝜆𝑢4+
𝜇𝑣4).
Para que 𝜆𝑢 + 𝜇𝑣 ∈ 𝐻, se tiene que cumplir que la suma
de sus coordenadas sea 0.
(𝜆𝑢1 + 𝜇𝑣1) + (𝜆𝑢2 + 𝜇𝑣2) + (𝜆𝑢3 + 𝜇𝑣3) + (𝜆𝑢4 + 𝜇𝑣4) =
𝜆𝑢1 + 𝜆𝑢2 + 𝜆𝑢3 + 𝜆𝑢4 + 𝜇𝑣1 + 𝜇𝑣2 + 𝜇𝑣3 + 𝜇𝑣4 = 𝜆(𝑢1 +
𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4) + 𝜇(𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4) = 0.
Y eso es 0 ya que antes vimos que 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 = 0 y
que 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 0.

Como cumple las 2 condiciones de la caracterización,𝐻 es subes-
pacio vectorial de R4.
(b) Al pedirnos vectores de 𝐻 linealmente independientes y que
todo vector de 𝐻 se pueda expresar como combinación lineal de
ellos (sistema generador), nos están pidiendo una base de 𝐻.
Para hallar una base de 𝐻, primero hallamos un sistema gene-
rador de 𝐻 y luego nos quedamos con los linealmente indepen-
dientes.
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Sea un vector 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4) ∈ 𝐻, entonces 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 +
𝑘4 = 0.
Los vectores que pertenecen a𝐻 son aquellos cuyas coordenadas
son las soluciones de la ecuación 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 + 𝑘4 = 0. Enton-
ces, hallamos las soluciones a esa ecuación. Como tenemos una
ecuación y 4 incógnitas, necesitamos 3 parámetros.
𝑘1 = 𝜆1
𝑘2 = 𝜆2
𝑘3 = 𝜆3
𝑘4 = −𝜆1 − 𝜆2 − 𝜆3

 , 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ R.

Por lo tanto,

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4) = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3,−𝜆1 − 𝜆2 − 𝜆3)
= (𝜆1, 0, 0,−𝜆1) + (0, 𝜆2, 0,−𝜆2)
+ (0, 0, 𝜆3,−𝜆3)
= 𝜆1(1, 0, 0,−1) + 𝜆2(0, 1, 0,−1)
+ 𝜆3(0, 0, 1,−1).

Como cualquier vector perteneciente a 𝐻 (en este caso 𝑘 es un
vector cualquiera que pertenece a 𝐻), se puede expresar como
combinación lineal de {(1, 0, 0,−1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1)},
estos 3 vectores son sistema generador de 𝐻.
Para que formen una base, nos quedamos con los linealmente
independientes.

Como 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 ©­«
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

ª®¬ = 3, entonces los 3 vectores son

linealmente independientes.
Por lo tanto, 𝐵𝐻 = {(1, 0, 0,−1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1)} ya
que hemos visto que son 3 vectores linealmente independientes
y que todo vector de 𝐻 se puede expresar como combinación
lineal de ellos.
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Problema 3.4.2. Sea el espacio vectorialR4 y 𝐵 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}
una base deR4. Se consideran los subespacios vectoriales deR4

generados por

𝐿1 = 𝐿 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4), 𝐿2 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4),

donde

𝑣1 = 4𝑢1 − 5𝑢2 + 2𝑢3 + 6𝑢4 𝑤1 = 𝑢1 + 2𝑢2 − 6𝑢3 − 3𝑢4
𝑣2 = 2𝑢1 − 2𝑢2 + 𝑢3 + 3𝑢4 𝑤2 = −𝑢1 − 4𝑢3 + 5𝑢4
𝑣3 = 6𝑢1 − 3𝑢2 + 3𝑢3 + 9𝑢4 𝑤3 = 3𝑢1 + 4𝑢2 − 8𝑢3 − 𝑢4
𝑣4 = 4𝑢1 − 𝑢2 + 5𝑢3 + 6𝑢4 𝑤4 = 2𝑢1 + 𝑢2 + 3𝑢3 + 6𝑢4

(a) Determinar una base y la dimensión de cada uno de los
subespacios vectoriales.

(b) Expresar los restantes vectores que generan el subespacio
como combinación lineal de la base obtenida.

Solución.
En el enunciado, nos dan los vectores de 𝐿1 y 𝐿2 expresados
como combinación lineal de los vectores de 𝐵. Por lo tanto, nos
están dando las coordenadas de 𝐿1 y 𝐿2 respecto a B.
𝐿1 = {(4,−5, 2, 6), (2,−2, 1, 3), (6,−3, 3, 9), (4,−1, 5, 6)},
𝐿2 = {(1, 2,−6,−3), (−1, 0,−4, 5), (3, 4,−8,−1), (2, 1, 3, 6)}.
(a) Como son sistema generador de los subespacios que generan,
basta con ver cuáles son linealmente independientes para hallar
cuáles forman una base de su subespacio.
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• 𝐿1 =
©­­­«

4 −5 2 6
2 −2 1 3
6 −3 3 9
4 −1 5 6

ª®®®¬.

|𝐿1 | = 0.

El menor principal distinto de 0 es

������ 4 −5 2
2 −2 1
4 −1 5

������, luego,

𝑣1, 𝑣2, 𝑣4 son linealmente independientes y, por lo tanto,
forman una base del subespacio generado por 𝐿1.
𝐵𝐿1 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣4} y como son 3 vectores los que forman
la base del subespacio, la dimensión del subespacio es 3.

• 𝐿2 =
©­­­«

1 2 −6 −3
−1 0 −4 5
3 4 −8 −1
2 1 3 6

ª®®®¬.

|𝐿2 | = 0.

El menor principal distinto de 0 es

������ 2 −6 −3
0 −4 5
4 −8 −1

������, luego,

𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 son linealmente independientes y, por lo tanto,
forman una base del subespacio generado por 𝐿2.
𝐵𝐿2 = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3} y como son 3 vectores los que forman
la base del subespacio, la dimensión del subespacio es 3.

(b)

• En 𝐿1, el vector restante es 𝑣3. Lo expresamos como com-
binación lineal de los vectores 𝑣1, 𝑣2, 𝑣4,
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(6,−3, 3, 9) = 𝜆1(4,−5, 2, 6) + 𝜆2(2,−2, 1, 3)
+ 𝜆3(4,−1, 5, 6) ⇒

6 = 4𝜆1 + 2𝜆2 + 4𝜆3
−3 = −5𝜆1 − 2𝜆2 − 𝜆3

3 = 2𝜆1 + 𝜆2 + 5𝜆3
9 = 6𝜆1 + 3𝜆2 + 6𝜆3

 ⇒

𝐴∗ =
©­­­«

4 2 4
−5 −2 −1
2 1 5
6 3 6

��������
6
−3
3
9

ª®®®¬
𝐹

1
4

1∼
©­­­«

1 1
2 1

−5 −2 −1
2 1 5
6 3 6

��������
3
2
−3
3
9

ª®®®¬
𝐹5

21∼
𝐹−2

31 ,𝐹
−6
41

©­­­«
1 1

2 1
0 1

2 4
0 0 3
0 0 0

��������
3
2
9
2
0
0

ª®®®¬ ⇒
𝜆1 + 1

2𝜆2 + 𝜆3 = 3
2

1
2𝜆2 + 4𝜆3 = 9

2
3𝜆3 = 0

 ⇒

𝜆3 = 0, 𝜆2 = 9, 𝜆1 = −3 ⇒ 𝑣3 = −3𝑣1 + 9𝑣2 + 0𝑣4.

• En 𝐿2, el vector restante es𝑤4. Lo expresamos como com-
binación lineal de los vectores 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3,
(2, 1, 3, 6) = 𝜆1(1, 2,−6,−3) + 𝜆2(−1, 0,−4, 5)
+ 𝜆3(3, 4,−8,−1) ⇒
2 = 𝜆1 − 𝜆2 + 3𝜆3
1 = 2𝜆1 + 4𝜆3
3 = −6𝜆1 − 4𝜆2 − 8𝜆3
6 = −3𝜆1 + 5𝜆2 − 𝜆3

 ⇒
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𝐴∗ =
©­­­«

1 −1 3
2 0 4
−6 −4 −8
−3 5 −1

��������
2
1
3
6

ª®®®¬
𝐹−2

21∼
𝐹6

31,𝐹
3
41

©­­­«
1 −1 3
0 2 −2
0 −10 10
0 2 8

��������
2
−3
15
12

ª®®®¬
𝐹5

32∼
𝐹−1

42

©­­­«
1 −1 3
0 2 −2
0 0 0
0 0 10

��������
2
−3
0
15

ª®®®¬ ⇒

𝜆1 − 𝜆2 + 3𝜆3 = 2
2𝜆2 − 2𝜆3 = −3

10𝜆3 = 15

 ⇒

𝜆3 = 3
2 , 𝜆2 = 0, 𝜆1 = −5

2 ⇒ 𝑤4 = −5
2𝑤1 + 0𝑤2 + 3

2𝑤3.

Problema 3.4.3. Sean 𝑈,𝑉,𝑊 subespacios vectoriales de R3

definidos por

𝑈 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ R3 : 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0}

𝑉 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ R3 : 𝑥1 = 𝑥3}
𝑊 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ R3 : 𝑥1 = 𝑥2 = 0}

Determinar las ecuaciones paramétricas y unas bases de𝑈,𝑉,𝑊 .

Solución.
Para las ecuaciones paramétricas, necesitamos la base de cada
subespacio.

• 𝑈:
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Si 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ 𝑈 ⇒ 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 0. Entonces,
los vectores de𝑈 son aquellos cuyas coordenadas son las
soluciones de esa ecuación.
𝑢1 = 𝜆1
𝑢2 = 𝜆2
𝑢3 = −𝜆1 − 𝜆2

 , 𝜆1, 𝜆2 ∈ R.

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝜆1, 𝜆2,−𝜆1 − 𝜆2) = (𝜆1, 0,−𝜆1) +
(0, 𝜆2,−𝜆2) = 𝜆1(1, 0,−1) + 𝜆2(0, 1,−1) ⇒
{(1, 0,−1), (0, 1,−1)} sistema generador de𝑈.
Para la base, nos quedamos con los que son linealmente
independientes.

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜

(
1 0 −1
0 1 −1

)
= 2 ⇒ 𝐵𝑈 = {(1, 0,−1), (0, 1,−1)}.

A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.
Sean (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3, 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, entonces:

𝜆1(1, 0,−1) + 𝜆2(0, 1,−1) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Luego, las ecuaciones paramétricas de𝑈 son
𝑥1 = 𝜆1
𝑥2 = 𝜆2
𝑥3 = −𝜆1 − 𝜆2

.

Observamos que las ecuaciones paramétricas correspon-
den con las soluciones de la ecuación implícita 𝑢1 + 𝑢2 +
𝑢3 = 0, que define en este caso al subespacio𝑈.

• 𝑉 :
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Si 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑣1 = 𝑣3. Entonces, los vectores
de 𝑉 son aquellos cuyas coordenadas son las soluciones
de esa ecuación. Las soluciones son
𝑣2 = 𝜆1
𝑣3 = 𝜆2
𝑣1 = 𝜆2

 , 𝜆1, 𝜆2 ∈ R.

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = (𝜆2, 𝜆1, 𝜆2) = (0, 𝜆1, 0) + (𝜆2, 0, 𝜆2) =
𝜆1(0, 1, 0)+𝜆2(1, 0, 1) ⇒ {(0, 1, 0), (1, 0, 1)} sistema ge-
nerador de 𝑉 .
Para la base, nos quedamos con los que son linealmente
independientes.

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜

(
0 1 0
1 0 1

)
= 2 ⇒ 𝐵𝑉 = {(0, 1, 0), (1, 0, 1)}.

A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.
Sean (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3, 𝜆1, 𝜆2 ∈ R, entonces:

𝜆1(0, 1, 0) + 𝜆2(1, 0, 1) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Luego, las ecuaciones paramétricas de 𝑉 son
𝑥1 = 𝜆2
𝑥2 = 𝜆1
𝑥3 = 𝜆2

.

• 𝑊 :
Si 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ 𝑊 ⇒ 𝑤1 = 𝑤2 = 0. Entonces,
los vectores de𝑊 son aquellos cuyas coordenadas son las
soluciones de esa ecuación.
𝑤1 = 0
𝑤2 = 0
𝑤3 = 𝜆

 , 𝜆 ∈ R.
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𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = (0, 0, 𝜆) = 𝜆(0, 0, 1) ⇒ {(0, 0, 1)}
sistema generador de𝑊 .
Como es sistema generador ese vector, también es base (si
hubiera más de un vector, son base los que son linealmente
independientes, pero al haber 1 solo, no hay posibilidad de
dependencia lineal). Luego, 𝐵𝑊 = {(0, 0, 1)}.
A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.
Sean (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R3, 𝜆 ∈ R, entonces,
𝜆(0, 0, 1) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).
Luego, las ecuaciones paramétricas de𝑊 son
𝑥1 = 0
𝑥2 = 0
𝑥3 = 𝜆

.

Problema 3.4.4. Sea𝑉 subespacio de R4 dado por las ecuacio-
nes implícitas

𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = 0
𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥4 = 0

2𝑥1 − 6𝑥2 − 3𝑥3 − 𝑥4 = 0

 .
Determinar las ecuaciones paramétricas, una base y su dimen-
sión.

Solución.
Para las ecuaciones paramétricas necesitamos una base.
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Sea 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ 𝑉 ⇒
𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3 = 0
𝑣1 + 3𝑣2 + 𝑣4 = 0

2𝑣1 − 6𝑣2 − 3𝑣3 − 4𝑣4 = 0

.

Los vectores de 𝑉 son aquellos cuyas coordenadas cumplen el
sistema anterior (son las soluciones de ese sistema). Obtenemos
las soluciones con el método de Gauss.

𝐴∗ = ©­«
1 −1 −1 0
1 3 0 1
2 −6 −3 −4

������ 0
0
0

ª®¬
𝐹−1

21∼
𝐹−2

31

©­«
1 −1 −1 0
0 4 1 1
0 −4 −1 −4

������ 0
0
0

ª®¬
𝐹1

32∼ ©­«
1 −1 −1 0
0 4 1 1
0 0 0 −3

������ 0
0
0

ª®¬ ⇒
𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3 = 0

4𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 0
−3𝑣4 = 0

 ⇒

𝑣4 = 0, 𝑣3 = 𝜆, 𝑣2 = −𝜆4 , 𝑣1 = 3
4𝜆, 𝜆 ∈ R⇒

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) = ( 3
4𝜆,−

1
4𝜆, 𝜆, 0) = 𝜆(

3
4 ,−

1
4 , 1, 0).

Luego, ( 3
4 ,−

1
4 , 1, 0) es sistema generador de 𝑉 y como solo está

este vector, es base de 𝑉 .
Entonces, 𝐵𝑉 = ( 3

4 ,−
1
4 , 1, 0) y por lo tanto, 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 1.

Para trabajar más fácilmente con una base de 𝑉 , se puede mul-
tiplicar el vector que la forma actualmente por 4 para quitar de-
nominadores y tomar eso como base.
Ahora, a partir de la base, formamos las ecuaciones paramétri-
cas. Sean (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ R4 y 𝜆 ∈ R.
𝜆( 3

4 ,−
1
4 , 1, 0) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

Entonces, las ecuaciones paramétricas de 𝑉 son
𝑥1 = 3

4𝜆

𝑥2 = −1
4𝜆

𝑥3 = 𝜆
𝑥4 = 0

.

128



Ecuaciones paramétricas e implícitas de subespacios
vectoriales

Problema 3.4.5. Sea 𝑉 subespacio de R4 dado por{
2𝑥1 − 𝑥2 − 3𝑥3 = 0

𝑥1 − 2𝑥2 + 6𝑥3 − 6𝑥4 = 0

(a) Determinar una base y la dimensión de 𝑉 .

(b) Completar la base obtenida para hallar una base de R4.

Solución.
(a) Sea 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ 𝑉 ⇒

2𝑣1 − 𝑣2 − 3𝑣3 = 0
𝑣1 − 2𝑣2 + 6𝑣3 − 6𝑣4 = 0

}
.

Los vectores de 𝑉 son aquellos cuyas coordenadas cumplen el
sistema anterior (son las soluciones de ese sistema).
𝑣1 = 𝜆1
𝑣3 = 𝜆2
𝑣2 = 2𝜆1 − 3𝜆2
𝑣4 = 𝜆1−4𝜆1+6𝜆2+6𝜆2

6 = −1
2𝜆1 + 2𝜆2

 , 𝜆1, 𝜆2 ∈ R.

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) = (𝜆1, 2𝜆1 − 3𝜆2, 𝜆2,−1
2𝜆1 + 2𝜆2) =

= 𝜆1(1, 2, 0,−1
2 ) + 𝜆2(0,−3, 1, 2).

Por lo tanto, {(1, 2, 0,−1
2 ), (0,−3, 1, 2)} es sistema generador de

𝑉 .
La base la forman los vectores linealmente independientes,

Como 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜
(

1 2 0 −1
2

0 −3 1 2

)
= 2, los 2 vectores son lineal-

mente independientes y, por lo tanto, forman una base del subes-
pacio.
Entonces, 𝐵𝑉 = {(1, 2, 0,−1

2 ), (0,−3, 1, 2)}. Como está forma-
da por 2 vectores, 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 2.

(b) Como estamos en R4, es suficiente con encontrar 4 vectores
linealmente independientes y esos formarán una base.
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Si a los vectores de 𝐵𝑉 le añadimos los vectores (1, 0, 0, 0) y

(0, 0, 0, 1), el determinante

��������
1 2 0 −1

2
0 −3 1 2
1 0 0 0
0 0 0 1

�������� ≠ 0.

Luego, los vectores son linealmente independientes y forman
una base de R4.
Entonces, 𝐵 = {(1, 2, 0,−1

2 ), (0,−3, 1, 2), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}.

3.5 Subespacio suma y subespacio
intersección

Problema 3.5.1. Sean los subespacios vectoriales 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) :
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} y 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 − 𝑦 = 0} de (R3, +, ·). Deter-
minar el subespacio intersección entre ambos.

Solución.
Nos han dado los subespacios 𝐹 y 𝐺 mediante sus ecuaciones
cartesianas. Consideramos el sistema resultante de unir las ecua-
ciones cartesianas de ambos subespacios.{

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0,
𝑥 − 𝑦 = 0.

Montamos la matriz ampliada de ese sistema y la escalonamos.(
1 1 1 0
1 −1 0 0

)
𝐹−1

21∼
(

1 1 1 0
0 −2 −1 0

)
𝐹
− 1

2
2∼

(
1 1 1 0
0 1 1

2 0

)
.
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Así pues las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial 𝐹∩
𝐺 son: {

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0,
𝑦 − 1

2 𝑧 = 0.

Problema 3.5.2. Sean 𝐹 y 𝐺 subespacios del espacio vectorial
R3, cuyas bases son respectivamente 𝐵𝐹 = {(−1, 0, 1), (−1, 1, 0)}
y 𝐵𝐺 = {(1, 1, 1), (0, 0, 1)}. Determinar el subespacio suma
𝐹 + 𝐺.

Solución.
Un sistema de generadores del subespacio 𝐹 +𝐺 se obtiene con-
siderando las bases de ambos subespacios, es decir,

{(−1, 0, 1), (−1, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 1)}.

Necesitamos quedarnos con los vectores que sean linealmente
independientes para formar la base del subespacio 𝐹 + 𝐺. Para
ello, construimos la matriz cuyas filas son los vectores del siste-
ma de generadores y la escalonamos.

©­­­«
−1 0 1
−1 1 0

1 1 1
0 0 1

ª®®®¬
𝐹−1

1∼
©­­­«

1 0 −1
−1 1 0

1 1 1
0 0 1

ª®®®¬
𝐹+1

21∼
𝐹−1

31

©­­­«
1 0 −1
0 1 −1
0 1 2
0 0 1

ª®®®¬
𝐹−1

32∼
©­­­«

1 0 −1
0 1 −1
0 0 3
0 0 1

ª®®®¬
𝐹−3

34∼
©­­­«

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0
0 0 1

ª®®®¬ .
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Entonces, una base del subespacio 𝐹 + 𝐺 es
𝐵𝐹+𝐺 = {(1, 0,−1), (0, 1,−1), (0, 0, 1)} y dim(𝐹 +𝐺) = 3. Co-
mo 𝐹, 𝐺 ⊂ R3 sabemos que 𝐹 + 𝐺 ⊆ R3. En este caso, la di-
mensión de 𝐹 + 𝐺 y R3 coinciden, por lo que afirmamos que
𝐹 + 𝐺 = R3.

Problema 3.5.3. En el espacio vectorial real R5, se consideran
los subespacios

𝑉 =


𝑥1 = 𝛼,
𝑥2 = 𝛽,
𝑥3 = 𝛾, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R,
𝑥4 = 𝛼,
𝑥5 = 𝛽,

𝑊 =
{
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ R5 : 𝑥1 = 𝑥5, 𝑥2 = 𝑥4

}
.

a) Calcular las bases y dimensiones de 𝑉 y𝑊 .

b) Obtener una base del subespacio suma𝑉 +𝑊 y su dimen-
sión.

c) Determinar la dimensión del subespacio intersección𝑉 ∩
𝑊 .

Solución.
(a) Nos dan las ecuaciones paramétricas de 𝑉 , así que podemos
afirmar directamente que su sistema de generadores es

{(1, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0)} .

Observamos que al montar una matriz en la que las filas son esos
vectores, la matriz está escalonada, por lo que podemos afirmar
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directamente que los vectores del sistema de generadores son
linealmente independientes y forman base.

𝐵𝑉 = {(1, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0)}

y dim(𝑉) = 3.
El subespacio vectorial 𝑊 nos lo expresan mediante sus ecua-
ciones implícitas, resolviendo el sistema formado por estas ob-
tenemos las ecuaciones paramétricas de𝑊 .

{
𝑥1 = 𝑥5,
𝑥2 = 𝑥4,

⇒


𝑥1 = 𝛼,
𝑥2 = 𝛽,
𝑥3 = 𝛾, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R.
𝑥4 = 𝛽,
𝑥5 = 𝛼,

Y siguiendo una argumentación análoga a la usada para el subes-
pacio 𝑉 , podemos afirmar que una base del subespacio𝑊 es

𝐵𝑉 = {(1, 0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0, 0)}

y dim(𝑊) = 3.

(b) Un sistema de generadores del subespacio suma 𝑉 + 𝑊 se
forma al unir las bases de los propios subespacios𝑉 y𝑊 . De esta
forma, para obtener una base de 𝑉 +𝑊 , simplemente tendremos
que quedarnos con los vectores linealmente independientes de
dicho sistema de generadores.
Formamos una matriz cuyas filas son los vectores del sistema de
generadores y la escalonamos:
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©­­­­­­­«

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0

ª®®®®®®®¬
𝐹−1

41 ,𝐹
−1
52∼

𝐹−1
63

©­­­­­­­«

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

ª®®®®®®®¬
𝐹+1

45∼

©­­­­­­­«

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

ª®®®®®®®¬
.

Luego,

𝐵𝑉+𝑊 = {(1, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1,−1)}

y dim(𝑉 +𝑊) = 4.

(c) Mediante la fórmula de las dimensiones:

dim(𝑉 +𝑊) = dim(𝑉) + dim(𝑊) − dim(𝑉 ∩𝑊),

determinamos directamente que dim(𝑉 ∩𝑊) = 3 + 3 − 4 = 2.

Problema 3.5.4. En el espacio vectorial R5, se consideran los
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subespacios

𝑉 =


𝑥1 = 𝛼,
𝑥2 = 𝛽,
𝑥3 = 𝛾, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R,
𝑥4 = 𝛼,
𝑥5 = 𝛽,

𝑊 =
{
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ R5 : 𝑥1 = 𝑥5, 𝑥2 = 𝑥4

}
.

a) ¿Pertenece el vector 𝑣 = (1, 0, 2, 1, 0) a alguno de es-
tos subespacios? En caso afirmativo, calcular una base
del subespacio correspondiente y las coordenadas de 𝑣
en dicha base.

b) Determinar el subespacio 𝑉 ∩𝑊 .

c) Calcular la dimensión de 𝑉 +𝑊 .

Solución.
(a) El vector 𝑣 ∈ 𝑉 , ya que basta tomar 𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝛾 = 2 en
las ecuaciones paramétricas de 𝑉 para comprobar que el vector
𝑣 verifica las mismas.
Como tenemos las ecuaciones paramétricas de 𝑉 , podemos afir-
mar directamente que un sistema de generadores de 𝑉 es

{(1, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0)} .

Construyendo una matriz cuyas filas son los vectores del siste-
ma de generadores, observamos que la matriz está escalonada,
así que los vectores del sistema de generadores son linealmente
independientes y forman base.

𝐵𝑉 = {(1, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 0)} .
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Podemos expresar 𝑣 como combinación lineal de los vectores de
la base 𝐵𝑉 ,

𝑣 = (1, 0, 2, 1, 0) = 1·(1, 0, 0, 1, 0)+0·(0, 1, 0, 0, 1)+2·(0, 0, 1, 0, 0).

Y, por lo tanto, las coordenadas del vector 𝑣 respecto de 𝐵𝑉 son

𝑣 = (1, 0, 2)𝐵𝑉 .

Por otro lado, 𝑣 no pertenece a 𝑊 porque no verifica sus ecua-
ciones cartesianas,

𝑥1 = 1 ≠ 𝑥5 = 0, 𝑥2 = 0 ≠ 𝑥4 = 1.

(b) Para determinar el subespacio 𝑉 ∩𝑊 tengo que resolver el
sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones implícitas de
ambos subespacios. Para 𝑊 el enunciado me da las ecuaciones
cartesianas pero tengo que calcular las ecuaciones cartesianas
de 𝑉 .
Mediante la fórmula

nº de ecuaciones cartesianas de 𝑉 = dim(R5) − dim(𝑉)

y como antes calculamos la base de𝑉 , afirmamos que dim(𝑉) =
3, deduciendo que

nº de ecuaciones cartesianas de 𝑉 = dim(R5)−dim(𝑉) = 5−3 = 2.

Procedemos a resolver el sistema de ecuaciones dado por las
ecuaciones paramétricas de 𝑉 , considerando los parámetros co-
mo incógnitas, mediante el método de eliminación de Gauss so-
bre la matriz ampliada del sistema.
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©­­­­­«
1 0 0 𝑥1
0 1 0 𝑥2
0 0 1 𝑥3
1 0 0 𝑥4
0 1 0 𝑥5

ª®®®®®¬
𝐹−1

41∼
𝐹−1

52

©­­­­­«
1 0 0 𝑥1
0 1 0 𝑥2
0 0 1 𝑥3
0 0 0 𝑥4 − 𝑥1
0 0 0 𝑥5 − 𝑥2

ª®®®®®¬
.

Las ecuaciones implícitas de 𝑉 son{
𝑥4 − 𝑥1 = 0,
𝑥5 − 𝑥2 = 0.

Ahora, resolvemos el sistema formado por las ecuaciones carte-
sianas tanto de 𝑉 como de𝑊 .

𝑥4 − 𝑥1 = 0,
𝑥5 − 𝑥2 = 0,
𝑥1 − 𝑥5 = 0,
𝑥2 − 𝑥4 = 0.

Mediante Gauss-Jordan sobre la matriz ampliada del sistema,

©­­­«
−1 0 0 1 0 0

0 −1 0 0 1 0
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 −1 0 0

ª®®®¬
𝐹+1

13∼
𝐹+1

24

©­­­«
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 −1 1 0
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 −1 0 0

ª®®®¬
𝐹+1

21∼
𝐹+1

41

©­­­«
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 −1 0 0

ª®®®¬ .
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La solución de este sistema es
𝑥1 = 𝛼,
𝑥2 = 𝛼,
𝑥3 = 𝛽, donde 𝛼, 𝛽 ∈ R
𝑥4 = 𝛼,
𝑥5 = 𝛼,

que son las ecuaciones paramétricas del subespacio 𝑉 ∩𝑊 .
(c) Primero hemos de calcular la dimensión de𝑊 por medio de
la relación

nº de ecuaciones implícitas de𝑊 = dim(R5) − dim(𝑊) ⇒
2 = 5 − dim(𝑊) ⇒ dim(𝑊) = 3.

Y sustituyendo en la fórmula de las dimensiones,

dim(𝑉 +𝑊) = dim(𝑉) + dim(𝑊) − dim(𝑉 ∩𝑊),

determinamos directamente que dim(𝑉 +𝑊) = 3 + 3 − 2 = 4.

Problema 3.5.5. Se consideran los subespacio vectoriales:

𝑆 =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0

}
,

𝑇 =


𝑥 = 𝛼,
𝑦 = 2𝛼, 𝛼, 𝛽 ∈ R.
𝑦 = 𝛼 − 𝛽,

a) Obtener una base de 𝑆.

b) Calcular las ecuaciones cartesianas de 𝑇 .

c) Obtener una base del subespacio suma 𝑆 + 𝑇 .
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d) Determinar la dimensión del subespacio intersección 𝑆∩
𝑇 .

Solución.
(a) Mediante la fórmula

nº de ecuaciones implícitas de 𝑆 = dim(R3) − dim(𝑆) ⇒
1 = 3 − dim(𝑆) ⇒ dim(𝑆) = 2,

luego sabemos que la base de 𝑆 está formada por dos vectores.
Resolvemos la ecuación cartesiana dada para 𝑆, obteniendo sus
ecuaciones paramétricas,

𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒

𝑥 = 2𝛼 − 𝛽,
𝑦 = 𝛼, 𝛼, 𝛽 ∈ R.
𝑧 = 𝛽,

Directamente, afirmamos que un sistema de generadores de 𝑆 es

{(2, 1, 0), (−1, 0, 1)}
y, como coincide con su dimensión, es base de 𝑆.
(b) Para obtener las ecuaciones cartesianas de 𝑇 , consideramos
las ecuaciones paramétricas dadas como un sistema de ecuacio-
nes cuyas incógnitas son 𝛼 y 𝛽. Lo resolvemos mediante Gauss-
Jordan.

©­«
1 0 𝑥
2 0 𝑦
1 −1 𝑧

ª®¬
𝐹−2

21∼
𝐹−1

31

©­«
1 0 𝑥
0 0 𝑦 − 2𝑥
0 −1 𝑧 − 𝑥

ª®¬ .
La única ecuación implícita de 𝑇 es 𝑦 − 2𝑥 = 0.
(c) Primero necesitamos la base de 𝑇 . A partir de las ecuacio-
nes paramétricas por las que viene 𝑇 expresado en el enunciado,
afirmamos que un sistema de generadores es

{(1, 2, 1), (0, 0,−1)}.
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Observamos que, por ejemplo, el determinante de la submatriz���� 2 1
0 −1

���� = −2 ≠ 0,

con lo que los vectores del sistema de generadores son lineal-
mente independientes y forman base de 𝑇 .
A continuación, para obtener la base de 𝑆 + 𝑇 , construimos una
matriz cuyas filas son los vectores de la base de 𝑆 y de 𝑇 . Apli-
camos transformaciones elementales por filas sobre la matriz y
los vectores linealmente independientes de la misma forman la
base de 𝑆 + 𝑇 .

©­­­«
2 1 0

−1 0 1
1 2 1
0 0 −1

ª®®®¬
𝐹+1

24∼
𝐹+1

34

©­­­«
2 1 0

−1 0 0
1 2 0
0 0 −1

ª®®®¬
𝐹−1

4 ,𝐹+2
12∼

𝐹+1
32

©­­­«
0 1 0

−1 0 0
0 2 0
0 0 1

ª®®®¬
𝐹−2

31∼
𝐹−1

2

©­­­«
0 1 0
1 0 0
0 0 0
0 0 1

ª®®®¬ .
Afirmamos que

𝐵𝑆+𝑇 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},

y, por lo tanto, es 𝑆 + 𝑇 = R3.
(d) Usando la fórmula de las dimensiones,

dim(𝑆 + 𝑇) + dim(𝑆 ∩ 𝑇) = dim(𝑆) + dim(𝑇),

determinamos directamente que dim(𝑆 ∩ 𝑇) = 2 + 2 − 3 = 1.
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Problema 3.5.6. En el espacio vectorial real R4, se consideran
los subespacios

𝐻 =


𝑥1 = 𝛼 + 𝛾 + 2𝛿,
𝑥2 = 2𝛽 + 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R,
𝑥3 = 𝛼 + 2𝛽 + 2𝛿,
𝑥4 = 𝛼 + 𝛾 + 2𝛿,

𝑊 =
{
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ R4; 𝑥3 + 𝑥4 = 0

}
.

a) Obtener la base y dimensión de 𝐻.

b) ¿Pertenece el vector 𝑣 = (1, 2,−1, 1) a𝑊? En caso afir-
mativo, calcular una base del subespacio𝑊 y las coorde-
nadas de 𝑣 en dicha base.

c) Determinar una base del subespacio suma 𝐻+𝑊 . ¿Quién
es 𝐻 +𝑊?

d) Calcular la dimensión del subespacio intersección𝐻∩𝑊 .

Solución.
(a) Ya que nos dan las ecuaciones paramétricas de 𝐻, podemos
obtener directamente su sistema de generadores:

{(1, 0, 1, 1), (0, 2, 2, 0), (1, 0, 0, 1), (2, 1, 2, 2)}.

Para obtener la base de 𝐻, nos quedamos con los vectores lineal-
mente independientes de su sistema de generadores.
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©­­­«
1 0 1 1
0 2 2 0
1 0 0 1
2 1 2 2

ª®®®¬
𝐹

1/2
2∼
𝐹−2

41

©­­­«
1 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0

ª®®®¬
𝐹−1

13∼
𝐹−1

24

©­­­«
0 0 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0

ª®®®¬
𝐹−1

12∼
©­­­«

0 0 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0

ª®®®¬ .
Luego,

𝐵𝐻 = {(0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)} y dim(𝐻) = 3.

(b) Sabemos que 𝑣 ∈ 𝑊 si y sólo si verifica sus ecuaciones im-
plícitas, es decir, 𝑥3 + 𝑥4 = 0. En este caso, tenemos −1 + 1 = 0.
Afirmamos que 𝑣 ∈ 𝑊 .
Mediante la siguiente relación obtenemos la dimensión de𝑊 ,

nº de ecuaciones implícitas de𝑊 = dim(R4) − dim(𝑊) ⇒
1 = 4 − dim(𝑊) ⇒ dim(𝑊) = 3.

Pasamos de ecuaciones cartesianas a paramétricas resolviendo

𝑥3 + 𝑥4 = 0 ⇒


𝑥1 = 𝛼,
𝑥2 = 𝛽, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R.
𝑥3 = −𝛾,
𝑥4 = 𝛾,

Y como el número de vectores del sistema de generadores obte-
nido de las ecuaciones paramétricas coincide con dim(𝑊) = 3,
afirmamos que forman base y es:

𝐵𝑊 = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0,−1, 1)}.

142



Subespacio suma y subespacio intersección

Finalmente, las coordenadas de 𝑣 en dicha base son 𝑣 = (1, 2,−1, 1) =
1 · (1, 0, 0, 0) + 2 · (0, 1, 0, 0) + 1 · (0, 0,−1, 1) =
(1, 2, 1)𝐵.
(c) Para obtener la base de 𝐻 + 𝑊 , construimos el sistema de
generadores de 𝐻 +𝑊 uniendo sus bases y nos quedamos con
los vectores linealmente independientes.

©­­­­­­­«

0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1

ª®®®®®®®¬
𝐹+1

61 ,𝐹
−1
24∼

𝐹−1
35

©­­­­­­­«

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

ª®®®®®®®¬
𝐹−1

26∼

©­­­­­­­«

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

ª®®®®®®®¬
.

Con lo que, una base de 𝐻 + 𝑊 es la base canónica de R4 y
𝐻 +𝑊 = R4.

(d) Mediante la fórmula de las dimensiones:

dim(𝐻 +𝑊) + dim(𝐻 ∩𝑊) = dim(𝐻) + dim(𝑊),

determinamos directamente que dim(𝐻 ∩𝑊) = 3 + 3 − 4 = 2.
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4.1 Matrices de producto escalar
Problema 4.1.1. Calcular los valores de 𝛼 ∈ R para los que la
matriz

𝐴 =
©­­­«
𝛼 1 1 1
1 𝛼 1 1
1 1 𝛼 1
1 1 1 𝛼

ª®®®¬ es matriz de producto escalar.
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Solución.
Para que sea matriz de producto escalar, se deben cumplir 2 con-
diciones:

• 𝐴 matriz simétrica.

• 𝐴 matriz definida positiva (todos los menores principales
de 𝐴 son mayores que 0).

Simétrica:
𝐴 = 𝐴𝑡 , luego 𝐴 es simétrica.
Definida positiva:
𝐴1 = 𝛼 > 0 ⇒ 𝛼 > 0.

𝐴2 =

���� 𝛼 1
1 𝛼

���� = 𝛼2 − 1 > 0 ⇔ −1 > 𝛼 > 1.

𝐴3 =

������ 𝛼 1 1
1 𝛼 1
1 1 𝛼

������ = 𝛼3 − 3𝛼 + 2 > 0 ⇔ −2 < 𝛼 < 1 o 𝛼 > 1.

𝐴4 = |𝐴| = 𝛼4 − 6𝛼2 + 8𝛼 − 3 > 0 ⇔ 𝛼 > 1 o 𝛼 < −3.
Luego, para que 𝐴 sea definida positiva y, por lo tanto, matriz
de producto escalar, 𝛼 > 1.

Problema 4.1.2. Dados los vectores 𝑣 = (−1, 1, 0, 0) y 𝑤 =
(0, 1, 1, 0), calcular sus módulos y el ángulo que forman res-
pecto al producto escalar

(a) Habitual.

(b) Definido por la matriz 𝐴 =
©­­­«

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬.
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Solución.
(a)
|𝑣 | = √

𝑣 · 𝑣 =
√
(−1, 1, 0, 0) · (−1, 1, 0, 0) =

√
2.

|𝑤 | = √
𝑤 · 𝑤 =

√
(0, 1, 1, 0) · (0, 1, 1, 0) =

√
2.

𝑣 · 𝑤 = |𝑣 | · |𝑤 | · cos(𝑣, 𝑤) ⇒
cos(𝑣, 𝑤) = 𝑣·𝑤

|𝑣 |·|𝑤 | =
(−1,1,0,0)·(0,1,1,0)√

2·
√

2
= 1

2 ⇒
< 𝑣, 𝑤 >= arccos( 1

2 ).
(b)
|𝑣 | = √

𝑣 · 𝑣 =
√

1 = 1.

𝑣 · 𝑣 =
(
−1 1 0 0

) ©­­­«
1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬
©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ =

(
0 1 0 0

) ©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ = 1.

|𝑤 | = √
𝑤 · 𝑤 =

√
5.

𝑤 · 𝑤 =
(

0 1 1 0
) ©­­­«

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬
©­­­«

0
1
1
0

ª®®®¬ =

(
1 2 3 0

) ©­­­«
0
1
1
0

ª®®®¬ = 5.

cos(𝑣, 𝑤) = 𝑣·𝑤
|𝑣 |·|𝑤 | =

1
1·
√

5
= 1√

5
.
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𝑣 · 𝑤 =
(
−1 1 0 0

) ©­­­«
1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬
©­­­«

0
1
1
0

ª®®®¬ =

(
0 1 0 0

) ©­­­«
0
1
1
0

ª®®®¬ = 1.

< 𝑣, 𝑤 >= arccos( 1√
5
).

Problema 4.1.3. Comprobar que 𝑥 · 𝑦 = (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)(2𝑦1 −
𝑦2 + 𝑦3) + (𝑥1𝑦1 +𝑥2𝑦2 +𝑥3𝑦3) define un producto escalar en R3.

Solución.
Es producto escalar si verifica las siguientes propiedades para
todo 𝑢, 𝑣 ∈ R3 y para todo 𝜆 ∈ R:

a) 𝑢 · 𝑣 = 𝑣 · 𝑢.

b) (𝑢 + 𝑣) · 𝑤 = 𝑢 · 𝑤 + 𝑣 · 𝑤.

c) (𝜆𝑢) · 𝑣 = 𝜆(𝑢 · 𝑣).

d) 𝑢 · 𝑢 ≥ 0.

e) 𝑢 · 𝑢 = 0 ⇔ 𝑢 = 0.

Sean 𝑢 = 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑣 = 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
a) 𝑥 · 𝑦 = (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)(2𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3) + (𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3) =
(2𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3)(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) + (𝑦1𝑥1 + 𝑦2𝑥2 + 𝑦3𝑥3) = 𝑦 · 𝑥.
Esto es posible porque (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)(2𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3) = (2𝑦1 −
𝑦2 + 𝑦3)(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) al ser producto de números reales, por
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lo que es conmutativo. También porque (𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3) =
(𝑦1𝑥1+ 𝑦2𝑥2+ 𝑦3𝑥3) al ser 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ R, por lo que el producto entre
ellos es conmutativo.

b) (𝑥 + 𝑦) · 𝑧 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥3 + 𝑦3) · (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (2𝑥1 +
2𝑦1 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥3 + 𝑦3)(2𝑧1 − 𝑧2 + 𝑧3) + [(𝑥1 + 𝑦1)𝑧1 + (𝑥2 +
𝑦2)𝑧2 + (𝑥3 + 𝑦3)𝑧3] = [(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) + (2𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3)] (2𝑧1 −
𝑧2 + 𝑧3) + [(𝑥1𝑧1 + 𝑥2𝑧2 + 𝑥3𝑧3) + (𝑦1𝑧1 + 𝑦2𝑧2 + 𝑦3𝑧3)] = [(2𝑥1 −
𝑥2 + 𝑥3) (2𝑧1 − 𝑧2 + 𝑧3) + (𝑥1𝑧1 + 𝑥2𝑧2 + 𝑥3𝑧3)] + [(2𝑦1 − 𝑦2 +
𝑦3)(2𝑧1 − 𝑧2 + 𝑧3) + (𝑦1𝑧1 + 𝑦2𝑧2 + 𝑦3𝑧3)] = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧.
c) (𝜆𝑥)𝑦 = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, 𝜆𝑥3)(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (2𝜆𝑥1−𝜆𝑥2+𝜆𝑥3) (2𝑦1−
𝑦2 + 𝑦3) + (𝜆𝑥1𝑦1 + 𝜆𝑥2𝑦2 + 𝜆𝑥3𝑦3) = 𝜆(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) (2𝑦1 −
𝑦2 + 𝑦3) + 𝜆(𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3) = 𝜆[(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)(2𝑦1 − 𝑦2 +
𝑦3) + (𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3)] = 𝜆(𝑥 · 𝑦).
d) 𝑥 · 𝑥 = (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) + (𝑥1𝑥1 + 𝑥2𝑥2 + 𝑥3𝑥3) =
(2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)2 + (𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2).
Como el primer sumando está elevado a 2, es mayor o igual que
0 y, como todos los elementos del segundo sumando están ele-
vados a 2, también son mayores o iguales que 0, así que su suma
es mayor o igual que 0, luego, 𝑥 · 𝑥 ≥ 0.

e) 𝑥 · 𝑥 = (2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3)2 + (𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2).

Como son dos sumandos que son mayores o iguales que 0, su
suma es 0 solo cuando ambos sean 0:
2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0 ⇔ 2𝑥1 + 𝑥3 = 𝑥2. Luego, incluye la solución
𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 ⇒ 𝑥 = 0.
𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 = 0 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0.
Ambos sumandos son 0 cuando 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0, es decir,
cuando 𝑥 = 0.
Como cumple todas las propiedades, 𝑥 · 𝑦 define un producto
escalar en R3.
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Problema 4.1.4. En R3 se define un producto escalar · y sea
𝐵 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} una base de R3 tal que:

𝑣1 · 𝑣1 = 4, 𝑣2 · 𝑣2 = 1, 𝑣3 · 𝑣3 = 4, 𝑣1 · 𝑣2 = 0

(4𝑣2 − 𝑣3)⊥𝑣1, (4𝑣2 − 𝑣3)⊥𝑣3

(a) Calcular la matriz del producto escalar en la base 𝐵.

(b) Calcular una base ortonormal 𝐵′ = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} a partir
de 𝐵.

Solución.
(a) Recordamos que la matriz del producto escalar en la base 𝐵
tiene la forma

𝑀 = ©­«
𝑣1 · 𝑣1 𝑣1 · 𝑣2 𝑣1 · 𝑣3
𝑣2 · 𝑣1 𝑣2 · 𝑣2 𝑣2 · 𝑣3
𝑣3 · 𝑣1 𝑣3 · 𝑣2 𝑣3 · 𝑣3

ª®¬ .
Del enunciado del problema tenemos los elementos de la diago-
nal de la matriz, 𝑣1 · 𝑣1 = 4, 𝑣2 · 𝑣2 = 1, 𝑣3 · 𝑣3 = 4. Además,
conocemos el valor de 𝑣1 · 𝑣2 = 0 y como el producto escalar es
conmutativo, 𝑣2 · 𝑣1 = 0, luego

𝑀 = ©­«
4 0 𝑣1 · 𝑣3
0 1 𝑣2 · 𝑣3

𝑣3 · 𝑣1 𝑣3 · 𝑣2 4

ª®¬ .
Por otra parte, de la condición (4𝑣2 − 𝑣3)⊥𝑣1 se deduce que

(4𝑣2 − 𝑣3) · 𝑣1 = 4𝑣2 · 𝑣1 − 𝑣3 · 𝑣1 = 0, luego
𝑣3 · 𝑣1 = 4𝑣2 · 𝑣1 = 0, es decir, 𝑣3 · 𝑣1 = 0.
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Análogamente, de la condición (4𝑣2 − 𝑣3)⊥𝑣3,

(4𝑣2 − 𝑣3) · 𝑣3 = 4𝑣2 · 𝑣3 − 𝑣3 · 𝑣3 = 0, luego
𝑣3 · 𝑣3 = 4𝑣2 · 𝑣3 = 4, de donde 𝑣2 · 𝑣3 = 1.

Por conmutatividad, deducimos también que 𝑣1·𝑣3 = 0 y 𝑣3·𝑣2 =
1. Por lo tanto, la matriz del producto escalar en la base 𝐵 es

𝑀 = ©­«
4 0 0
0 1 1
0 1 4

ª®¬ .
(b) Para calcular una base ortonormal 𝐵′ = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} a partir
de 𝐵, calculamos primero una base ortogonal 𝐵′′ = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3}
mediante el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt.

1. 𝑤1 = 𝑣1.

2. 𝑤2 = 𝑣2 + 𝜆𝑤1, de forma que 𝑤1 · 𝑤2 = 0, esto es

𝑤1 · 𝑤2 = 0
𝑣1 · (𝑣2 + 𝜆𝑣1) = 0

𝑣1 · 𝑣2 + 𝑣1 · 𝜆𝑣1 = 0,

luego 𝜆 = −𝑣1 · 𝑣2
𝑣1 · 𝑣1

= 0, es decir,

𝑤2 = 𝑣2.

3. 𝑤3 = 𝑣3+𝛼𝑤1+𝛽𝑤2, de forma que 𝑤1 ·𝑤3 = 0 y 𝑤2 ·𝑤3 =
0.
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• 𝑤1 · 𝑤3 = 0:

𝑤1 · 𝑤3 = 0
𝑣1 · (𝑣3 + 𝛼𝑤1 + 𝛽𝑤2) = 0
𝑣1 · (𝑣3 + 𝛼𝑣1 + 𝛽𝑣2) = 0

𝑣1 · 𝑣3 + 𝑣1 · 𝛼𝑣1 + 𝑣1 · 𝛽𝑣2 = 0
0 + 4𝛼 + 0𝛽 = 0,

de donde 𝛼 = 0, luego 𝑤3 = 𝑣3 + 𝛽𝑤2.
• 𝑤2 · 𝑤3 = 0:

𝑤2 · 𝑤3 = 0
𝑣2 · (𝑣3 + 𝛽𝑤2) = 0
𝑣2 · (𝑣3 + 𝛽𝑣2) = 0

𝑣2 · 𝑣3 + 𝑣2 · 𝛽𝑣2 = 0
1 + 𝛽 = 0,

de donde 𝛽 = −1, luego 𝑤3 = 𝑣3 − 𝑤2.

Por lo tanto,
𝑤3 = 𝑣3 − 𝑣2.

De esta forma hemos obtenido la base ortogonal

𝐵′′ = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3} = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 − 𝑣2}.

Calculamos ahora una base ortonormal 𝐵′ = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} con
𝑢𝑖 =

𝑤𝑖

|𝑤𝑖 | .

• |𝑤1 | =
√
𝑣1 · 𝑣1 =

√
4 = 2.

• |𝑤2 | =
√
𝑣2 · 𝑣2 =

√
1 = 1.
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• |𝑤3 | =
√
(𝑣3 − 𝑣2) · (𝑣3 − 𝑣2) =√

𝑣3 · 𝑣3 − 2𝑣2 · 𝑣3 + 𝑣2 · 𝑣2
=
√

4 − 2 + 1 =
√

3.

Por lo tanto, una base ortonormal es

𝐵′ = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} =
{
𝑣1
2
, 𝑣2,

𝑣3 − 𝑣2√
3

}
.

4.2 Subespacio ortogonal a otro dado
Problema 4.2.1. En el espacio R3 se define

𝑥 · 𝑦 =
(
𝑥1 𝑥2 𝑥3

) ©­«
4 0 1
0 𝛼 0
1 0 1

ª®¬ ©­«
𝑦1
𝑦2
𝑦3

ª®¬
siendo 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) , 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).

(a) Determinar para qué valores de 𝛼 es · un producto esca-
lar.

(b) Para 𝛼 = 1, encuentra todos los vectores que son ortogo-
nales al vector 𝑥 = (1, 2, 3).

Solución.
(a) Para que · sea un producto escalar, la matriz debe ser una ma-
triz de producto escalar. Ya es simétrica y falta que sea definida
positiva.
|4| = 4 > 0.
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0 𝛼

���� = 4𝛼 > 0 ⇔ 𝛼 > 0.������ 4 0 1
0 𝛼 0
1 0 1

������ = 4𝛼 − 𝛼 = 3𝛼 > 0 ⇔ 𝛼 > 0.

Por lo tanto, para todo𝛼 > 0 se cumple que la matriz de producto
escalar es definida positiva y, se concluye que · es un producto
escalar.

(b) Sea𝑉 el conjunto formado por todos los vectores ortogonales
a 𝑥. Si 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ 𝑉 , entonces 𝑢 · 𝑥 = 0.

𝑢 · 𝑥 =
(
𝑢1 𝑢2 𝑢3

) ©­«
4 0 1
0 1 0
1 0 1

ª®¬ ©­«
1
2
3

ª®¬ =

=
(

4𝑢1 + 𝑢3 𝑢2 𝑢1 + 𝑢3
) ©­«

1
2
3

ª®¬ = 7𝑢1 + 2𝑢2 + 4𝑢3 ⇒

7𝑢1 + 2𝑢2 + 4𝑢3 = 0 ⇒

𝑢1 = 𝛼,
𝑢2 = 𝛽,

𝑢3 = −7𝛼−2𝛽
4 .

Los vectores que generan 𝑉 son {(1, 0,−7
4 ), (0, 1,−

1
2 )}.

Como son linealmente independientes,
𝐵𝑉 = {(1, 0,−7

4 ), (0, 1,−
1
2 )}. La base de𝑉 genera todos los vec-

tores ortogonales a 𝑥.

Problema 4.2.2. Considerar la matriz 𝐴 =
©­­­«
𝛼 1 0 0
1 𝛼 0 0
0 0 𝛼 1
0 0 1 𝛼

ª®®®¬.
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(a) Determinar para qué valores de 𝛼 la matriz 𝐴 define un
producto escalar en R4.

(b) Para 𝛼 = 2, calcular el ángulo que forman los vectores
(6, 6, 0, 0) y (0, 0, 6, 6) respecto al producto escalar defi-
nido por 𝑥 · 𝑦 = 𝑋 𝑡 · 𝐴 · 𝑌 .

(c) Para 𝛼 = 2, utilizar el producto escalar definido por 𝑥 ·
𝑦 = 𝑋 𝑡 · 𝐴 · 𝑌 para calcular todos los vectores que son
ortogonales al conjunto {(−4, 4, 0, 0), (0, 0,−4, 4)}.
Solución.
(a) Para que defina un producto escalar debe ser simétrica
y definida positiva. Ya es simétrica. Para que sea definida
positiva:
|𝛼 | = 𝛼 > 0.���� 𝛼 1

1 𝛼

���� = 𝛼2 − 1 > 0 ⇔ 𝛼 < −1 o 𝛼 > 1.������ 𝛼 1 0
1 𝛼 0
0 0 𝛼

������ = 𝛼3 − 𝛼 > 0 ⇔ −1 < 𝛼 < 0 o 𝛼 > 1.

|𝐴| = 𝛼4 −2𝛼2 +1 > 0 ⇔ 𝛼 < −1 ó −1 < 𝛼 < 1 o 𝛼 > 1.
Para que todos los menores principales sean mayores que
0, 𝛼 > 1.
Luego, para que 𝐴 sea definida positiva y, por lo tanto,
defina un producto escalar en R4, 𝛼 > 1.

(b) El ángulo se calcula:
𝑥 · 𝑦 = |𝑥 | · |𝑦 | · cos(𝑥, 𝑦) ⇒ cos(𝑥, 𝑦) = 𝑥·𝑦

|𝑥 |·|𝑦 | ⇒
(𝑥, 𝑦) = arccos

(
𝑥·𝑦

|𝑥 |·|𝑦 |

)
.
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𝑥 · 𝑦 =
(

6 6 0 0
) ©­­­«

2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

ª®®®¬
©­­­«

0
0
6
6

ª®®®¬ =

=
(

18 18 0 0
) ©­­­«

0
0
6
6

ª®®®¬ = 0.

(𝑥, 𝑦) = arccos( 0
|𝑥 |·|𝑦 | ) = arccos(0).

(c) Sea𝑉 el conjunto formado por todos los vectores orto-
gonales al conjunto {(−4, 4, 0, 0), (0, 0,−4, 4)} y sea 𝑣 =
(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ 𝑉 .(
−4 4 0 0
0 0 −4 4

) ©­­­«
2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

ª®®®¬
©­­­«
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

ª®®®¬ = 0 ⇒

(
−4 4 0 0
0 0 −4 4

) ©­­­«
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

ª®®®¬ = 0 ⇒
(
−4𝑣1 + 4𝑣2
−4𝑣3 + 4𝑣4

)
=

(
0
0

)
⇒

{
−4𝑣1 + 4𝑣2 = 0
−4𝑣3 + 4𝑣4 = 0 ⇒


𝑣1 = 𝛼,
𝑣2 = 𝛼,
𝑣3 = 𝛽,
𝑣4 = 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.

El sistema generador de𝑉 es {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)}. Co-
mo son linealmente independientes,
𝐵𝑉 = {(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)}, que genera todos los vec-
tores ortogonales al conjunto dado.
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Subespacio ortogonal a otro dado

Problema 4.2.3. Calcular base, ecuaciones y dimensión
del subespacio ortogonal al conjuntoL({(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)})
respecto al producto escalar

(a) Habitual.

(b) Definido por la matriz 𝐴 =
©­­­«

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬.
Solución.
(a) Sea L⊥ el conjunto formado por los vectores ortogo-
nales al conjunto L y sea 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ L⊥. Sa-
biendo además que el producto escalar habitual es como
si la matriz de producto escalar fuera la matriz identidad,
entonces,(

1 1 0 0
0 0 1 1

) ©­­­«
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

ª®®®¬ = 0 ⇒
(
𝑣1 + 𝑣2
𝑣3 + 𝑣4

)
=

(
0
0

)
⇒

{
𝑣1 + 𝑣2 = 0,
𝑣3 + 𝑣4 = 0.

Estas son las ecuaciones implícitas. Resolvemos el siste-
ma que forman para determinar las ecuaciones paramétri-
cas.
𝑣1 = −𝛼,
𝑣2 = 𝛼,
𝑣3 = −𝛽,
𝑣4 = 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.
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Subespacio ortogonal a otro dado

Obtenemos que un sistema generador de L⊥ es

{(−1, 1, 0, 0), (0, 0,−1, 1)}.

Como los vectores son linealmente independientes,
𝐵L⊥ = {(−1, 1, 0, 0), (0, 0,−1, 1)}. Por lo tanto, la dimen-
sión de L⊥ es 2.
(b) Sea L⊥ el conjunto formado por los vectores ortogo-
nales al conjunto L y sea 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ L⊥. En-
tonces,(

1 1 0 0
0 0 1 1

) ©­­­«
1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬
©­­­«
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

ª®®®¬ = 0 ⇒

(
2 3 0 0
0 0 3 4

) ©­­­«
𝑣1
𝑣2
𝑣3
𝑣4

ª®®®¬ = 0 ⇒
(

2𝑣1 + 3𝑣2
3𝑣3 + 4𝑣4

)
=

(
0
0

)
⇒

{
2𝑣1 + 3𝑣2 = 0,
3𝑣3 + 4𝑣4 = 0.

Estas son las ecuaciones implícitas. Resolvemos el siste-
ma que forman para determinar las ecuaciones paramétri-
cas.
𝑣1 = −3𝛼

2 ,
𝑣2 = 𝛼,

𝑣3 = −4𝛽
3 ,

𝑣4 = 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.
Obtenemos que un sistema generador de L⊥ es

{(−3
2
, 1, 0, 0), (0, 0,−4

3
, 1)}.
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Como los vectores son linealmente independientes,
𝐵L⊥ = {(−3

2 , 1, 0, 0), (0, 0,−
4
3 , 1)}. Por lo tanto, la di-

mensión de L⊥ es 2.

4.3 Bases ortonormales
Problema 4.3.1. Calcular una base ortonormal respecto al pro-

ducto escalar definido por la matriz 𝐴 =
©­­­«

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

ª®®®¬ a par-
tir de la base canónica de R4.

Solución.
Mediante Gram-Schmidt y usando la base canónica de R4, cal-
culamos una base ortogonal deR4. Luego, cada vector de la base
lo dividimos por su módulo para ortonormalizarla.
𝐵canónica = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.
Aplicamos Gram-Schmidt:
𝑤1 = (1, 0, 0, 0).
𝑤2 = 𝑣2 − 𝑣2·𝑤1

|𝑤1 |2 ·𝑤1 = (0, 1, 0, 0) − 1
1 · (1, 0, 0, 0) = (−1, 1, 0, 0).

𝑣2 ·𝑤1 =
(

0 1 0 0
)
· 𝐴 ·

©­­­«
1
0
0
0

ª®®®¬ =
(

1 2 0 0
) ©­­­«

1
0
0
0

ª®®®¬ = 1.

|𝑤1 | =
√
𝑤1 · 𝑤1 =

√
1 = 1.

158



Bases ortonormales

𝑤1 ·𝑤1 =
(

1 0 0 0
)
·𝐴 ·

©­­­«
1
0
0
0

ª®®®¬ =
(

1 1 0 0
) ©­­­«

1
0
0
0

ª®®®¬ = 1.

𝑤3 = 𝑣3 − 𝑣3·𝑤1
|𝑤1 |2 · 𝑤1 − 𝑣3·𝑤2

|𝑤2 |2 · 𝑤2 = (0, 0, 1, 0) − (0, 0, 0, 0) −
(0, 0, 0, 0) = (0, 0, 1, 0).

𝑣3 ·𝑤2 =
(

0 0 1 0
)
·𝐴 ·

©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ =
(

0 0 3 0
) ©­­­«

−1
1
0
0

ª®®®¬ =

0.

𝑣3 ·𝑤1 =
(

0 0 1 0
)
· 𝐴 ·

©­­­«
1
0
0
0

ª®®®¬ =
(

0 0 3 0
) ©­­­«

1
0
0
0

ª®®®¬ = 0.

𝑤4 = 𝑣4 − 𝑣4·𝑤1
|𝑤1 |2 · 𝑤1 − 𝑣4·𝑤2

|𝑤2 |2 · 𝑤2 − 𝑣4·𝑤3
|𝑤3 |2 · 𝑤3 = (0, 0, 0, 1) −

(0, 0, 0, 0) − (0, 0, 0, 0) − (0, 0, 0, 0) = (0, 0, 0, 1).

𝑣4 ·𝑤1 =
(

0 0 0 1
)
· 𝐴 ·

©­­­«
1
0
0
0

ª®®®¬ =
(

0 0 0 4
) ©­­­«

1
0
0
0

ª®®®¬ = 0.

𝑣4 ·𝑤2 =
(

0 0 0 1
)
·𝐴 ·

©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ =
(

0 0 0 4
) ©­­­«

−1
1
0
0

ª®®®¬ =

0.

𝑣4 ·𝑤3 =
(

0 0 0 1
)
· 𝐴 ·

©­­­«
0
0
1
0

ª®®®¬ =
(

0 0 0 4
) ©­­­«

0
0
1
0

ª®®®¬ = 0.

𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 = {(1, 0, 0, 0), (−1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.
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Bases ortonormales

Calculamos los módulos para conseguir una base ortonormal a
partir de la ortogonal.
𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4}, 𝑏𝑖 = 𝑤𝑖

|𝑤𝑖 | .

• Para 𝑏1:
𝑏1 = (1,0,0,0)

1 = (1, 0, 0, 0).

• Para 𝑏2:
|𝑤2 | =

√
𝑤2 · 𝑤2 =

√
1 = 1.

𝑤2 · 𝑤2 =
(
−1 1 0 0

)
· 𝐴 ·

©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ =

(
0 1 0 0

) ©­­­«
−1
1
0
0

ª®®®¬ = 1.

𝑏2 = (−1,1,0,0)
1 = (−1, 1, 0, 0).

• Para 𝑏3:
|𝑤3 | =

√
𝑤3 · 𝑤3 =

√
3.

𝑤3 · 𝑤3 =
(

0 0 1 0
)
· 𝐴 ·

©­­­«
0
0
1
0

ª®®®¬ =

(
0 0 3 0

) ©­­­«
0
0
1
0

ª®®®¬ = 3.

𝑏3 = (0,0,1,0)√
3

= (0, 0, 1√
3
, 0).
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Bases ortonormales

• Para 𝑏4:
|𝑤4 | =

√
𝑤4 · 𝑤4 =

√
4 = 2.

𝑤4 · 𝑤4 =
(

0 0 0 1
)
· 𝐴 ·

©­­­«
0
0
0
1

ª®®®¬ =

(
0 0 0 4

) ©­­­«
0
0
0
1

ª®®®¬ = 4.

𝑏4 = (0,0,0,1)
2 = (0, 0, 0, 1

2 ).

𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 = {(1, 0, 0, 0), (−1, 1, 0, 0), (0, 0, 1√
3
, 0), (0, 0, 0, 1

2 )}.

Problema 4.3.2. Sea la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) en el espacio euclídeo
R3 donde

𝑢1 = (1, 1, 1), 𝑢2 = (1, 1, 0), 𝑢3 = (0, 1, 1).

(a) Calcular una base ortonormal a partir de dicha base.

(b) Comprobar que los vectores

𝑣1 =

(
1
√

3
,

1
√

3
,

1
√

3

)
, 𝑣2 =

(
− 1
√

6
,

2
√

6
,− 1

√
6

)
,

𝑣3 =

(
1
√

2
, 0,− 1

√
2

)
forman una base ortonormal de R3 y que 𝐿 (𝑢1, 𝑢2) ≠
𝐿 (𝑣1, 𝑣2).
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Bases ortonormales

Solución.
(a) En primer lugar comprobamos si los vectores que nos dan ya
son ortogonales dos a dos. Comprobamos que 𝑢1 · 𝑢2 ≠ 0, luego
no son ortogonales, así que no nos vale directamente como base
ortogonal.
Comprobado lo anterior, calculamos una base ortogonal de R3

mediante Gram-Schmidt usando la base dada. Luego, cada vec-
tor de la base lo dividimos por su módulo para ortonormalizarla.
𝑤1 = (1, 1, 1).
𝑤2 = (1, 1, 0) − (1,1,0)·(1,1,1)

(1,1,1)·(1,1,1) · (1, 1, 1) = (1, 1, 0) − 2
3 · (1, 1, 1) =

(1, 1, 0) − ( 2
3 ,

2
3 ,

2
3 ) = ( 1

3 ,
1
3 ,−

2
3 ).

𝑤3 = 𝑢3 − ( 𝑢3·𝑤1
𝑤1·𝑤1

· 𝑤1 + 𝑢3·𝑤2
𝑤2·𝑤2

· 𝑤2) = (0, 1, 1) − ( (0,1,1)·(1,1,1)(1,1,1)·(1,1,1) ·

(1, 1, 1) + (0,1,1)·( 1
3 ,

1
3 ,−

2
3 )

( 1
3 ,

1
3 ,−

2
3 )·(

1
3 ,

1
3 ,−

2
3 )
· ( 1

3 ,
1
3 ,−

2
3 )) = (0, 1, 1)− ( 2

3 · (1, 1, 1) +
− 1

3
2
3
· ( 1

3 ,
1
3 ,−

2
3 )) = (0, 1, 1)−(( 2

3 ,
2
3 ,

2
3 )+(−

1
6 ,−

1
6 ,

1
3 )) = (0, 1, 1)−

( 1
2 ,

1
2 , 1) = (−1

2 ,
1
2 , 0).

Por lo tanto, 𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 = {(1, 1, 1), ( 1
3 ,

1
3 ,−

2
3 ), (−

1
2 ,

1
2 , 0)}.

Calculamos los módulos para conseguir una base ortonormal a
partir de la base ortogonal.
𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3}, 𝑏𝑖 = 𝑤𝑖

|𝑤𝑖 | .

• Para 𝑏1:
|𝑤1 | =

√
𝑤1 · 𝑤1 =

√
12 + 12 + 12 =

√
3.

𝑏1 = (1,1,1)√
3

= ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
).

• Para 𝑏2:

|𝑤2 | =
√
𝑤2 · 𝑤2 =

√
( 1

3 )2 + ( 1
3 )2 + (−2

3 )2 =
√

1
9 + 1

9 + 4
9 =

√
6

3 .
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Bases ortonormales

𝑏2 =
( 1

3 ,
1
3 ,−

2
3 )√

6
3

= ( 1√
6
, 1√

6
,− 2√

6
).

• Para 𝑏3:

|𝑤3 | =
√
𝑤3 · 𝑤3 =

√
(−1

2 )2 + ( 1
2 )2 + 02 =

√
1
2 = 1√

2
.

𝑏3 =
(− 1

2 ,
1
2 ,0)

1√
2

= (−
√

2
2 ,

√
2

2 , 0).

Por lo tanto,
𝐵𝑜𝑟𝑡𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 = {( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
), ( 1√

6
, 1√

6
,− 2√

6
), (−

√
2

2 ,
√

2
2 , 0)}.

(b) Para que formen una base ortonormal deben ser ortogonales
dos a dos y tener módulo 1. Comprobamos si son ortogonales
dos a dos.
𝑣1 · 𝑣2 = 1√

3
· −1√

6
+ 1√

3
· 2√

6
+ 1√

3
· −1√

6
= − 1√

18
+ 2√

18
− 1√

18
= 0.

𝑣1 · 𝑣3 = 1√
3
· 1√

2
+ 1√

3
· 0 + 1√

3
· −1√

2
= 1√

6
− 1√

6
= 0.

𝑣2 · 𝑣3 = − 1√
6
· 1√

2
+ 2√

6
· 0 + −1√

6
· −1√

2
= − 1√

12
+ 1√

12
= 0.

Luego, sí son ortogonales dos a dos.
Comprobamos ahora si tienen módulo 1.
|𝑣1 | =

√
𝑣1 · 𝑣1 =

√
( 1√

3
)2 + ( 1√

3
)2 + ( 1√

3
)2 = 1.

|𝑣2 | =
√
𝑣2 · 𝑣2 =

√
(− 1√

6
)2 + ( 2√

6
)2 + (− 1√

6
)2 = 1.

|𝑣3 | =
√
𝑣3 · 𝑣3 =

√
( 1√

2
)2 + 02 + (− 1√

2
)2 = 1.

Todos tienen módulo 1. Luego, cumplen las 2 condiciones y
{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} forman una base ortonormal de R3.
Comprobamos ahora que 𝐿 (𝑢1, 𝑢2) ≠ 𝐿 (𝑣1, 𝑣2) (el subespa-
cio generado por (𝑢1, 𝑢2) es distinto al subespacio generado por
(𝑣1, 𝑣2)).
En primer lugar, buscamos una base de 𝐿 (𝑢1, 𝑢2) y de 𝐿 (𝑣1, 𝑣2).
Empezamos por 𝐵𝐿 (𝑢1,𝑢2) .
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Bases ortonormales

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜

(
1 1 1
1 1 0

)
= 2. Luego, 𝑢1 y 𝑢2 son linealmente inde-

pendientes y forman una base de 𝐿 (𝑢1, 𝑢2).
Para 𝐵𝐿 (𝑣1,𝑣2) tenemos que

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜

( 1√
3

1√
3

1√
3

− 1√
6

2√
6

− 1√
6

)
= 2. Luego, 𝑣1 y 𝑣2 son linealmente

independientes y forman una base de 𝐿 (𝑣1, 𝑣2).
Ahora cogemos un vector de una de las 2 bases y comprobamos
si se puede expresar como combinación lineal de los vectores de
la otra base. En el caso de que no sea posible, ya son distintos los
subespacios (con comprobar que 1 no sea posible, es suficiente).
Vemos si existen 𝜆1, 𝜆2 ∈ R : 𝑢1 = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2.
(1, 1, 1) = 𝜆1( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) + 𝜆2(− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
) ⇒

1 = 𝜆1
1√
3
− 𝜆2

1√
6

1 = 𝜆1
1√
3
+ 𝜆2

2√
6

1 = 𝜆1
1√
3
− 𝜆2

1√
6

.

𝐴∗ =
©­­«

1√
3

− 1√
6

1√
3

2√
6

1√
3

− 1√
6

�������
1
1
1

ª®¬.

Vemos si es un sistema compatible o no. Como en este caso es
compatible al ser sistema compatible determinado, se cumple
que existen 𝜆1, 𝜆2 ∈ R : 𝑢1 = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2.
Veamos ahora si con 𝑢2 no se puede.
Comprobamos si existen 𝜆1, 𝜆2 ∈ R : 𝑢2 = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2.
(1, 1, 0) = 𝜆1( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) + 𝜆2(− 1√

6
, 2√

6
,− 1√

6
) ⇒

1 = 𝜆1
1√
3
− 𝜆2

1√
6

1 = 𝜆1
1√
3
+ 𝜆2

2√
6

0 = 𝜆1
1√
3
− 𝜆2

1√
6

.
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𝐴∗ =
©­­«

1√
3

− 1√
6

1√
3

2√
6

1√
3

− 1√
6

�������
1
1
0

ª®¬.

En este caso tenemos un sistema incompatible, luego �𝜆1, 𝜆2 ∈
R : 𝑢2 = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2.
Por lo tanto, 𝑢2 no se puede expresar como combinación lineal
de 𝑣1 y 𝑣2 y concluimos que 𝐿 (𝑢1, 𝑢2) ≠ 𝐿 (𝑣1, 𝑣2).
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Capítulo 5

Aplicaciones lineales

Índice
5.1 Definición de una aplicación lineal . . . 166
5.2 Núcleo e imagen de una aplicación lineal 168

5.1 Definición de una aplicación lineal
Problema 5.1.1. Sean R2 y 𝑃3(K) [𝑥] dos espacios vectoriales
y 𝑓 : R2 → 𝑃3(K) [𝑥] definida por 𝑓 (𝑎, 𝑏) = (𝑎+𝑏)𝑥3+𝑎𝑥2+𝑏.
Comprobar si 𝑓 es aplicación lineal.
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Definición de una aplicación lineal

Solución.
La aplicación es lineal si verifica para todo 𝑣, 𝑤 ∈ R2 y para todo 𝜆 ∈
K las siguientes propiedades:

• 𝑓 (𝑣 + 𝑤) = 𝑓 (𝑣) + 𝑓 (𝑤).

• 𝑓 (𝜆𝑣) = 𝜆 𝑓 (𝑣).

Sean (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ R2 y sean 𝜆, 𝜇 ∈ R. Comprobamos que se
cumplan ambas propiedades.
𝑓 ((𝑎, 𝑏)+ (𝑐, 𝑑)) = 𝑓 (𝑎+𝑐, 𝑏+𝑑) = (𝑎+𝑐+𝑏+𝑑)𝑥3+(𝑎+𝑐)𝑥2+
(𝑏+𝑑) = (𝑎+𝑏)𝑥3+(𝑐+𝑑)𝑥3+𝑎𝑥2+𝑐𝑥2+𝑏+𝑑 = 𝑓 (𝑎, 𝑏)+ 𝑓 (𝑐, 𝑑).
𝑓 (𝜆(𝑎, 𝑏)) = 𝑓 (𝜆𝑎, 𝜆𝑏) = (𝜆𝑎 + 𝜆𝑏)𝑥3 + 𝜆𝑎𝑥2 + 𝜆𝑏 = 𝜆((𝑎 +
𝑏)𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏) = 𝜆 𝑓 (𝑎, 𝑏).
Como se cumplen las dos propiedades, hemos demostrado que
𝑓 es aplicación lineal.
También podríamos haber usado la siguiente proposición: Sean
𝑉 y𝑊 dosK-espacios vectoriales. Una aplicación 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 es
lineal si y solo si 𝑓 (𝜆𝑣+𝜇𝑤) = 𝜆 𝑓 (𝑣)+𝜇 𝑓 (𝑤), para todo 𝑣, 𝑤 ∈
𝑉 y para todo 𝜆, 𝜇 ∈ K.

Problema 5.1.2. Estudiar si las siguientes aplicaciones son apli-
caciones lineales:

(a) 𝑓 : R2 → R2 definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 1, 𝑦).

(b) 𝑔 : R2 → R2 definida por 𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥2).

Solución.
Para estudiarlo, verificaremos que 𝑓 (0) = 0, ya que si tenemos
dos K-espacios vectoriales 𝑉 y 𝑊 y 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 es aplicación
lineal, entonces 𝑓 (0) = 0. Esto quiere decir que si se cumple
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que 𝑓 (0) = 0, 𝑓 puede ser lineal, pero si no se cumple, 𝑓 no es
lineal.
Si comprobamos que 𝑓 (0) = 0, podemos pasar a verificar que
es lineal usando la siguiente proposición: Sean 𝑉 y 𝑊 dos K-
espacios vectoriales. Una aplicación 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 es lineal si y
solo si 𝑓 (𝜆𝑣 + 𝜇𝑤) = 𝜆 𝑓 (𝑣) + 𝜇 𝑓 (𝑤), para todo 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 y
para todo 𝜆, 𝜇 ∈ K.
(a) 𝑓 (0, 0) = (0 + 1, 0) = (1, 0) ≠ (0, 0). Por lo tanto, 𝑓 no
puede ser aplicación lineal.
(b) 𝑔(0, 0) = (0, 02) = (0, 0). Luego, 𝑔 puede ser lineal. Usamos
la segunda proposición para comprobarlo.
Sean 𝑣 = (𝑎, 𝑏), 𝑤 = (𝑐, 𝑑) ∈ R2 y sean 𝜆, 𝜇 ∈ R.
𝑔(𝜆𝑣 + 𝜇𝑤) = 𝑔(𝜆(𝑎, 𝑏) + 𝜇(𝑐, 𝑑)) = 𝑔((𝜆𝑎, 𝜆𝑏) + (𝜇𝑐, 𝜇𝑑)) =
𝑔(𝜆𝑎 + 𝜇𝑐, 𝜆𝑏 + 𝜇𝑑) = (𝜆𝑏 + 𝜇𝑑, 𝜆2𝑎2 + 𝜇2𝑐2 + 2𝜆𝑎𝜇𝑐) =
(𝜆𝑏, 𝜆2𝑎2) + (𝜇𝑑, 𝜇2𝑐2) + (0, 2𝜆𝑎𝜇𝑐) = 𝜆(𝑏, 𝜆𝑎2) + 𝜇(𝑑, 𝜇𝑐2) +
(0, 2𝜆𝑎𝜇𝑐) ≠ 𝜆𝑔(𝑣) + 𝜇𝑔(𝑤).
Como 𝑔(𝑣) = (𝑏, 𝑎2) y 𝑔(𝑤) = (𝑑, 𝑐2), entonces 𝑔 no es lineal.

5.2 Núcleo e imagen de una aplicación
lineal

Problema 5.2.1. Sea 𝑓 : R3 → R2 definida por 𝑓 (1, 0, 0) =
(1, 1),
𝑓 (0, 1, 0) = (2, 2), 𝑓 (0, 0, 1) = (3, 3). Determinar una base del
núcleo y de la imagen de 𝑓 .

Solución.
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Para determinar una base del núcleo partimos de un elemento
general del núcleo (pertenecerá aR3). Sea (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) ⇒
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.
Como no conocemos la expresión algebraica de 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧), ha-
llamos la expresión matricial de 𝑓 y obtenemos la algebraica a
partir de esta.

La ecuación matricial de 𝑓 es
(
𝑥′

𝑦′

)
=

(
1 2 3
1 2 3

) ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬.

La expresión algebraica se obtiene multiplicando las matrices,
luego, nos quedarían 2 expresiones iguales y nos quedamos con
una de ellas, 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧. Por lo tanto, 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 =
0 ⇒ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = −2𝑦 − 3𝑧 ⇒ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−2𝑦 −
3𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝑦(−2, 1, 0) + 𝑧(−3, 0, 1).
Tenemos entonces que {(−2, 1, 0), (−3, 0, 1)} es sistema gene-
rador del núcleo de 𝑓 . Como el rango de la matriz que forman
es máximo, son linealmente independientes y forman una base
del núcleo de 𝑓 .
Pasamos ahora a determinar una base de la imagen.
Partimos de la siguiente proposición: Sean𝑉 y𝑊 dosK-espacios
vectoriales y 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 aplicación lineal. Si 𝑉 está generado
por {𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛} entonces 𝑓 (𝑉) (que coincide con la imagen
de 𝑓 ), está generado por
{ 𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), ..., 𝑓 (𝑒𝑛)}.
Por el enunciado sabemos que la aplicación está definida por
𝑓 (1, 0, 0) = (1, 1), 𝑓 (0, 1, 0) = (2, 2), 𝑓 (0, 0, 1) = (3, 3). Sa-
bemos que {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} es base y por lo tanto
sistema generador de R3, aplicando la proposición, deducimos
que {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} es sistema generador de la imagen de
𝑓 .
Como el rango de la matriz que forman es 1, significa que una
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base la forma solo uno de los vectores. Entonces, podemos decir
que {(1, 1)} es una base de la imagen de 𝑓 .

Problema 5.2.2. Sea 𝑓 : R3 → R3 definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(𝑥 + 𝑦 − 𝑧, 2𝑦 + 4𝑧,−𝑥 + 𝑧).

(a) Probar que 𝑓 es aplicación lineal.

(b) Hallar la matriz asociada a 𝑓 .

(c) Hallar el núcleo de 𝑓 , una base y dimensión. Razonar si
𝑓 es inyectiva.

(d) Hallar la imagen de 𝑓 , una base y dimensión. Razonar si
𝑓 es sobreyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimensión.

Solución.
(a) La aplicación 𝑓 es lineal si y solo si para todo 𝑢, 𝑣 ∈ R3 y
𝜆, 𝜇 ∈ R se verifica que 𝑓 (𝜆𝑢 + 𝜇𝑣) = 𝜆 𝑓 (𝑢) + 𝜇 𝑓 (𝑣).
Sean 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ R3 y 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ R3 y sean
𝜆, 𝜇 ∈ R.
𝑓 (𝜆𝑢+𝜇𝑣) = 𝑓 (𝜆(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)+𝜇(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)) = 𝑓 ((𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2, 𝜆𝑢3)+
(𝜇𝑣1, 𝜇𝑣2, 𝜇𝑣3)) = 𝑓 (𝜆𝑢1 + 𝜇𝑣1, 𝜆𝑢2 + 𝜇𝑣2, 𝜆𝑢3 + 𝜇𝑣3) = (𝜆𝑢1 +
𝜇𝑣1 +𝜆𝑢2 + 𝜇𝑣2 −𝜆𝑢3 − 𝜇𝑣3, 2𝜆𝑢2 +2𝜇𝑣2 +4𝜆𝑢3 +4𝜇𝑣3,−𝜆𝑢1 −
𝜇𝑣1+𝜆𝑢3+ 𝜇𝑣3) = (𝜆𝑢1+𝜆𝑢2−𝜆𝑢3, 2𝜆𝑢2+4𝜆𝑢3,−𝜆𝑢1+𝜆𝑢3) +
(𝜇𝑣1 + 𝜇𝑣2 − 𝜇𝑣3, 2𝜇𝑣2 + 4𝜇𝑣3,−𝜇𝑣1 + 𝜇𝑣3) = 𝜆(𝑢1 + 𝑢2 −
𝑢3, 2𝑢2 + 4𝑢3,−𝑢1 + 𝑢3) + 𝜇(𝑣1 + 𝑣2 − 𝑣3, 2𝑣2 + 4𝑣3,−𝑣1 + 𝑣3) =
𝜆 𝑓 (𝑢) + 𝜇 𝑓 (𝑣).
Por lo tanto, 𝑓 es aplicación lineal.
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(b) Para hallar la matriz asociada a 𝑓 , tenemos que hallar una ba-
se deR3. Podemos usar la base canónica 𝐵 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
La matriz está formada por las coordenadas resultantes de apli-
car 𝑓 a los vectores de 𝐵, como columnas. Hallamos esas coor-
denadas. 𝑓 (1, 0, 0) = (1, 0,−1).
𝑓 (0, 1, 0) = (1, 2, 0).
𝑓 (0, 0, 1) = (−1, 4, 1).

Luego, la matriz asociada a 𝑓 es 𝑀 = ©­«
1 1 −1
0 2 4
−1 0 1

ª®¬.

(c) 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0} = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈
R3 : 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0, 2𝑦 + 4𝑧 = 0,−𝑥 + 𝑧 = 0}.

𝐴∗ = ©­«
1 1 −1
0 2 4
−1 0 1

������ 0
0
0

ª®¬.

|𝐴| = −4 ≠ 0 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) = número de in-
cógnitas ⇒ Sistema compatible determinado. Como el sistema
es homogéneo, la única solución es 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0.
No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del núcleo y la dimensión del
núcleo es 0.
Como hemos obtenido que 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {0}, entonces 𝑓 es inyec-
tiva.
(d) Para dar una base de la imagen de 𝑓 , calculamos las imágenes
por 𝑓 de una base del dominio, por ejemplo tomamos la base
canónica
𝐵 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
Ya antes calculamos que 𝑓 (1, 0, 0) = (1, 0,−1), 𝑓 (0, 1, 0) =
(1, 2, 0), 𝑓 (0, 0, 1) = (−1, 4, 1).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar 𝑓 a un sistema
generador del dominio (la base canónica), son también sistema
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generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este caso
son los tres. Por lo tanto,
𝐵𝐼𝑚( 𝑓 ) = {(1, 0,−1), (1, 2, 0), (−1, 4, 1)}.
De esto se deduce que 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) = 3. Como 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) =
𝑑𝑖𝑚(R3), entonces 𝑓 es sobreyectiva.
(e) El teorema de la dimensión nos dice que para una aplicación
lineal 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 , se tiene que 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟 ( 𝑓 )) +
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). En nuestro caso, 𝑉 = R3 y nos queda 𝑑𝑖𝑚(R3) =
3 = 0 + 3, luego queda comprobado.

Problema 5.2.3. Sea 𝑓 : R2 → R3 definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 −
𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥).

(a) Probar que 𝑓 es aplicación lineal.

(b) Hallar la matriz asociada a 𝑓 .

(c) Hallar el núcleo de 𝑓 , una base y dimensión. Razonar si
𝑓 es inyectiva.

(d) Hallar la imagen de 𝑓 , una base y dimensión. Razonar si
𝑓 es sobreyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimensión.

Solución.
(a) La aplicación 𝑓 es lineal si y solo si para todo 𝑢, 𝑣 ∈ R2 y
para todo 𝜆, 𝜇 ∈ R se verifica que 𝑓 (𝜆𝑢+𝜇𝑣) = 𝜆 𝑓 (𝑢) +𝜇 𝑓 (𝑣).
Sean 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2 y 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2 y sean 𝜆, 𝜇 ∈ R.
𝑓 (𝜆𝑢+𝜇𝑣) = 𝑓 (𝜆(𝑢1, 𝑢2)+𝜇(𝑣1, 𝑣2)) = 𝑓 ((𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2)+(𝜇𝑣1, 𝜇𝑣2)) =
𝑓 (𝜆𝑢1+𝜇𝑣1, 𝜆𝑢2+𝜇𝑣2) = (𝜆𝑢1+𝜇𝑣1−𝜆𝑢2−𝜇𝑣2, 𝜆𝑢1+𝜇𝑣1+𝜆𝑢2+
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𝜇𝑣2, 𝜆𝑢1+𝜇𝑣1) = (𝜆𝑢1−𝜆𝑢2, 𝜆𝑢1+𝜆𝑢2, 𝜆𝑢1)+ (𝜇𝑣1−𝜇𝑣2, 𝜇𝑣1+
𝜇𝑣2, 𝜇𝑣1) = 𝜆(𝑢1 − 𝑢2, 𝑢1 + 𝑢2, 𝑢1) + 𝜇(𝑣1 − 𝑣2, 𝑣1 + 𝑣2, 𝑣1) =
𝜆 𝑓 (𝑢) + 𝜇 𝑓 (𝑣).
Por lo tanto, 𝑓 es aplicación lineal.

(b) Para hallar la matriz asociada a 𝑓 , tenemos que hallar una ba-
se de R2. Podemos usar la base canónica 𝐵 = {(1, 0), (0, 1)}. La
matriz está formada por las coordenadas resultantes de aplicar
𝑓 a los vectores de 𝐵, como columnas. Hallamos esas coorde-
nadas.
𝑓 (1, 0) = (1, 1, 1). 𝑓 (0, 1) = (−1, 1, 0).

Luego, la matriz asociada a 𝑓 es 𝑀 = ©­«
1 −1
1 1
1 0

ª®¬.

(c) 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0} = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 :
𝑥 − 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝑥 = 0}.
Sabiendo que 𝑥 = 0, despejando, obtenemos que 𝑦 = 0.
No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del núcleo y la dimensión del
núcleo es 0.
Como hemos obtenido que 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {0}, entonces 𝑓 es inyec-
tiva.

(d) Para dar una base de la imagen de 𝑓 , calculamos las imágenes
por 𝑓 de una base del dominio, por ejemplo la base canónica
𝐵 = {(1, 0), (0, 1)}.
Ya antes calculamos que 𝑓 (1, 0) = (1, 1, 1), 𝑓 (0, 1) = (−1, 1, 0).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar 𝑓 a un sistema
generador del dominio (la base canónica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este caso
son los dos. Por lo tanto, 𝐵𝐼𝑚( 𝑓 ) = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0)}.
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Para ver si es sobreyectiva, comprobamos si
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) = 𝑑𝑖𝑚(R3). No obstante, en este caso 𝑑𝑖𝑚(R3) =
3 ≠ 2 = 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). Luego, 𝑓 no es sobreyectiva.

(e) Por el teorema de la dimensión, sabemos que para una aplica-
ción lineal 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 , se tiene que 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 )) +
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). En nuestro caso, 𝑉 = R2, y nos queda 𝑑𝑖𝑚(R2) =
2 = 0 + 2, luego queda comprobado.

Problema 5.2.4. Sea 𝑓 : R2 → R3 definida por 𝑓 (1,−1) =
(−1,−2,−3), 𝑓 (−3, 2) = (0, 5, 3).

(a) Dar la expresión algebraica de 𝑓 .

(b) Hallar una base y dimensión del núcleo de 𝑓 .

(c) Hallar una base y dimensión de la imagen de 𝑓 .

(d) Razonar si 𝑓 es biyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimensión.

Solución.
(a) Nos centramos en obtener la ecuación matricial de 𝑓 y a partir
de ella, hallamos la expresión algebraica. Para la ecuación ma-
tricial, necesitamos la matriz 𝐴 asociada a 𝑓 , la cual obtenemos

despejando en la ecuación matricial 𝐴 ·
(
𝑥
𝑦

)
= ©­«

𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬.

Por el enunciado, tomamos (𝑥, 𝑦) = (1,−1) y (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) =
(−1,−2,−3). Lo mismo hacemos con los otros dos vectores que
nos dan. Entonces,
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©­«
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
𝑒 𝑔

ª®¬
(

1
−1

)
= ©­«

−1
−2
−3

ª®¬ ⇒

𝑎 − 𝑏 = −1,
𝑐 − 𝑑 = −2,
𝑒 − 𝑔 = −3.©­«

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
𝑒 𝑔

ª®¬
(
−3
2

)
= ©­«

0
5
3

ª®¬ ⇒


−3𝑎 + 2𝑏 = 0,
−3𝑐 + 2𝑑 = 5,
−3𝑒 + 2𝑔 = 3.

•
{
𝑎 − 𝑏 = −1
−3𝑎 + 2𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 2, 𝑏 = 3.

•
{
𝑐 − 𝑑 = −2
−3𝑐 + 2𝑑 = 5 ⇒ 𝑐 = −1, 𝑑 = 1.

•
{
𝑒 − 𝑔 = −3
−3𝑒 + 2𝑔 = 3 ⇒ 𝑒 = 3, 𝑔 = 6.

Por lo tanto, la matriz 𝐴 asociada a 𝑓 es 𝐴 = ©­«
2 3
−1 1
3 6

ª®¬.

Ahora sí podemos usar la ecuación matricial para obtener la ex-
presión algebraica de 𝑓 .©­«

2 3
−1 1
3 6

ª®¬ ·
(
𝑥
𝑦

)
= ©­«

𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬ ⇒

𝑥′ = 2𝑥 + 3𝑦
𝑦′ = −𝑥 + 𝑦
𝑧′ = 3𝑥 + 6𝑦

.

𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ⇒ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥 + 3𝑦,−𝑥 + 𝑦, 3𝑥 + 6𝑦).
(b) 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0} = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 :
2𝑥 + 3𝑦 = 0,−𝑥 + 𝑦 = 0, 3𝑥 + 6𝑦 = 0}.
Despejando, obtenemos que 𝑥 = 𝑦 = 0.
No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del núcleo y la dimensión del
núcleo es 0.
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(c) Para dar una base de la imagen de 𝑓 , calculamos las imágenes
por f de una base del dominio, por ejemplo tomamos la base
canónica 𝐵 = {(1, 0), (0, 1)}.
𝑓 (1, 0) = (2,−1, 3). 𝑓 (0, 1) = (3, 1, 6).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar 𝑓 a un sistema
generador del dominio (la base canónica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este ca-
so son los dos. Por lo tanto, 𝐵𝐼𝑚( 𝑓 ) = {(2,−1, 3), (3, 1, 6)} y
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) = 2.

(d) Es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
Es inyectiva porque 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {0}.
Para ver si es sobreyectiva, debe cumplirse
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) = 𝑑𝑖𝑚(R3). En este caso, 𝑑𝑖𝑚(R3) = 3 ≠ 2 =
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). Luego, no es sobreyectiva.
Como no es sobreyectiva, concluimos que 𝑓 no es biyectiva.

(e) Por el teorema de la dimensión, para una aplicación lineal
𝑓 : 𝑉 → 𝑊 se tiene que 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ))+𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )).
En nuestro caso,𝑉 = R2 y nos queda 𝑑𝑖𝑚(R2) = 2 = 0+2, luego
queda comprobado.

Problema 5.2.5. Sea 𝑓 : R2 → R3 definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(2𝑦, 𝑥 + 𝑦,−𝑥).

(a) Comprobar si 𝑓 es aplicación lineal y hallar la matriz
asociada a 𝑓 .

(b) Determinar una base y dimensión del núcleo de 𝑓 .

(c) Determinar una base y dimensión de la imagen de 𝑓 .
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(d) Razonar si 𝑓 es biyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimensión.

Solución.
(a) La aplicación 𝑓 es lineal si y solo si para todo 𝑢, 𝑣 ∈ R2 y
para todo 𝜆, 𝜇 ∈ R se verifica que 𝑓 (𝜆𝑢+𝜇𝑣) = 𝜆 𝑓 (𝑢) +𝜇 𝑓 (𝑣).
Sean 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ∈ R2 y 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2 y sean 𝜆, 𝜇 ∈ R.
𝑓 (𝜆𝑢 + 𝜇𝑣) = 𝑓 (𝜆(𝑢1, 𝑢2) + 𝜇(𝑣1, 𝑣2)) =
𝑓 ((𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2) + (𝜇𝑣1, 𝜇𝑣2)) = 𝑓 (𝜆𝑢1+𝜇𝑣1, 𝜆𝑢2+𝜇𝑣2) = (2𝜆𝑢2+
2𝜇𝑣2, 𝜆𝑢1+𝜇𝑣1+𝜆𝑢2+𝜇𝑣2,−𝜆𝑢1−𝜇𝑣1) = (2𝜆𝑢2, 𝜆𝑢1+𝜆𝑢2,−𝜆𝑢1)+
(2𝜇𝑣2, 𝜇𝑣1 + 𝜇𝑣2,−𝜇𝑣1) = 𝜆(2𝑢2, 𝑢1 + 𝑢2,−𝑢1) + 𝜇(2𝑣2, 𝑣1 +
𝑣2,−𝑣1) = 𝜆 𝑓 (𝑢) + 𝜇 𝑓 (𝑣).
Por lo tanto, 𝑓 es aplicación lineal.
Para hallar la matriz asociada a 𝑓 , tenemos que hallar una base
de R2. Podemos usar la base canónica 𝐵 = {(1, 0), (0, 1)}. La
matriz está formada por las coordenadas resultantes de aplicar
𝑓 a los vectores de 𝐵, como columnas. Hallamos esas coorde-
nadas.
𝑓 (1, 0) = (0, 1,−1). 𝑓 (0, 1) = (2, 1, 0).

Luego, la matriz asociada a 𝑓 es 𝑀 = ©­«
0 2
1 1
−1 0

ª®¬.

(b) 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0} = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 2𝑦 =
0, 𝑥 + 𝑦 = 0,−𝑥 = 0}.
Obtenemos que 𝑥 = 𝑦 = 0.
De este modo, 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {(0, 0)}. Dado que el único vector que
está en el núcleo es el nulo y este no puede estar en una base, no
podemos dar una base del núcleo y 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 )) = 0.
(c) Para dar una base de la imagen de 𝑓 , calculamos las imágenes
por 𝑓 de una base del dominio, por ejemplo la base canónica
𝐵 = {(1, 0), (0, 1)}.

177



Núcleo e imagen de una aplicación lineal

Ya antes calculamos que 𝑓 (1, 0) = (0, 1,−1), 𝑓 (0, 1) = (2, 1, 0).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar 𝑓 a un sistema
generador del dominio (la base canónica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este ca-
so son los dos. Por lo tanto, 𝐵𝐼𝑚( 𝑓 ) = {(0, 1,−1), (2, 1, 0)} y
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) = 2.

(d) Es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
Es inyectiva porque 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) = {0}.
Para ver si es sobreyectiva, debe cumplirse que 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )) =
𝑑𝑖𝑚(R3). En este caso, 𝑑𝑖𝑚(R3) = 3 ≠ 2 = 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). En-
tonces, no es sobreyectiva.
Como no es sobreyectiva, concluimos que 𝑓 no es biyectiva.

(e) El teorema de la dimensión nos dice que para una aplica-
ción lineal 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 se tiene que 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟 ( 𝑓 )) +
𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚( 𝑓 )). En nuestro caso, 𝑉 = R2 y nos queda 𝑑𝑖𝑚(R2) =
2 = 0 + 2, luego queda comprobado.

Problema 5.2.6. Sea 𝑓 : R3 → R3 definida por 𝑓 (0, 0, 1) =
(0, 0, 1),
𝑓 (1,−1, 0) = (1,−1, 0), 𝑓 (1, 1, 0) = (0, 0, 0).

(a) Hallar la matriz asociada a 𝑓 .

(b) Determinar una base del núcleo y de la imagen de 𝑓 .

(c) Razonar si 𝑓 es biyectiva.

Solución.
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(a) Para obtener la matriz 𝐴 = ©­«
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑔
ℎ 𝑖 𝑗

ª®¬ asociada a 𝑓 , usa-

mos la ecuación matricial de 𝑓 .©­«
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑔
ℎ 𝑖 𝑗

ª®¬ · ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬ siendo

{(0, 0, 1), (1,−1, 0), (1, 1, 0)} los vectores que se sustituyen en

la matriz ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ y {(0, 0, 1), (1,−1, 0), (0, 0, 0)} los que se sus-

tituyen en ©­«
𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬.

©­«
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑔
ℎ 𝑖 𝑗

ª®¬ · ©­«
0
0
1

ª®¬ = ©­«
0
0
1

ª®¬ ⇒ ©­«
𝑐
𝑔
𝑗

ª®¬ = ©­«
0
0
1

ª®¬ ⇒

𝑐 = 0,
𝑔 = 0,
𝑗 = 0.©­«

𝑎 𝑏 0
𝑑 𝑒 0
ℎ 𝑖 0

ª®¬ · ©­«
1
−1
0

ª®¬ = ©­«
1
−1
0

ª®¬ ⇒

𝑎 − 𝑏 = 1,
𝑑 − 𝑒 = −1,
ℎ − 𝑖 = 0.©­«

𝑎 𝑏 0
𝑑 𝑒 0
ℎ 𝑖 0

ª®¬ · ©­«
1
1
0

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒

𝑎 + 𝑏 = 0,
𝑑 + 𝑒 = 0,
ℎ + 𝑖 = 0.

•
{
𝑎 − 𝑏 = 1
𝑎 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = −1

2 , 𝑎 = 1
2 .

•
{
𝑑 − 𝑒 = −1
𝑑 + 𝑒 = 0 ⇒ 𝑒 = 1

2 , 𝑑 = −1
2 .

•
{
ℎ − 𝑖 = 0
ℎ + 𝑖 = 0 ⇒ 𝑖 = 0, ℎ = 0.
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Por lo tanto, la matriz 𝐴 asociada a 𝑓 es 𝐴 = ©­«
1
2 −1

2 0
−1

2
1
2 0

0 0 0

ª®¬.

(b) Para determinar una base del núcleo, partimos de un elemen-
to (𝑥, 𝑦, 𝑧) general del núcleo (pertenece a R3).
Sea (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) ⇒ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.
Como no conocemos la expresión algebraica de 𝑓 , que es 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧),
la hallamos a partir de su ecuación matricial.

La ecuación matricial de 𝑓 es ©­«
1
2 −1

2 0
−1

2
1
2 0

0 0 0

ª®¬ · ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬.

La expresión algebraica se obtiene multiplicando las matrices.©­«
𝑥−𝑦

2−𝑥+𝑦
2
0

ª®¬ = ©­«
𝑥′

𝑦′

𝑧′

ª®¬ ⇒

𝑥′ = 𝑥−𝑦

2 ,
𝑦′ = −𝑥+𝑦

2 ,
𝑧′ = 0.

Por lo tanto, 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = ( 𝑥−𝑦2 , −𝑥+𝑦2 , 0).
Tenemos que 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 ⇒ ( 𝑥−𝑦2 , −𝑥+𝑦2 , 0) = (0, 0, 0), enton-
ces

𝑥−𝑦
2 = 0

−𝑥+𝑦
2 = 0

0 = 0
⇒ 𝑥 = 𝑦, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼, 𝑦 ∈ R.

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦, 𝑦, 𝛼) = 𝑦(1, 1, 0) + 𝛼(0, 0, 1).
Tenemos entonces que {(1, 1, 0), (0, 0, 1)} es sistema generador
del núcleo de 𝑓 (porque generan (𝑥, 𝑦, 𝑧), que es un vector cual-
quiera que pertenece al núcleo de 𝑓 ). Como el rango de la matriz
que forman es máximo, son linealmente independientes, luego
forman una base del núcleo de 𝑓 .
Pasamos ahora a determinar una base de la imagen.
Por una proposición, sean𝑉 y𝑊 dosK-espacios vectoriales y 𝑓 :
𝑉 → 𝑊 aplicación lineal. Si 𝑉 está generado por {𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛}
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entonces 𝑓 (𝑉) (que es lo mismo que la imagen de f), está gene-
rado por { 𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), ..., 𝑓 (𝑒𝑛)}.
Usamos ahora la base canónica {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} de
R3 (nuestro 𝑉), que es también sistema generador de R3 y con
ello tenemos que
{ 𝑓 (1, 0, 0), 𝑓 (0, 1, 0), 𝑓 (0, 0, 1)} =
{( 1

2 ,−
1
2 , 0), (−

1
2 ,

1
2 , 0), (0, 0, 0)} es sistema generador de la ima-

gen de 𝑓 , según la proposición anterior.
Como el rango de la matriz que forman es 1, significa que una
base la forma solo uno de los vectores. Podemos decir, por lo
tanto, que {( 1

2 ,−
1
2 , 0)} es una base de la imagen de 𝑓 .

(c) Para que sea biyectiva, debe ser inyectiva y sobreyectiva.
No es inyectiva, ya que en el apartado anterior, hemos visto que
𝐾𝑒𝑟 ( 𝑓 ) ≠ {0}.
De este modo, al no ser inyectiva, concluimos que 𝑓 no es bi-
yectiva.
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Capítulo 6

Diagonalización de matrices

Índice
6.1 Autovalores y autovectores . . . . . . . . 182
6.2 Cálculo de matriz de paso y matriz diagonal 201
6.3 Forma canónica de Jordan . . . . . . . . 207

6.1 Autovalores y autovectores

Problema 6.1.1. Sea la matriz 𝐴 =
©­­­«

3 0 0 0
0 0 0 0
0 2 1 0
−1 3 1 𝑥

ª®®®¬.
(a) Estudiar para qué valores de 𝑥 es diagonalizable y para

cuáles no.

(b) Para 𝑥 = 4, calcular 𝐴𝑛 con 𝑛 ∈ N.
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Solución.
(a) Empezamos con el estudio de las raíces del polinomio carac-
terístico.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

��������
3 − 𝜆 0 0 0

0 −𝜆 0 0
0 2 1 − 𝜆 0
−1 3 1 𝑥 − 𝜆

�������� =
= (3−𝜆)

������ −𝜆 0 0
2 1 − 𝜆 0
3 1 𝑥 − 𝜆

������ = (3−𝜆)
(
−𝜆

���� 1 − 𝜆 0
1 𝑥 − 𝜆

����) =

= (3 − 𝜆) (−𝜆[(1 − 𝜆) (𝑥 − 𝜆)]) = (3 − 𝜆) (−𝜆) (1 − 𝜆) (𝑥 − 𝜆)

Si 𝑥 es distinto de 3, 1 y 0, tendremos 4 autovalores distintos
para una matriz de orden 4, por lo que es diagonalizable. Distin-
guimos el resto de casos:

• Si 𝑥 = 3:
Entonces 𝜆1 = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, 𝜆2 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
𝜆3 = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.
Calculamos los autovectores asociados a 𝜆1 = 3.

(𝐴−𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

0 0 0 0
0 −3 0 0
0 2 −2 0
−1 3 1 0

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


−3𝑦 = 0
2𝑦 − 2𝑧 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0

⇒ 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝑥 = 0, 𝛼 ∈

R⇒ 𝑉1 =< (0, 0, 0, 1) >.
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La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 𝜆1 = 3
es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.
Entonces, para 𝑥 = 3, la matriz no es diagonalizable.

• Si 𝑥 = 1:
Entonces 𝜆2 = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, 𝜆1 = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
𝜆3 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.
Calculamos los autovectores asociados a 𝜆2 = 1.

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

2 0 0 0
0 −1 0 0
0 2 0 0
−1 3 1 0

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


2𝑥 = 0
−𝑦 = 0
2𝑦 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0

⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝛼 ∈

R⇒ 𝑉2 =< (0, 0, 0, 1) >.
La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 𝜆2 = 1
es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.
Entonces, para 𝑥 = 1, la matriz no es diagonalizable.

• Si 𝑥 = 0:
Entonces 𝜆3 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, 𝜆1 = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
𝜆2 = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.
Calculamos los autovectores asociados a 𝜆3 = 0.
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(𝐴 − 𝜆3𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

3 0 0 0
0 0 0 0
0 2 1 0
−1 3 1 0

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


3𝑥 = 0
2𝑦 + 𝑧 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0

⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝛼 ∈

R⇒ 𝑉3 =< (0, 0, 0, 1) >.
La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 𝜆3 = 0
es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.
Entonces, para 𝑥 = 0, la matriz no es diagonalizable.

(b) Para calcular 𝐴𝑛, tenemos que hallar una matriz de paso
y otra diagonal de forma que 𝐴𝑛 = (𝑃𝐷𝑃−1)𝑛 = (𝑃𝐷𝑃−1) ·

(𝑃𝐷𝑃−1) · ... · (𝑃𝐷𝑃−1) = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 = 𝑃 ©­«
𝜆𝑛1 0 0
0 𝜆𝑛2 0
0 0 𝜆𝑛3

ª®¬ 𝑃−1.

Para poder aplicar esto, tenemos que diagonalizar 𝐴. Como es
𝑥 ≠ 3, 1, 0, ya vimos en el apartado anterior que en este caso 𝐴
es diagonalizable.

𝐴 =
©­­­«

3 0 0 0
0 0 0 0
0 2 1 0
−1 3 1 4

ª®®®¬.

Previamente calculamos los autovalores 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 0, 𝜆3 =
1, 𝜆4 = 4.
Calculamos los autovectores asociados.

• Para 𝜆1 = 3:
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(𝐴−𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

0 0 0 0
0 −3 0 0
0 2 −2 0
−1 3 1 1

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


−3𝑦 = 0
2𝑦 − 2𝑧 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0

⇒ 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝑥 =

𝛼, 𝛼 ∈ R.
Luego, 𝐵(𝜆1=3) = {(1, 0, 0, 1)}.

• Para 𝜆2 = 0:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

3 0 0 0
0 0 0 0
0 2 1 0
−1 3 1 4

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


3𝑥 = 0
2𝑦 + 𝑧 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 4𝑡 = 0

⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = −2𝛼, 𝑡 =

−1
4𝛼, 𝛼 ∈ R.

Luego, 𝐵(𝜆2=0) = {(0, 1,−2,−1
4 )}.

• Para 𝜆3 = 1:

(𝐴 − 𝜆3𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«

2 0 0 0
0 −1 0 0
0 2 0 0
−1 3 1 3

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒
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
2𝑥 = 0
−𝑦 = 0
2𝑦 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 3𝑡 = 0

⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝑧 =

−3𝛼, 𝛼 ∈ R.
Luego, 𝐵(𝜆3=1) = {(0, 0,−3, 1)}.

• Para 𝜆4 = 4:

(𝐴−𝜆4𝐼)𝑋 = 0 ⇒
©­­­«
−1 0 0 0
0 −4 0 0
0 2 −3 0
−1 3 1 0

ª®®®¬
©­­­«
𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

ª®®®¬ =
©­­­«

0
0
0
0

ª®®®¬ ⇒


−𝑥 = 0
−4𝑦 = 0
2𝑦 − 3𝑧 = 0
−𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0

⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝛼, 𝛼 ∈

R.
Luego, 𝐵(𝜆4=4) = {(0, 0, 0, 1)}.

A partir de lo anterior podemos obtener la matriz diagonal 𝐷, la
matriz de paso 𝑃 y su inversa.

𝐷 =
©­­­«

3 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

ª®®®¬ , 𝑃 =
©­­­«

1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2 −3 0
1 −1

4 1 1

ª®®®¬ ,
𝑃−1 =

©­­­«
1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2

3 −1
3 0

−1 11
12

1
3 1

ª®®®¬.
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Sabemos que la potencia de una matriz diagonal (𝐷) es elevar
cada uno de sus miembros a dicha potencia, calculamos entonces
𝐴𝑛.

𝐴𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 =
©­­­«

1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2 −3 0
1 −1

4 1 1

ª®®®¬
©­­­«

3𝑛 0 0 0
0 0𝑛 0 0
0 0 1𝑛 0
0 0 0 4𝑛

ª®®®¬©­­­«
1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2

3 −1
3 0

−1 11
12

1
3 1

ª®®®¬ =
©­­­«

3𝑛 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −3 0
3𝑛 0 1 22𝑛

ª®®®¬
©­­­«

1 0 0 0
0 1 0 0
0 −2

3 −1
3 0

−1 11
12

1
3 1

ª®®®¬ =

=
©­­­«

3𝑛 0 0 0
0 0 0 0
0 2 1 0

−22𝑛 + 3𝑛 11·22𝑛−8
12

22𝑛−1
3 22𝑛

ª®®®¬.

Problema 6.1.2. Sea la matriz 𝐴 = ©­«
10 12 0
−6 −8 0
4 8 2

ª®¬. Hallar 𝐴𝑘 .
Solución.
Para hallar 𝐴𝑘 lo más sencillo es diagonalizar 𝐴, ya que si 𝐴
es diagonalizable, existen 𝑃, 𝐷 tales que 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, siendo
𝐷 diagonal y 𝑃 invertible, de tal modo que 𝐴𝑘 = (𝑃𝐷𝑃−1)𝑘 =
(𝑃𝐷𝑃−1)(𝑃𝐷𝑃−1) · ... · (𝑃𝐷𝑃−1) = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1.
Primero comprobamos si 𝐴 es diagonalizable. Para ello calcu-
lamos el polinomio característico para hallar los autovalores y
luego sus autovectores asociados.
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|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 10 − 𝜆 12 0
−6 −8 − 𝜆 0
4 8 2 − 𝜆

������ = −𝜆3 + 4𝜆2 + 4𝜆 − 16 =

−(𝜆 − 4) (𝜆 + 2)(𝜆 − 2).
Los autovalores son las raíces del polinomio característico, 𝜆1 =
4, 𝜆2 = −2, 𝜆3 = 2. Como el polinomio característico de la ma-
triz de orden 3 tiene 3 raíces distintas, podemos afirmar que 𝐴
es diagonalizable.
Pasamos a calcular los autovectores asociados a cada autovalor.

• Para 𝜆1 = 4:

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
6 12 0
−6 −12 0
4 8 −2

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−6𝑥 − 12𝑦 = 0
4𝑥 + 8𝑦 − 2𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝛼, 𝑦 = −1

2𝛼, 𝑧 = 0, 𝛼 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 (𝜆1=4) = {(1,−1
2 , 0)}.

• Para 𝜆2 = −2:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
12 12 0
−6 −6 0
4 8 4

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−6𝑥 − 6𝑦 = 0
4𝑥 + 8𝑦 + 4𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝛼, 𝑦 = −𝛼, 𝑧 = 𝛼, 𝛼 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 (𝜆2=−2) = {(1,−1, 1)}.

• Para 𝜆3 = 2:

(𝐴 − 𝜆3𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
8 12 0
−6 −10 0
4 8 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒
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8𝑥 + 12𝑦 = 0
−6𝑥 − 10𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 = 0, 𝑥 = 0, 𝑧 = 𝛼, 𝛼 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 (𝜆3=2) = {(0, 0, 1)}.

A partir de lo anterior podemos obtener la matriz diagonal 𝐷 y
la matriz de paso 𝑃.

𝐷 = ©­«
4 0 0
0 −2 0
0 0 2

ª®¬ , 𝑃 = ©­«
1 1 0
−1

2 −1 0
0 1 1

ª®¬ ,
𝑃−1 = ©­«

2 2 0
−1 −2 0
1 2 1

ª®¬.

Sabemos que la potencia de una matriz diagonal (𝐷), es elevar
cada uno de sus miembros a dicha potencia, calculamos entonces
𝐴𝑘 .

𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 = ©­«
1 1 0
−1

2 −1 0
0 1 1

ª®¬ ©­«
4𝑘 0 0
0 (−2)𝑘 0
0 0 2𝑘

ª®¬©­«
2 2 0
−1 −2 0
1 2 1

ª®¬ =
©­­«

22𝑘 (−2)𝑘 0
(−2)2𝑘

2 2𝑘 0
0 (−2)𝑘 2𝑘

ª®®¬
©­«

2 2 0
−1 −2 0
1 2 1

ª®¬ =

= ©­«
2 · 22𝑘 + 2𝑘 2 · 22𝑘 + 2 · 2𝑘 0
(−2)2𝑘 − 2𝑘 (−2)2𝑘 − 2 · 2𝑘 0

2 · 2𝑘 4 · 2𝑘 2𝑘
ª®¬.

Problema 6.1.3. Sea la matriz 𝐴 = ©­«
7 −10 0
3 −4 0
1 −2 2

ª®¬. Comprobar
que 𝐴 es diagonalizable.
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Solución.
Para comprobar si es diagonalizable, primero calculamos el po-
linomio característico.
|𝐴 − 𝜆𝐼 | = −𝜆3 + 5𝜆2 − 8𝜆 + 4 = −(𝜆 − 1) (𝜆 − 2)2.
Por lo tanto, los autovalores son 𝜆1 = 1 con multiplicidad alge-
braica 1 y 𝜆2 = 2 con multiplicidad algebraica 2.
Como la matriz es de orden 3 y la suma de las multiplicidades
algebraicas es 3 también, se cumple la primera condición para
que 𝐴 sea diagonalizable. Para la segunda condición necesita-
mos calcular los autovectores asociados a cada autovalor.

• Para 𝜆1 = 1:

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
6 −10 0
3 −5 0
1 −2 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
6𝑥 − 10𝑦 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 5

3𝛼, 𝑧 =
1
3𝛼, 𝛼 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 (𝜆1=1) = {( 5
3 , 1,

1
3 )}. La multiplicidad geométri-

ca es 1, que es igual a la algebraica para 𝜆1 = 1.

• Para 𝜆2 = 2:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
5 −10 0
3 −6 0
1 −2 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
𝑥 − 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 2𝛼, 𝑧 = 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 (𝜆2=2) = {(2, 1, 0), (0, 0, 1)}. La multiplicidad
geométrica es 2, que es igual a la algebraica para 𝜆2 = 2.

Como cada multiplicidad geométrica coincide con su respectiva
algebraica para cada autovalor, la segunda condición para ser
diagonalizable se cumple. Por lo tanto, 𝐴 es diagonalizable.
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𝐷 =
©­«

1 0 0
0 2 0
0 0 2

ª®¬ , 𝑃 =
©­«

5
3 2 0
1 1 0
1
3 0 1

ª®¬.

Problema 6.1.4. Dada la matriz ©­«
0 𝑎 1
1 0 1
1 1 0

ª®¬, calcular el valor
de 𝑎 para que ©­«

1
1
1

ª®¬ sea un autovector asociado al autovalor 2.

Solución.
Sea 𝐴 la matriz dada. Para que (1, 1, 1) sea autovector asociado
al autovalor 2, se debe cumplir que 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, siendo 𝑣 = (1, 1, 1)
y 𝜆 = 2. Con esta igualdad, podemos hallar 𝑎.

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 ⇒ ©­«
0 𝑎 1
1 0 1
1 1 0

ª®¬ ©­«
1
1
1

ª®¬ = 2 ©­«
1
1
1

ª®¬ ⇒

©­«
𝑎 + 1

2
2

ª®¬ = ©­«
2
2
2

ª®¬ ⇒ 𝑎 + 1 = 2 ⇒ 𝑎 = 1.

Problema 6.1.5. Calcular los autovalores y autovectores de las
matrices

𝐴 = ©­«
2 1 1
2 3 2
3 3 4

ª®¬ , 𝐵 =
©­­­«
0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

ª®®®¬ .
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Solución.
Empezamos por la matriz 𝐴 calculando su polinomio caracte-
rístico. Sus raíces son los autovalores.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 2 − 𝜆 1 1
2 3 − 𝜆 2
3 3 4 − 𝜆

������ = −𝜆3 + 9𝜆2 − 15𝜆 + 7

= −(𝜆 − 1)2(𝜆 − 7).
Por lo tanto, los autovalores son 𝜆1 = 1 con multiplicidad alge-
braica 2 y 𝜆2 = 7 con multiplicidad algebraica 1.
Calculamos ahora los autovectores asociados a cada autovalor.

• Para 𝜆1 = 1:

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
1 1 1
2 2 2
3 3 3

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = 𝛽, 𝑥 = −𝛼 − 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈
R.
Luego, los autovectores asociados a 𝜆1 = 1 son (−1, 1, 0),
(−1, 0, 1).

• Para 𝜆2 = 7:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
−5 1 1
2 −4 2
3 3 −3

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−5𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
2𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝛼, 𝑧 = −9𝛼, 𝑦 = 14𝛼, 𝛼 ∈
R.
Luego, el autovector asociado a 𝜆2 = 7 es (1, 14,−9).

Ahora seguimos el mismo procedimiento que antes para la ma-
triz 𝐵.
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|𝐵 − 𝜆𝐼 | =

��������
−𝜆 −1 0 0
1 −𝜆 0 0
0 0 −𝜆 −1
0 0 1 −𝜆

�������� = 𝜆4 + 2𝜆2 + 1 = (𝜆2 + 1)2.

El polinomio característico no tiene raíces, ya que no hay valor
de 𝜆 ∈ R que haga que (𝜆2 +1)2 = 0. No tiene autovalores y, por
lo tanto, tampoco autovectores.

Problema 6.1.6. Sea la matriz 𝐴 = ©­«
3 0 𝑎
3 −1 𝑏
−2 0 𝑐

ª®¬ de la que se

sabe que el vector (2, 0,−1) es autovector asociado al autovalor
𝜆 = −1. Calcular los restantes valores y vectores propios.

Solución.
Si 𝑣 = (2, 0,−1) es vector asociado al autovalor 𝜆 = −1, se debe
cumplir que 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, entonces©­«

3 0 𝑎
3 −1 𝑏
−2 0 𝑐

ª®¬ ©­«
2
0
−1

ª®¬ = −1 ©­«
2
0
−1

ª®¬ ⇒

©­«
−𝑎 + 6
−𝑏 + 6
−𝑐 − 4

ª®¬ = ©­«
−2
0
1

ª®¬ ⇒
−𝑎 + 6 = −2
−𝑏 + 6 = 0
−𝑐 − 4 = 1

 ⇒ 𝑎 = 8, 𝑏 =

6, 𝑐 = −5.

Por lo tanto, 𝐴 = ©­«
3 0 8
3 −1 6
−2 0 −5

ª®¬.

Para calcular los autovalores y autovectores, se hacen los mis-
mos pasos que en los ejercicios anteriores.
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|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 3 − 𝜆 0 8
3 −1 − 𝜆 6
−2 0 −5 − 𝜆

������ = −𝜆3 − 3𝜆2 − 3𝜆 − 1

= −(𝜆 + 1)3.
Por lo tanto, el único autovalor es 𝜆 = −1 con multiplicidad
algebraica 3.

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
4 0 8
3 0 6
−2 0 −4

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
4𝑥 + 8𝑧 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = 𝛽, 𝑥 = −2𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R.

Luego, 𝐵𝑉 = {(−2, 0, 1), (0, 1, 0)}.
Los autovectores asociados son (−2, 0, 1), (0, 1, 0).
Podemos apreciar que si multiplicamos el primero por -1, resulta
el autovector del enunciado.

Problema 6.1.7. Hallar los autovalores de lamatriz 𝐴 = ©­«
𝑎 1 𝑝
𝑏 2 𝑞
𝑐 −1 𝑟

ª®¬
sabiendo que admite como autovectores (1, 1, 0), (−1, 0, 2), (0, 1,−1).

Solución.
Se debe cumplir que 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, siendo 𝑣 un autovector y 𝜆 el
autovalor al que está asociado.©­«
𝑎 1 𝑝
𝑏 2 𝑞
𝑐 −1 𝑟

ª®¬ ©­«
1
1
0

ª®¬ = 𝜆1
©­«

1
1
0

ª®¬ ⇒ ©­«
𝑎 + 1
𝑏 + 2
𝑐 − 1

ª®¬ = ©­«
𝜆1
𝜆1
0

ª®¬ ⇒


𝑎 + 1 = 𝜆1
𝑏 + 2 = 𝜆1
𝑐 − 1 = 0

⇒ 𝑎 + 1 = 𝑏 + 2, 𝑐 = 1.
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©­«
𝑎 1 𝑝
𝑏 2 𝑞
1 −1 𝑟

ª®¬ ©­«
−1
0
2

ª®¬ = 𝜆2
©­«
−1
0
2

ª®¬ ⇒

©­«
−𝑎 + 2𝑝
−𝑏 + 2𝑞
2𝑟 − 1

ª®¬ = ©­«
−𝜆2
0

2𝜆2

ª®¬ ⇒


−𝑎 + 2𝑝 = −𝜆2
−𝑏 + 2𝑞 = 0
2𝑟 − 1 = 2𝜆2

⇒

𝑎 − 2𝑝 = 𝜆2,
2𝑟−1

2 = 𝜆2, 2𝑞 = 𝑏.©­«
𝑎 1 𝑝
𝑏 2 𝑞
1 −1 𝑟

ª®¬ ©­«
0
1
−1

ª®¬ = 𝜆3
©­«

0
1
−1

ª®¬ ⇒

©­«
−𝑝 + 1
−𝑞 + 2
−𝑟 − 1

ª®¬ = ©­«
0
𝜆3
−𝜆3

ª®¬ ⇒


−𝑝 + 1 = 0
−𝑞 + 2 = 𝜆3
−𝑟 − 1 = −𝜆3

⇒

− 𝑞 + 2 = 𝑟 + 1, 𝑝 = 1.

Las ecuaciones que hemos obtenido son



𝑎 + 1 = 𝑏 + 2,
𝑎 − 2𝑝 = 2𝑟−1

2 ,
−𝑞 + 2 = 𝑟 + 1,
2𝑞 = 𝑏,
𝑐 = 1,
𝑝 = 1.

Sabemos que 𝑝 = 1, luego la segunda ecuación pasa a ser 𝑎−2 =
2𝑟−1

2 .
De la cuarta ecuación, obtenemos que 𝑞 = 𝑏

2 y con esto podemos
unir la tercera y la cuarta en una sola, − 𝑏

2 + 2 = 𝑟 + 1.
De la primera ecuación, sabiendo que 𝑎 = 𝑏+1, podemos unirla
con la segunda para obtener 𝑏 − 1 = 2𝑟−1

2 y podemos formar un
sistema de 2 ecuaciones con dos incógnitas y resolverlo, siendo
una de las ecuaciones esta última y la otra la de − 𝑏

2 + 2 = 𝑟 + 1.
Resolviendo el sistema, obtenemos que 𝑟 = 1

2 y que 𝑏 = 1.
Con todos estos valores y las ecuaciones que tenemos, podemos
obtener que 𝑎 = 2 y 𝑞 = 1

2 .
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Habiendo hallado todos los valores de la matriz, podemos obte-
ner los autovalores.
𝑎 + 1 = 𝜆1 ⇒ 𝜆1 = 3.
𝑎 − 2𝑝 = 𝜆2 ⇒ 𝜆2 = 0.
−𝑞 + 2 = 𝜆3 ⇒ 𝜆3 = 3

2 .

Problema 6.1.8. Sea la matriz 𝐴 = ©­«
1 0 1
𝑎 −2 2
3 0 −1

ª®¬. Calcular los
valores de 𝑎 para los que 𝐴 es diagonalizable.

Solución.
Empezamos con el estudio de las raíces del polinomio caracte-
rístico.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 1 − 𝜆 0 1
𝑎 −2 − 𝜆 2
3 0 −1 − 𝜆

������ = −𝜆3 − 2𝜆2 + 4𝜆 + 8 =

−(𝜆 + 2)2(𝜆 − 2).
Entonces, 𝜆1 = −2 es autovalor con multiplicidad algebraica 2
y 𝜆2 = 2 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.

• Para 𝜆1 = −2:

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
3 0 1
𝑎 0 2
3 0 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒


3𝑥 + 𝑧 = 0,
𝑎𝑥 + 2𝑧 = 0,
3𝑥 + 𝑧 = 0.

La primera y la tercera ecuación son iguales independien-
temente de 𝑎. Si 𝑎 = 6, la segunda ecuación es equivalente
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a las otras (se obtiene multiplicando por 2), por lo que la
única ecuación que tendríamos es 3𝑥 + 𝑧 = 0 y como so-
lución 𝑧 = −3𝑥, 𝑦 = 𝛼, por lo que la base del subespacio
propio asociado es {(1, 0,−3), (0, 1, 0)}, coincidiendo la
multiplicidad algebraica con la geométrica.
Si 𝑎 ≠ 6, nos quedamos con la segunda ecuación y una de

las otras dos,
{
𝑎𝑥 + 2𝑧 = 0
3𝑥 + 𝑧 = 0 ⇒ 𝑧 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝛽.

El autovector asociado es (0, 1, 0), por lo que no coincide
la multiplicidad algebraica con la geométrica y 𝐴 no es
diagonalizable.
Luego, 𝑎 debe ser 6.
Si 𝑎 = 6, seguimos comprobando con el otro autovalor.

• Para 𝜆2 = 2:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
−1 0 1
6 −4 2
3 0 −3

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−𝑥 + 𝑦 = 0
6𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = −𝛼, 𝛼 ∈
R.
Se obtiene como autovector el < (1, 1,−1) >. Luego, la
multiplicidad algebraica, que es 1, coincide con la geomé-
trica.

Por lo tanto, para 𝑎 = 6, 𝐴 es diagonalizable.
Buscamos ahora otros posibles valores de 𝑎 comenzando el mis-
mo proceso pero con 𝜆2 = 2.
Para 𝜆2 = 2:
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(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
1 0 1
𝑎 −2 2
3 0 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒


𝑥 + 𝑧 = 0
𝑎𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 0
3𝑥 − 𝑧 = 0

⇒ 𝑧 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 = 0.

No obstante, (0, 0, 0) no puede ser base, luego la dimensión del
subespacio es 0.
Como no obtenemos ningún valor de 𝑎 nuevo comenzando por
el otro autovalor, concluimos que 𝐴 es diagonalizable solo para
𝑎 = 6.

Problema 6.1.9. Sea la matriz

𝐴 = ©­«
1 𝑎 𝑏
0 2 𝑐
0 0 1

ª®¬ .
Averiguar qué relación debe existir entre 𝑎, 𝑏, 𝑐 para que para
cada autovalor coincida la multiplicidad algebraica y geométri-
ca.

Solución.
En otras palabras, tenemos que determinar la relación entre 𝑎, 𝑏, 𝑐
para que las matrices sean diagonalizables.
Empezamos calculando el polinomio característico.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 1 − 𝜆 𝑎 𝑏
0 2 − 𝜆 𝑐
0 0 1 − 𝜆

������ = −𝜆3 + 4𝜆2 − 5𝜆 + 2 =

−(𝜆 − 1)2(𝜆 − 2).
Entonces, 𝜆1 = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica 2 y
𝜆2 = 2 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.
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• Para 𝜆1 = 1:

(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
0 𝑎 𝑏
0 1 𝑐
0 0 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
𝑎𝑦 + 𝑏𝑧 = 0,
𝑦 + 𝑐𝑧 = 0.

Si 𝑐 = 𝛾, 𝑏 = 𝜎𝑐, 𝑎 = 𝜎, 𝛾, 𝜎 ∈ R, la primera ecua-
ción es proporcional a la segunda. Luego, nos quedamos
con una ecuación y como solución tenemos 𝑥 = 𝛼, 𝑦 =
𝛽, 𝑧 = − 𝛽

𝑐 , 𝛼, 𝛽 ∈ R. Siguiendo esto, tenemos como ba-
se del subespacio asociado {(1, 0, 0), (0, 1,−1

𝑐 )}, por lo
que la multiplicidad geométrica es 2, que coincide con la
algebraica. En este caso, continuamos comprobando para
el otro autovalor, sustituyendo 𝑎, 𝑏, 𝑐 por los valores an-
teriores.

• Para 𝜆2 = 2:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
−1 𝜎 𝜎𝛾
0 0 𝛾
0 0 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝛾𝑧 = 0,
−𝑧 = 0.

Nos quedamos con solo 2 ecuaciones ya que la fila 2 es
proporcional a la fila 3 de la matriz y tenemos como so-
lución 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 𝜎𝛼, 𝛼, 𝜎 ∈ R. Entonces, el
autovector asociado es el (𝜎, 1, 0) y tenemos que la mul-
tiplicidad geométrica es 1, que coincide con la algebraica.

Para la relación 𝑐 = 𝛾, 𝑏 = 𝜎𝛾, 𝑎 = 𝜎, 𝜎, 𝛾 ∈ R, 𝐴 es diagona-
lizable.
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Ahora volvemos a hacer lo mismo, pero empezando por el otro
autovalor para ver si obtenemos otros valores de 𝑎, 𝑏, 𝑐.

• Para 𝜆2 = 2:

(𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
−1 𝑎 𝑏
0 0 𝑐
0 0 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒{
−𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑧 = 0,
−𝑧 = 0.

Nos quedamos con solo 2 ecuaciones ya que la fila 2 es
proporcional a la fila 3 de la matriz y tenemos como so-
lución 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝛼, 𝑥 = 𝑎𝛼, 𝛼 ∈ R. Entonces, el autovec-
tor asociado es el (𝑎, 1, 0) y tenemos que la multiplicidad
geométrica es 1, que coincide con la algebraica.

Como no hemos obtenido nuevo valor de 𝑎, 𝑏, 𝑐 para 𝜆1, obte-
nemos los mismos que antes.
Concluimos que para 𝑐 = 𝛾, 𝑏 = 𝜎𝛾, 𝑎 = 𝜎, 𝜎, 𝛾 ∈ R, 𝐴 es
diagonalizable.

6.2 Cálculo de matriz de paso y matriz
diagonal

Problema 6.2.1. Sea la matriz 𝐴 = ©­«
2 0 0
3 1 0
−1 0 𝑥

ª®¬. Averiguar los
valores de 𝑥 para los que es diagonalizable.
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Solución.
Empezamos con el estudio de las raíces del polinomio caracte-
rístico.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 2 − 𝜆 0 0
3 1 − 𝜆 0
−1 0 𝑥 − 𝜆

������ = −𝜆3 + 3𝜆2 − 2𝜆 + 𝜆2𝑥 −

3𝜆𝑥 + 2𝑥 = −(𝜆 − 1) (𝜆 − 2) (𝜆 − 𝑥).
Para 𝑥 ≠ 1 y 𝑥 ≠ 2, tendríamos 3 autovalores con multiplicidad
algebraica 1, es decir, 3 raíces distintas para el polinomio carac-
terístico. Por lo tanto, para 𝑥 ≠ 1 y 𝑥 ≠ 2, 𝐴 es diagonalizable.
Probamos ahora dando a 𝑥 los valores 1 y 2, para ver si con ellos
es también diagonalizable.

• Si 𝑥 = 1:
Tenemos 2 autovalores: 𝜆1 = 1 con multiplicidad alge-
braica 2 y 𝜆2 = 2 con multiplicidad algebraica 1.

– Para 𝜆1 = 1:

(𝐴−𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
1 0 0
3 0 0
−1 0 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒


𝑥 = 0
3𝑥 = 0
−𝑥 = 0

⇒

𝑥 = 0
𝑦 = 𝛼
𝑧 = 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R

⇒

𝑉1 =< (0, 1, 0), (0, 0, 1) >.
La multiplicidad geométrica es 2, que coincide con
la algebraica.

– Para 𝜆2 = 2:

(𝐴−𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
0 0 0
3 −1 0
−1 0 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒
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{
3𝑥 − 𝑦 = 0
−𝑥 − 𝑧 = 0 ⇒


𝑥 = −𝛼
𝑦 = −3𝛼
𝑧 = 𝛼, 𝛼 ∈ R

⇒

𝑉2 =< (−1,−3, 1) >.
La multiplicidad geométrica es 1, que coincide con
la algebraica.

Por lo tanto, para 𝑥 = 1, 𝐴 también es diagonalizable.

• Si 𝑥 = 2:
Tenemos 2 autovalores: 𝜆1 = 1 con multiplicidad alge-
braica 1 y 𝜆2 = 2 con multiplicidad algebraica 2.

– Para 𝜆1 = 1:

(𝐴−𝜆1𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
1 0 0
3 0 0
−1 0 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒


𝑥 = 0
3𝑥 = 0
−𝑥 + 𝑧 = 0

⇒

𝑥 = 0
𝑦 = 𝛼
𝑧 = 0, 𝛼 ∈ R

⇒

𝑉1 =< (0, 1, 0) >.
La multiplicidad geométrica es 1, que coincide con
la algebraica.

– Para 𝜆2 = 2:

(𝐴−𝜆2𝐼)𝑋 = 0 ⇒ ©­«
0 0 0
3 −1 0
−1 0 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ ⇒

{
3𝑥 − 𝑦 = 0
−𝑥 = 0 ⇒


𝑥 = 0
𝑦 = 0
𝑧 = 𝛼, 𝛼 ∈ R

⇒

𝑉2 =< (0, 0, 1) >.
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La multiplicidad geométrica es 1, que no coincide
con la algebraica, que es 2.

Entonces, para 𝑥 = 2, 𝐴 no es diagonalizable.

Concluimos que, para 𝑥 ≠ 2, 𝐴 es diagonalizable.

Problema 6.2.2. Dada la matriz

𝐴 = ©­«
1 −1 −2 − 𝛼
0 −1 𝛼
0 0 1

ª®¬ .
(a) Estudiar, según los valores de 𝛼 ∈ R, cuando es diagona-

lizable la matriz 𝐴.

(b) Considerando el valor de 𝛼 obtenido para que la matriz
diagonalice, obtener la matriz de paso y matriz diagonal.

Solución.
(a) Calculamos el polinomio característico y sus raíces, que son
los autovalores de la matriz 𝐴.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 1 − 𝜆 −1 −2 − 𝛼
0 −1 − 𝜆 𝛼
0 0 1 − 𝜆

������ =
(1 − 𝜆)

���� 1 − 𝜆 −1
0 −1 − 𝜆

���� =
(1 − 𝜆)2(−1 − 𝜆) = 0.

Por lo tanto, los autovalores y sus multiplicidades algebraicas
son

𝜆1 = 1 con 𝑚𝑎 (𝜆1) = 2,
𝜆2 = −1 con 𝑚𝑎 (𝜆1) = 1.
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La matriz 𝐴 es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
ca y geométrica de cada autovalor coinciden. La relación

1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆) ≤ 𝑚𝑎 (𝜆)

nos lleva a deducir que para el autovalor 𝜆2 = −1 siempre coinci-
de la multiplicidad algebraica y geométrica, ya que 1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆2) ≤
𝑚𝑎 (𝜆2) = 1.
Sin embargo, para el autovalor 𝜆1 = 1 no podemos afirmar si la
multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse 1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆1) ≤
𝑚𝑎 (𝜆1) = 2.
Tenemos que estudiar la dimensión del subespacio propio aso-
ciado al autovalor 𝜆1.

𝑉 (𝜆1) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐴 − 𝜆1𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 − 𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
0 −1 −2 − 𝛼
0 −2 𝛼
0 0 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan

©­«
0 −1 −2 − 𝛼
0 −2 𝛼
0 0 0

ª®¬
𝐹−1

1∼ ©­«
0 1 2 + 𝛼
0 −2 𝛼
0 0 0

ª®¬
𝐹+2

21∼ ©­«
0 1 2 + 𝛼 0
0 0 4 + 3𝛼 0
0 0 0 0

ª®¬ .
Distinguimos casos:
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• Si 𝛼 ≠ −4
3 :

La solución del sistema de ecuaciones es 𝑥 = 𝛽, 𝑦 = 0, 𝑧 =
0, 𝛽 ∈ R, con lo que una base del subespacio propio aso-
ciado al autovalor 𝜆1 = 1 es

𝐵𝑉 (𝜆1) = 𝐵𝑉 (1) = {(1, 0, 0)} .

Por lo tanto, la multiplicidad algebraica y geométrica no
coinciden para el autovalor𝜆1,𝑚𝑎 (𝜆1) = 2 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆1),
y afirmamos que la matriz 𝐴 no es diagonalizable.

• Si 𝛼 = −4
3 :

En este caso la solución del sistema de ecuaciones es 𝑥 =
𝛽, 𝑦 = −2

3𝛾, 𝑧 = 𝛾, 𝛽, 𝛾 ∈ R. Una base del subespacio
propio asociado al autovalor 𝜆1 = 1 es

𝐵𝑉 (𝜆1) = 𝐵𝑉 (1) = {(1, 0, 0), (0,−2, 3)} .

La multiplicidad algebraica y geométrica coinciden para
el autovalor 𝜆1 = 1, 𝑚𝑎 (𝜆1) = 2 = 𝑚𝑔 (𝜆1), y para el
autovalor 𝜆2 = −1 como vimos anteriormente, luego afir-
mamos que la matriz 𝐴 es diagonalizable en este caso.

(b) Ahora consideramos 𝛼 = −4
3 . Para construir la matriz de pa-

so solo necesitamos obtener el autovector asociado al autovalor
𝜆2 = −1.

𝑉 (𝜆2) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐴 − 𝜆2𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 + 𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
2 −1 −2/3
0 0 −4/3
0 0 2

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
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Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan

©­«
2 −1 −2/3
0 0 −4/3
0 0 2

ª®¬
𝐹

1
2

3∼ ©­«
2 −1 −2/3
0 0 −4/3
0 0 1

ª®¬
𝐹

2
3

13∼
𝐹

4
3

23

©­«
2 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

ª®¬ .
La solución del sistema de ecuaciones es 𝑥 = 1

2 𝛽, 𝑦 = 𝛽, 𝑧 = 0,
con 𝛽 ∈ R. Una base del subespacio propio asociado al autovalor
𝜆2 = −1 es

𝐵𝑉 (𝜆2) = 𝐵𝑉 (−1) = {(1, 2, 0)} .
Finalmente, concluimos que diagonalización de 𝐴 es

𝐷 = ©­«
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

ª®¬ .
Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos y ordenados, es

𝑃 = ©­«
1 0 1
0 −2 2
0 3 0

ª®¬ .

6.3 Forma canónica de Jordan
Problema 6.3.1. Calcular la forma canónica de Jordan y la ma-
triz de paso de
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(a) 𝐴 =

(
0 1

−4 −4

)
,

(b) 𝐵 =

(
2 0

−1 2

)
.

Solución.
(a) En primer lugar calculamos los autovalores de 𝐴mediante el
polinomio característico.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =
���� 0 − 𝜆 1

−4 −4 − 𝜆

���� =
(−𝜆)(−4 − 𝜆) + 4 = 𝜆2 + 4𝜆 + 4.

𝜆 =
−4 ±

√
42 − 16
2

= −2.

Tenemos 𝜆 = −2 como único autovalor y 𝑚𝑎 (𝜆) = 2. Calcula-
mos la base del subespacio propio asociado a

𝑉 (𝜆) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦) ∈ R2 : (𝐴 − 𝜆𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 + 2𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒
(

2 1
−4 −2

) (
𝑥
𝑦

)
=

(
0
0

)
.

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan. (

2 1 0
−4 −2 0

)
𝐹+2

21∼
(

2 1 0
0 0 0

)
.

Luego, 𝑥 = −1
2𝛼, 𝑦 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema de

ecuaciones y podemos afirmar que es 𝐵𝑉 (𝜆) = {(−1, 2)}. Por lo
tanto, 𝑚𝑔 (𝜆) = 1.
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Como 𝑚𝑎 (𝜆) = 2 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆), la matriz 𝐴 no es diagonaliza-
ble. Construimos su forma canónica de Jordan y buscamos un
autovector generalizado.
Llamamos 𝑣1 = (−1, 2) y buscamos un autovector generalizado
𝑣2 que verifique

(𝐴 − 𝜆𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒
(

2 1
−4 −2

) (
𝑥
𝑦

)
=

(
−1
2

)
.

Resolviendo por el método de Gauss-Jordan,(
2 1 −1

−4 −2 −2

)
𝐹+2

21∼
(

2 1 −1
0 0 0

)
𝐹

1/2
1∼

(
1 1/2 −1/2
0 0 0

)
.

Es 𝑥 = 1
2 − 1

2𝛼, 𝑦 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R solución del sistema de ecua-
ciones y podemos afirmar que 𝑣2 = (−1, 1) es un autovector
generalizado.
Por lo tanto, la forma canónica de Jordan de 𝐴 es

𝐽 =

(
−2 1

0 −2

)
y la matriz de paso 𝑃 tal que 𝐽 = 𝑃−1𝐴𝑃 es

𝑃 =

(
−1 −1

1 1

)
.

(b) En primer lugar calculamos los autovalores de 𝐵 mediante
el polinomio característico.

|𝐵 − 𝜆𝐼 | =
���� 2 − 𝜆 0

−1 2 − 𝜆

���� = (2 − 𝜆)2.

Tenemos 𝜆 = 2 como único autovalor y 𝑚𝑎 (𝜆) = 2. Calculamos
la base del subespacio propio asociado al autovalor.
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𝑉 (𝜆) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦) ∈ R2 : (𝐵 − 𝜆𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 − 2𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒
(

0 0
−1 0

) (
𝑥
𝑦

)
=

(
0
0

)
.

Es 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R solución del sistema de ecuaciones y
podemos afirmar que es 𝐵𝑉 (𝜆) = {(0, 1)}. Por lo tanto, 𝑚𝑔 (𝜆) =
1.
Como 𝑚𝑎 (𝜆) = 2 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆), la matriz 𝐴 no es diagona-
lizable. Construimos su forma canónica de Jordan y, para ello,
buscamos un autovector generalizado.
Llamamos 𝑣1 = (0, 1) y buscamos un autovector generalizado
𝑣2 que verifique

(𝐴 − 𝜆𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒
(

0 0
−1 0

) (
𝑥
𝑦

)
=

(
0
1

)
.

De la matriz ampliada (
0 0 0

−1 0 1

)
,

se deduce que 𝑥 = −1, 𝑦 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y podemos considerar 𝑣2 = (−1, 0) un autovector
generalizado.
Por tanto, la forma canónica de Jordan de 𝐴 es

𝐽 =

(
2 1
0 2

)
y la matriz de paso 𝑃 tal que 𝐽 = 𝑃−1𝐴𝑃 es

𝑃 =

(
0 −1
1 0

)
.
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Problema 6.3.2. Según corresponda, obtener la diagonaliza-
ción o la forma canónica de Jordan y la matriz de paso de

(a) 𝐴 = ©­«
2 −1 1
1 5 −2
0 1 2

ª®¬ ,
(b) 𝐵 = ©­«

1 0 0
1 1 0
1 1 1

ª®¬ ,
(c) 𝐶 = ©­«

3 1 2
0 1 0
1 −1 2

ª®¬ ,
(d) 𝐷 = ©­«

0 3 1
2 −1 −1

−2 −1 −1

ª®¬ .
Solución.
(a) En primer lugar calculamos los autovalores.

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 2 − 𝜆 −1 1
1 5 − 𝜆 −2
0 1 2 − 𝜆

������ =
(2 − 𝜆)

���� 5 − 𝜆 −2
1 2 − 𝜆

���� − ���� −1 1
1 2 − 𝜆

���� =
(2 − 𝜆) ((5 − 𝜆) (2 − 𝜆) + 2) − ((𝜆 − 2) − 1) =
(2 − 𝜆)

(
𝜆2 − 7𝜆 + 12

)
− 𝜆 + 3 =

−𝜆3 + 9𝜆2 − 27𝜆 + 27.
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Calculamos las raíces del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

−1 9 −27 27
3 −3 18 −27

−1 6 −9 0
3 −3 9

−1 3 0
3 −3

−1 0

Obtenemos 𝜆 = 3 autovalor triple, 𝑚𝑎 (𝜆) = 3. Calculamos el
subespacio propio asociado al autovalor.

𝑉 (𝜆) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐴 − 3𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 − 3𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
−1 −1 1

1 2 −2
0 1 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

©­«
−1 −1 1

1 2 −2
0 1 −1

ª®¬
𝐹+1

13∼
𝐹−2

23

©­«
−1 0 0

1 0 0
0 1 −1

ª®¬
𝐹+1

12∼ ©­«
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 −1 0

ª®¬ .
Luego, 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y podemos afirmar que hay un solo autovector
𝑣1 = (0, 1, 1), por lo que 𝑚𝑔 (𝜆) = 1.
Como 𝑚𝑎 (𝜆) = 3 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆), la matriz 𝐴 no es diagonaliza-
ble. Construimos su forma canónica de Jordan y buscamos dos
autovectores generalizados.
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(𝐴 − 3𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒ ©­«
−1 −1 1

1 2 −2
0 1 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
1
1

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
−1 −1 1 0

1 2 −2 1
0 1 −1 1

ª®¬
𝐹+1

13∼
𝐹−2

23

©­«
−1 0 0 1

1 0 0 −1
0 1 −1 1

ª®¬
𝐹+1

12∼ ©­«
0 0 0 0
1 0 0 −1
0 1 −1 1

ª®¬ .
Obtenemos 𝑥 = −1, 𝑦 = 1 + 𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R solución
del sistema de ecuaciones. El primer autovector generalizado es
𝑣2 = (−1, 1, 0). Calculamos el siguiente.

(𝐴 − 3𝐼) 𝑣3 = 𝑣2 ⇒ ©­«
−1 −1 1

1 2 −2
0 1 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
−1

1
0

ª®¬ .
©­«
−1 −1 1 −1

1 2 −2 1
0 1 −1 0

ª®¬
𝐹+1

13∼
𝐹−2

23

©­«
−1 0 0 −1

1 0 0 1
0 1 −1 0

ª®¬
𝐹+1

12∼ ©­«
0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 −1 0

ª®¬ .
La solución es 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R y, por lo tanto, el
segundo y último autovector generalizado es 𝑣3 = (1, 0, 0).
Concluimos que la forma canónica de Jordan de 𝐴 es

𝐽 = ©­«
3 1 0
0 3 1
0 0 3

ª®¬ .
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Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos, es

𝑃 = ©­«
0 −1 1
1 1 0
1 0 0

ª®¬ .
(b) Calculamos los autovalores.

|𝐵 − 𝜆𝐼 | =

������ 1 − 𝜆 0 0
1 1 − 𝜆 0
1 1 1 − 𝜆

������ =
(1 − 𝜆)

���� 1 − 𝜆 0
1 1 − 𝜆

���� = (1 − 𝜆)3.

Luego, 𝜆 = 1 es el único autovalor de 𝐵 con 𝑚𝑎 (𝜆) = 3. Calcu-
lamos la base del subespacio propio asociado al autovalor.

𝑉 (𝜆) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐵 − 𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐵 − 𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
0 0 0
1 0 0
1 1 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

©­«
0 0 0
1 0 0
1 1 0

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
0 0 0
1 0 0
0 1 0

ª®¬ .
Luego, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y podemos afirmar que hay un solo autovector
𝑣1 = (0, 0, 1), por lo que 𝑚𝑔 (𝜆) = 1.
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Como 𝑚𝑎 (𝜆) = 3 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆), la matriz 𝐵 no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma canónica de Jordan y
buscamos dos autovectores generalizados.
El primero de ellos, 𝑣2, ha de verificar

(𝐵 − 𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒ ©­«
0 0 0
1 0 0
1 1 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
1

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan. ©­«

0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 1

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 1

ª®¬ .
Es 𝑥 = 0, 𝑦 = 1, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R solución del sistema de
ecuaciones. El primer autovector generalizado es 𝑣2 = (0, 1, 0).
Calculamos el siguiente.

(𝐵 − 𝐼) 𝑣3 = 𝑣2 ⇒ ©­«
0 0 0
1 0 0
1 1 0

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
1
0

ª®¬ .
©­«

0 0 0 0
1 0 0 1
1 1 0 0

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 −1

ª®¬ .
La solución es 𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R y, por lo tanto, el
segundo y último autovector generalizado es 𝑣3 = (1,−1, 0).
Concluimos que la forma canónica de Jordan de 𝐵 es

𝐽 = ©­«
1 1 0
0 1 1
0 0 1

ª®¬ .
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Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos, es

𝑃 = ©­«
0 0 1
0 1 −1
1 0 0

ª®¬ .
(c) Calculamos el polinomio característico y sus raíces, que son
los autovalores de la matriz 𝐶.

|𝐶 − 𝜆𝐼 | =

������ 3 − 𝜆 1 2
0 1 − 𝜆 0
1 −1 2 − 𝜆

������ =
(1 − 𝜆)

���� 3 − 𝜆 2
1 2 − 𝜆

���� =
(1 − 𝜆) ((3 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 2) =
(1 − 𝜆)

(
𝜆2 − 5𝜆 + 4

)
.

Calculamos las raíces del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

1 −5 4
1 1 −4

1 −4 0
4 4

1 0
Por lo tanto, los autovalores y sus correspondientes multiplici-
dades algebraicas son

𝜆1 = 1 con 𝑚𝑎 (𝜆1) = 2,
𝜆2 = 4 con 𝑚𝑎 (𝜆2) = 1.

La matriz 𝐶 es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
ca y geométrica de cada autovalor coinciden. La relación

1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆) ≤ 𝑚𝑎 (𝜆)
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nos lleva a deducir que para el autovalor 𝜆2 = 4 siempre coincide
la multiplicidad algebraica y geométrica, ya que 1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆2) ≤
𝑚𝑎 (𝜆2) = 1.
Sin embargo, para el autovalor 𝜆1 = 1 no podemos afirmar si la
multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse 1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆1) ≤
𝑚𝑎 (𝜆1) = 2.
Tenemos que estudiar la dimensión del subespacio propio aso-
ciado al autovalor 𝜆1.

𝑉 (𝜆1) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐶 − 𝜆1𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐶 − 𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
2 1 2
0 0 0
1 −1 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

©­«
2 1 2
0 0 0
1 −1 1

ª®¬
𝐹−2

13∼ ©­«
0 3 0
0 0 0
1 −1 1

ª®¬
𝐹

1/3
1∼ ©­«

0 1 0
0 0 0
1 −1 1

ª®¬
𝐹+1

31∼ ©­«
0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0

ª®¬ .
Luego, 𝑥 = −𝛼, 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y podemos afirmar que hay un único autovector
𝑣1 = (−1, 0, 1), por lo que 𝑚𝑔 (𝜆1) = 1.
Como 𝑚𝑎 (𝜆1) = 2 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆1), la matriz 𝐶 no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma canónica de Jordan y
buscamos un autovector generalizado.
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El vector generalizado 𝑣2 ha de verificar

(𝐶 − 𝜆1𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒ ©­«
2 1 2
0 0 0
1 −1 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
−1

0
1

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
2 1 2 −1
0 0 0 0
1 −1 1 1

ª®¬
𝐹−2

13∼ ©­«
0 3 0 −3
0 0 0 0
1 −1 1 1

ª®¬
𝐹

1/3
1∼ ©­«

0 1 0 −1
0 0 0 0
1 −1 1 1

ª®¬
𝐹+1

31∼ ©­«
0 1 0 −1
0 0 0 0
1 0 1 0

ª®¬ .
Es 𝑥 = −𝛼, 𝑦 = −1, 𝑧 = −𝛼 con 𝛼 ∈ R solución del sistema
de ecuaciones. Podemos considerar como vector generalizado
𝑣2 = (0,−1, 0).
También necesitamos calcular el autovector asociado al autova-
lor 𝜆2.

𝑉 (𝜆2) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐶 − 𝜆2𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐶 − 4𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
−1 1 2

0 −3 0
1 −1 −2

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
−1 1 2

0 −3 0
1 −1 −2

ª®¬
𝐹+1

13∼
𝐹
−1/3
2

©­«
0 0 0
0 1 0
1 −1 −2

ª®¬
𝐹+1

32∼ ©­«
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 −2 0

ª®¬ .
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Luego, 𝑥 = 2𝛼, 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y el único autovector es 𝑣3 = (2, 0, 1).
Concluimos que la forma canónica de Jordan de 𝐶 es

𝐽 = ©­«
1 1 0
0 1 0
0 0 4

ª®¬ .
Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados correctamente, es

𝑃 = ©­«
−1 0 2

0 −1 0
1 0 1

ª®¬ .
(d) Calculamos el polinomio característico y sus raíces, que son
los autovalores de la matriz 𝐷.

|𝐷 − 𝜆𝐼 | =

������ 0 − 𝜆 3 1
2 −1 − 𝜆 −1
−2 −1 −1 − 𝜆

������ = −𝜆3 − 2𝜆2 + 4𝜆 + 8.

Calculamos las raíces del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

−1 −2 4 8
2 −2 −8 −8

−1 −4 −4 0
−2 2 4

−1 −2 0
−2 2

−1 0
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Por lo tanto, los autovalores y sus correspondientes multiplici-
dades algebraicas son

𝜆1 = 2 con 𝑚𝑎 (𝜆1) = 1,
𝜆2 = −2 con 𝑚𝑎 (𝜆2) = 2.

La matriz 𝐷 es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
ca y geométrica de cada autovalor coinciden. La relación

1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆) ≤ 𝑚𝑎 (𝜆)

nos lleva a deducir que para el autovalor 𝜆1 = 2 siempre coincide
la multiplicidad algebraica y geométrica, ya que 1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆1) ≤
𝑚𝑎 (𝜆1) = 1.
Sin embargo, para el autovalor 𝜆2 = −2 no podemos afirmar de
antemano si la multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse
1 ≤ 𝑚𝑔 (𝜆2) ≤ 𝑚𝑎 (𝜆2) = 2.
Tenemos que estudiar la dimensión del subespacio propio aso-
ciado al autovalor 𝜆2.

𝑉 (𝜆2) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐷 − 𝜆2𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐷 + 2𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
2 3 1
2 1 −1

−2 −1 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
2 3 1 0
2 1 −1 0

−2 −1 1 0

ª®¬
𝐹−1

12∼
𝐹+1

32

©­«
0 2 2 0
2 1 −1 0
0 0 0 0

ª®¬
𝐹

1/2
1∼
𝐹

1/2
2

©­«
0 1 1 0
1 1/2 −1/2 0
0 0 0 0

ª®¬
𝐹−12

23∼ ©­«
0 1 1 0
1 0 −1 0
0 0 0 0

ª®¬ .
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Es 𝑥 = 𝛼, 𝑦 = −𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R solución del sistema de ecua-
ciones. Podemos considerar como vector propio 𝑣1 = (1,−1, 1),
por lo que 𝑚𝑔 (𝜆2) = 1.
Como 𝑚𝑎 (𝜆2) = 2 ≠ 1 = 𝑚𝑔 (𝜆2), la matriz 𝐷 no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma canónica de Jordan y
buscamos un autovector generalizado del autovalor 𝜆2 = −2.
El vector generalizado 𝑣2 ha de verificar

(𝐷 − 𝜆2𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒ ©­«
2 3 1
2 1 −1

−2 −1 1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
1

−1
1

ª®¬ .
Resolvemos mediante el método de Gauss-Jordan.

©­«
2 3 1 1
2 1 −1 −1

−2 −1 1 1

ª®¬
𝐹−1

12∼
𝐹+1

32

©­«
0 2 2 2
2 1 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬
𝐹

1/2
1∼
𝐹

1/2
2

©­«
0 1 1 1
1 1/2 −1/2 −1/2
0 0 0 0

ª®¬
𝐹
−1/2
23∼ ©­«

0 1 1 1
1 0 −1 −1
0 0 0 0

ª®¬ .
Luego, 𝑥 = −1 + 𝛼, 𝑦 = 1 − 𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del
sistema de ecuaciones y podemos considerar como autovector
generalizado 𝑣2 = (−1, 1, 0).
Para calcular la matriz 𝑃, también necesitamos calcular el auto-
vector asociado al autovalor 𝜆1 = 2.

𝑉 (𝜆1) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐷 − 𝜆1𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐷 − 2𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
−2 3 1

2 −3 −1
−2 −1 −3

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
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Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
−2 3 1 0

2 −3 −1 0
−2 −1 −3 0

ª®¬
𝐹+1

12∼
𝐹+1

32

©­«
0 0 0 0
2 −3 −1 0
0 −4 −4 0

ª®¬
𝐹

1/2
2∼

𝐹
−1/4
3

©­«
0 0 0 0
1 −3/2 −1/2 0
0 1 1 0

ª®¬
𝐹
+3/2
23∼ ©­«

0 0 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0

ª®¬ .
Luego, 𝑥 = −𝛼, 𝑦 = −𝛼, 𝑧 = 𝛼 con 𝛼 ∈ R es solución del sistema
de ecuaciones y un autovector propio de 𝜆1 es 𝑣3 = (−1,−1, 1).
Concluimos que la forma canónica de Jordan de 𝐷 es

𝐽 = ©­«
−2 1 0

0 −2 0
0 0 2

ª®¬ .
Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados cuidadosamente, es

𝑃 = ©­«
1 −1 −1

−1 1 −1
1 0 1

ª®¬ .

Problema 6.3.3. Consideramos la matriz

𝐴 = ©­«
𝛼 0 0
0 4 −1
0 1 2

ª®¬ .
(a) Sabiendo que 𝜆 = 3 es el único autovalor admitido por la

matriz 𝐴, determinar el valor de 𝛼 ∈ R.
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Forma canónica de Jordan

(b) Considerando el valor de 𝛼 obtenido en el apartado ante-
rior, calcular la diagonalización o la forma canónica de
Jordan y la matriz de paso de 𝐴.

Solución.
(a) En primer lugar calculamos los autovalores de 𝐴:

|𝐴 − 𝜆𝐼 | =

������ 𝛼 − 𝜆 0 0
0 4 − 𝜆 −1
0 1 2 − 𝜆

������ =
(𝛼 − 𝜆)

���� 4 − 𝜆 −1
1 2 − 𝜆

���� =
(𝛼 − 𝜆) ((4 − 𝜆) (2 − 𝜆) + 1) = 0 ⇒
(𝛼 − 𝜆)

(
𝜆2 − 6𝜆 + 9

)
= 0 ⇒

(𝛼 − 𝜆)
(
3 − 𝜆2) .

Los autovalores son 𝜆 = 𝛼 y 𝜆 = 3 pero, como el enunciado
indica que 𝜆 = 3 es el único autovalor, tomamos 𝛼 = 3. De esta
forma, tenemos 𝜆 = 3 con multiplicidad algebraica 3, es decir,
𝑚𝑎 (𝜆) = 3.

(b) Para saber si la matriz es diagonalizable o no, debemos co-
menzar calculando una base del subespacio propio asociado al
autovalor 𝜆 = 3.

𝑉 (𝜆) =
{
®𝑣 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 : (𝐴 − 𝜆𝐼) ®𝑣 = ®0

}
.

(𝐴 − 3𝐼) ®𝑣 = ®0 ⇒ ©­«
0 0 0
0 1 −1
0 1 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
0
0

ª®¬ .
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Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

©­«
0 0 0
0 1 −1
0 1 −1

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
0 0 0 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

ª®¬ .
La solución del sistema de ecuaciones es 𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 𝛽, 𝑧 = 𝛽
con 𝛼, 𝛽 ∈ R y, por lo tanto, 𝑉 (3) =< (0, 1, 1), (1, 0, 0) > y
𝑚𝑔 (𝜆) = 2.
Como 𝑚𝑎 (𝜆) = 3 ≠ 2 = 𝑚𝑔 (𝜆), la matriz 𝐴 no es diagonaliza-
ble. Entonces, construimos su forma canónica de Jordan y matriz
de paso. Llamamos 𝑣1 = (0, 1, 1) y 𝑣3 = (1, 0, 0) y buscamos
un autovector generalizado 𝑣2 tal que

(𝐴 − 3𝐼) 𝑣2 = 𝑣1 ⇒ ©­«
0 0 0
0 1 −1
0 1 −1

ª®¬ ©­«
𝑥
𝑦
𝑧

ª®¬ = ©­«
0
1
1

ª®¬ .
Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

©­«
0 0 0 0
0 1 −1 1
0 1 −1 1

ª®¬
𝐹−1

32∼ ©­«
0 0 0 0
0 1 −1 1
0 0 00

ª®¬ .
Es 𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 1 − 𝛽, 𝑧 = 𝛽 con 𝛼, 𝛽 ∈ R solución del sistema de
ecuaciones. Considerando, por ejemplo, 𝛼 = 0, 𝛽 = 0 tenemos
𝑣2 = (0, 1, 0) como autovector generalizado.
Concluimos que la forma canónica de Jordan de 𝐴 es

𝐽 = ©­«
3 1 0
0 3 0
0 0 3

ª®¬ .
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Forma canónica de Jordan

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados correctamente, es

𝑃 = ©­«
0 0 1
1 1 0
1 0 0

ª®¬ .
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