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Prefacio

Bienvenido a un viaje a través del mundo del dlgebra lineal, una
herramienta esencial para cualquier ingeniero que busca com-
prender y modelar fenémenos complejos. Este libro esta dise-
fnado para acompafarte en tu exploraciéon de conceptos clave
que van desde matrices y determinantes hasta diagonalizacién
de matrices. El objetivo de este manual es reforzar tus conoci-
mientos en dlgebra lineal mediante la resolucion de problemas.

Empezaremos con las matrices y determinantes, fundamentos
sobre los cuales se construyen luego los espacios vectoriales.
Descubrirds como estas estructuras matematicas son la base de
los problemas que aparecen en el mundo de la ingenieria.

Los sistemas de ecuaciones lineales, omnipresentes en proble-
mas del mundo real, se desglosan de manera clara y concisa. A
través de ejemplos practicos, aprenderds a resolver estos siste-
mas y a aplicar estrategias efectivas para abordar los problemas.

Nuestro viaje continda adentrdndonos en los espacios vectoria-
les, un terreno donde la abstraccidon encuentra su aplicacién mas
poderosa. Verds como estas ideas, aparentemente abstractas al
principio, encuentran eco en la resolucion de problemas concre-
tos.



Prefacio

El espacio vectorial euclideo emerge como una herramienta esen-
cial, conectando la teoria con la geometria analitica. Explorare-
mos la riqueza de este espacio y cdmo su comprension profunda
puede iluminar problemas geométricos y fisicos.

Las aplicaciones lineales se convierten en nuestra guia a través
de una variedad de escenarios pricticos donde la linealidad se
convierte en una aliada poderosa en la resolucion de problemas.

Finalmente, cerramos nuestro viaje con la diagonalizacion de
matrices. Este proceso, que puede parecer misterioso al princi-
pio, revela su utilidad en la simplificacién de cdlculos y la com-
prensién profunda de sistemas dindmicos.

Como en cualquier manual de matemaéticas, es fundamental en-
tender lo que se estd haciendo y su por qué. Animamos a los
lectores a tener un papel al lado donde practicar todos estos pro-
blemas.

Por dltimo, queremos agradecer a los compaiieros del Departa-
mento de Matematicas de la Universidad de Cédiz por la ayuda
prestada. También al Servicio de Publicaciones de la Universi-
dad de Cadiz por su apoyo para que este manual haya visto la
luz.



Capitulo 1

Matrices y determinantes

Indice
1.1  Matrices . . . ... ... ........ 9
1.2 Rango . ................. 18
1.3 Forma canénica y matriz inversa . . . . . 30
1.4 Determinantes . . . .. ... ...... 43

1.1 Matrices

Problema 1.1.1. Sean las matrices

1 1 2 4 -1 O -1
A=|-1 2 4 B=|3 -1}, C=[(0
2 31 0 -2 1
1 0

1 -1 2
o=l 12) ( )

0

O = O W

W

4
-1



Matrices

Calcular:
(a) 2A — 3B,
(b) (CD)" - A%,
(¢) (5A-15)(I3 - B),
(d) AB - BA,
(e) ABA.

Solucidm.

2
2 2 4 12 -3 -10 5 4
-2 4 8|-[9 6 -3 -11 -2 11|
4 6 2 0 15 -6 4 -9 8

1 1
(b) Sabemos que (CD)'—A? = D'C'—AAy que D' = (—1 2),

1
(a) 2A—3B:2(1 2
3

3 4

I 1 10 1 1 1 2\(1 1 2
(CD)'-A?=|-1 2 (3 4 _1)— -1 2 4|1-1 2 4|=
2 5 2 3 1/J\2 31

2 4 0 4 9 8 -2 -5 -8
7 8 =3|-15 15 10|=(2 -7 -13|
13 20 -3 I 11 17 12 9 =20

(c) En primer lugar, calculamos cada paréntesis,

C! = (_1 0 _11) LuegO,

10



Matrices

?):

1
-1
-5 3

-3
-3
0

)

5
-5 9 20

4
10 15 4

(SA-6L)(I3-B) =

|

=51 35

=27
-12

=75

-114 69

).

=25 27

Ed
|

(e) ABA

11



Matrices

Problema 1.1.2. Hallar las matrices A y B que verifican

1 -8 -9 12 28 47
3A—23_(_6 i 7)y5A+7B—(52 o 22).

Solucién.

Como multiplicar una matriz por un escalar no cambia la di-
mension de la matriz, para que A y B se puedan sumar, am-
bas deben tener igual dimension, al igual que la matriz resul-
ay ap a3)

tante. Por lo tanto, A,B € Mjy3, donde A = (
a4 dads de

_ (b1 b2 b3
B‘(m bs b6)'

Entonces, utilizando los datos del enunciado,
3A—ZB:3(a1 a 613)_2(191 bs b3) _

a4 as deg b4 b5 b6
3(11 3(12 3(13 _ 2191 2b2 2[93 _
3as 3as 3ae 2by 2bs 2bg)

3614—2[94 3615—2]95 3616—2]?6 -6 -8 7
5A+7B:5(a1 2 “3)+7(b1 b b3):

(3611 — 2b1 3a2 — sz 3a3 — 2b3) _ ( 1 -8 —9)

aq as dae b4 b5 b6
S5a; Sa, 5Saj N Tby Tby Tb3\ _
5as 5as5 5ag Tbs Tbs Tbg|

(5611 +7b1 5612 +7b2 5613 +7b3) _ (12 28 47)
Saq4+7by Sas + 7b5 Sag + Thg |52 28 22)

Como dos matrices son iguales si sus elementos son iguales,
entonces obtenemos 6 ecuaciones por cada expresion, formando
sistemas de 2 ecuaciones con 2 incOgnitas.

3(11—2]91 = 1 _ 1.
Sa,+7b, = 12}:”“‘1’[’1‘1’
3612—21?2 = -8

5a2+7b2 = 28



Matrices

R R
R R
e R
S

Por lo tanto,

10 1 1 46
A‘(z 0 3)’ B_(6 4 1)'

Problema 1.1.3. Sean las matrices A € Mx1, B € Mix3 y
C € M3y Indicar si son posibles los siguientes productos y, en
caso afirmativo, dar el orden de la matriz resultante:

(a) A(BC),
(b) ACB,
(c) BAC,
(d) B'C'A,
(e) (BC)'A'.

Solucidn.

Sabemos que el producto AB de dos matrices A y B se puede
realizar solo en el caso de que el nimero de columnas de A sea
igual al nimero de filas de B. En ese caso, la matriz resultante
tiene dimension “numero de filas de A” X “nimero de columnas

13



Matrices

de B”. Ademas, recordamos que el producto de matrices no es
conmutativo.
(a) Se puede realizar el producto y el resultado es una matriz de
orden 2 X 1.
(b) No se puede realizar, ya que el producto AC no es posible.
(c) No se puede realizar, ya que el producto BA no es posible.
(d) No se puede realizar, porque B'C'A = (CB)'A y, aunque
(CB)' se puede realizar y devuelve una matriz de orden 3 X 3,
su producto por A no es posible.
(e) Se puede realizar el producto y el resultado es una matriz de
orden 1 x2. Esto es asi porque BC devuelve una matriz de orden
1 x 1, su traspuesta devuelve también una de orden 1 X 1 y al
multiplicarla por A’, que es de orden 1 X 2, el resultado es una
matriz de orden 1 X 2.

B

Problema 1.1.4. Dadas las matrices A = (2 -1 3)y B =

0
2 |. Hallar los productos AB y BA.
1
Solucién.
0
AB=(2 -1 3)[2]|=(1).
1

Como A € M43y B € M3y, su producto se puede realizar y la
matriz resultante es una matriz 1 X 1, es decir, formada por un
unico elemento.

0 00 0
BA=[2|(2 -1 3)=[4 -2 6|
1 2 -1 3

14



Matrices

En este ejercicio vemos que, aunque se pueden realizar los pro-
ductos AB 'y BA, no se cumple la propiedad conmutativa en el
producto de matrices, ya que AB # BA.

Problema 1.1.5. Dadas las matrices A = (

S W =
il \® ]
»—[\)L
~—————

<

o

Il

-1 2
0 3| Calcular:
1 4

—

(a) (A+B)(A-B),
(b) A% - B>,

(c) (A+B)%,

(d) A>+2AB + B>

Solucidn.
(a) Calculamos cada paréntesis,

I 2 -1 1 -1 2 2 11
A+B=]|3 2 |+|1 0 3|=[4 1 5|
1 1 1 4 1 25

1
01
1 2 -1 1 -1 2 0 3 -3
A-B=|3 1 2)—(1 0 3):(2 1 —1)
01 1 1 1 4 -1 0 -3
Luego,
21 I\/O0 3 -3 1 7 =10
(A+B)(A-B)=|4 1 5|2 1 -1|=|-3 13 -28|.
1 2 5/\-1 0 -3 -1 5 =20
(b)

15



Matrices

A>—B>=AA-BB=

1 2 -1\(1 2 -1 I -1 2\(1 -1 2
(3 1 2)(3 1 2)—(1 0 3)(1 0 3):
01 1/\0 1 1 I 1 4/\1 1 4
7 3 2 21 7 5 2 =5

(6 9 1) 4 2 14):(2 7 —13)
323 6 3 21 -3 -1 -18

(©)

211
(A+B)?=(A+B)(A+B)=|4 1 5
1 25

9 5 12
17 15 34|
15 13 36

(d) Calculamos cada término,

I 2 -1\/1 -1 2 2 -2 4
2AB=2(3 1 2|1 O 3|=2(6 -1 17|=
01 1/\1 1 4 2 1 7

4 -4 8
12 -2 34|
4 2 14

Recordamos que A2 y B? ya los tenemos de apartados anteriores.
Luego,

7 3 2 4 -4 8 21 7
A2+2AB+ B2 =6 9 1|+|12 =2 34|+|4 2 14]|=
(323) (4 2 14) (6321)
13 0 17
(22949.
13 7 38

Con los resultados obtenidos en este ejercicio, podemos com-
probar que las identidades notables no se cumplen en matrices.

16



Matrices

Esto se debe a que el producto de matrices no es conmutativo.
u

Problema 1.1.6. Escribir en forma matricial los siguientes sis-
temas de ecuaciones:

ax+by+cz = | _
dx+ey+fz = k ¢, x-y-z =3 .
) 4x —y+2z = 8
gx+hy+iz = 1
Soluciédnm.

a b c\(x i
g h il\z

X
2 -1 -1 3
(b)(4 -1 Z)y)_(S)'
Z
H
Problema 1.1.7. Calcular el producto
1 2 0 0\/0 0 01
01 0 0ff0 0 2 0
000 1ff1 0 0O
002 2/\01 00
Soluciédm.
1 2 0 0\/0 0 01 00 41
010 O0ff0 0 2 0] |00 20
0 00 LffTt O 0 0] |01 0 Of
0 022/\01 00 2200
H

17



Rango

1.2 Rango
Problema 1.2.1. Hallar el rango de las siguientes matrices:
2 -1 6 1120
A=|1 0 6| B=[1 2 0 1}
9 3 1 1 21 4
1 -4 2 -1 1141
3 -1 0 1 0022
¢= 2 -1 0 17 b= 111 1f
0 1 3 -1 1 011
1 010 3 4 9 -4
1 011 1 0 6 -5
E= 21 0 17 F= 2 4 3 I
1101 -6 -8 —-18 8
Solucidn.

Para estudiar el rango de las matrices, vamos a obtener matri-
ces equivalentes y escalonadas por filas. Una vez obtenidas, el
rango de las matrices es el nimero de filas no nulas de la matriz
escalonada por filas que hemos obtenido, o lo que es lo mismo,
el nimero de pivotes no nulos de dicha matriz escalonada por
filas.

2 -1 6 1 0 6 1 0 6
A=|1 0 6|~|2 -1 6| ~ |0 -1 -6
9 3 1)f2\9 3 /EME\0 3 -53

1 0 6
~ 0 -1 -6 |= rango(A)=3.
F

2\0 0 =71

1120 11 20
B=[1 20 1| ~ |01 21
(1 2 1 4)53»%1‘0 1 -1 4

18



Rango
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Rango

3 4 9 -4 1 0 6 -5
Fo 1 0 6 -5 (3 4 9 -4
2 4 3 1|2 4 3 1
-6 -8 —-18 8 -6 -8 —-18 8
1 0 6 -5 1 0 6 -
F;j 0 4 -9 11 0 4 -9 11 ) -
F2,FS, 0 4 -9 1|pip|00 0 0
0 -8 18 22 00 0 O
rango(F) = 2.

Problema 1.2.2. Hallar, segiin los valores de los parametros, el

rango de las siguientes matrices:

2 x «x 1 23

A=[-1 1 2} B:45 6

1 2 6 7 8 x

0 0O

1 3 7 7 1

C=(-1 5 9 x| D=|1

0O 7 14 4 0
Soluciom.

En primer lugar, calculamos una matriz equivalente a la matriz
dada que sea escalonada por filas. Una vez obtenida la matriz
escalonada por filas, usamos la definicién de rango de una ma-
triz. El rango de una matriz es el nimero de filas no nulas de la
matriz escalonada por filas o el nimero de pivotes no nulos de

dicha matriz escalonada por filas

. Por lo tanto, para resolver el

problema tenemos que estudiar qué ocurre cuando dichos pivo-
tes valen cero. Esta estrategia es la que vamos a usar también en
el resto de ejercicios de esta seccion.

20



Rango

2\ , (-1 1 2
F21

X ~ 0 2+x 4+x

6/ 5\o 3 8

Cz? _01 Sard 4 2
~ == +Xx].
0 0 8

M -0 5r+4=0=x=3,

0

)

LS}
—_
H[\)L
— N = =

Distinguimos casos:
. -4
* Six == = rango(A) =2.

e Six# ? = rango(A) = 3.

1 2 3 0 1 2 3 0

BFif‘ 0 -3 -6 0 Fif 0 -3 -6 0
F; 0 -6 21+x O 0 0 -9+x Of

0 O 0 1 0 O 0 1

O+x=0=x=0.

Distinguimos casos:
* Six =9 = rango(B) =3.
* Six #9 = rango(B) = 4.
(1 37 7 < (1 3 7 7
F. F
C 20 8 16 7+x| 2 |0 8 16 T+x |
07 14 4 00 0 =&

8
R =0 = -17-Tx=0=x ==

Distinguimos casos:

e Six= _717 = rango(C) = 2.

21



Rango

e Six # _717 = rango(C) =3

Lf13 x4 F(13 x 4
202 3-x 22|02 3-x 2|
07 5 7 0 0 = ¢

#:0:—11+7x=0=>x:%.
Distinguimos casos:

11

e Six= =

= rango(D) =

e Six # % = rango(D) =3

Problema 1.2.3. Estudiar el rango, segiin los valores de m y n,

1 3 -3
de la matriz A = - .
0 n m
m -1 -4
Solu01on
1 3 -3
5 Fy, 10 —4 8
O m F m [0 n m
m —4 0 -3m-1 3m-4
. 3 -3 1 3 -3
F,* O 1 -2 10 1 -2
o n m F3:,+1 0 0 2n+m

0 =3m-1 3m-4/ " \0 0 -3m-6
Distinguimos casos:

22



Rango

* Si2n+m = 0 entonces m = —2n y la matriz escalonada

queda de la siguiente forma:

1 3 -3

01 =2

00 0

0 0 6n-6
Como la tercera fila se anula y el rango maximo de la ma-
triz es 3, el rango depende de la dltima fila.

— Si 6n -6 =0 entonces rango(A) = 2. En este caso,
como 6n —6 =0entoncesn =1y como2n+m =0
entonces m = —2.

— Si6n—6 # 0 entonces rango(A) = 3. En este caso,
como 6n — 6 # 0 entonces n # 1.

* Si2n+m # 0 entonces m # —2ny rango(A) = 3 y no
depende de la ultima fila porque el rango de A no puede
ser mayor que 3 al ser una matriz 4 X 3.

En resumen:
e Sim=-2yn=1= rango(A) =2.
e Sim=-2nyn#1lom# -2n = rango(A) = 3.
|

Problema 1.2.4. Hallar el valor de x para que sea 2 el rango
de la matriz

2 1 -1 0 2 3
4 x-1 =2 0 4 2x
1 2 x -1 2 1
3 3 8 -1 x+1 2x-2

23



Rango

Solucién.
Este ejercicio no lo resolvemos como los demas ya que, si lo ha-
cemos de esa forma, nos quedan denominadores con pardmetros
y se complica teniendo también que tener en cuenta los valores
del pardmetro x que hacen que esos denominadores se anulen.
En este ejercicio, si nos fijamos en la matriz, podemos ver que
podemos hacer bastantes ceros sin necesidad de emplear frac-
ciones.

2 1 -1 0 2 3

4 x-1 -2 0 4 2x

1 2 x -1 2 1
3 3 8 -1 x+1 2x-2
1 -1 0 2 3
F! x—1 =2 0 4 2x
- e ) 1

1 8-x2 0 x-1 2x-3
-1 0 2 3

=7
SO = RO O~ RO~ BN
=
|
—_
|
[\

0 4 2x

- 2 2 -1 2 1
0 9-x* 0 x-3 2x-6

1 0 0 0 3

s, x—-1 x=-3 0 0 2x

C’;l 2 x*+2 -1 1 1
0 9-x* 0 x-3 2x-6
2 1 0 0 0 3
ClpCul4 x—1 x=3 0 0 2x
ce, |0 0 X242 -1 0 0

0 0 9-x2 0 x-3 2x-6

24



Rango

2 1 0 0 0 3
F2l0 x-3 x-3 0 0 2x-6

0 0 x*+2 -1 0 0
0 0 9-x*2 0 x-3 2x-6
2 1 0 0 0 3
P00 X242 -1 0 0
10 x-3 x-3 0 0 2x-6
0 0 9-x*2 0 x-3 2x-6
2 0 0 1 0 3
|0 -1 x*24+2 0 0 0
10 0 x-3 x-3 0 2x-6]
0 0 9-x2 0 x-3 2x-6
Para que el rango de A sea 2, su forma candnica debe ser
1 0] 0000
01| 0O0O0OO
00 | 00O0OO
00 | 00O0O

Por lo que, tras escalonar, dos de las filas deben ser nulas. Ob-
servamos que no es posible conseguir que la primera fila y la
segunda fila se anulen, por lo que la unica posibilidad para la
que el rango de A sea 2, es que sean nulas tanto la fila 3 como la
fila 4, es decir, que

00 x-3 x-3 0 2x-6) (00 0 00O
00 9-x* 0 x-3 2x—6)_(0 0000 0/
x—-3=0,
2x-6=0,
9-x2=0

Luego, la inica posibilidad para que este sistema sea compatible
es que x = 3.

25



Rango

Por lo tanto, rango(A) =2 & x = 3.
Otra forma es afiadir una transformacién mds a la matriz, que es
intercambiar la columna 3 con la 4 y asi queda la matriz escalo-

nada
0 1 0 0 3

2
0 -1 0 x%2+2 0 0
0 0 x-3 x-3 0 2x-6|
0 0 0 9-x% x-3 2x-6

A partir de esta matriz, volvemos a fijarnos en los elementos
de la diagonal, teniendo que verificarse que x —3 = 0y 9 —
x2 = 0 para que el rango de la matriz sea 2. Luego, para que sea
compatible ese sistema, de nuevo x = 3.

|

Problema 1.2.5. Hallar x e y para que el rango de la matriz
1 3 -2 -1 4
-2 1 1 2 -3
A=|3 -4 3 1 =2]seaelmdspequeno posible.
3 3 0 x 3
3 2 -3 -3 y

Solucion.

1 3 -2 -1 4
2 1 1 2 =3
3 4 3 1 o dy
3 3 0 x 3 |FaFS
32 -3 -3 y

3 -2 -1 4

7 -3 0 5
-13 9 4 -14
-6 6 x+3 -9
-7 3 0 y-12

S oo o -

26



13 -2 -1 4 1 3 -2 -1 4

B {0 7 -3 0 5 10 7 =3 0 5

Fy 24 33 | P 24 33
Loloo 2 4 Hrloo 2 4 2
FLFL|0 0 2 x+3 =2 00 0 x-1 0
00 0 0 y-—7 00 0 0 y-7

Para que el rango sea minimo, deben ser 0 todos los elementos
posibles de la diagonal de la matriz escalonada, luego,
x—-1=0=>x=1.

y=-717=0=>y="7.

Entonces, six =1,y =7 = rango(A) = 3, que es el minimo.

H
Problema 1.2.6. Hallar el rango de la matriz
2 x y x+y
a=| * X0 O i los diferentes val les d
|y 0oy o egtin los diferentes valores reales de

x+y 0 0 x+y
xey.

Solucién.
En primer lugar, calculamos una matriz equivalente a la matriz
A y que sea escalonada por filas. Para ello, realizamos las si-
guientes operaciones elementales por columnas,

2 x y x+y 2—-x X y x+Yy

x x 0 0 |cz'f 0 x 0 O

y 0 ol |y 0y o0

x+y 0 0 x+y x+y 0 0 x+y
2—-Xx—-y x y x+Yy 2-2x—-2y x y x+y
Cr 0 x 0 0 |c 0 x 0 0
- 0 0y 0|~ 0 0y 0
x+y 0 0 x+y 0 0 0 x+y
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Rango

Una vez obtenida la matriz escalonada por filas, usamos la de-
finicién de rango de una matriz. El rango de la matriz A es el
nimero de filas no nulas de la matriz escalonada por filas o el
ndmero de pivotes no nulos de dicha matriz escalonada por filas.
Por lo tanto, para resolver el problema tenemos que estudiar qué
ocurre cuando dichos pivotes valen cero. Distinguimos casos:

e Si2-2x-2y = Oentonces x = 1—y y lamatriz escalonada
por filas queda de la siguiente forma:
0 1-y y 1
0 1-y 00
0 0 y Of
0 0 01
— Sil—y =0entonces y = 1y lamatriz A tiene rango
2.

— Siy = 0 entonces la matriz A tiene rango 2.

— Siy # 0, 1 entonces la matriz A tiene rango 3.

* Si x = 0, la matriz escalonada por filas queda de la si-
guiente forma:

2-2y 0 y vy
0 000
0 0y of
0 00y

- Si2 -2y = Oentonces y = 1y la matriz A tiene
rango 2.

— Siy = 0 entonces la matriz A tiene rango 1.

— Siy # 0, 1 entonces la matriz A tiene rango 3.
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Rango

* Si y = 0, la matriz escalonada por filas queda de la si-
guiente forma:

2-2x x 0 x
0 x 00
0 0 0 0Of
0 0 0 x

— Si2 —-2x = 0 entonces x = 1 y la matriz A tiene
rango 2.

— Six = 0 entonces la matriz A tiene rango 1.

— Six # 0, 1 entonces la matriz A tiene rango 3.

* Six +y = 0entonces x = —y y la matriz escalonada por
filas queda de la siguiente forma:

2 =y vy O
0 -y 00
0 y Of
0 00

0
0

— Siy = 0 entonces la matriz A tiene rango 1.
S

1y # 0 entonces la matriz A tiene rango 3.

e Si2-2x-2y#0,x #0,y # Oy x +y # 0 entonces la
matriz A tiene rango 4.

El estudio anterior queda resumido de la siguiente forma:
* Six=0,y=0= rango(A) = 1.
e Six=0,y=10ox=1,y=0= rango(A) = 2.
*Six=0,y#0,1lox #0,1,y=00x # —y,y #0o0
x=1-y,y#0,1 = rango(A) = 3.
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Forma canénica y matriz inversa

e Six#1-y,x#0,y #0,x # -y = rango(A) = 4.
H

Problema 1.2.7. Determinar, segiin los diferentes valores reales
de x ey, el rango de la matriz

1 010
0200
A_1010'
y 0 x 2
Solucidn.
1 010 1o 1 O 1o 1 0
0200Ff3:1102001140200
1010F4—1>0000 0 0 x—-y 2f
y 0 x 2 0 0 x—y 2 00 O O

El rango depende de x — y una vez escalonada la matriz.
Distinguimos casos:

* Six—-y#0=x#y=rango(A) =3.

e Six—-y=0=x=y = rango(A) =3.

1.3 Forma canénica y matriz inversa

Problema 1.3.1. Sabiendo que la inversa de la matriz A es la

1 11 1
Al = (O 1 1). Calcular x en la expresion Ax = (1)
0 1 0
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Forma canénica y matriz inversa

Solucién.
1
Para hallar x, la podemos despejar de la expresion Ax = |1
0

usando la inversa de A. Para ello, multiplicamos por A~! por
la izquierda en ambos lados de la expresion. Cabe recordar que
es distinto multiplicar por la derecha a hacerlo por la izquierda,
ya que el producto de matrices no es conmutativo. Ademads la
matriz x es de dimension 3 X 1, para que al multiplicar por la

1
matriz A, se obtenga la matriz | 1 |.
0
1 1 1 1 1\(1
AN Ax =AMl =2 Ix=A""1|=x=(0 1 1]|[1]| =
0 0 0 0 1/\0

2
x=|1]
0

Problema 1.3.2. Averiguar para qué valores de a es invertible
la matriz

Q
— e
—_— Q=
—_—Q = =

Solucidn.

Para que una matriz de orden n sea invertible, debe tener rango
maximo. Como en este caso tenemos una matriz de orden 4, para
que sea invertible, el rango debe ser 4. Por lo tanto, calculamos
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Forma canénica y matriz inversa

para qué valores de a el rango es 4. Para ello vamos a escalonar
la matriz,

1 a 1 1 1 a 1 1
A= 1 1 a1l Fg:ll 0 1-a a-1 0
1 11 a|p1pal O 1-a 0 a-1
31 °° 41
a 1 1 1 0 1-a®> 1-a 1-a
1 a 1 1
Fl 10 1-a a-1 0
2410 0 l1-a a-1
Fa®\o 0 —(a-1(a+2) 1-a
1 a 1 1
F?010 1-a a-1 0
T o 0 1-a a-1

0 O 0 —-(a-1)(a+3)
Para que el rango sea maximo ninguna fila puede ser nula. Ob-
servamos cada fila.

l—-a =

a-1 = 0 sSa=1.
l—-a = 0

a1 = O}(:)azl.

—(a—1)(a+3) = 0 } Sa=1o0a=-3.
Entonces, para que tenga rango maximo y, por lo tanto, A sea
invertible, a # 1, —3.
|

Problema 1.3.3. Calcular la matriz inversa de las siguientes

matrices:
1 20 1 0 O -1 0
A=]01 1|, B=|01 21|, C=]10 0 1].
010 3 0 -1 0O -1 4
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Forma canénica y matriz inversa

Solucidn.

Para calcular la inversa, adjuntamos la matriz identidad y, me-
diante transformaciones elementales solo de filas o solo de co-
lumnas, transformamos la matriz dada en la matriz identidad.
A su vez, vamos aplicando estas transformaciones a la matriz
identidad inicial y la matriz que quede en el lugar de esta, es la
matriz inversa. Suponemos que existen las inversas de A, By C.

120100 12 0|1 0 0
o1 1lot1o|~[l0o1 1]0 1 0
010[001/F\0o0-1]0-11
12010 0 12010 0
~lo1r1]l0o1 0o |~[0o10]00 1
E'\ oo 1|01 1Fzsl(oo1 01—1)
10010 =2 10 =2
~(01o 0 0 1)=>A‘:(OO 1)
F2\o 0 1|0 1 -1 01 -1
100|100\, (100|100
01 2lo010l2|lo1 2] 0 10
(30—1001) (00—1 —301)
/1 00|10 0\ ,/10O0] 1 0 0
F3 F23
o1 201 0| 2[o10]-61 2
00 1|30 -1 (0013 1
1 0 0
:BI:(612
30 -1
-1 0 4] 100\, ,(1 0 —4|-100
0 0 1lo1o|l~“fo o 1] o0 10
(0—14001) (0—14 001)
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Forma canénica y matriz inversa

a1 0 4] -1 0 0\ (10 -4]-100
lo 1 -3 01 -1]|2&{0o1 -3/ 0 1 -1
0 -1 4|1 0 0 1 (001 0 1 0
a1 0 -4 -1 0 0)\_,(100]|-140
o1 0 0 4 -1 |¥[0o10| 0 4 -1
00 1 0 1 0 001 0 1 O
-1 4 0
C1l1=10 4 -1
0 1 0
[

Problema 1.3.4. Calcular, cuando sea posible, la inversa de las
siguientes matrices:

D s (1
A:2—1069’B:_22§_16’
0O 2 10
1 3 -4 -5
1 1 1
C:232,D:23 0 2.
535 0 -1 6 3
1 -2 3 5
Soluciédm.

Recordamos que para que exista la inversa de una matriz, la ma-
triz debe ser cuadrada y tener rango mdximo. Si se cumplen estas
dos condiciones, calculamos la inversa de la misma forma que
en el ejercicio anterior. En este ejercicio, todas las matrices son
cuadradas, luego nos queda ver si tienen rango maximo.

1 2 03 1 2 03 1 2 0 3
A = 1 -5 39 Fill 0 -7 3 6 Fizz 0 -7 3 6
2 -10 6 9 F? 0 -14 6 3 0O 0 0 -9
0 2 10 0 2 10 0 2 1 0
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Forma canénica y matriz inversa

=4

) = rango(A)
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Forma canénica y matriz inversa

=R S NN

— 1_77_._B0

on /_0_70 —

o Th— o

—————

————

\J

S 0o - o
O el
o ~|z=I2T]e
o Y@a+aTle™
w
ﬂvlfkﬁo¥ﬁ9
PP o sirie
— —=zo

| |—

O
|Cen|o~[2 !

~
12922 T

|Cen] o2 ©

ESEST R

—

) Ocen |0
oo |Cen]o~ |2 ©
_”1_”7_“_”2_94_31_3 I _3 ton T en] e[

oo~ oo —~0 T o0 —Oo
AN — 000 AN —00 00 ©O— 0O
— 000 ~0c000 Moo oo o
P o [ae}
R el Sl Sl

(oo [o—
(SN _3 |27 _9
o0

o oo
7_._31_3 I _3 I

e~ o
~—
I
~
<

I 1
-8

1
01

0 0 43

= rango(B) =3 = existe B~

Hallamos B~!.
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Forma canénica y matriz inversa

L1 1100\, (111 1 00
23—6010%:01—8—21()
23 11001/B\o 5 3 2 01
s 1101 L0 0\, & (1 1 1 1 0 0
Zlo1 -8 -2 1 0201 -8 -2 1 0
12 -5 1
00 43| 12 -5 1 001334—33@84—3
1111 0 o\ /101|232 2 =
Blo 10|10 3 8 |%W[g ol 3 ¥
‘1‘% i% 413 él‘% ig 413
0ol 5 & 5 00Tl 3 5 o
SEERE .
F71
10 3 — 10 3
oo 1| L2 5 1 2 =5 I
43 43 43 43 43 43
U S A I B AN O
c:232£21010i2010
-2 3 =2/fBH\0 5 0 000

= rango(C) =2 = no existe C!.

1 3 -4 -5 1 3 -4 -

D= 2 3 0 2 Filz 0 -3 8 12
0 -1 6 3| 0 -1 6 3
1 -2 3 5 0 -5 7 10
1 3 -4 -5 1 3 -4 -5

I3 0 -1 6 3 Fif 0 -1 6 3
0 -3 8 12 F;} 0O 0 -10 3
0O -5 7 10 0O 0 -23 -5

#lo 2 6 3

F _

= 0o 0 —-10 3|7 rango(D) = 4 = existe D71
0 0 0o =lB

Hallamos D~!.
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Forma canénica y matriz inversa

—4 -5
0
6
3

3

1
2 3
0
1

3 -4 -5
-3 12

1

0

-2 1 00

8

1

0
-1 0 0 1

0

|
|

0 0 O

7 10
—4 -5
3

-5
3

000
0 010
-2 1 00
-1 0 0 1

1

6
8
7

12
10

-5

1

-5

-10 3 | -2 1

0 O

-1 0

-5

-23

0 O

o — Do _3_01_900_
o 10390
0012 o O
@)
1028_5102_0__m00 _93_
S o
<_J33U7m_ T —
|
< \©
o T e
A__.61_0
n— oo
o Too ~ococo
- N — O O
— o O O S
~——————— - _..H4

38



Forma canénica y matriz inversa

F3

e
sl
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13
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Forma canénica y matriz inversa

Despejar y calcular X en las siguientes ecuaciones:
(a) XA=B+1,
(b) AX-B=C,
(c) XAB—-XC =2C,
(d) XA+ B=2C,
(e) AX+BX =C.

Solucidn.

Recordamos que para despejar una matriz cuando otra la multi-
plica, hay que multiplicar por la inversa. Ademas, es importante
si se multiplica por la derecha o por la izquierda, ya que el pro-
ducto de matrices no es conmutativo. Si multiplicamos por la
izquierda, en ambos lados de la igualdad se multiplica por la
izquierda y de la misma forma si es por la derecha.

() XA =B+ = XAA'=(B+DA' = XI = (B+D)A ' =
X = (B+1)A~!. Para calcular X debemos ver antes si existe A~!
y calcularla.

(1 1) EP (11 B . -1
A—(2 4) ~ (O 2)=>rango(A)—2=>ex1steA .

1
1|1 0\F/2(1 1 I 0\F (1 1 1
410 1 0 2] =21 0 1] -1

D= O
S —

(1ol 2 3 a_(2 F
1] 2 1) =3 3)
Cf(ro2)y (1 oo\ (2 F\ (2 2\(2 ).
o=l ) o I =6 R )
2 0

0 3)
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Forma canénica y matriz inversa

) AX-B=C=AX=C+B=A"'AX=A"(C+B) =
X=A"Y(C+B).

2 21\ [0 1 1 2 2 2\ (1 3 1 6
Sl 1 e B | S K [ e
(c) XAB-XC=2C = X(AB-C)=2C =

X(AB-C)(AB-C)' =2C(AB-C)"! = X =2C(AB-C)\.
Vemos si existe (AB — C)7!.

LIVl 2) (0 1)_(2 30 1) _(22
AB—C:(z 4) (1 1)_(1 —1):(6 8) (1 _1):(5 9).
(i o) [s o) o i)ﬁ"ang()(AB—Q:z:

existe (AB — C)_l.
(o4

1
0
-1
7
)=
4

—_ o OwI-
o=
o=
—_ O
N —

oothooI\o S~—

8
9 1 9 -1 =5 1
=i A5 T)R 2 7))
-\g 3 —2)\% 3 7 1
(d)XA+B=2C = XA=2C-B= XAA'=(2C-B)A ! =
X =(Q2C-B)AL.

316 1)
(36 16 Y

() AX+BX=C= (A+B)X=C= (A+B) ' (A+B)X =
(A+B)'Cc=X=(A+B)"!C.

=L
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Forma canénica y matriz inversa

Vemos si existe (A + B) .

weosfe )+ 3)-6 )
2 3 % F-3 3
£ 22 =
3 5) (3 5) (0 % = rango(A+ B) =
= existe (A + B)~L.
1
2 3|1 0\F (1 3|3 A1 3] 5 0)\#
35/0°1 35/0 1 0 5] 3F 1
=3
13 5 0\rg (1 O] 5 -3
1| -3 2 0 -3 2

Problema 1.3.6. Resolver la ecuacion matricial
2 =1\ (x y}(l 2} _ (0 2
0 1/)\z ¢)J\1 =1) \1 3)°
Solucidm.
En primer lugar denotamos
(2 -1 (1 2 {0 2 (xy
a<fo 3)r=( A)e=(7 = (0)
Luego, la ecuacion matricial es
AXB=C= A'AXBB ' =A"'CB ' = IXI=A"'CB ' =
XI=A'CB'= X=A"'cB™".
Para calcular X debemos ver si A~ y B~! existen y, si es asf,

calcularlas.

Vemos si existe A~

A= 3 _11) = rango(A) =2 = existe AL,
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Determinantes

Calculamos A~!.

1 1
2 -1t o\ (1 F| L o\r({1 O] L}
0O 1|01 0 1101 0 0 1
1 1
-1_ [z 2
= A (01).

Vemos si existe B,

B 1 2 Fé‘ 1 2
1 -1 0 -3

Calculamos B~ 1.

I 2|1 0\F'(1 2 1 0
I -1] 0 1 0 -3 -11
F

) Rg(B) =2 = existe B\

P12l 1 o0\r2(1 0] 1L 2 _ 12

oty 3)E (e t]1 d)=me(r )
1 1 3 ’ 1 2 1 53 13 2 —13 .

AR D-60 -6 3)
o 1)1 3/\3 3 1 3)\3 3 ;T 3

1.4 Determinantes

Problema 1.4.1. Calcular los siguientes determinantes:

I 1 1
(a) |2 3 -6|
2 3 1
1 3 -4 -5
2 3 0 2
(b) 0 -1 6 37
I -2 3 5
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Determinantes

2 3 -6 3
1 0 2 -4
€l 4 g 1)
0 -3 4 2
2 4 2 0
3 41 5
(d) -3 4 2 6f
3 302
00200
00020
(e) (1 0 0 O O
0 00 O0°1
02000
0O 2000
0O 03 00
-1 0 0 0O
0O 00 01
0O 0020
Solucion.

Para calcular determinantes de orden 3 usamos la regla de Sa-
rrus, mientras que para los de orden mayor que 3 aplicamos
transformaciones elementales (que pueden ser tanto de filas co-
mo de columnas) para conseguir una fila o columna de ceros y
asi desarrollar por menores. Entonces, en los determinantes de
orden 3 resultantes aplicamos Sarrus.

Recordamos que un determinante no cambia su valor si le aplica-
mos transformaciones elementales de filas y columnas, excepto
multiplicar una linea por una constante (que se estaria multipli-
cando el resultado del determinante por esa constante) o inter-
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Determinantes

cambiar filas o columnas (que hace que el resultado del deter-
minante cambie de signo).

I 1 1

@2 3 —-6/=3+6+12+6+18-2=43.

-2 3 1

1 3 -4 -5 (I 3 14 -5 |1 3 14 4

w3 0 2% 3 18 22 3 18 1
0 -1 6 3| Jo-1 0 3/71Jo-10 o0
1 -2 3 5 1 -2 -9 5 1 -2 -9 -1

|3 14 4 1 14 4 1 3 4

ol 18 11— 18 11|+0]2 3 11]+
2 -9 -1 1 =9 —1] |1 —2 -1
13 14| |1 14 4

102 3 18[=[2 18 11]|=—18-724154-72499+28 =
1 2 -9 |1 -9 -1

119.

2 3 -6 3 2 3 -10 3| P 3 -10 11
1 0 2 —4cit 0 0 —4cij1 0 0 0

©h 4 8 1| 4 4 1|7 4 a o9
0 -3 4 2 0 -3 4 2| o -3 4 2

) 310 11

4 4 9|=—1(24+176+270+132 - 108+ 80) =

3 4 2

574,

2 4 20 1 210 1 0 10

@[3 4 15,3 41 5,3 2 1s
3426773426 3 10 2 6
3302 3302 3 30 2
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Determinantes

1 0 0 0
2 25
Qo3 =2 =251,y 5 ¢l]=
310 5 6 S
3 -3 -3 2

=2(-20-150+36 +75 - 36 +40) = —110.
En este apartado, en el primer paso, hemos sacado el 2 que mul-
tiplica a la primera fila.

00200
00020 83(2)830 020
(e)lOOOO:F10001_F—1002:—1(8)
0000 1 5 00 0 200
02000
= -8,
0 2000
0 0300 2000 200
34F 0 3 0 0]gerF

M1 000 0= -1}7 o o= -1|-1]0 3 0
0 0001 0020 00 2
0 0020
= 12.

[ |

Problema 1.4.2. Demostrar, sin desarrollar, que los siguientes
determinantes valen cero:

1 a b+c
(a) |1 b a+c|
1 ¢ a+b

3a 4a
(b) la S5a 6a.
Ta 8a

Q

Q
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Solucidn.
Podemos aplicar transformaciones elementales a los determi-
nantes sin que estos cambien su valor, excepto si multiplicamos
una linea por una constante o intercambiamos dos lineas.
1 a b+c| _, |l a a+b+c I a 1
@1 b a+c| 2|l b a+b+c|=(a+tb+c)|]l b 1| =
1 ¢ a+b l ¢ a+b+c 1 ¢ 1

~~
~

(a+b+c)0=0.

a 3a 4a
) la 5a 6a] 2 0.

a Ta 8a
(*) Como la columna 1 y la columna 3 son iguales, el determi-
nante vale 0.
(**) Como la columnas 3 es igual a la suma de la 1y la2,el
determinante vale 0.

|
a b c
Problema 1.4.3. Si el valor del determinante |A| =|p q 7r|=
u v ow
2a 2c 2b
25. Calcular el valor de |B| = [2u 2w 2v|.
2p 2r 2q
Solucidn.
2a 2c 2b a c b a c b
Bl =[2u 2w 2v|=23u w VF§3—8p r qC:Z3
2p 2r 2q p r q u w v
a b c
8lp g r|=8|A| =8x25=200. [
u v ow
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Determinantes

Xy z
Problema 1.4.4. Sabiendo que |A| = (3 0 2| =5, calcular
I 11

los siguientes determinantes:

2x 2y 2z
(a) 3/2 0 1},
I 1 1
X y Z
(b) 3x+3 3y 3z+2|.
x+1 y+1 z+1

Soluciédnm.
2x 2y 2z X vy z X y z
@l3/2 0 1{=213/2 0 1|=3 0 2|=]A|=5
1 1 1 1 1 1] |1 1 1
X y Z
Md)Bx+3 3y 3z+2
x+1 y+1 z+1
" X y Z X y z
= 3x+3 3y 3z+2({+[3x+3 3y 3z+2
X y Z 1 1 1
X y b x y z| |x ¥y z
—0+Px+3 3y 3z+2/ Y3 3y 32«3 0 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
X 'y z X y z X vy z
=3x 3y 3z|+|A|=[3x 3y 3z[+5=3]x y z|+5
1 1 1 I 1 1 1 11

=3x0+5=5.
(*) Utilizamos propiedad de que, si una linea de un determinan-
te es suma de dos sumandos, el determinante es igual a la suma
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de dos determinantes iguales salvo en esa linea, teniendo en el
primer determinante el primer sumando y en el segundo deter-
minante, el segundo sumando.
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones
lineales

Indice

2.1  Sistemas de ecuaciones sin pardmetros . 50

2.2 Sistemas de ecuaciones con parametros . 58

2.1 Sistemas de ecuaciones sin
parametros

Problema 2.1.1. Encontrar un sistema de ecuaciones escalona-
do equivalente al siguiente:

X1+2X2—X3+X4+X5 = 0
3x1—x2+x4—x5 = 6
- 2xn +2)C3 —2x4 = -5
6x; +x2+Xx4 +x5 = 1
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Sistemas de ecuaciones sin paréametros

Solucidn.
Un sistema es equivalente a otro cuando ambos tienen la misma
solucién. Para conseguir un sistema equivalente a otro, aplica-
mos transformaciones elementales, por teorema, si en un siste-
ma de ecuaciones sustituimos una ecuacién por la que resulta
de sumarle otra multiplicada por un factor no nulo del mismo
sistema, el nuevo sistema es equivalente al original. También se
puede multiplicar una ecuacién por una constante no nula.
Pasamos el sistema a forma matricial para escalonarlo.

1 2 -1 1 1 0

3 -1 0 1 -1 6

1 -2 2 -2 0| -5

6 1 0 1 1 1

Fy 0O -7 3 -2 4| 6
F—I,Ffﬁ O _4 3 _3 _1 _5
; 0 -11 6 -5 -5 1

({1 2 -1 1 1]0
A A

0 -4 3 -3 -1| -5

0 -11 6 -5 -5 1

12 -1 1 1|0 12 -1 1 1] 0
o1 2 R g0 2 g
nloo 3 =2 2 =2 00 3 = 3| =
fe § i3 i 0 0 ol o
00 7 =2 3] =2 000 0 0] 0
12 -1 1 1] 0
107 -3 2 4| -6
00 9 13 9] -5

00 0 0 O 0
El sistema de ecuaciones escalonado equivalente que queda es
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X1 +2X) —x3+ X4 +X5 = 0
Txp —3x3+2x4+4x5 = -6
Ox3 — 13x4+9x5 = -59

Problema 2.1.2. Resolver los siguientes sistemas de ecuacio-

nes:
3x—-z = 2
(a) 4x-y+2z = T ¢,
Ix+2y—-z = -3
x=3z = 0
) " 1}.
Soluciédn.
(a) Pasamos a forma matricial.
-1 2
30 -1 2 o 10 = 5
A= 4 -1 2 7 1414 -1 2 7
7 2 —-1| -3 7 2 —-1] -3
(1 0 = 2 o =L| 2
F£14 0 —1 13_0 13_3 @2 -1 i ﬁ
3 3 3 3
Brlo 2 1] =2 0 0 8|1
El correspondiente sistema es
1. _ 2
x—gz _ § 1 47 17
R i e R e
8z = 1
(b) Pasamos a forma matricial.
. 1 0 -3]0\r'({1 0 3|0
B* = ~
1 -1 0 |1 0 -1 3 |

El correspondiente sistema es
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x=3z = 0

-y+3z = 1
Como hay 2 ecuaciones para 3 incgnitas, necesitamos igualar
una de ellas a un pardmetro y las otras 2 las obtendremos en
funcién de ese pardmetro. Se trata de un sistema compatible in-
determinado.
Igualando en este caso z a @, obtenemos
z=a,y=3a—-1,x=3a,a €R.

Problema 2.1.3. Resolver los siguientes sistemas de ecuacio-

nes.:
X1+x2+3x3+2x5 = 6
—X1+ X +)C3+2)C4+2)C5 = 3
(a) _ ;
x2+2X3 —2)C4 +XxX5 = -5
2x1 —X2—3X4—X5 = 2
X1 +x2+3x3+2x5 = 6
(b) —X]+)C2+X3+2)C4+2)C5 =3
)C2+2)C3 +x4+x5 = 1
X1 +X3—X4+X5 = 5
Solucidm.

Seguimos los mismos pasos que en los ejercicios anteriores, pa-
samos a forma matricial y escalonamos la matriz.

(a)

1 1 3 0 2 6
-1 1 1 2 2 3
o 1 2 -2 1] -5
2 -1 0 -3 -1] 2
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1
0
0
0
1
0
0
0
1
0
0
0
1
0
0

0

1

2

1
-3

1
1

2

-3

1
1
0
0
1

1
0

0

3
2
0
0
3
2
0

0

3
4
2
-6
3
2
4

0
2
-2
-3
0
-2
2
-3

0

X1 + X+ 3x3 + 2x5
X2 + 2x3 — 2x4 + X5
6x4 + 2X5

X5

19

Tengo 4 ecuaciones y 5 incdgnitas, entonces necesitamos 1 pa-

rametro.

XSZ%,X4=2,X3=C¥,X2=

(b)
1
-1

O = = =
—_— N = W
— N O

WD —= W N

_79—261/,X1:§—CL’,CL’€R.

1 1 3 0 2 6
o 2 4 2 4 9
Fi o 1 2 1 1 1

0O -1 -2 -1 -1| -1
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1 1 3 0 21| 6 11302]6
mlo 1 2 1 1| 1 |FAlo1 21 11
1o 2 4 2 41 9 F}z 00002]|7

0 -1 =2 -1 -1 -1 000O0O0]|O0

X1 +x2+3x3+2x5 = 6
= Xp+2x3+x4+x5 = 1

2)C5 =7
Tengo 3 ecuaciones y 5 incdgnitas, entonces necesitamos 2 pa-
rdmetros, x3 = @, x4 = 3. Luego,
X5 = %,X4 =B, x3 =a,x3 = _75—20/—ﬁ,xl = %—a/+ﬂ,
a,B eR.
[

Problema 2.1.4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
utilizando la regla de Cramer:

—2X1— 9% —8x3+5x4 = 6
—3)61 - 12)62 + 10)63 + 6)C4 =
—2x2 + 2)63 +Xx4 = -1 ’
—2x1 — 6XZ + SX3 + 3x4

(a)

I
|
N

X —Xp+2x3+x4 =
—2X1 + 3)62 - 4X3 +XxX4 =
5)61 —SXQ+11)C3—4X4 =
=2x1 +3xp —4x3 +2x4 =

(b)

S oo

Soluciédn.

Para usar la regla de Cramer, el sistema debe ser compatible de-
terminado y, por lo tanto, tener igual nlimero de ecuaciones que
de inc6gnitas. Como el enunciado nos dice que usemos Cramer,
suponemos que el sistema es de este tipo.
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(a)

Escribimos en forma matricial
-2 -9 -8 5 6
-3 =12 10 6 0

A=l o 2 2 1| -1
-2 -6 5 3| -4
Al = -1
6 -9 -85
0 -12 10 6
-1 -2 2 1
-4 -6 5 3|
X1 = TA] :_—1:8.
-2 6 -85
-3 0 10 6
0 -1 2 1
xy =2 TA| > 2 = 23 = 243,
-2 -9 6 5
-3 -12 0 6
0 -2 -11
-2 -9 -8 6
-3 -12 10 0
0 -2 2 -1l
xs= 2 6|A|5 i =8l = _457.
(b)

Escribimos en forma matricial
1 -1 2 1 1

Ll 23 -4 170
A=l s 811 4]0
2 3 -4 20
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A = 1.
I -1 2 1
0 3 -4
0 -8 11 -4
03 -4 2| ,
= TA] =1=1
1 1 2
2 0 -4
5 0 11 -4
20 -4 2| ,
Xy = 1] =1= 2.
I -1 1 1
-2 3 0 1
5 -8 0 -4
2 30 2|
3= TA] =7=1
I -1 2 1
-2 3 40
5 -8 11 0
2 3 40| ,
x4 = — =00

Problema 2.1.5. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

homogéneo:
X1 — X2+ 2)64 =0
ZX1+XQ+3X3—2X4 =0
dx1 —x2+3x3+2x4 = 0 ’
X1 —3xp—2x3+3x4 = 0
Solucidn.
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Los sistemas homogéneos siempre tienen la solucién trivial, por
lo que siempre son compatibles. No obstante, vemos si esa es la
Unica solucién a ese sistema (seria entonces sistema compatible
determinado) o si tiene infinitas (seria entonces sistema compa-
tible indeterminado). Pasamos a forma matricial y escalonamos.
1 -1 0 210 1 -1 0 210
2 1 3 =210 B> |0 3 3 -6
4 -1 3 210 F§14Tsz11 0 3 3 -6

0
0
1 -3 =2 3]0/ ° 0 2 -2 110
1 -1 0 2]0\ ({1 -1 0 210
FAlo 3 3 6|00 1 1 =2(0
1o 0 0 0]0|ml0o -2 -2 110
0 -2 -2 110 00 0 010
1 -1 0 210
2lo 11 =20 xl_xzfix“ - 8
~ 0 0 0 -3 0 = X2+ X3 3)64 : 0
00 0 o01]0 o=

x4 = 0y como tenemos 3 ecuaciones y 4 incégnitas, necesitamos
un parametro.

Igualamos x3 a @ y obtenemos

X3=a,Xxp)=—-a,x] =—-a,a €R.

2.2 Sistemas de ecuaciones con
parametros

Problema 2.2.1. Discutir, segiin los valores de a, el cardcter del
siguiente sistema de ecuaciones y resolverlo en caso de compa-
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tibilidad:
X+ay—-z = -1
3x+y+z = a
ax—y+2z = l+a
Solucidn.

Vemos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada pa-
ra discutir el tipo de sistema aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius. Cabe recordar que para discutir el sistema, podemos
hacerlo calculando el rango tanto usando determinantes como
escalonando la matriz.

1 a -1 -1
A*=[3 1 1 a

a -1 2 l+a
|Al=a®>-5a+6=(a-3)(a-2).
a = 3ya = 2sonlos dos posibles valores que hacen que |A| = 0.
Distinguimos casos:

* Sia=3:
|A| =0,= rango(A) < 3.
1 3 -1] -1
A*=3 1 1 3
3 -1 2 4
1 3 *
Como 31 ' =-8#0=rango(A) =2,rango(A*) >
2.
Ampliando el determinante,
1 3 -1
3 1 3 [=4+0=rango(A*)=3.
3 -1 4
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Porlotanto, sia = 3,rango(A) # rango(A*) = Sistema
incompatible.

Sia=2:
|A| =0 = rango(A) < 3.
1 2 -1] -1
A= 3 1 1 2
2 -1 2 3
Como 3117 -5 # 0= rango(A) =2,rango(A*) >

2 y como sus ampliaciones a orden 3 son 0, entonces
rango(A*) = 2.

Por lo tanto, si a = 2, rango(A) = rango(A*) = 2 <
nimero de incégnitas = 3 = Sistema compatible indeter-
minado.

Lo resolvemos.
1 2 -1 -1 i 1 2 -1 -1
3 1 1 2 52 0 -5 4 5
2 -1 2| 3 )B\o -5 4| 5

1 2 -1 -1 f42yoz = _1}

00 0 0 —Sy+4z = 5

Como tenemos 2 ecuaciones y 3 incdgnitas, necesitamos
un parametro. Igualamos z a @ y obtenemos
z:a,y:—1+%a,x:1—%a,a€R.

Sia#2,3:

|A| # 0 = rango(A) = 3 = rango(A*) = nimero de
incognitas = Sistema compatible determinado. Lo resol-
vemos usando Cramer.
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-1 a -1
a 1 1
¥ = 1+a _1 2 _ _a2+3a_2 _ (a—l)(a—2) _ a_—l
- [A] ~ (a-3)(a-2) ~ (a-3)(a-2) T~ a-3’
1 -1 -1
3 a 1
_1a l+a 2 _ _a*-3a+2 _ (a=2)(a-1) _ a-1
y= 1] = @3 @2 ~ (@3)(a=2) — a3’
1 a -1
3 1 a
7= a -1 1+a _ a3=3a2+4 _ (a+1)(a_2)2 _
- |A]  (a-3)(a-2) T (a-3)(a-2) T
(a+1)(a=2)
(a=3) =
[

Problema 2.2.2. Discutir y resolver, seguin los valores de a, el
siguiente sistema de ecuaciones:

8—a)x+2y+3z+at =
x+(9—-a)y+4z+at
x+2y+(10-a)z +at

xX+2y—-3z+at =

Il
oS O OO

Solucidn.

Vemos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada pa-
ra discutir el tipo de sistema aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius. Cabe recordar que para discutir el sistema, podemos
hacerlo calculando el rango tanto usando determinantes, como
escalonando la matriz. En este caso, como es un sistema homo-
géneo, tenemos la solucion trivial. Es, por lo tanto, sistema com-
patible. Dependiendo del rango(A), en funcién de a, vemos si
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es sistema compatible determinado (A tiene rango maximo) o
sistema compatible indeterminado (A no tiene rango maximo).
Recordamos también que en los sistemas homogéneos, el rango
de la matriz ampliada coincide siempre con el de la matriz de
coeficientes, puesto que la columna nula no aumenta el rango.
8—a 2 3 al|l 0

1 9-a 4 al| 0

1 2 10-a a| O

1 2 -3 a| 0
|A| = —a* +27a% — 231a® + 637a = —a(a — 7)*(a - 13).

A* =

* Sia+#0,7,13:

|A| # 0 = rango(A) =4 = rango(A*) = numero de in-
cognitas = Sistema compatible determinado y al ser ho-
mogéneo, la solucién es la trivial, x =y =z =¢ =0.

e Sia=0:
|A| =0 = rango(A) < 4.
8 2 3
Como|1 9 4 |=623+#0= rango(A) =
1 2 10

rango(A*) = 3 = Sistema compatible indeterminado.

De este menor principal, deducimos que el rango lo dan
las 3 primeras ecuaciones, luego,

8x+2y+3z = 0
x+9y+4z 0
x+2y+10z 0

Como ¢ no aparece, la solucion es independiente de t =
t = a. Resolvemos el sistema anterior como un sistema de
3 ecuaciones con 3 incognitas. Como su determinante es
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distinto de cero, es sistema compatible determinado y su
solucion es la trivial, uniéndola a ¢, obtenemos la solucion

x=y=z=0,t=a,a € R.

Sia="17:

|A| = 0 = rango(A) < 4y, calculando, llegamos a que
rango(A) = 2 = rango(A*) < nimero de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado. Resolvemos,

1 2 3 710 1 2 3 710
1 2 4 710 F;! 0
1 0
1 0

0

0

0

6
Fp

~

X+2y+3z+7t
z =0

S O = NN
O = W
S O

|
S
A

00 0O0]O0
Necesitamos 2 pardmetros, entonces

x==2a-18,y=a,z=0,t=6,a, €R.

Sia=13:

|A| =0 = rango(A) < 4.
-5 2 3

Como| 1 -4 4 |#0=rango(A)=rango(A*) =
1 2 -3

3 < nimero de incgnitas = Sistema compatible indeter-
minado. Resolvemos,
-5 2 3 13]0 1 -4 4 13|10
1 -4 4 13|{0]|m| -5 2 3 13|60
1 2 -3 13|00 [ 1 2 -313]0
1 2 -3 13|0 1 2 -3 13|10
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1 -4 4 13]0
0 —-18 23 78| 0
F}; 1 2 -3 13|0
0 0 0 010
1 -4 4 13]0
P10 —18 23 781 0|
0 6 -7 010
0 0 0 010

x—4y+4z+13t = 0
-18y +23z+78¢t = 0
6y—-7z = 0
Como tenemos 3 ecuaciones y 4 incégnitas, necesitamos
1 parametro.
x:%a,y:%a,z:a,t:g—;a,aeR

Problema 2.2.3. Sea la matriz A = (; Z) Hallar el valor de
0
00

cuadrada de orden 2, tenga solucion no nula.

a para que la ecuacion AX = ) donde X es una matriz

Solucidn.

SeaX:(x y.
z t

I 2\(x y\ _(0 O X +2z y+2t) (0 0
3 al\z t) \0 O 3x+az 3y+at) \0 0)
Para que dos matrices sean iguales, sus elementos correspon-

dientes han de ser iguales. Igualando elemento a elemento, ob-
tenemos el sistema,
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Xx+2z = 0 1020/o0
y+2 = 0 . lo102]o0
xtaz = 0 [~ 30400
3y+at = 0 03 0wa|oO

Tenemos un sistema homogéneo (sistema compatible). Sabe-
mos que tiene la solucidn trivial (sistema compatible determi-
nado), pero nos piden solucién no nula, es decir, el valor de a
para que sea un sistema compatible indeterminado. Para ello,
por Rouché-Frobenius, tenemos que conseguir que rango(A) =
rango(A*) < nimero de incognitas = 4.
Al ser el sistema homogéneo, ya se cumple que rango(A) =
rango(A”*), ya que la columna nula no aumenta el rango de la
matriz ampliada. Solo nos falta que ese rango sea menor que el
nimero de incognitas, que es 4. Para ello, |A| = 0.
|A| = a® — 12a + 36.
Igualando a cero, [A] = a> - 12a+36=0=a=6= |A| =0
y entonces rango(A) < nimero de incognitas = 4.
Con a = 6 tenemos un sistema compatible indeterminado y po-
demos obtener una solucién no nula.

H

Problema 2.2.4. Discutir y resolver, seguin los valores de a, el
siguiente sistema de ecuaciones:

x+2y-3z = 4
3x —y+5z 2
Ax+y+(a®-14)z = a+2

Solucién.

Pasamos el sistema a forma matricial y vemos los rangos de las
matrices de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sis-
tema aplicando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar
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que para discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el ran-
go tanto usando determinantes, como escalonando la matriz.

1 2 -3 4
A*=| 3 -1 5 2 |=2Al=-72+112=0=
4 1 d®>-14| a+2
a=40a=-4.
e Sia=4:
|A| =0 = rango(A) < 3.
1 2 -3| 4
A*=13 -1 5 |2
4 1 2 6
2 R
Como 3 ] # 0 = rango(A) =2, rango(A*) > 2.
Vemos el rango(A¥).
1 2 4
3 -1 2| =0 = rango(A*) = 2 = rango(A) =
4 1 6

rango(A*) = 2 < ndmero incognitas = 3 = Sistema

compatible indeterminado.

Resolvemos aplicando el método de Gauss.
12—34F7312—34
3—1521‘40—714—10
4 1 2|6/B\0 -7 14| -10

Fy; T x+2y+-3z = 4
210 -7 14| =10 e~ ot
00 0] 0 yrise =

Como tenemos 2 ecuaciones y 3 incdgnitas (ademas, el
sistema es compatible indeterminado, por lo que tenemos
infinitas soluciones), necesitamos un parametro,
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z:cx,y:%0+2a,x:§

e Sia=-4
|A| =0 = rango(A) < 3.
1 2 -3 4
A*=[3 -1 5 2
4 1 2| =2
Pero como -1
2.
Vemos rango(A*).
1 2 4
3 -1 2
4 1 =2

a, a € R.

# 0 = rango(A) =2,rango(A*) >

=56 # 0 = rango(A*) =3 =rango(A) #

rango(A*) = Sistema incompatible.

e Sia #-4,4:

|A| # 0 = rango(A) = 3 = rango(A*) = nimero de
incégnitas = Sistema compatible determinado.

Resolvemos por Cramer.

4 2 -3
2 -1 5
_la+2 1 a’ - 14 _ —8a’+7a+100 _ —(8a+25)(a—4)
X = 4] T T 7a4112 - (aH(a+d)
_ —(8a+25)
- a+4
1 4 -3
3 2 5
|4 a+2 a> - 14 _ —10a®-14a+216 _ =2(a=4(5a+27) _
y= [A] = (a4 (a+4d) T  (a—H(a+d)
—2(5a+27)

a+4
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1 2 4

3 -1 2
14 1 a2 08 @) 7
= 1A = @4 (a+d) — ad(ard) — a+d-

Problema 2.2.5. Discutiry resolver, segiin los valores de a y b,
el siguiente sistema de ecuaciones:

x+2y+t = 1
-x-=3y-z = b
x+az = 1
x—y+z+t = 0

Solucién.

Pasamos a forma matricial y vemos los rangos de las matrices
de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sistema apli-
cando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar que para
discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el rango tanto

usando determinantes, como escalonando la matriz.
1 2 0 1] 1

-1 -3 -1 0| b

1 0 a O] 1

I -1 1 1]0
El rango médximo de A* es 4, al igual que el de A.
Vemos el rango de A.
|A|=3a—-6=0=a=2.

A* =

e Sia#2:

|A| # 0 = rango(A) = rango(A*) = 4 = nimero de
incognitas = Sistema compatible determinado indepen-
dientemente del valor de b.
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Resolvemos con Cramer.

1 2 0 1
b -3 -1 0
1 0 a O
X = 0 -1 1 1 _ —3a-3ab-6 _ —3(a+ab+2) _
B [A] =" 3a-6 " 32
zazab2 4 2 2,b € R,
1 1 0 1
-1 b -1 0
1 1 a O
1 0 1 1
Y= TA] =& q+2,beR.
1 2 1 1
-1 -3 b 0
1 0 10
I -1 01 346 3(b+2) _ b2
= |A] = 3aJ—r6 = 32 = a%,d +2,b e
R.
1 2 0 1
-1 -3 -1 b
1 0 a 1
1 -1 1 0
t = A — 4a+33;_b6—2b’a + 2,]9 cR.
Sia=2:
|A| =0 = rango(A) < 4.
1 2 0 1|1
* _1 _3 —1 O b
A=y 0 2 ol
1 -1 1 110
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1 2 0
Como | -1 -3 —-1|# 0 = rango(A) = 3 indepen-
1 0 2

dientemente de b y rango(A*) > 3.

Vemos si el restante determinante 4 X 4 es distinto de 0.

1 2 0 1

-1 -3 -1 b
1 o0 2 1 =4b+8=0= b =-2.
1 -1 1 0

En el caso a = 2 puede ser que b = -2 0 b # —2. Distin-
guimos casos:

- Sib=-2:
1 2 0 1
-1 -3 -1 b oA
. 0 2 1 =0 = rango(A*) =3 =
1 -1 1 0

rango(A) < nimero de incégnitas = 4 = Sistema
compatible indeterminado. Resolvemos con Gauss,
1 2 0 1 1
-1 -3 -1 0| -2
1 0 2 0] 1
I -1 1 1] 0
1 2 0 1 1
£, 0O -1 -1 1| -1
F_FF_ll 0 -2 2 -1 0
0 -3 1 0] -1
1 2 0 1 1
0O -1 -1 1| -1
30 0 4 3| 2
0 0 4 3| 2
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1 2 0 1 1
Figl 0O -1 -1 1 | -1 N
0 0 4 3| 2
0O 0 0 O 0
x+2y+t = 1
-y—z+t = -1
4z -3t = 2

Como tenemos 3 ecuaciones y 4 incégnitas, necesi-

tamos 1 parametro,

x=Fa,y=j3+50,z=5+30,t=a, 0 €R.

- Sib#-2:
1 2 0 1
-1 -3 -1 b o
1 0 2 1 #0 = rango(A*) =4 #
1 -1 1 O

rango(A) = 3 = Sistema incompatible.

Problema 2.2.6. Discutir y resolver, segiin los valores de a, los
siguientes sistemas de ecuaciones:

xX+y+z = a
x+y+az = 1
(a) x+ay+z = 1|’
ax+y+z 1
x+2y—-2z+2t = 2
(b) 2X+2y —4z+d’t = a+2
x+4y-27+(6-a*)t = 4—a [’
dx+4y —8z+ (a>+4)t = a+6
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Solucidn.

(a) Pasamos a forma matricial y vemos los rangos de las matri-
ces de coeficientes y ampliada para discutir el tipo de sistema
aplicando el teorema de Rouché-Frobenius. Cabe recordar que
para discutir el sistema, podemos hacerlo calculando el rango
tanto usando determinantes, como escalonando la matriz.

1 1 1] a
. |1 1 a|l
AT= 1 a 1|1
a 1 1|1
rangomax(A) = 3, rangoyax(A*) = 4.
1 11
1 1 a|l=-a*>+2a-1=0=>a=1.
I a 1
e Sia=1:
I 1 1)1
. |1 1 1|1 _ ¥y _
A" = L1111 rango(A) = rango(A*) =
I 1 1)1
1 < ndmero de incégnitas = 3 = Sistema compatible
indeterminado.
Para resolver, nos quedamos con 1 ecuacién, ya que el
resto son iguales a esta,
x+y+z =1 }
Como tenemos 1 ecuacién y 3 incdgnitas, necesitamos 2
parametros,
z=pB,y=a,x=1-a-,a,B€R.
e Sia# 1:
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1 11

1 1 al|#0=rango(A)=23,rango(A*) > 3.
1 a 1

|A*| =a*-6a*>+8a-3=0=a=10a=-3.

No puede ser a = 1 porque estamos en el caso de a # 1,
luego solo puede es posible a = 3.

- Sia=-3:
|A*| =0 = rango(A) = 3 = rango(A*) = nimero
de incégnitas = Sistema compatible determinado.
Resolvemos por el método de Gauss.
1 1 1] -3 1 1 1] -3
I 1 3|1 Fy! 0 0 4| 4
1 -3 1 I g 0 -4 0 4

-3 1 1 1 0 4 4 -8
L1 1| =3y , (1 1 1]-=3
Rl 0 4 4 -8 F} 0 1 1 -2
1o -4 0 4 |0 -1 01
0 0 —4| 4 )5 o 0 -1] 1
1 1 1 -3 1 1 1] -3
132 01 1 -2 Q‘;( 01 1] =2 -
0 0 1 -1 0 0 1] -1
00 -1 1 0 00| O
x+y+z = -3
y+z = -2 r=>z=-1,y=-1,x=-1.
z = -1
- Sia#-3:
|A*| # 0 = rango(A*) # rango(A) = Sistema
incompatible.
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Este ejercicio también se podria haber resuelto calculando direc-
tamente |A*| e igualdndolo a O para ver los valores de a en base
a los que discutir el sistema, que habrian sidoa =1y a = -3.

(b) En primer lugar, pasamos a forma matricial.

12 -2 2 2

2 2 -4 a4 a+?2

1 4 2 6-a*| 4-a

4 4 -8 a’>+4 | a+6

|A| =0 = rango(A) < 4.

2 -4 a?

4 -2 6-a’|=-12a>+48=0=a=40a=—-4.
4 -8 a’+4

A* =

* Sia #4,-4:
rango(A) = 3,rango(A*) > 3.

Vemos rango(A*) en funcién de a (ampliamos el deter-
minante anterior).

2 =2 2 2
2 -4 a* a+2
4 -2 6-a* 4-a
4 -8 a’>+4 a+6

rango(A) =

= 0 = rango(A*) = 3 =

=rango(A*) = 3 <ndmero de incégnitas = 4 = Sistema
compatible indeterminado.

2 -4 a?
Como | 4 -2 6—a? | # 0en el caso que estamos de
4 -8 a’+4

a # 4y a # —4, las ecuaciones que nos dan informacién
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son las asociadas a este determinante (segunda, tercera y
cuarta). Con ellas formamos nuestro sistema.
2x+2y—4z+d’t = a+2
x+4y-27+(6-a*)t = 4-a
dx+4y —8z+ (a>+4)t = a+6
Pasamos a matriz y escalonamos para resolver.
22 -4 a* | a+2
B =|1 4 -2 6-d?>| 4-a
4 4 -8 a’>+4| a+6
1 4 -2 6-a’| 4-a

Dl22 -4 & | a+2

4 4 -8 a’+4| a+6
Lf1 4 -2 6-ad? 4-a
F

9J4 0 -6 0 3a*-12| 3a-6

Fr\lo =12 0 542-20| 5a-10

L1 4 =2 6-a> | 4-a

F32 2

2o -6 0 3¢>-12| 3a-6 |>
0 0 0 -a’+4 | —a+2

x+4y—2z4+(6-a>t = 4-a
—6y+(3a’?-12)t = 3a-6 =
(—a>+Mt = —a+2
t=alﬁ’ZZOZ,y:Oax:%,ai‘h—‘hae}&
Sia=4:
1 2 -2 2 2
|22 -4 1616
|1 4 -2 -10| O
4 4 -8 20 | 10

Discutimos y resolvemos con el método de Gauss.
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12 -2 2|2
|22 -4 166

1 4 -2 -10| 0

4 4 -8 20 | 10

1 2 -2 2 2
FP o -2 0 12| 2
Pgﬁﬁf 0 2 0 -12| =2

0 4 0 12| 2

Wl
5]
S O =
|
\S]
()
—
\S]

0O 0 0 -12| -2
rango(A) = 3 = rango(A*) < nimero de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado.

X+2y—-2z+2t = 2
—2y+12t = 2 :>t:%,z:a/,y:0,x:
12t = -2

%+2a,a€R.

Sia=—4
12 -2 212

|22 -4 16| 2
1 4 -2 -10| 8
4 4 -8 20 | 2

Discutimos y resolvemos con el método de Gauss.

1 2 -2 2 2
2 2 -4 16 | -2
1 4 -2 -10| 8
4 4 -8 20 2

A* =
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1 2 -2 2 2
Fy? 0 -2 0 12 | -6
Frt[ 002 0 -121 6
0 -4 0 12 | -6
1 2 -2 2 2
K, |0 =2 0 12 | -6
F}ZZ 0 0 0 O 0
0O 0 0 -12| 6
rango(A) = 3 = rango(A*) < nimero de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado.

xX+2y—-2z+2t = 2
—2y+12t = -6 :t:—%,z:a,y:O,x:
-12t = 6

20+ 3, a € R.

Problema 2.2.7. Discutir, segun los valores de a y b, el siguien-
te sistema de ecuaciones:

ax+by+z = 1
x+aby+z = b
x+by+az = 1

Solucidn.
Pasamos a forma matricial y procedemos de igual forma que en
los ejercicios anteriores.

a b 1|1
A*=|1 ab 1| b
1 b a1

|A| = a®b —3ab +2b = b(a-1)*(a+2) =0=b =00
a=1oa=-2.
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e Sib=0:
a 0 1
|A| =0 = rango(A) <2=A*=| 1 0 1
( 1 0 a
Vemos el rango en funcién de a, Cll i =a-1=0=
a =
-Sib=0ya=1:
1 0 1] 1
A*=[1 0 1| 0 |=rango(A) =1,
1 0 1] 1
rango(A*) = 2.Porlo tanto, rango(A) # rango(A*) =
Sistema incompatible.
-Sib=0ya+1:
rango(A) =2, rango(A*) > 2.
Vemos rango(A*) ampliando el determinante,
a 1
11
a 1 1
1 1 0|=2a-2=0=a=1
I a 1
Como estamos en caso de a # 1, ese determinante
es distinto de 0, luego,
rango(A*) = 3 = rango(A) # rango(A*) =
Sistema incompatible.
e Sia=1:
1 b 1|1
|A|=0= rango(A) <2=A*=|1 b 1| b
1 b 1|1
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Todos los determinantes 2 X 2 dan 0 independientemente
del valor de b, luego rango(A) = 1.

Vemos rango(A*) en funcién de b.

b 1 1 1 11

b 1 b|=0,|11 b|=0=rango(A*) <3.

b 1 1 1 11

11

. b =b-1=0=>b=1.

-Sia=1yb=1:
11 1] 1

A= 1 1 1| 1 |=rango(A*)=1=

11 1]1

rango(A) < nimero de incégnitas = 3 = Sistema
compatible indeterminado.

Nos quedamos con una ecuacion ya que las 3 son

iguales.

x+y+z =1 =>z=6y=a,x=1-a-4,

a, B eR.

-Sia=1yb#1:
rango(A*) = 2 # rango(A) = 1 = Sistema in-
compatible.
e Sia=-2:
-2 b 1
|A|=0=rango(A) <2=A"= 1 -2b 1 | b

1 b 211
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-2 1
1 1
mente de b y
rango(A*) > 2.

Como # 0 = rango(A) = 2 independiente-

Vemos ahora rango(A*) en funcion de b.

b1 1

2b 1 b|=3b2+6b=b(3b+6)=0=b=00
b -2 1

b=-2.

-Sia=-2yb=0:

-2 0 1 1
A= 1 0 1] 0
1 0 =2|1
-2 1 1
I 1 0|=-6#0=rango(A*)=3>=
1 -2 1

rango(A*) # rango(A) = Sistema incompatible.
-Sia=-2yb=-2:

-2 -2 1 1
A=l 1 4 1 -2
1 -2 211

rango(A*) < 3y como vimos que rango(A*) >
2 = rango(A*) = 2, tenemos que rango(A*) =
2 = rango(A) < nimero de incégnitas = 3, = Sis-
tema compatible indeterminado.

Nos quedamos con las 2 ecuaciones del menor prin-
cipal de orden 2,

—2x-2y+z = 1
x+4y+z = - } =
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z=—-1-2a,y=a,x=-1-2a,a € R.
- Sia=-2yb #0,-2:

b 1 1
-2b 1 b |+0>=rango(A*)=3.
b -2 1
Como rango(A) # rango(A*) = Sistema incom-
patible.

e Sib#0ya+1,-2:

|A| # 0 = rango(A) = rango(A*) = 3 = nimero de
incégnitas = Sistema compatible determinado.

Resolvemos usando Cramer.

1 b 1
b ab 1
Y = 1 b al _ _pupedb-ab _ —bla-D(b-a) _
- [A] - |A] = b(a-1)2(a+2)
—(b—a)
(a=1)(a+2)"
a 1 1
1 b 1
— I 1 a _ =2a+a*b-b+2 _ —(a—1)(2-b(1+a)) _
Y= [A] - [A] = b(a-1)2(a+2)
2—-b(1+a)
b(a-1)(a+2)"
a b 1
1 ab b
— 1 b 1 _ —ab*+b*+a*b—ab _ -bla-1)(b—a) _
¢ = [A] = ] = BaDar2)
—(b-a)
(a-D)(a+2)
[ |
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1 -1 2 1
) -3 4 0

Problema 2.2.8. Sea la matriz A = . Para
-1 2 a b

0O 1 b-1 0>
b = 3, determinar a y c para que el sistema de ecuaciones AX =

1
0 g .
B, con B = _1b sea compatible indeterminado y resolverlo.
c
Solucidn.
Siendo X la matriz de incdgnitas, el sistema es
x—y+2z+t = 1
2x-3y+4z = O
—x+2y+az+bt = -1
y+(b-1)z+bt = ¢

En forma matricial para b = 3,

I -1 21 1

2 -3 40| 0

-1 2 a 3| -1

0 1 2 3| ¢
Para que sea sistema compatible indeterminado, rango(A) =
rango(A*) < nimero de incégnitas = 4. El rango maximo de A
y A* es 4. Para llegar a ello, vamos a discutir en funciénde a y ¢
hasta dar con el caso de sistema compatible indeterminado. Para
ello, procedemos de igual forma que en los ejercicios anteriores.
|A|=-a+2=0=a=2.
Como con a = 2, rango(A) < 4 independientemente de c, a
debe ser 2.
Sia=2,

A* =
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L) e
A* = =] 2 -3 4|+#0=>
-1 2 2 3| -1 1 2 2

0O 1 2 3| ¢

rango(A) =3 = rango(A*) > 3.

Para que rango(A*) sea 3, tenemos que hacer que los posibles
determinantes ampliados 4 X 4 del menor principal 3 X 3 que
hemos obtenido, sean 0.

Una ampliacién es |A|, que paraa =2 es 0.

1 -1 2 1
2 =34 0

La otra es 1 2 2 =4c+4=0=>c=1=
0O 1 2 ¢

rango(A*) = 3.

Por lo tanto, con a = 2, ¢ = 1, se cumple que rango(A) =
rango(A*) = 3 < nimero de incégnitas = 4 = Sistema com-
patible indeterminado.

Resolvemos con el método de Gauss.
1 -1 2 1 1 1 1 1

-1 2

2 34 0| 0 |F*l0 -1 0 -2| -2
4
2

~

-1 2 23| -1 [p |0 1 410
0 1 2 3] 1 0 1 3|1
1 -1 2 1| 1\ (1-121 1
Fblo -1 0 =2 =2 |F2f0 -1 0 2| =2
;41200422"(00211
0 0 2 11| -1 0 0 2 11| -1
1 -1 2 1] 1
Falo -1 0 2| =2 x_y+2“2t - ;
“lo o 2 1| 1|7 I
00 0 0 0 27+t = -1
t=-1-2a,z=a,y=4+4a,x =6+4a,a € R. [ |
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1 010
Problema 2.2.9. Sea la matriz A = 0100 .

01 a1

010 2

(a) Discutir para qué valores de a es A inversible.
(b) Discutir y resolver el sistema AX = 0.

Solucidm.

(a) Recordamos que para que A sea inversible, |A| # 0. Halla-
mos los valores de a que hacen que |A| # 0. [A| =2a =0 =
a = 0. Luego, para a # 0, A es inversible.

(b) El sistema, siendo X la matriz de incégnitas es

x+z = 0
y =0
y+az+t = 0
y+2t = 0
Es un sistema homogéneo, por lo que tiene la solucién trivial.
1 010]0
. 01 00]O0
AT= 01 a 1|0
0102]0

Del apartado anterior sabemos que |A| = 0 = a = 0. Distingui-
mos casos teniendo en cuenta que en un sistema homogéneo, es
decir, rango(A) = rango(A*) siempre.

* Sia=0:

|A| =0 = rango(A) <4 = A* =

o O O =
—_ = = O
S OO =
N = O O
oS O OO
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1 00
01 0[=2%#0= rango(A) =3 =rango(A*) <
01 2
nimero de incégnitas = 4 = Sistema compatible indeter-
minado.

Resolvemos con el método de Gauss.

10100 10100
01 00[0]|F'|0100]|0
0101[0]4]l000T1]0
01020 00020
10100 e = 0
F2lo 1000 rre 0
“looo1|ol|™ yt 0:’
0000O0]|O0

t=0,z=a,y=0,x=—-a, €R

e Sia#0:

|A| # 0 = rango(A) = rango(A*) = nimero de incég-
nitas = 4 = Sistema compatible determinado.

Como es un sistema homogéneo, al ser compatible deter-
minado, la solucion es la trivial,

x=0,y=0,z=0,r=0.

Problema 2.2.10. Discutir, segiin los valores de a, el sistema de
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ecuaciones
2 1 0 -1\[x 2
4 5 0 O |fx2| | a
-2 8 1 8 ||x3| |-al
0 3 -1 1/\x4 —a

Resolver dicho sistema cuando sea posible.

Soluciédnm.
Para este ejercicio seguimos el mismo procedimiento que en los

anteriores.
2 1 0 -1 2

4 5 0 O a
-2 8 1 8| —a
0 3 -1 1 —-a
|A| =0 = rango(A) < 4.
2 10
4 5 0|+#0=rango(A) =3 independientemente de a y
-2 8 1
rango(A*) > 3.
Para rango(A*), ampliamos el menor principal de A con la dl-
tima ampliacién posible, que es afiadiéndole la dltima columna,
y vemos el rango en funcién de a.

A* =

2 1 0 2
4 5 0 a
58 | —g =-36a+108=0= a =3.
0 3 -1 -a
e Sia=3:
2 1 0 -1 2
. | 4 5 0 0 3
A" = -2 8 1 8 -3
0 3 -1 1 -3
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Como todos los determinantes 4x4 de A* son 0, rango(A*) <
4, pero antes vimos que rango(A*) > 3,luegorango(A*) =
3 = rango(A) = rango(A*) < nimero de incognitas

= 4 = Sistema compatible indeterminado.

Aplicamos el método de Gauss.

2 1 0 =1 2\ (1 5 0 F]1
4 5 0 0] 3 || 4 5 0 0] 3
28 1 8| -3 |-281 8|-3
0 3 -1 1| -3 0 3 -1 1| -3
13 0 3|1 13 0 F| 1
Ao 3 0 2| =103 0 2| -1
2|09 1 7| -1fgl0o0 1 1] 2
03 -1 1| -3 00 -1 -1| =2
130 3] 1 210 -1] 2
Fgl 0030 2| =1 |10 30 2| -1]_
001 11| 2 001 1] 2
000 01| O 000 0] O
2x+y—-t = 2
3y+2t = -1 (=
z+t = 2
t=a,z=2-a,y = IEZQ,X—%,QER.
e Sia # 3:

rango(A*) = 4 # rango(A) = 3 = Sistema incompati-
ble.
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Problema 2.2.11. Determinar a 'y b para que el sistema de ecua-
ciones

2x —=3y+az = 0
x+y-3z = b
3x-Ty+bz = a
sea compatible indeterminado.
Soluciédnm.
Procedemos del mismo modo que en los ejercicios anteriores.
2 -3 a |0
A= 1 1 =3| b
3 -7 b | a

Para que sea sistema compatible indeterminado, rango(A) =
rango(A*) < nimero de incégnitas = 3. El rango méaximo de
A es 3. Por ello, |A| debe ser 0.
|Al=—-10a +5b - 15=0 = a = -7,

Para que sea sistema compatible indeterminado, a debe ser —#.

Con ello, A* queda como
—-b+3
2 -3 _T+ 0

A*=1 1 -3 b
—b+3
3 -7 b -
Como % _1 ' # 0 = rango(A) = 2 independientemente de

b.
Para que rango(A*) = 2, la dltima posible ampliacion (la otra
era |A|) del menor principal anterior, debe ser 0.

2 -3 0

11 b |=bEb-0=sp=1.
—b+3

3 7

Usando que a = —# =a=-1.
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Luego, rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incégnitas
= Sistema compatible indeterminado. [

Problema 2.2.12. Sea el sistema de ecuaciones

X+2y+z = 1
2x+y+3z = -4
x—y+(a+2)z = -3a-5
dx+2y+(a+6)z = —3a>-8

(a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores de a.
(b) Resolver sl sistema de ecuaciones para a = 1.

Solucién.
Procedemos del mismo modo que en los ejercicios anteriores.

(a) En forma matricial,
1 2 1 1

2 1 3 —4
1 -1 a+2| -3a-5
4 2 a+6| —34>-38
|A*| =9a° - 94> =0 = a =0,a = 1.

A* =

* Sia=0:
|A*| =0 = rango(A*) < 4.
1 2 1 1
. |2 1 3| -4
AT = 1 -1 2| -5
4 2 6| -8

rango(A*) = 2 = rango(A) < nimero de incégnitas
= 3 = Sistema compatible indeterminado.
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e Sia=1:
|A*| =0 = rango(A*) < 4.
1 2 1 1
. |12 1 3| -4
A=l o1 3] 8
4 2 7| -11

rango(A*) = 3 = rango(A) = ntimero de incognitas
= 3 = Sistema compatible determinado.

e Sia#0ya#1:

|A*| # 0 = rango(A*) = 4 pero el rango maximo de A
es 3, luego es un sistema incompatible.

(b) Para @ = 1 era sistema compatible determinado. Resolve-
mos con el método de Gauss (Cramer no porque el nimero de

ecuaciones es distinto al nimero de incégnitas).
1 2 1 1 1 2 1 1

2 1 3| -4 F;? 0 -3 1| -6
1 -1 3| -8 F;fpﬁ 0 -3 2| -9
4 2 7| -11 0 -6 3| —15
1 2 1 1 1 2 1 1
F3~‘21 0 -3 1| -6 Fi_,31 0 -3 1| -6 -
F7 0 0 1| -3 0O 0 1| -3
0 0 1| -3 0 0 0 O
x+2y+z = 1
-3y+z = -6 p=>z=-3,y=1,x=2
z = -3
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Capitulo 3

Espacios vectoriales

Indice
3.1 Definicién de un espacio vectorial . . . . 91
3.2 Independencia lineal de vectores . . . . . 94
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subespacios vectoriales . . . ... ... 118

3.5 Subespacio suma y subespacio interseccion 130

3.1 Definicion de un espacio vectorial
Problema 3.1.1. Sean las operaciones de R* definidas por
(r,y) + () = (x+x,y+y +1),

a(x,y) = (ax, ay).
Estudiar si (R?, +, -) es un R-espacio vectorial.
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Definicién de un espacio vectorial

Solucidn.

Para demostrarlo vamos a ver si el espacio vectorial con la ope-
racion suma es un grupo. Para que el espacio vectorial sea un
grupo, la operacion + tiene que verificar ser asociativa, tener
elemento neutro y que todos sus elementos tengan elemento in-
Verso.

e Asociativa:
Seanu = (a,b),v = (c,d), w = (e, f) € R%.

(u+v)+w = ((a,b)+(c,d))+(e, f) = (a+c,b+d+1)+
(e, f) = (a+c+e,b+d+1+f+1) = (a+c+e,b+d+f+2).

u+(v+w) =(a,b)+((c,d)+(e, f)) = (a,b)+(c+e,d+
f+1) =(a+c+e,b+d+f+1+1) = (a+c+e,b+d+f+2).

Como (u+v)+w =u+ (v+w), se cumple la propiedad
asociativa.

* Elemento neutro:
Seanu = (a,b), e = (x,y) € R%.
Debe cumplirse u + e = e + u = u.
u+e=(a,b)+(x,y)=(a+x,b+y+1).
e+u = (x,y)+(a,b) = (x+a,y+b+1) = (a+x,b+y+1).

Este dltimo paso se puede realizar ya que la suma de nu-
meros reales es conmutativay a, b, x,y € R.

Vemos cuanto debe valer (x, y).
u+e=u= (a+x,b+y+1)=(a,b).
Entonces, obtenemos las 2 siguientes ecuaciones:

a+x=a=x=0,
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b+y+l=b=y=-1.

El elemento neutro es e = (0, —1).

¢ Elemento inverso:
Seanu = (a,b),e =(0,—-1) e V.

Hay que verificar que para todo u € R?, existe ' tal que
u+u =u'+u=e.

u+u' =e=u"=e-u=e+(-a,-b) =(-a,-b).

u+u =(a,b)+(-a,-b)y=(a—-a,b-b+1)=(0,1) #
e=1(0,-1).

Por lo tanto, no tiene elemento inverso, por lo que (R?, +, -)
no es R-espacio vectorial.

Problema 3.1.2. Sean las operaciones de R? definidas por
(x, )+ (X, y)=(x+x'+1L,y+y +1),
a(x,y) = (ax, ay).
Estudiar si (Rz, +, -) es un R-espacio vectorial.

Solucidn.

Para demostrarlo vamos a ver si el espacio vectorial con la ope-
racion producto por escalar verifica ser distributiva respecto a la
suma de vectores, distributiva respecto a la suma de escalares,
asociativa con escalares y tener elemento unidad.
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* Distributiva respecto a la suma de vectores:
Seanu = (a,b),v = (c,d) € RZ, a € R.
a(u+v)=a((a,b)+(c,d))=ala+c+1,b+d+1) =
(eka+ac+a,ab+ad+ a).
au+av = ala,b) + a(c,d) = (aa,ab) + (ac + ad) =
(ea+ac+1,ab+ad+1).

Como a(u +v) # au + av, no se cumple la propiedad
distributiva respecto a la suma de vectores.

Por lo tanto, (RZ, +, -) no es R-espacio vectorial.

3.2 Independencia lineal de vectores

Problema 3.2.1. SeaV = {(-1,0,2),(1,1,0), (-10,-17,1)} C
R3. Estudiar si el vector (5, -2, 3) pertenece a la variedad lineal
generada por los vectores de V.

Soluciédm.
Para ver si (5, -2, 3) pertenece a la variedad lineal, tenemos que
ver si puede ser generado por los vectores de V, es decir, si pode-

mos expresar el vector como combinacion lineal de los vectores
de V.
Vemos si existen A1, A3, A3 tales que

(5,-2,3) = 1;(=1,0,2) + A2(1,1,0) + A3(=10, —17, 1).
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A1+, —1043 = 5 -1 1 -10 5
L—-1713 = =2 }=A*=| 0 1 —-17| =2
211+43 = 3 2 0 1 3

o -1 1 =10 5\ /-1 1 -10] 5

Ao 1 =171 =221 0 1 <17 =2 |>

0 2 —-19] 13 0 0 15 | 17

—/11+/12—10/l3 = 5

_ _ 17 _ 259 _ 14
A —1713 = =2 > 43=1540=5,4=1-
150 = 17

Vemos que existe A1, A2, A3, luego (5, -2, 3) pertenece a la va-
riedad lineal.
Para comprobarlo, también es suficiente con ver que el sistema
es compatible, sin necesidad de calcular los valores de los A.

[ |

Problema 3.2.2. Calcular el valor de a para el cual los vectores
de R*

a=(a,-1,0,1), b=(0,a,-1,1), c=(1,0,-1,2),
son linealmente dependientes.

Solucidn.

Son linealmente independientes si Aja + A2b + Az¢ = 0 siy solo

Si/ll =/12 =/13 =0.

Formamos el sistema

Ai(a,-1,0,1)+42(0,a,-1,1)+23(1,0,-1,2) = (0,0,0,0) =
(/lloz, -4, 0, /11)+(0, Aa,—A2, /12)+(/13, 0, —A3, 2/13) = (0, 0, 0, 0) =

Aa+Az3 = 0 a 0 1 0
-L+ba = 0 . | -1 a 0 0
- = 0 [T 0 -1 <10
/l1+/12+2/13 =0 1 1 2 0
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Por lo tanto, para que sean linealmente dependientes, el sistema
debe ser compatible indeterminado, de forma que la solucién
trivial no es la tinica solucién. Estudiamos el sistema en funcién
de a. Recordamos que en un sistema homogéneo rango(A) =

rango(A”).
(1) _11 # 0= rango(A),rango(A*) > 2.
-1 a 0
0 -1 -l|=-a+1=0=>a=1.
1 1 2
El otro posible determinante 3 X 3 es
a 0 1
0 -1 -1 |=-a+1=0=a=1.
1 1 2

Luego, si @ = 1, rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de
incognitas = 3 = Sistema compatible indeterminado.
Por lo tanto, a debe ser 1.

Problema 3.2.3. Sean los vectores de R*
up = (_170’4’ 1)7 uy = (3,_2’()’2)7
us = (2,a,-2,0), ug=(2,-3,-2,3).

Calcular el valor de a para que uq sea combinacion lineal de
up,uz, us.

Solucidn.

Para que u4 sea combinacioén lineal, deben existir A, A, A3 € R
tal que ug = Ayuy + Arup + Azus.

(2, —3, —2, 3) = (—/11, 0, 4/11, /11) + (3/12, —2/12, 0, 2/12) +

(2/13, a/l3, —2/13, 0) =
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2 = —A 430 +21; 1 3 2] 2
-3 = =27 + ads . 0 -2 «a -3
2 = - (T4 0 2] 22

3 = Ay + 24, 1 2 ol 3

Para que existan 41, A7, 43, el sistema debe ser compatible, es
decir,

rango(A) = rango(A”).

Como el rango maximo de A* es 4 y el de A es 3, |A*| debe ser
0.

Discutamos el sistema en funcién de «.

|A*| =300+ 18 =0 = @ = -3.
Sia= —% = |A*| =0 = rango(A*) < 4.

-1 3 2 2
0 -2 -2| -3
- 5 = * =
A 40 5| 2| rango(A) = rango(A*)
1 2 0 3

3 = nimero de incégnitas = Sistema compatible determinado.
No puede ocurrir que a # —% porque entonces |A*| # Oy
rango(A*) = 4, cuando el maximo rango de A es 3. Luego,

seria un sistema incompatible.

Por lo tanto, a = —%.

Problema 3.2.4. Sea el espacio vectorial de R>.

(a) Estudiar si los vectores
up =(1,3,5), wu=(-1,0,2), u3=(3,31)

son linealmente dependientes o independientes.
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(b) Sean los vectores v = (1,0,1), w = (1,0,-1) y V la va-
riedad lineal generada por ellos. Estudiar si los vectores
p=(1,0,5 yq=(1,1,0) pertenecena V.

Solucidn.

(a) Son linealmente independientes si la igualdad Aju; + Auy +
Asuz = 0 Gnicamente se verifica para 41 = A4, = A3 = 0. En caso
contrario, son linealmente dependientes.

A1(1,3,5) + 22(-1,0,2) + 23(3,3,1) = (0,0,0) =

(/11, 344, 5/11) + (—/12, 0, 2/12) + (3/13, 343, /13) = (0, 0, O) =
(/11 - Ay + 3/13, 311 + 3/13, 541+ 24, + /13) = (O, 0, O) =

A —/12+3/13 =0 1 -1 3 0
3 +343 = 0 p=A*"=[3 0 3|0
SA1+20,+43 = 0 5 2 1 0

Debe ser sistema compatible determinado para que tinicamente
exista la solucidn trivial y sean linealmente independientes. En
caso contrario, son linealmente dependientes. Recordamos que
en un sistema homogéneo rango(A) = rango(A*).

|A| =0 = rango(A) = rango(A*) < 3.

1 -1
3 0
incégnitas = 3 = Sistema compatible indeterminado.

Por lo tanto, la igualdad se verifica no solo para 41, 43,43 = 0.
Entonces, son linealmente dependientes.

También se podria haber hecho este apartado formando una ma-
triz con los 3 vectores y si el rango es maximo (en este caso 3),
los vectores son linealmente independientes. Sino, no.

# 0 = rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de

(b) Para ver si pertenecen a V, vemos si se pueden generar por
combinacion lineal de los vectores de V.

e p=(1,0,5):
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Deben existir 41,42 € R: p = A1v + Ayw.

(1,0,5) = 41(1,0,1) + 22(1,0,-1) = (1,0,5) = (4; +
/12’ 09/11 _/12) =

1 = L1+

0 = 0 = A1 =3,1, =-2.

S = 41—-4
Vemos que existen 41,4, € R, porloque p € V.
q=(1,1,0):

Deben existir 41,42 € R: g = A1v + Aow.

(1, 1,0) = /11(1,0, 1) +/12(1’0’_1) = (1’ 1’0) = (/11 +
/129 09/11 _/12) =

1 = 411+
1 = 0
0 = 41—

Como la segunda ecuacién no tiene sentido, no existen
A1, A2 € Rtalesque g = A;v+ Aw,porloqueg ¢ V.

Problema 3.2.5. Sean los vectores de R*

up = (1, —2, 1, 3), uy = (2, _4" 09 2)5

us = (35 _69 la 5)’ Ug = (2’ _4’ _4’ _6)

Calcular una base de la variedad lineal generada por ellos.

Solucidm.
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{uy,uz, u3, us} forman un sistema generador de la variedad li-
neal

Q =< Uj,Ur, Uz, Ug >.

Para obtener la base, vemos cudles de ellos son linealmente in-
dependientes. Para ello, formamos una matriz y los vectores aso-
ciados al menor principal son los linealmente independientes Yy,
por lo tanto, la base de la variedad lineal Q.

1 -2 1 3
2 4 0 2
A= 3 -6 1 5
2 -4 -4 -6
De las filas 1 y 2 obtenemos el determinante
1 3
0 2 ‘ # 0 — rango(A) > 2.

No es posible encontrar un menor 3 X 3 de este que sea distinto
de 0, luego, rango(A) = 2 y como son las filas 1 y 2 las asocia-
das a este menor principal, los vectores u; y u; son linealmente
independientes.
Por lo tanto, la base de la variedad lineal Q es
Bo ={u,uz} ={(1,-2,1,3),(2,-4,0,2)}.

B

Problema 3.2.6. Determinar, segiin los valores de a y B, si los
vectores de R*

{(1,2,3,4),(2,3,4,1),(3,4,1,8),(4,1,2, @) }
son linealmente dependientes o independientes.

Solucién.

Formamos la matriz A con los vectores y, en funcion de si A tiene
rango maximo o no, vemos si son linealmente independientes o
dependientes.
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A=

W N =

23
3 4
4 1
2

R>™ = b

4 1

Al =4a+46+140=0=a=--35,B€R.
Luego, si @ = -8 — 35, B8 € R, |A| = 0, por lo que los vectores
son linealmente dependientes. En cambio, sia # —5-35,5 € R,
|A] # 0, por lo que los vectores son linealmente independientes.
[

Problema 3.2.7. Determinar a y b para que el conjunto
B={(1,-1,-3,1), (a,-1,1,-1),(2,-b,1,-2),(1,1,-b, 1) }

forme una base de R*.

Solucién.

Para que formen una base, deben de ser sistema generador de
R* y linealmente independientes. Como en este caso tenemos 4
vectores y un espacio vectorial de dimension 4, podemos usar el
siguiente corolario:

Sea V un espacio vectorial de dimension n. Entonces, dado un
conjunto de exactamente n vectores, son equivalentes que sean
linealmente independientes, sistema generador de V y base de
V.

Por lo tanto, con hallar a y b para que sean linealmente indepen-
dientes es suficiente. Para que sean linealmente independientes,
el rango de la matriz que forman debe ser maximo, en este ca-
so 4. Luego, el determinante de la matriz que forman debe ser
distinto de 0.
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1 -1 -3 1
a —1 1 —1 _ 2 2 _ (*)
> b 1 -2 =-4da—-ab - -b"+ab+9b-12=0>=
1 1 -b 1

—4a—ab®>-b*>+ab+9b— 12— (=b>+9b) = 0— (=b*+9b) =
—4a —ab* +ab - 12 = —(-b>+9b) =

—~4a —ab®>+ab=b>-9b+12 =

a(~4-b>+b)=b* -9+ 12 = a =282 e R,

Por lo tanto, para que el determinante sea distinto de 0 y los

vectores sean linealmente independientes y formen base se debe

: b2-9b+12
de cumplir a # —=5-=,b € R.

(*) Restamos en ambos miembros de la ecuacién (—b? + 9b).
|

Problema 3.2.8. Se consideran los vectores de R>
u=(-1,0,1), v=(1,1,0), w=(-10,-7,3).

(a) Determinar cuales de ellos son linealmente independien-
tes.

(b) Hallar una base de R que contenga a los vectores que
son linealmente independientes.

Soluciénm.
(a) Vemos el rango de la matriz que forman. Los linealmente
independientes son aquellos asociados al menor principal.

-1 0 1
A= 1 1 0
-10 -7 3

|A| =0 = rango(A) < 3.
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1 1
Luego, los vectores linealmente independientes son u y v.

'_1 0';&0.

(b) Para una base de R3 necesitamos 3 vectores de R? y, COMo en
este caso, R3 es un espacio vectorial de dimension 3, sabemos
por el corolario anterior que es equivalente que sean linealmente
independientes a que sean sistema generador de V y base de V.
Por lo tanto, con tener 3 vectores linealmente independientes es
suficiente para afirmar que esos 3 vectores son base de R3. Te-
nemos 2 de ellos. Buscamos un tercero que haga que el determi-
nante que forman sea distinto de 0.
Sea g = (a, b, ¢) el tercer vector que buscamos.
-1 0 1
1 1 0|l=-a+b-c=0=b=a,c=p,a=a-p,
a b c
a, B €R.
Para que el determinante sea distinto de O y, por lo tanto, los 3
vectores sean linealmente independientes, basta con darle unos
valores a a, b, ¢ que no cumplan las soluciones calculadas. Por
ejemplo, b =3,c =4,a = 2.
Por lo tanto, una base es B = {(-1,0,1),(1,1,0),(2,3,4)}.
|

3.3 Cambios de base y coordenadas
Problema 3.3.1. Sean los conjuntos de vectores de R*
A=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,2,1,0),(1,3,3,1)},

B =1{(2,0,0,0), (-2,1,0,0), (1,0, 1,0), (0,0,0, 1)}.
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(a) Demostrar que A y B forman bases de R*.

(b) Calcular las coordenadas de cada vector de una base res-
pecto de la otra.

(c¢) Calcular las coordenadas del vector x = (-4,—4,1,2)
respecto de ambas bases.

Solucidn.

(a) Como estamos en R* y tenemos 4 vectores en A y 4 en B,
por el corolario anterior, es equivalente que sean linealmente
independientes a que sean sistema generador de R* y base de
R*.

Vemos entonces si son linealmente independientes y, si lo son,
forman base de R*.

100 0
1100
A=l1 210
1331

luego |A| =1 # 0, de donde rango(A) =4 = rango;,q,(A).
Los vectores de A son linealmente independientes, luego, por el
corolario anterior, forman una base de R*.

2 000
-2 1 00

B = 1 010 = |B] =2 # 0 = rango(B) = 4 =
0 0 01

rangomax(B).

Los vectores de B son linealmente independientes, luego, por el
corolario anterior, forman una base de R*.
Por lo tanto, los vectores de A y B forman 2 bases de R*.

(b) Para expresar un vector v respecto a una base B, expresamos
v como combinacion lineal de los vectores de B. Los coeficientes
de v en la base B son las coordenadas de v en dicha base.
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Calculamos las coordenadas de cada vector de A respecto de B.

(1,0,0,0) = 11(2,0,0,0) + A>(=2,1,0,0) + 25(1,0, 1,0)
+14(0,0,0,1) =

1 = 2/11—2/12+/13

0 = Al =14y = 4= Ay = 0, luego
0 — /13 1_2’ 2 = 3= 4 = B g s
0 = Ay

(1,0,0,0) = (3,0,0,0).

(1,1,0,0) = ;(2,0,0,0) + A2(~2, 1,0,0) + A3(1,0, 1,0)
+14(0,0,0, 1) =

1 = 24, —24,+ A3

b= Ll =3 b=l =a=0, 1

0 = 25 5,42 = 1,43 = 44 = 0, luego,
0 = A

(1,1,0,0) = (3,1,0,0)3.

(1,2,1,0) = 2;(2,0,0,0) + 12(=2, 1,0,0) + A3(1,0, 1, 0)
+14(0,0,0,1) =

1 = 241 =24+ A3
2 = /12 = /11 = 2,/12 = 2,/13 = 1,/14 =
1 = A3
0 = Ag

0, luego, (1,2,1,0) =(2,2,1,0)p.

(1,3,3,1) = 21(2,0,0,0) + 12(=2,1,0,0) + A3(1,0, 1, 0)
+14(0,0,0, 1) =
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1 = 24, —24,+ A3
3 = Ao
= 1 =2,/7.2 =3,/13 =3,/l4 =1=
3 = A3
1 = Aq

(1,3,3,1) =(2,3,3, 1)p.
Las coordenadas de cada vector de A respecto de B son
{(3,0,0,0),(3,1,0,0),(2,2,1,0),(2,3,3, 1)}

(c) Hacemos el mismo procedimiento que en el apartado ante-
rior.

* Respecto de A:

(=4, -4,1,2) = ,(1,0,0,0) + A2(1,1,0,0) + A5(1,2, 1,0)
+4(1,3,3,1) =

-4 = A+ +A3+ A4

-4 = A2+ 213+ 314 _ _ _
| = A3+ 34, = A ——1,/12—0,/13—
2 = Ay

—5,/14 =2=x= (—1,0, —5,2)A.
* Respecto de B:

(-4,-4,1,2) = 211(2,0,0,0) + 212(-2,1,0,0) + 23(1,0, 1, 0)
+14(0,0,0,1) =

-4 = 24 -2, + A3

-4 = A2 13
1 = 13 = /11 - _7’/12 = _4a/13 -
2 A4
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Problema 3.3.2. Se consideran los vectores de R*
uy =(1,0,-1,2), wuy=1(0,1,1,2), wu3z=(1,1,0,4),
ug=2,-1,-1,6), wus=(1,-1,-2,-4).
(a) Determinar cuales de ellos forman una base de R*.

(b) Calcular las coordenadas de los restantes vectores res-
pecto a la base obtenida anteriormente.

Solucidn.

(a) R* tiene dimensi6n 4 (ya que la base canénica
B.{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1)} siempre es ba-
se y sabemos que todas las bases de un espacio vectorial tienen
el mismo cardinal), luego, la base solo puede estar formada por
4 vectores.

Basandonos en el corolario anterior, un espacio vectorial V de
dimension n, dado un conjunto de exactamente n vectores S =
{v1,..., v}, son equivalentes: S son linealmente independientes;
S es sistema generador de V; S es base de V; los vectores que son
linealmente independientes son los que forman una base de R*.
Para ello, formamos una matriz con los vectores y, los asociados
al menor principal de orden 4, son los linealmente independien-
tes,

1 0 -1 2
0O 1 1 2
1 1 0 4
2 -1 -1 6
1 -1 -2 4
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1 0 -1 2
. 0O 1 1 2 .
El determinante 1 1 o0 4| distinto de 0, luego,
2 -1 -1 6

ui, us, us, us son linealmente independientes y forman una base
de R*.

(b) Calculamos us respecto de {u, us, us, us}. Lo hacemos del
mismo modo que en el ejercicio anterior.

(1,-1,-2,-4) =2:(1,0,-1,2) + 1»(0,1,1,2) + A3(1,1,0,4)
+24(2,-1,-1,6) =

1 = /11+/13+2/14
—1 = /12+/13—/14
-2 = A1+ — A4

-4 = 24 +2,+43 + 6/14
Formamos la matriz y resolvemos.

1 01 2 1 1 01 2 1
A = 0O 11 -1 -1 Fél 011 -1 -1
-1 10 -1} -2 |p2f0 11 1] -1
2 24 6| 4 022 2| -6
1 01 2 1 1 01 2 1
Fiz‘ 011 -1f -1 Fg 011 -1 -1 -
2 000 2 0 000 2 0
000 4| -4 000 0| -4

rango(A) # rango(A*) = Sistema incompatible.
Por lo tanto, no tiene solucién y no podemos expresar us respec-
to de {uy, up, usz, uq}. [ |

Problema 3.3.3. Sea B = {uy,us, u3,us} una base de R*. Se
consideran las bases By = {vi,v2,v3,va} y By = {w, wo, w3, wya},
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tales que
Vi = Uy + 3ua, wi =2u; — 2uy + Uy,
Vo = —up + up, Wy =uUuy+uy+us,
V3 :—2u1 —u3+2u4, w3 :3u1+u3—u4,

V4 = —Ul — Uy — U3+ Uy, Wg=—2uUp— U3+uUy.
(a) Demostrar que B y B> son bases de R*.
(b) Hallar la matriz de cambio de base de B| a B».

(c) Determinar las coordenadas respecto de B del vector cu-
yas coordenadas respecto de By son (2,1,0,—1).

Solucidn.

(a) En primer lugar, hallamos las coordenadas de los vectores de
By y B3 que, como nos los dan como combinacion lineal de B,
los vectores de By y B; estdn expresados respecto de B.

By ={(0,1,0,3),(-1,1,0,0), (-2,0,-1,2), (-1,-1,-1,1)}
B> ={(2,-2,0,1),(1,1,1,0),(3,0,1,-1), (0,-2,-1, 1)}
Para demostrar que son bases, como estamos en R4 y B, B
estdn formados por 4 vectores, usando el corolario mencionado
en los ejercicios anteriores, vamos a demostrar que son lineal-
mente independientes los vectores de cada conjunto y, con eso,
demostramos también que son base de R*.

d B]Z
0O 1 0 3
-1 1 0 0
By = b0 -1 2|7 |Bi| # 0 = rango(B)) =
-1 -1 -1 1
4,

Por lo tanto, son linealmente independientes y los vectores
de B, forman una base de R*.
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d Bz:
2 -2 0 1
I 1 1 0
B, = 30 1 L= |B2| # 0 = rango(B) =
0 -2 -1 1
4.

Por lo tanto, son linealmente independientes y los vectores
de B, forman una base de R*.

(b) La matriz de cambio de base de B; a B, es escribir los vec-
tores de B en funcién de B, como columnas. Calculamos las
coordenadas de los vectores de B respecto a Bj.

¢ (0,1,0,3) = A;(2,-2,0, )+12(1, 1, 1,0)+15(3,0, 1, - 1)
+4(0,-2,-1,1) =

0 = 2/11 + Ay + 3/13
1 = —2/11 + /12 - 2/14
0 = Ay + Az — Ay =
3 = A1 — A3+ A4
2 1 3 010 1 0 -1 1 3
A = -2 1 0 -2]1 Fuy -2 1 0 -2]1
O 1 1 -1]0 O 1 1 -1]0
1 0 -1 1 3 2 1 3 010
1 0 -1 1 3 1 0 -1 1 3
B0 1 -2 0 7 |01 =2 0 7
P20 1 1 =1 0 |g|00 3 1| =7
01 5 2| -6 o0 7 =2 -13
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(10 -1 1 3
o1 =2 0| 7 -
00 3 -1 -7
o0 o0 1|2

Al —A3+A4 = 3
-2 = 17
- = -7 (7

1 _ 10
s = 3

Ay = 10,/13 = 1,/12 = 9,/11 =-6=>
(0,1,0,3) = (=6,9,1,10),.

(=1,1,0,0) = 2;(2, =2,0, D)+A2(1, 1, 1,0)+15(3,0, 1, 1)
+4(0,-2,-1,1) =

-1 = 241 + Ar + 343
1 = 24+ -24
0 = Ay + A3 — A4 =
0 = /11—/13+/14
2 1 3 0] -1
. 21 0 2| 1
A ( 01 1 —-1] 0
1 0 -1 1] 0
1 0 -1 1] 0
el -2 1 0 =21 1
1o 11 -1] 0
2 1 3 0| -1
10 -1 1] 0
2101 =2 01
F}lz 01 1 -1 0
01 5 =2| -1
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10 -1 1] 0
FElo1 =2 o] 1
|00 3 -1 -1

00 7 -2 -2

{10 -1 1] 0

o1 —2 o 1
00 3 -1 -117

1 1

o0 o0 L1]1
Al —Az3+A4 = 0

=213 = 1

Bh-Ay = -1 [~

1 1
U = 3

Ag = 1,/13 = O,/lz = 1,/11 =-1=
(-1,1,0,0) = (-1,1,0,1),.

(=2,0,-1,2) = 21(2,-2,0, D)+A2(1,1,1,0)+25(3,0,1,-1)
+24(0,-2,-1,1) =

-2 = 24 +/lz+3/13
0 = 241+, -2
-1 = /12+/l3 — A4 =
2 = /11 —/13 +/14
2 1 3 0 -2
.l -21 0 2] 0
AT = O 1 1 -1] -1
I 0 -1 1 2
1 0 -1 1 2
Ful 2 1 0 =21 O
o 1 1 -1] -1
2 1 3 0 -2
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Cambios de base y coordenadas

10 -1 1] 2
2101 -2 0| 4
F;z 01 1 -1] -1
01 5 2| -4
10 -1 1] 2
101 =2 0| 4
F:_21 00 3 —-1|-5
00 7 -2/ -8
(10 -1 1] 2
FAlo1 =2 0| 4
“loo 3 -1] 5|7
oo o 1|4
Al —Az3+A4 = 2
=213 = 4
G-y = -5 [~
e = 4

Ag = 11,/13 =2,1=811=-7T=
(=2,0,-1,2) = (-7,8,2,11),.

(-1,-1,-1,1) = 2;(2,-2,0, D)+A2(1, 1, 1,0)+25(3,0, 1, 1)
+24(0,-2,-1,1) =

-1 = 241 + A2 + 313
-1 = 211+, 244
-1 = /12+/l3—/14 =
1 = Al —A3+ A4
2 1 3 0| -1
L2100 2| -1
AT = O 1 1 -1] -1
I 0 -1 1 1
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Cambios de base y coordenadas

1 0 -1 1 1
el -2 1 0 2| -1
o1 1 -1 -1
21 3 0| -1
1 0 -1 1 1
2101 =2 011
F}lz 01 1 —1|-1
01 5 2| -3
1 0 -1 1 1
FRlo1 =2 0 1
F’;zl 00 3 —-1| =2
00 7 2| -4
(10 -1 1 1
FJS1 0 1 =2 1
“loo 3 1] 2|7
00 0 1| 32
/11—/l3+/14 = 1
=213 = 1
30— Ay = 2]:"
e = 3

Ag = 2,/13 =0,hL=14=-1=
(-1,-1,-1,1) = (=1,1,0,2),.

Por lo tanto, la matriz de cambio de base es

6 -1 -7 -1
9 1 8 1
M-8=| 1 o 2 o
0 1 11 2

(c) Paraello, como en el apartado anterior hemos hallado Mp, _,,,
la Mp,—,p, eslainversa y hacemos uso de ella.
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Cambios de base y coordenadas

2 2 -l
5 5 350
| _u 17
Mp,p, = (Mp,>p)" = 1 1 3 0
TR S T
5 5 75
Luego,
2 $
1 _18
Mp,—p, - 0 = _3
1 i
Bz 5 Bl

Entonces, el vector respecto a B; es (g, —%, —%, —%).
[ |

Problema 3.3.4. Sean B = {uj,uz,u3} y B = {vi,va,v3} ba-
ses de R3. Se considera un vector x € R> cuyas coordenadas
respecto de B son (1,-1,2). Sabiendo que

ur = vi
U = vi—v2
usz = VvVi—Vy—V3

Calcular las coordenadas de x respecto de B’.

Soluciébn.

Sabemos que x = (1, —1,2)p y con el sistema, tenemos los vec-
tores de B respecto a B’ (ya que nos dan la expresion de los
vectores de B como combinacion lineal de los vectores de B’),
que es

Bp ={(1,0,0), (1,-1,0), (1,-1,-1) } p-.

Con Bp/, podemos hallar la matriz de cambio de base Mp_,p
y como tenemos x respecto a B, para hallarlo respecto a B’ lo
multiplicamos por Mp_,p’.
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Cambios de base y coordenadas

1 1 1
Mp_.p = 0 -1 -1
0O 0 -1
I 1 1 1 2
xgpr = Mp_,p - xp = 0O -1 -1 11 -1 1]=]| -1 =
0 0 -1 2 -2

xp =(2,-1,-2)p.

Problema 3.3.5. Sean B = {u,uy,usz} y B' = {vy, vy, v3} bases
de R3 tales que

u = V1+5V2—V3
Uy = avy—2vy+3v;3
Uz = —=5Svi+vy+v3

Si x € R? tiene por coordenadas respecto de By B’ (-2, 1,3),
(=9, -9, 8), respectivamente. Calcular el valor de a.

Soluciédn.

Del enunciado extraemos que, a partir del sistema, nos dan las
coordenadas de los vectores de B respecto a B’ (ya que nos dan
la expresion de los vectores de B como combinacién lineal de
los vectores de B’).

Bp ={(1,5,-1),(a,-2,3),(-5,1,1)}p.

También tenemos que

xp=(-2,1,3),xp = (-9,-9,8).

Con Bp podemos hallar la matriz de cambio de base Mp_,p.
A partir de ella y xp, xp’, usamos la igualdad Mp_,p - xp = xp’
para calcular a.
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Cambios de base y coordenadas

I a -5 I a -5 -2
Mp_,p = 5 -2 1 = 5 =2 1 . 1 =
-1 3 1 -1 3 1 3 /g
-9 a—17 -9
-9 = -9 =| -9
8 8 8

BI
Para que 2 matrices sean iguales, cada elemento tiene que ser

igual a su correspondiente, luego, @ — 17 = -9 = a = 8.
H

Problema 3.3.6. Sean B = {uy,uz,usz}y B’ = {vy,va,v3} bases
de R3 tales que

Uy = 2vi+vy—vs3
U = 5V1—V2+V3

Si x € R3 tiene por coordenadas respecto de By B’ (1,-1,1),
(2,3,0), respectivamente. Determinar la matriz de cambio de
base de B a B’.

Solucién.

Del enunciado tenemos que, a partir del sistema, nos dan las
coordenadas de 2 de los 3 vectores de B, respecto a B’ (ya que
nos dan la expresion de los vectores de B como combinacién
lineal de los vectores de B’).

BB’ = {(2, 1, —l), (5, —1, 1), ((1, b, C)}Bf.

También nos dan

xp=(1,-1,1), xp =(2,3,0).

Para hallar la matriz de cambio de base de B a B’ (Mp_,p/), ne-
cesitamos los vectores de B respecto a B’. Tenemos 2 y nos falta
u3. Para calcularlo, usamos la igualdad Mp_,p - xp = xp’.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales
2 5 a
MB—>B’: 1 -1 b
-1 1 ¢
2 5 a 1 2 a-3 2
I -1 b || -1 |=|3|=]|b+2 |=|3
-1 1 ¢ 1 0 c—2 0

Para que 2 matrices sean iguales, cada elemento debe ser igual
a su correspondiente.

a-3 = 2
b+2 = 3 y=>a=5b=1,c=2.
c-2 =0
5 5
us=5,1,2)pp > Mp_p=| 1 -1 1
-1 1 2

3.4 Ecuaciones paramétricas e
implicitas de subespacios
vectoriales

Problema3.4.1. Sea H = {(x1,x2,x3,x4 € R* : xj4+x0+x3+x4 =
0} un subconjunto del espacio vectorial de R*.

(a) Demostrar que H es subespacio vectorial de R*.

(b) Hallaren H tres vectores u, v, w linealmente independien-
tes y probar que todo vector de H se puede expresar como
combinacion lineal de u,v,w.

Solucidm.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

(a) Para demostrar que es subespacio vectorial de R*, usamos la
caracterizacion de un subespacio vectorial.

* H+ @:

H # @ ya que el vector (0,0,0,0) € H (porque sus coor-
denadas cumplen que x| + x2 + x3 + x4 = 0).

e Paratodo A, u € Ryparatodou,ve H= Adu+uv € H:
Sean A,u € Ryseanu,v € H.

Entonces u = (uy, up, us, ug) satisface uj+ur+uz+uyg =0
yv = (v, v2,Vv3,vyq) satisface vi + vy +v3 +v4 = 0.

Au+py = Auy, uy, uz, ug)+u(vi, va, va, va) = (Auy, Aup, Ausz, Aug)+
(uvi, pva, pvs, pva) = (Aug+pvy, dug+uva, duz+uvs, dug+

HUvs).

Para que Au + uv € H, se tiene que cumplir que la suma

de sus coordenadas sea 0.

(Auy + pvy) + (Aug + puva) + (Auz + pv3) + (Aug + pvy) =
Auy + Auy + Aus + Adug + vy + pvy + uvs + uvy = A(uy +
uy +uz+ug)+u(vi+vy+vi+vy) =0.

Y eso es 0 ya que antes vimos que u; +uy +u3+uqs =0y
que vy +va+v3+vy =0.

Como cumple las 2 condiciones de la caracterizacion, H es subes-
pacio vectorial de R?.

(b) Al pedirnos vectores de H linealmente independientes y que
todo vector de H se pueda expresar como combinacion lineal de
ellos (sistema generador), nos estan pidiendo una base de H.
Para hallar una base de H, primero hallamos un sistema gene-
rador de H y luego nos quedamos con los linealmente indepen-
dientes.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Sea un vector k = (ky, ko, k3, k4) € H, entonces k| + ko + k3 +
ks =0.

Los vectores que pertenecen a H son aquellos cuyas coordenadas
son las soluciones de la ecuacion k1 + k + k3 + k4 = 0. Enton-
ces, hallamos las soluciones a esa ecuacion. Como tenemos una

ecuacion y 4 incégnitas, necesitamos 3 parametros.

ky = A
ks = s ,A1,42,43 € R.
ky = —A1—A— A3

Por lo tanto,

k = (ki, ko, k3, ka) = (21,2, A3, =21 — A2 — A3)
= (/11’ 0’ Oa _/11) + (0’ /12’ 0’ _/12)

+ (0, O, /13, —/13)
=2;(1,0,0,-1) + 1,(0,1,0,—1)
+25(0,0,1,-1).

Como cualquier vector perteneciente a H (en este caso k es un
vector cualquiera que pertenece a H), se puede expresar como
combinacion lineal de {(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,-1)},
estos 3 vectores son sistema generador de H.

Para que formen una base, nos quedamos con los linealmente

independientes.
1 0 0 -1

Como rango| 0 1 0 -1 |= 3, entonces los 3 vectores son
001 -1

linealmente independientes.

Por lo tanto, By = {(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,-1)} ya
que hemos visto que son 3 vectores linealmente independientes
y que todo vector de H se puede expresar como combinacién
lineal de ellos.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Problema 3.4.2. Sea el espacio vectorial R4 yB ={uy,uz,us,us}
una base de R*. Se consideran los subespacios vectoriales de R*
generados por

Ly =L(vi,va,v3,va), La=(wyi, wa,wz, wy),

donde

vi=4u; — Sur +2u3 +6us wi =uj +2ur — 6u3 — 3us
vop =2u; —2uy +uz+3us  wy=—u; —4usz + Suy

V3 = 6l/l1 - 3u2 + 3u3 +9u4 w3 = 3u1 +4u2 - 8u3 — Uy
V4:4u1—u2+5u3+6u4 W4:2u1+u2+3u3+6u4

(a) Determinar una base y la dimension de cada uno de los
subespacios vectoriales.

(b) Expresar los restantes vectores que generan el subespacio
como combinacion lineal de la base obtenida.

Soluciédn.

En el enunciado, nos dan los vectores de L; y L, expresados
como combinacion lineal de los vectores de B. Por lo tanto, nos
estdn dando las coordenadas de L y L, respecto a B.

Ly ={(4,-5,2,6),(2,-2,1,3),(6,-3,3,9), (4,-1,5,6)},

L, ={(1,2,-6,-3),(-1,0,-4,5),(3,4,-8,-1),(2,1,3,6) }.

(a) Como son sistema generador de los subespacios que generan,
basta con ver cudles son linealmente independientes para hallar
cudles forman una base de su subespacio.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

(b)

vectoriales
4 -5 2 6
2 -2 1 3
Li=le 53309
4 -1 5 6
|L1] = 0.
4 -5 2
El menor principal distinto de O es | 2 -2 1 |, luego,
4 -1 5

V1, V2, v4 son linealmente independientes y, por lo tanto,
forman una base del subespacio generado por L.

Br, = {v1,v2,va4} y como son 3 vectores los que forman
la base del subespacio, la dimensién del subespacio es 3.

1 2 -6 -3
-1 0 -4 5
L=l 3 4 8 1
2 1 3 6
|L2| = 0.
2 -6 -3
El menor principal distintode Oes | 0 -4 5 |, luego,
4 -8 -1

w1, wa, w3 son linealmente independientes y, por lo tanto,
forman una base del subespacio generado por L.

Br, = {wi, w2, w3}y como son 3 vectores los que forman
la base del subespacio, la dimensién del subespacio es 3.

En L1, el vector restante es v3. Lo expresamos como com-
binacidn lineal de los vectores vy, va, v4,
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

(6,-3,3,9) = A(4,-5,2,6) + 1(2,-2,1,3)
+13(4,-1,5,6) =
6 = 4/11 + 2/12 + 4/13
-3 = =511 -2, - A3
3 = 241 + Ar + 543
9 = 64)+31, +6/13

4 2 4| 6

L | -5 2 -1 -3
A=l 1 s |3
6 3 6 9
1 3
1 1 2 1 2
Al -5 -2 -1| -3
2 1 5 3
6 3 6 9
1413 | 3
F251 0 1 4 9 A1 +1§/7.2+/l3 = g
~ 2 2 | = 5/12+4/l3 = 3 =
0 00O
/1320,/1229,/11=—3Z>V3:—3V1+9v2+0\/4.

En L,, el vector restante es w4. Lo expresamos como com-
binacién lineal de los vectores w, wa, ws,

(2,1,3,6) = 1;(1,2,-6,-3) + 22(-1,0,-4,5)
+13(3,4,-8,-1) =

2 = A=A+ 3/13
1 = 2/11 + 4/13 -
3 = —64)—44,-813
6 = =311 +54; — A3
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

1 -1 3 2 1 -1 3 2

ool 20 4o 2 2] -3

~6 —4 8| 3 |p |0 -10 10| 15

-3 5 -1] 6 0 2 8 12
I -1 3 2
Elo 2 -2 -3
F:_21 00 0] O
0O 0 10| 15
/11—/12+3/13 = 2
21 =213 = =3
1043 = 15

A3z = %,/12 0,4, = i W1 + 0wy + 3)W3

Problema 3.4.3. Sean U,V,W subespacios vectoriales de R3
definidos por

U={(x1,x2,x3 € R3: x| +xo +x3 =0}
V= {(x1,x2,x3 € R? : x1 = x3}
W = {(xl,XQ,X3 S R3 X1 =X = 0}
Determinar las ecuaciones paramétricas y unas bases de U,V ,W.

Solucidn.
Para las ecuaciones paramétricas, necesitamos la base de cada
subespacio.

o U:
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Siu = (uy,uz,u3) € U = uy +uy +usz = 0. Entonces,
los vectores de U son aquellos cuyas coordenadas son las
soluciones de esa ecuacion.

u = ﬂl
Uy = Ay ¢,A1,A2 € R,
us = —A1—-A

u = (u,uz,uz) = (A, A2, =41 — 2) = (41,0,-21) +
(Oa/12, _/12) = /11(150’_1) +/12(0’ 1,_1) =
{(1,0,-1), (0, 1,—-1)} sistema generador de U.

Para la base, nos quedamos con los que son linealmente
independientes.

rango((l) (1) j )=2:>BU={(1,0,—1),(0,1,—1)}.

A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.

Sean (x1,x2,x3) € R3, 11, 1, € R, entonces:

/11(1’09 _l) +/12(O’ 19 _l) = (xlaXZax3)'

Luego, las ecuaciones paramétricas de U son

X1 = /11
Xy = /12
X3 = —/11 — /12

Observamos que las ecuaciones paramétricas correspon-
den con las soluciones de la ecuacion implicita u + us +
uz = 0, que define en este caso al subespacio U.

o V:
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Siv = (vy,vy,v3) € V = v = v3. Entonces, los vectores
de V son aquellos cuyas coordenadas son las soluciones
de esa ecuacion. Las soluciones son

Vo = ﬂl
vi = A2 p,A1, 2 €R.
Vi = ﬂz

v = (v1,v2,3) = (A2,41,42) = (0,11,0) + (12,0, 22) =
21(0,1,0)+12(1,0,1) = {(0,1,0), (1,0, 1) } sistema ge-
nerador de V.

Para la base, nos quedamos con los que son linealmente
independientes.

rango( (1) (1) (1) ) =2 = By ={(0,1,0),(1,0,1)}.

A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.

Sean (x;,x2,x3) € R3,1;, 1, € R, entonces:

21(0,1,0) + 22(1,0, 1) = (x1,x2,x3).

Luego, las ecuaciones paramétricas de V son

X1 = ﬂz

Xy = ﬂ]

X3 = ﬂz

W

Siw = (wy,wa,w3) € W = w; = wy = 0. Entonces,

los vectores de W son aquellos cuyas coordenadas son las
soluciones de esa ecuacion.

wp = 0
wy = 0 ,A€eR.
wy = A
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

w = (wi,wa,ws) = (0,0,1) = 2(0,0,1) = {(0,0,1)}
sistema generador de W.

Como es sistema generador ese vector, también es base (si
hubiera mds de un vector, son base los que son linealmente
independientes, pero al haber 1 solo, no hay posibilidad de
dependencia lineal). Luego, By = {(0,0, 1)}.

A partir de la base, construimos las ecuaciones paramé-
tricas.

Sean (x1,x2,x3) € R?, 1 € R, entonces,
A(0,0,1) = (x1,x2,x3).

Luego, las ecuaciones paramétricas de W son

X1 = 0
Xy = 0
x3 = A

Problema 3.4.4. Sea V subespacio de R* dado por las ecuacio-
nes implicitas

Xx1—xp—x3 = 0
x1+3x+x4 = 0
2X] - 6)C2 - 3X3 — X4 = 0

Determinar las ecuaciones paramétricas, una base y su dimen-

Solucién.
Para las ecuaciones paramétricas necesitamos una base.
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Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Seav = (vi,v2,v3,v4) €V =

Vi —V2—VvV3y = 0

vi+3vy+vy = 0

2\/1 — 6\/2 - 3V3 - 4V4 =0
Los vectores de V son aquellos cuyas coordenadas cumplen el
sistema anterior (son las soluciones de ese sistema). Obtenemos

las soluciones con el método de Gauss.

1 -1 -1 0 OF_II—I—IOO
Ar=1 3 0 1 o|l*10 4 1 1 0
2 -6 -3 4| 0)F\0 -4 -1 -4 0

Fl 1 -1 -1 0 0 Vi —V2—V3 = 0
2 0O 4 1 1 0 = 4V2 +v3+vg = 0 =
0O 0 0 3|60 —3vy4 0

Va =0,V3 =/1,V2 = —le,vl = %/1,/1 eER=>

v=(v,V2,V3,Vq) = (%/l, —A—Il/l, 4,0) = /1(%, —%, 1,0).

Luego, (%, _le 1,0) es sistema generador de V y como solo esta
este vector, es base de V.

Entonces, By = (%, —4—1‘, 1,0) y por lo tanto, dim(V) = 1.

Para trabajar mas facilmente con una base de V, se puede mul-
tiplicar el vector que la forma actualmente por 4 para quitar de-
nominadores y tomar eso como base.

Ahora, a partir de la base, formamos las ecuaciones paramétri-
cas. Sean (x1,x2,x3,X4) € R* ydeR.

A(2,-1,1,0) = (x1,x2, X3, X4)

Entonces, las ecuaciones paramétricas de V son

X1 = Z/l
Xy = —i/l
X3 = A
X4 = 0

128



Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios

vectoriales

Problema 3.4.5. Sea V subespacio de R* dado por

2)61—)62—3)63 =0
X1—2)C2+6X3—6X4 =0

(a) Determinar una base y la dimension de V.

(b) Completar la base obtenida para hallar una base de R*.

Solucidn.

(a) Seav = (v,va,v3,v4) €V =
2vi—vp—-3v; = 0

V1—2V2+6V3—6V4 =0

Los vectores de V son aquellos cuyas coordenadas cumplen el
sistema anterior (son las soluciones de ese sistema).
vi = A

vy = A

, A1, A € R,
vy = 20 -3 b2
vy = /11—4/11-0-66/12+6/12 — _%/11 +2/12

V= (vl, V2, V3, V4) = (/11, 211 — 342, A2, —%/11 + 2/12) =

= 21(1,2,0,-3) + 12(0,-3,1,2).

Por lo tanto, {(1, 2,0, —%), (0,-3,1,2)} es sistema generador de
V.

La base la forman los vectores linealmente independientes,

1 2 0 -3
0O -3 1 2
mente independientes y, por lo tanto, forman una base del subes-
pacio.

Entonces, By = {(1,2,0, —%), (0,-3,1,2)}. Como esta forma-
da por 2 vectores, dim(V) = 2.

Como rango = 2, los 2 vectores son lineal-

(b) Como estamos en R*, es suficiente con encontrar 4 vectores
linealmente independientes y esos formardn una base.
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Subespacio suma y subespacio interseccién

Si a los vectores de By le afiadimos los vectores (1,0,0,0) y

1 2 0 -1
) 0 -3 1 2

(0,0,0,1), el determinante L 0 0 0 # 0.
0O 0 0 1

Luego, los vectores son linealmente independientes y forman

una base de R*.

Entonces, B = {(1, 2,0, —%), (0,-3,1,2),(1,0,0,0), (0,0,0,1)}.
B

3.5 Subespacio suma y subespacio
interseccion

Problema 3.5.1. Sean los subespacios vectoriales F = {(x, y,z7) :
x+y+2z=0}yG ={(x,y,2) : x —y =0} de (R3, +, ). Deter-
minar el subespacio interseccion entre ambos.

Solucidn.

Nos han dado los subespacios 'y G mediante sus ecuaciones
cartesianas. Consideramos el sistema resultante de unir las ecua-
ciones cartesianas de ambos subespacios.

x+y+z=0,
x—y=0.

Montamos la matriz ampliada de ese sistema y la escalonamos.
-1

I 1 1/0y&'(1 1 1|0\R*[11 0

1 -1 0]0 0 -2 -11]0 01 0/
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Subespacio suma y subespacio interseccién

Asi pues las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial F'N
G son:

Problema 3.5.2. Sean F y G subespacios del espacio vectorial
R3, cuyas bases son respectivamente Br = {(=1,0,1), (=1,1,0)}
y B¢ = {(1,1,1),(0,0,1)}. Determinar el subespacio suma
F+G.

Soluciédm.
Un sistema de generadores del subespacio F + G se obtiene con-
siderando las bases de ambos subespacios, es decir,

{(-1,0,1),(-1,1,0),(1,1,1),(0,0,1)}.

Necesitamos quedarnos con los vectores que sean linealmente
independientes para formar la base del subespacio F' + G. Para
ello, construimos la matriz cuyas filas son los vectores del siste-
ma de generadores y la escalonamos.

-1 01 1 0 -1 1 0 -1
-1 10| -11 O|r|01 -1
O L O e )
001 0 1 00 1
1 0 -1 1 0 -1
FALO0 1 -1 [0 1 -1
“loo "o o o
00 1 00 1
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Entonces, una base del subespacio F' + G es

Bric ={(1,0,-1),(0,1,-1),(0,0,1)} y dim(F + G) = 3. Co-
mo F,G c R3 sabemos que F + G C R3. En este caso, la di-
mensién de F + G y R? coinciden, por lo que afirmamos que
F+G=R. =

Problema 3.5.3. En el espacio vectorial real R, se consideran
los subespacios

X1 =a,

X2 = f3,
V=1{x3=v a,B,7€R,

X4 = @,

X5 =,

W = {(x1,x2,%3,X4,x5) € R : X1 =X5,%2 = x4} .
a) Calcular las bases y dimensiones de V y W.

b) Obtener una base del subespacio sumaV+W y su dimen-
sion.

c) Determinar la dimension del subespacio interseccion V N
w.

Solucién.
(a) Nos dan las ecuaciones paramétricas de V, asi que podemos
afirmar directamente que su sistema de generadores es

{(1,0,0,1,0), (0,1,0,0,1), (0,0,1,0,0)} .

Observamos que al montar una matriz en la que las filas son esos
vectores, la matriz estd escalonada, por lo que podemos afirmar
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Subespacio suma y subespacio interseccién

directamente que los vectores del sistema de generadores son
linealmente independientes y forman base.

By ={(1,0,0,1,0),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,0)}

y dim(V) = 3.

El subespacio vectorial W nos lo expresan mediante sus ecua-
ciones implicitas, resolviendo el sistema formado por estas ob-
tenemos las ecuaciones paramétricas de W.

X1 =a,

X1 =X X2 =P,
B > x3=vy, a,fB,v €R.

X2 = X4, _

X4—ﬁ,

X5 = a,

Y siguiendo una argumentacion andloga a la usada para el subes-
pacio V, podemos afirmar que una base del subespacio W es

By ={(1,0,0,0,1),(0,1,0,1,0),(0,0,1,0,0)}

y dim(W) = 3.

(b) Un sistema de generadores del subespacio suma V + W se
forma al unir las bases de los propios subespacios V'y W. De esta
forma, para obtener una base de V + W, simplemente tendremos
que quedarnos con los vectores linealmente independientes de
dicho sistema de generadores.

Formamos una matriz cuyas filas son los vectores del sistema de
generadores y la escalonamos:
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10010 100 1 0
01001 010 0 1
00100|[FF]00T1 0 0
100011%31000—11
01010 000 1 -1
00100 000 0 O
1001 0
0100 1
FPlo o010 0
“1oo0o00 o0
0001 -1
0000 O

Luego,
BV+W = {(1’09 09 150)’ (09 1’ Oa Oa 1)9 (0’ Oa 1a 0’0)9 (05 Oa O» 19_1)}

y dim(V + W) =4,

(c) Mediante la férmula de las dimensiones:
dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W),

determinamos directamente que dim(V N W) =3+3 -4 =2,
|

Problema 3.5.4. En el espacio vectorial R, se consideran los
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subespacios
X1 =,
X2 =3,
V=4 x3=7v, ap,y€R,
X4 = a,
xs = f3,

W = {(x1,x2,x3,%4,x5) € R? : x1 =x5,22 = x4} .

a) ;Pertenece el vector v = (1,0,2,1,0) a alguno de es-
tos subespacios? En caso afirmativo, calcular una base
del subespacio correspondiente y las coordenadas de v
en dicha base.

b) Determinar el subespacioVNW.
c¢) Calcular la dimension de' V + W.

Solucién.
(a) El vector v € V, ya que basta tomara = 1,58 =0,y =2en
las ecuaciones paramétricas de V para comprobar que el vector

v verifica las mismas.
Como tenemos las ecuaciones paramétricas de V, podemos afir-
mar directamente que un sistema de generadores de V es

{(1,0,0,1,0), (0,1,0,0, 1), (0,0, 1,0,0)} .

Construyendo una matriz cuyas filas son los vectores del siste-
ma de generadores, observamos que la matriz estd escalonada,
asi que los vectores del sistema de generadores son linealmente
independientes y forman base.

By ={(1,0,0,1,0),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,0)} .
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Subespacio suma y subespacio interseccién

Podemos expresar v como combinacion lineal de los vectores de
la base By,

v=(1,0,2,1,0) =1-(1,0,0,1,0)+0-(0,1,0,0, 1)+2:(0,0, 1,0, 0).
Y, por lo tanto, las coordenadas del vector v respecto de By son
v=(1,0,2)p,.

Por otro lado, v no pertenece a W porque no verifica sus ecua-
ciones cartesianas,

x1=1#2x5=0, x0=0#x4 =1.

(b) Para determinar el subespacio V N W tengo que resolver el
sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones implicitas de
ambos subespacios. Para W el enunciado me da las ecuaciones
cartesianas pero tengo que calcular las ecuaciones cartesianas
de V.

Mediante la férmula

n® de ecuaciones cartesianas de V = dim(R>) — dim(V))

y como antes calculamos la base de V, afirmamos que dim(V) =
3, deduciendo que

n° de ecuaciones cartesianas de V = dim(R>)—dim(V) = 5-3 = 2.

Procedemos a resolver el sistema de ecuaciones dado por las
ecuaciones paramétricas de V, considerando los parametros co-
mo incognitas, mediante el método de eliminacion de Gauss so-
bre la matriz ampliada del sistema.
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Subespacio suma y subespacio interseccién

1 00 X1 1 00 X1
01 0|x ol 010 X3
0 0 1]x3 ill 0 01 X3
1 0 0|xg [0 0 0]xq—x
010)65 000)65—)62
Las ecuaciones implicitas de V son
X4—X1=O,
X5—)C2=0.

Ahora, resolvemos el sistema formado por las ecuaciones carte-
sianas tanto de V como de W.

X4 — X1 =0,
X5—X2=0,
xl—x5:0,
xp —xq4 =0.

Mediante Gauss-Jordan sobre la matriz ampliada del sistema,

-1 00 1 0]|0 000 1 -1]0
0 -10 0 1|0|FM]0OO0O0-1 1/0
I 00 0 -1[0fm|100 0-1{0
0 10 -1 010 010 -1 00

000 1 -1]0
FEFlooo o0 00
F}l.loo 0 -1]0 |

10 -1 00
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Subespacio suma y subespacio interseccién

La solucidn de este sistema €s

X1 = @,
X2 = a,
x3 =, donde @, B € R
X4 =,
X5 =0Q,

que son las ecuaciones paramétricas del subespacio V. N W.
(c) Primero hemos de calcular la dimensiéon de W por medio de
la relacion

n® de ecuaciones implicitas de W = dim(R>) — dim(W) =
2=5-dim(W) = dim(W) = 3.

Y sustituyendo en la férmula de las dimensiones,
dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W),

determinamos directamente que dim(V+W) =3+3-2=4. 1

Problema 3.5.5. Se consideran los subespacio vectoriales:

S:{(x,y,z)€R3:x—2y+z=0},

X =a,
T=3 y=2a, a,B eR.
y:a’_ﬂ’

a) Obtener una base de S.
b) Calcular las ecuaciones cartesianas de T.

c) Obtener una base del subespacio suma S +T.
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Subespacio suma y subespacio interseccién

d) Determinar la dimension del subespacio interseccion S N
T.

Solucidn.
(a) Mediante la féormula

n° de ecuaciones implicitas de S = dim(R?) — dim(S) =
1 =3 -dim(S) = dim(S) = 2,

luego sabemos que la base de S estd formada por dos vectores.
Resolvemos la ecuacidn cartesiana dada para S, obteniendo sus
ecuaciones paramétricas,

x=2a-p,
x=-2y+z=0= y=a, a,B €R.
z=8,

Directamente, afirmamos que un sistema de generadores de S es
{(2’ 19 0)’ (_1’ 0’ 1)}

y, como coincide con su dimension, es base de S.

(b) Para obtener las ecuaciones cartesianas de 7', consideramos
las ecuaciones paramétricas dadas como un sistema de ecuacio-
nes cuyas incognitas son a y . Lo resolvemos mediante Gauss-
Jordan.

I Ojx\_,(1 O X
F

2 0|y 311 0 O|y—-2x

1 1|z )%\ 0 -1 z-x
La tnica ecuacion implicitade 7T es y — 2x = 0.
(c) Primero necesitamos la base de 7. A partir de las ecuacio-
nes paramétricas por las que viene 7" expresado en el enunciado,
afirmamos que un sistema de generadores es

{(1,2,1),(0,0,-1)}.
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Subespacio suma y subespacio interseccién

Observamos que, por ejemplo, el determinante de la submatriz
2 1

con lo que los vectores del sistema de generadores son lineal-
mente independientes y forman base de 7.

A continuacién, para obtener la base de S + 7', construimos una
matriz cuyas filas son los vectores de la base de Sy de 7. Apli-
camos transformaciones elementales por filas sobre la matriz y
los vectores linealmente independientes de la misma forman la
basede S +T.

1 0 21 0

-1 0 1 |F|-10 0
21,%41 12 0
00 -1 00 -1
010 010
F;E}Frf -1 00 Fiﬁ 1 00
Fi] 020]p|000
0 01 001

Afirmamos que
BS+T = {(190’ 0)7 (Oa 170)9 (07 Oa 1)}9

y, por lo tanto, es S + T = R3.
(d) Usando la férmula de las dimensiones,

dim(S +7) +dim(S N T) = dim(S) + dim(T),

determinamos directamente que dim(SN7)=2+2-3=1. &
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Problema 3.5.6. En el espacio vectorial real R4, se consideran
los subespacios

xX|p=a+y+20,
Xy =2B+06, a,B,y,0 €R,
x3=a+26+20,
X4=a+y+20,

W= {(Xl,XQ,X3,X4) eR* x5 +x4 = 0} )
a) Obtener la base y dimension de H.

b) /Pertenece el vector v = (1,2,—1,1) a W? En caso afir-
mativo, calcular una base del subespacio W'y las coorde-
nadas de v en dicha base.

¢) Determinar una base del subespacio suma H+W. ;Quién
esH+W?

d) Calcular la dimension del subespacio interseccion HNW.

Solucién.
(a) Ya que nos dan las ecuaciones paramétricas de H, podemos
obtener directamente su sistema de generadores:

{(1,0,1,1),(0,2,2,0),(1,0,0,1),(2,1,2,2) }.

Para obtener la base de H, nos quedamos con los vectores lineal-
mente independientes de su sistema de generadores.
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1 011 1 011
0220180110
1001,{—31001
2122 0100
0010 0000
FA1o o1 0|F'l00T10
100 1|7 1001
0100 0100

Luego,

By ={(0,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,0)} y dim(H) = 3.
(b) Sabemos que v € W si y sdlo si verifica sus ecuaciones im-
plicitas, es decir, x3 + x4 = 0. En este caso, tenemos —1 + 1 = 0.

Afirmamos que v € W.
Mediante la siguiente relacion obtenemos la dimensién de W,

n° de ecuaciones implicitas de W = dim(R*) — dim(W) =
1 =4—-dim(W) = dim(W) = 3.

Pasamos de ecuaciones cartesianas a paramétricas resolviendo

X1 =q,

x»=08apB,y €R.
x3+x4=0> 2 '8 ﬁ'}’

X3 ==,

X4 =7,

Y como el niimero de vectores del sistema de generadores obte-
nido de las ecuaciones paramétricas coincide con dim(W) = 3,
afirmamos que forman base y es:

Bw ={(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,-1,1)}.
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Finalmente, las coordenadas de v en dichabase sonv = (1,2,-1,1) =
1-(1,0,0,0)+2-(0,1,0,0) +1-(0,0,-1,1) =

(1,2,1)3.

(c) Para obtener la base de H + W, construimos el sistema de

generadores de H + W uniendo sus bases y nos quedamos con
los vectores linealmente independientes.

00 10 0010 0010
10 01 0001 0000
01 00 /|[FLEL0O0O0O0|FR]O0O0O0DO0
10 00| 1 [1OO0O0O]| [1 000
01 00 0100 0100
00 -1 1 0001 0001

Con lo que, una base de H + W es la base canénica de R* y
H+W=R%

(d) Mediante la férmula de las dimensiones:
dim(H + W) + dim(H N W) = dim(H) + dim(W),

determinamos directamente que dim(H NW) =3+3 -4 =2,
|
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4.1 Matrices de producto escalar

Problema 4.1.1. Calcular los valores de a € R para los que la
matriz

A= es matriz de producto escalar.

—_ = = R

1 1
a 1
1 1
1 a

—_— R = =
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Matrices de producto escalar

Solucidn.
Para que sea matriz de producto escalar, se deben cumplir 2 con-
diciones:

¢ A matriz simétrica.

* A matriz definida positiva (todos los menores principales
de A son mayores que 0).

Simétrica:

A = A, luego A es simétrica.
Definida positiva:
Al=a>0=a > 0.

M=% V2t is0e15a>1.
1 «a
a 1 1

As=|1 a 1|=a>-3e+2>0e 2<a<loa>l.
1 1 «a

As=|Al=a*-6a*+8a-3>0=a>1loa < -3.
Luego, para que A sea definida positiva y, por lo tanto, matriz
de producto escalar, @ > 1.

|

Problema 4.1.2. Dados los vectores v = (-1,1,0,0) y w =
(0,1,1,0), calcular sus modulos y el angulo que forman res-
pecto al producto escalar

(a) Habitual.

1 100

. . 1 200

(b) Definido por la matriz A = 00 3 0
000 4
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Matrices de producto escalar

Solucidm.

(a)

v| = Vw-v =+/(-1,1,0,0) - (-1,1,0,0) = V2.
wl = vw-w =+/(0,1,1,0) - (0,1,1,0) = V2.

v.ow=|v|-|w|-cos(v,w) =
vw _ (-1,1,0,0):(0,1,1,0) _ 1

cos(v,w) = D] = R =5=
<V, W >= arccos(%).
(b)
v =yv-v=VI=1.
1100 -1
1 200 1
vev=(-1 10 0) 003 0 o |=
000 4 0
-1
(0o 100) ' |=1
0
0
lw| = Vw - w = V5.
1100 0
1 200 1
w-w=(0 11 0) 003 0 L=
000 4 0
0
(1230)!]=s
1
0
cos(v, w) = prio = 11—\5 = %
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Matrices de producto escalar

1 100 0
1 200 1
v-w:(—1100)0030 Ll
0004 0
0
(0 100)!]=1
1
0
<v,w>= arccos(%).

Problema 4.1.3. Comprobar que x -y = (2x; — x2 +x3)(2y; —
v2+y3) + (x1y1 +xX2y2 +Xx3y3) define un producto escalar en R3.

Solucidn.
Es producto escalar si verifica las siguientes propiedades para
todo u,v € R y para todo 1 € R:

a u-v=v-u.

b) (u+v)-w=u-w+v-w.
c) (Au)-v=Au-v).

d) u-u=>0.

e) u-u=0=u=0.

Seanu = x = (x1,x2,x3),v =y = (y1, Y2, ¥3).

a)x-y = (2x; —x2+x3)(2y; — y2+y3) + (Xx1y1 +X2y2 +x3y3) =
(2y; = y2+y3)(2x1 —x2 +x3) + (y1xX1 + yax2 + y3x3) =y - X.

Esto es posible porque (2x; —x2 +x3)(2y; —y2+y3) = (2y; —
y2 + y3)(2x] — x2 + x3) al ser producto de niimeros reales, por
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Matrices de producto escalar

lo que es conmutativo. También porque (x;y; + x2y2 + x3y3) =
(y1x1+yax2+y3x3) al ser x;, y; € R, por lo que el producto entre
ellos es conmutativo.

b) (x+y) -z =(x1+y,x2+y2,x3+y3) - (21,22,23) = (2x1 +
2y —x2 = y2+x3+¥3)(2z1 — 22+ 23) + [(x1 + y1)z1 + (x2 +
y2)z2 + (x3+y3)z3] = [(2x1 —x2 +x3) + (2y; — y2 +y3)] (221 -
22+23) + [(x121 + X222 +x323) + (Y121 + y222 + ¥323) | = [(2x1 -
x2 +x3)(221 — 22+ 23) + (X121 + X222 + x323)] + [(2y; — y2 +
¥3)(2z1 — 22 + 23) + (y121 + y222 + y323)] = X2+ yz.

) (Ax)y = (Ax1, Ax2, Ax3) (¥1, y2,¥3) = (2Ax1=Ax2+Ax3) (2y1—
y2 +y3) + (Ax1y1 + Ax2y2 + Ax3y3) = A(2x1 — x2 + x3)(2y1 —
y2+y3) + A(x1y1 +x2y2 +x3y3) = A[(2x1 —x2 +x3)(2y1 —y2 +
y3) + (x1y1 +x2y2 +x3y3)] = A(x - y).

d)x-x = (2x1 —x2+x3)(2x1 —x2 +x3) + (x1X] +X2x2 +X3X3) =
(2x1 — X2 +)C3)2 + (X12 +)622 +X32).

Como el primer sumando estd elevado a 2, es mayor o igual que
0y, como todos los elementos del segundo sumando estan ele-
vados a 2, también son mayores o iguales que 0, asi que su suma
es mayor o igual que 0, luego, x - x > 0.

e)x-x = (2x] —x2 +x3)2 + (x12 + 122 + x32).

Como son dos sumandos que son mayores o iguales que 0, su
suma es 0 solo cuando ambos sean O:

2x1 —x2 +x3 = 0 & 2x1 +x3 = x2. Luego, incluye la solucion
Xx1=x2=x3=0=>x=0.

X12 +X22+X32 =0 X1 =X =X3 = 0.

Ambos sumandos son 0 cuando x; = x» = x3 = 0, es decir,
cuando x = 0.

Como cumple todas las propiedades, x - y define un producto
escalar en R3. [ |
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Matrices de producto escalar

Problema 4.1.4. En R? se define un producto escalar - y sea
B = {v1, va, v3} una base de R> tal que:

Vi -Vi =4,V2-V2= 1,V3'V3=4,V1 'V2=0
(4vy —v3)Lvy, (4va—v3)Llvs
(a) Calcular la matriz del producto escalar en la base B.

(b) Calcular una base ortonormal B' = {uy,us,us} a partir
de B.

Soluciédm.
(a) Recordamos que la matriz del producto escalar en la base B
tiene la forma

Vi-Vy Vi-V2 V]-V3
M=| vo-vy vy:-vy Vvp-Vv3
Vi-Vi V3-V2 V3-V3

Del enunciado del problema tenemos los elementos de la diago-
nal de la matriz, vi - vi = 4,v2 - vo = 1,v3 - v3 = 4. Ademas,
conocemos el valor de vy - v, = 0y como el producto escalar es
conmutativo, v, - v = 0, luego

) 0 V1-V3
M = 0 1 Vo - V3
v3 Vi V3=V 4

Por otra parte, de la condicién (4v, — v3) Ly se deduce que

(4v2 = v3) vy =4vy - vy —v3-v; =0, luego
vy -vi =4vy - vy =0, esdecir,vz- vy =0.
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Andlogamente, de la condicion (4vy — v3) Lvs,

(4V2 - V3) V3 = 4V2 V3 —V3-V3 = 0, luego
V3-V3=4V2-V3=4, dedOHdCV2-V3= 1.

Por conmutatividad, deducimos también que v{-vz = 0y v3-vy =
1. Por lo tanto, la matriz del producto escalar en la base B es

M =

S O B~
—_— O

0
1
4

(b) Para calcular una base ortonormal B” = {uy, uy, u3} a partir
de B, calculamos primero una base ortogonal B” = {w, wy, w3}
mediante el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

1. w1 =Vi.
2. wy = vy + Awy, de forma que wy - wp = 0, esto es
w1 - wj =0

V1 '(V2+/1V1) =0
Vi vy +vy-Av; =0,

Vi -V2
Vi -Vq

luego A = — = 0, es decir,
W = V.

3. wy =v3+aw+Bwy,deformaque wi-w3 =0y wy-w3 =
0.
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e w;-wsz=0:

wi -W3=0

vi-(vs+aw; +Bw;y) =0
vi-(vs+avi+Bvy) =0
vi-vy+vi-avi+vy-pva=0
0+4a+08=0,

de donde @ = 0, luego w3z = v3 + Sw».

* W2-W3=01

wy w3 =0

va - (v3+pwa) =0

va-(v3+pv2) =0

V2-V3+V2-,3V2=0
1+8=0,

de donde g = —1, luego w3 = v3 — ws.

Por lo tanto,
w3 = V3 — V).

De esta forma hemos obtenido la base ortogonal
B” = {wi,wa, w3} = {v1,v2,v3 — v2}.

Calculamos ahora una base ortonormal B’ = {uy,u»,u3} con

R
AT

s pwil= T = VA =2
* pwal =\ R =VI= 1.
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Subespacio ortogonal a otro dado

o lwil =y (v3—v2) - (v3—v2) =
\/V3'V3—2V2'V3+V2'V2

Y v

Por lo tanto, una base ortonormal es

Vi V3 — Vo
B’ = {uy,ur,u3} = {—mz, —} )
2 V3

4.2 Subespacio ortogonal a otro dado
Problema 4.2.1. En el espacio R se define
Y1

4 0 1
x.y=(x1 22 x3)[ 0 a O V2
1o 1)\,

siendo x = (x1,x2,x3),y = (1, Y2, V3)-

(a) Determinar para qué valores de a es - un producto esca-
lar.

(b) Para a =1, encuentra todos los vectores que son ortogo-
nales al vector x = (1,2, 3).

Soluciédm.

(a) Para que - sea un producto escalar, la matriz debe ser una ma-
triz de producto escalar. Ya es simétrica y falta que sea definida
positiva.

|4 =4 > 0.
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Subespacio ortogonal a otro dado

40 =4a >0 a>0.

0 «

4 0 1

0 a Ofl=zd4a-ao=3a>0 a>0.
1 0 1

Por lo tanto, para todo @ > 0 se cumple que la matriz de producto
escalar es definida positiva y, se concluye que - es un producto
escalar.

(b) Sea V el conjunto formado por todos los vectores ortogonales
ax.Siu= (u,up,uz) €V,entonces u -x = 0.

4 0 1 1
u-x=(u up uz )| 0 1 0 2 |=
1 01 3
1
:(4u1+u3 up u1+u3)(2 :7u1+2u2+4u3:>
3
u = a,
Tui +2ur +4uz3=0=> 4 up = B,
_  TTa=2B
usz = 7 .

Los vectores que generan V son {(1, 0, —%), (0,1, —%)}.

Como son linealmente independientes,

By ={(1,0, _ZT)’ (0,1, —%)}. Labase de V genera todos los vec-
tores ortogonales a x.

[ |
a 1 0 0
Problema 4.2.2. Considerar la matriz A = I a 00
0 0 a 1
0 0 1 «a
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Subespacio ortogonal a otro dado

(a)

(b)

(c)

Determinar para qué valores de @ la matriz A define un
producto escalar en R?.

Para @ = 2, calcular el dngulo que forman los vectores
(6,6,0,0) y (0,0,6,6) respecto al producto escalar defi-
nidoporx-y=X"-A-Y.

Para @ = 2, utilizar el producto escalar definido por x -
y = X' - A -Y para calcular todos los vectores que son
ortogonales al conjunto {(-4,4,0,0), (0,0,—4,4)}.

Solucién.

(a) Para que defina un producto escalar debe ser simétrica
y definida positiva. Ya es simétrica. Para que sea definida
positiva:

la| =a > 0.
Cly ! —t-1>0sa<-loa>l.
a 1 0

l « 0|l=dP-a>0e-1<a<0oa>1.
0 0 «

Al=a* -2 +1 >0 a<-16-1<a<loa>l.

Para que todos los menores principales sean mayores que
0,a>1.

Luego, para que A sea definida positiva y, por lo tanto,
defina un producto escalar en R*, o > 1.

(b) El dngulo se calcula:

Xy
bel-1yl

x -y =|x|-|yl-cos(x,y) = cos(x,y) = =
_ Xy
(x,y) = arccos(|x|_|y|).
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Subespacio ortogonal a otro dado

x-y=(6 6 0 0)

S O N =
—_ N O O
N - O O
aoNO O

=(18 18 0 0)

NN O O

2
1
0
0
)0.

(x,y) = arccos( ) = arccos(0).

(c) Sea V el conjunto formado por todos los vectores orto-
gonales al conjunto {(-4,4,0,0), (0,0,—-4,4)} yseav =
(vi,v2,v3,v4) € V.

2100 Vi
(—4 4 0 0) 1 200 2 oo
0 0 -4 4 0 0 21 V3
001 2 V4
V1
-4 4 0 O 1% —4V1+4V2 0
( 0 0 -4 4) N —4V3+4V4)_(0):>
V4
Vi = a,
{—4v1+4vz =0 v =
—4V3+4V4 =0 vy = ﬁ,

va = B, a,B€eR.
El sistema generadorde Ves {(1, 1,0,0), (0,0,1,1)}. Co-
mo son linealmente independientes,
By ={(1,1,0,0),(0,0,1,1)}, que genera todos los vec-
tores ortogonales al conjunto dado.
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Subespacio ortogonal a otro dado

Problema 4.2.3. Calcular base, ecuaciones y dimension
del subespacio ortogonal al conjunto L({(1,1,0,0), (0,0,1,1)})
respecto al producto escalar

(a) Habitual.

1 100

. . 1 200

(b) Definido por la matriz A = 00 3 0
0 00 4

Solucién.

(a) Sea L~ el conjunto formado por los vectores ortogo-
nales al conjunto £y seav = (vi,v,v3,v4) € L. Sa-
biendo ademds que el producto escalar habitual es como
si la matriz de producto escalar fuera la matriz identidad,
entonces,

V1
1 100 1% Vi+Vv) 0
(0011) V3 _0:>(V3+V4)_(0):>
V4
vitvy = 0,
{V3+V4 = 0.

Estas son las ecuaciones implicitas. Resolvemos el siste-
ma que forman para determinar las ecuaciones paramétri-
cas.

vy = —qa,
V2 = qQ,
vy = B,



Subespacio ortogonal a otro dado

Obtenemos que un sistema generador de L+ es
{(_1? la O’ 0)’ (O, O, _1, 1)}

Como los vectores son linealmente independientes,

B ={(-1,1,0,0),(0,0,—-1, 1) }. Porlo tanto, la dimen-
siéon de L+ es 2.

(b) Sea L™ el conjunto formado por los vectores ortogo-

nales al conjunto £ y sea v = (v{,v,,v3,v4) € L. En-
tonces,

1 100 Vi
(1 10 O) 1 200 2 | _ 0o
0 011 00 30 V3
0 00 4 V4
V1
(2300) Vz) 2V1+3V2)_(0):>
0 0 3 4 V3 3V3+4V4 0
V4
2vi+3vy = 0,
{3V3+4V4 = 0.

Estas son las ecuaciones implicitas. Resolvemos el siste-
ma que forman para determinar las ecuaciones paramétri-
cas.

3
Vi = _709
V2 = @,

4B
vy = 3

ve = B, a,BeR.

Obtenemos que un sistema generador de L+ es
3 4
) 1’070 ) 070’__,1 .
{(=5:1.0.0),(0.0.-3. 1)}
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Bases ortonormales

Como los vectores son linealmente independientes,
By = {(-3,1,0,0),(0,0,-3, 1)}. Por lo tanto, la di-
mensién de L+ es 2.

4.3 Bases ortonormales

Problema 4.3.1. Calcular una base ortonormal respecto al pro-
1100

a par-

o O

ducto escalar definido por la matriz A =

)
S O™

0
3
0

-]
o

tir de la base candnica de R*.

Soluciédm.

Mediante Gram-Schmidt y usando la base canénica de R*, cal-
culamos una base ortogonal de R*. Luego, cada vector de la base
lo dividimos por su médulo para ortonormalizarla.

Beanenica = {(1,0,0,0), (0, 1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1) }.
Aplicamos Gram-Schmidt:

w1 = (1,0,0,0).

wz:vz—ij‘fT;-wl:(0,1,0,0)—%-(1,0,0,0):(—1,1,0,0).
1 1

vewr=(0 10 0)af ) |=(1200) =1
0 0

|W1| =AWl Wq :\/T: 1.
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Bases ortonormales

wiewi=(1 00 0)-A- =(1100) = 1.

R eBellS
[l eloll S

w3y = vz — ok wyp — 222 .y = (0,0,1,0) - (0,0,0,0) —

lwi|? lwa

(0,0,0,0) = (0,0, 1,0).

-1 -1
vwa=(0 0 1 0)a{ o [=(0030) o |=

0 0
0.

1 1
viwi=(0 0 1 0)-af ) |=(0030) ¢ |=

0 0

_ V4-Wq V4w Vq4-w3 —
W4 = Vg — - W — - Wy — w3 = (0,0,0,1
4= Ve - UE WS TF o wa - s e ws = ( ) -

(0,0,0,0) — (0,0,0,0) - (0,0,0,0) = (0,0,0, 1).

1 1
vawr=(0 00 1)-A- 8 =(0 00 4) 8

0 0

-1 -1

1 1
V4-w2:(0001)-A~ 0 :(0004) 0o |7

0 0
0.

0 0

0 0
V4-W3=(0 00 1)-A- 1 O 00 4 1

0 0
Bortogonal—{(looo)( 1100) (0010) (0,0,0,1)}
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Bases ortonormales

Calculamos los médulos para conseguir una base ortonormal a
partir de la ortogonal.

Bortonormal = {bl, b27 b3’ b4}a bi = %

e Para by:
by = 1209 — (1 0,0,0).

e Para b;:

lwa| = Vw2 -wa = VI = 1.

-1
waowa= (=1 10 0)-A| o |=
0
-1
(0o100) ! |=t
0
0

by = E200 = (-1,1,0,0).

e Para b3:

lws| = w3 - w3 = V3.

W3'W3:(0 01 0)~A'

o= O O

(0030) =3,

o= O O

by = C5% = (0,0, 75, 0).
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Bases ortonormales

e Para by4:

|wa| = \wa -wa = V4 = 2.

W4-W4=(0 00 1)-A-

- o O O

(000 4) =4.

- o O O

by = 020D — (0,0,0,1).
Bortonormal = {(1’ 0’ O’ O)’ (_19 15 Oa O)’ (09 0’ %5 0)’ (O, 0, Oa %)}
|

Problema 4.3.2. Sea la base (uy,uy,u3) en el espacio euclideo
R3 donde

ur=(1,1,1), wu=(1,1,0), uz=1(0,1,1).
(a) Calcular una base ortonormal a partir de dicha base.

(b) Comprobar que los vectores
(1 1 1) ( 1 2 1)
Vi=|l—7/—= 7= —F—=| - V2= |—"7——F/= —F/—=>———F—=|>
V3 V3 V3 V6 Vo Ve
1 1
v3=|—7,0,——
&

forman una base ortonormal de R3 y que L(ui,us) #
L(vy,v2).
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Bases ortonormales

Solucidn.

(a) En primer lugar comprobamos si los vectores que nos dan ya
son ortogonales dos a dos. Comprobamos que u; - up # 0, luego
no son ortogonales, asi que no nos vale directamente como base
ortogonal.

Comprobado lo anterior, calculamos una base ortogonal de R?
mediante Gram-Schmidt usando la base dada. Luego, cada vec-
tor de la base lo dividimos por su médulo para ortonormalizarla.
wi = (1,1,1).

wy=(1,1,0) = GyPrs - (LL D) = (1L,1,0) - 3-(1,1,1) =
(1.1.0)- (.3 D=4
us

B W (0,1,D)-(1,1,1)
W3 = U3 — W31 Wll W1+ “wo) =(0,1,1) - ((1,1,1).(1,1,1) )

2°
0,1,1
(L D+ s (L L =2 = 0.1,)- G- (11 )

1

3
_1
?3-(%,%,—%))—(0 LD=(G.3.D+(5.-5.7) = (0. 1. 1)~
POI'IO tanto, Bort()gonal - {(151,1) (37 37_§)a(_§’ §a0)}'

Calculamos los médulos para conseguir una base ortonormal a
partir de la base ortogonal.

Wi
Bortonormal = {b1, b2, b3}, bi = Twil*

/-\/\
~I=

Wz
1

3

e Para by:

|W1|=\/W1-W1=V12+12+1 :\/g.
_(111)_(LLL)
=7 T v

S

o =y =y [()2+ (D2 (-2 = fh+ b+ i =

s s
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Bases ortonormales

w—
o] —
I
~

e Para bs:
sl = Vs ws = (D2 + (42402 = \fE= L
b3=(%%0) (= 2,2,)
%

Por lo tanto,

Bortonormal = {(%’ %’ %), (%, \/l— ) 2 s ’O)}

(b) Para que formen una base ortonormal deben ser ortogonales

dos a dos y tener médulo 1. Comprobamos si son ortogonales
dos a dos.

1 1 2 1 -1 1 2 1
Virm=—=-—=+—=-F+—Fx-==-——7F=+—=-—==0.
v \15 s v;%lﬁlvalmlm VI8
vievy=L. L4y Loy L. L-L_1L_9
R A R R R R
Voovz= . Ly 2 .0pl.clo 1L L

V6 V2 Ve V6 V2 Vi2 © Vi2
Luego, si son ortogonales dos a dos.

Comprobamos ahora si tienen médulo 1.

il = Vo = (G2 + (3 + ()2 = L
val = VP2 v2 = (=302 + (P + () = 1.
vsl = W3 V3 = (2 402+ (= 5)2 = L

Todos tienen médulo 1. Luego, cumplen las 2 condiciones y
{v1, v, v3} forman una base ortonormal de R>.

Comprobamos ahora que L(uj,uz) # L(vi,v2) (el subespa-
cio generado por (u, uy) es distinto al subespacio generado por
(vi,v2)).

En primer lugar, buscamos una base de L(u1,u3) yde L(vy,v2).
Empezamos por By, u,)-
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Bases ortonormales

1 11 . .
rango ( 110 ) = 2. Luego, u; y us son linealmente inde-

pendientes y forman una base de L(uy, u3).
Para By (y,,v,) tenemos que

S
—
-

S
— 0

rango ( ) = 2. Luego, v1 y v, son linealmente
V6 V6. V6
independientes y forman una base de L(v1, 7).
Ahora cogemos un vector de una de las 2 bases y comprobamos
si se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de
la otra base. En el caso de que no sea posible, ya son distintos los
subespacios (con comprobar que 1 no sea posible, es suficiente).
Vemos si existen A;, A» € R : ug = A1vy + v

(1’ L 1) = /ll(%’ %, %) + /12(_%’ %, _%) =

I = Lig-dg

1:41}”2{
\3 %1

A=l = = |1
V3 Ve
RIS O
V3 V6

Vemos si es un sistema compatible o no. Como en este caso es
compatible al ser sistema compatible determinado, se cumple
que existen A1, Ay € R: uyp = A1vy + Aovo.

Veamos ahora si con u; no se puede.

Comprobamos si existen A, A2 R up = AQ1vi + rva.
(1.1,0) —m(w R G Iy S D

I = iz~ AZ%
1 = /11%+/12%
0 = 41%—/12%
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Bases ortonormales

1 1
V3ol
A= 5 F |1
V3 Ve
L 1o
Vi V6

En este caso tenemos un sistema incompatible, luego A1y, 1> €
R:upy=A1vi+ Avs.
Por lo tanto, u; no se puede expresar como combinacién lineal
de vi y va y concluimos que L(uy,uz) # L(vy,Vv3).

[ |
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Capitulo 5

Aplicaciones lineales

Indice

5.1 Definicién de una aplicacién lineal . . . 166

5.2 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal 168

5.1 Definicion de una aplicacion lineal
Problema 5.1.1. Sean R? y P3(K)[x] dos espacios vectoriales

y f : R? = P3(K)[x] definida por f(a,b) = (a+b)x>+ax’>+b.
Comprobar si f es aplicacion lineal.
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Definicidén de una aplicacidén lineal

Solucidn.
La aplicacion es lineal si verifica para todo v, w € R?y para todo A €
K las siguientes propiedades:

c f+w)=fO)+ f(w).
* flv) =Af(v).

Sean (a, b), (c,d) € R? y sean A, u € R. Comprobamos que se
cumplan ambas propiedades.
f((a,b)+(c,d)) = fla+c,b+d) = (a+c+b+d)x>+(a+c)x>+
(b+d) = (a+b)x*+(c+d) x> +ax’+cx’>+b+d = f(a,b)+f(c, d).
f(A(a, b)) = f(da,Ab) = (Aa + Ab)x> + dax®> + Ab = A((a +
b)x* +ax*+b) = Af(a,b).
Como se cumplen las dos propiedades, hemos demostrado que
f es aplicacion lineal.
También podriamos haber usado la siguiente proposicidn: Sean
V'y W dos K-espacios vectoriales. Una aplicacién f : V — Wes
lineal siy solosi f(Av+uw) = Af(v)+uf(w), paratodo v,w €
V'y paratodo A, u € K.

[

Problema 5.1.2. Estudiar si las siguientes aplicaciones son apli-
caciones lineales:

(a) f:R? = R?definida por f(x,y) = (x+1,y).
(b) g : R? = R? definida por g(x,y) = (y,x?).

Solucién.

Para estudiarlo, verificaremos que f(0) = 0, ya que si tenemos
dos K-espacios vectoriales Vy Wy f : V — W es aplicacion
lineal, entonces f(0) = 0. Esto quiere decir que si se cumple
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Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

que f(0) =0, f puede ser lineal, pero si no se cumple, f no es

lineal.

Si comprobamos que f(0) = 0, podemos pasar a verificar que

es lineal usando la siguiente proposiciéon: Sean V 'y W dos K-

espacios vectoriales. Una aplicaciéon f : V. — W es lineal si y

solo si f(Av + uw) = Af(v) + uf(w), paratodov,w € Vy

para todo 4, u € K.

(a) £(0,0) = (0+1,0) = (1,0) # (0,0). Por lo tanto, f no

puede ser aplicacion lineal.

(b) g(0,0) = (0,0%) = (0,0). Luego, g puede ser lineal. Usamos

la segunda proposicion para comprobarlo.

Seanv = (a,b),w = (c,d) e R? ysean A, u € R.

g(v+pw) = g(A(a,b) + u(c,d)) = g((da, Ab) + (uc, ud)) =

g(la + pe, Ab + ud) = (Ab + ud, 1*a*> + p*c? + 2dauc) =

(Ab, 12a%) + (ud, p?c?) +(0,22auc) = A(b, 1a?) + u(d, uc?) +

(0,22auc) # Ag(v) + ug(w).

Como g(v) = (b,a?) y g(w) = (d, ¢?), entonces g no es lineal.
[

5.2 Nuacleo e imagen de una aplicacion
lineal

Problema 5.2.1. Sea f : R} — R? definida por f(1,0,0) =

(1, 1),
£(0,1,0) = (2,2), £(0,0,1) = (3, 3). Determinar una base del
niicleo y de la imagen de f.

Solucién.
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Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

Para determinar una base del nucleo partimos de un elemento
general del niicleo (pertenecerd aR?). Sea (x, y, z) € Ker(f) =
f(x,y,2)=0.
Como no conocemos la expresion algebraica de f(x,y,z), ha-
llamos la expresion matricial de f y obtenemos la algebraica a
partir de esta.

g . X' 12 3)\("
La ecuacién matricial de f es , | = y
y 1 23 .

La expresion algebraica se obtiene multiplicando las matrices,
luego, nos quedarian 2 expresiones iguales y nos quedamos con
una de ellas, x + 2y + 3z. Por lo tanto, f(x,y,z) =x+2y+3z=
0=x+2y+3z=0=x=-2y-3z= (x,y,2) = (-2y —
3z,v,2) = y(-2,1,0) + z(-3,0, 1).

Tenemos entonces que {(-2,1,0),(-3,0,1)} es sistema gene-
rador del nucleo de f. Como el rango de la matriz que forman
es maximo, son linealmente independientes y forman una base
del nicleo de f.

Pasamos ahora a determinar una base de la imagen.

Partimos de la siguiente proposicion: Sean V'y W dos K-espacios
vectoriales y f : V — W aplicacion lineal. Si V estd generado
por {ey, ez, ..., e, } entonces f(V) (que coincide con la imagen
de f), estd generado por

{f(e1), f(e2), ..., f(en)}.

Por el enunciado sabemos que la aplicacion estd definida por
f(1,0,0) = (1,1), £(0,1,0) = (2,2), £(0,0,1) = (3,3). Sa-
bemos que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es base y por lo tanto
sistema generador de R, aplicando la proposicién, deducimos
que {(1,1),(2,2),(3,3)} es sistema generador de la imagen de
f-

Como el rango de la matriz que forman es 1, significa que una
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Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

base la forma solo uno de los vectores. Entonces, podemos decir
que {(1, 1)} es una base de la imagen de f.
[

Problema 5.2.2. Sea f : R* — R? definida por f(x,y,z) =
(x+y—2,2y+4z,—x +2).

(a) Probar que f es aplicacion lineal.
(b) Hallar la matriz asociada a f.

(c¢) Hallar el niicleo de f, una base y dimension. Razonar si
f es inyectiva.

(d) Hallar la imagen de f, una base y dimension. Razonar si
f es sobreyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimension.

Solucidn.

(a) La aplicacién f es lineal si y solo si paratodou,v € R}y
A, u € R se verifica que f(Au + uv) = Af(u) + uf(v).

Sean u = (uy,uz,u3z) € R¥yv = (vi,va,v3) € R? y sean
A, u €R.

fQutpv) = f(A(ur, uz, uz)+u(vi, va,v3)) = f((Aur, duz, duz)+
(uv1, v, uvs)) = f(Auy+pvy, dug + pvo, Auz +pvs) = (Aug +
vy +Auy + puvy — Auz — uvs, 2duy +2uvy +4Adus +4uvs, —Auy —
uvi+Aus+pvs) = (Auy +Auy — Aus, 2Auy +4dus, —Aug + Auz) +
(uvy + uvy — puvs, 2uvy + 4uvs, —uvy + uvs) = A(uy + up —
us, 2uy +4us, —uy +u3z) + u(vi+vy —v3, 2vo +4vz, —vi +v3) =
Af(u) +pf(v).

Por lo tanto, f es aplicacion lineal.
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Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

(b) Para hallar la matriz asociada a f, tenemos que hallar una ba-
se de R3. Podemos usar la base canénica B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)}.
La matriz estd formada por las coordenadas resultantes de apli-
car f alos vectores de B, como columnas. Hallamos esas coor-
denadas. f(1,0,0) = (1,0,-1).
f(0,1,0) = (1,2,0).
£(0,0,1) = (-1,4,1).

1 1 -1
Luego, la matriz asociadaa fesM = 0 2 4
-1 0 1
(©) Ker(f) = {(x,y,2) € R?: f(x,y,2) = 0} = {(x,9,2) €
R :x+y-2z=0,2y+4z=0,-x+z=0}.

1 1 -110
A= 0 2 4]0
-1 0 1[0

|A| = =4 # 0 = rango(A) = 3 = rango(A*) = nimero de in-
cOgnitas = Sistema compatible determinado. Como el sistema
es homogéneo, la tnica soluciébnes x =0,y =0,z = 0.

No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del nicleo y la dimensién del
ntcleo es 0.

Como hemos obtenido que Ker(f) = {0}, entonces f es inyec-
tiva.

(d) Para dar una base de laimagen de f, calculamos las imagenes
por f de una base del dominio, por ejemplo tomamos la base
candnica

B =1{(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.

Ya antes calculamos que f(1,0,0) = (1,0,-1), f(0,1,0) =
(1,2,0), £(0,0,1) = (-1,4,1).

Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar f a un sistema
generador del dominio (la base candnica), son también sistema
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Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este caso
son los tres. Por lo tanto,

Blm(f) = {(1905 _1)5 (l’ 2’ O), (_1,4, 1)}.
De esto se deduce que dim(Im(f)) = 3. Como dim(Im(f)) =
dim(R?), entonces f es sobreyectiva.

(e) El teorema de la dimensién nos dice que para una aplicacion
lineal f : V — W, se tiene que dim(V) = dim(ker(f)) +
dim(Im(f)). En nuestro caso, V = R? y nos queda dim(R?) =

3 =0+ 3, luego queda comprobado.
H

Problema 5.2.3. Sea f : R?> — R? definida por f(x,y) = (x —
Y, X +Y,X).

(a) Probar que f es aplicacion lineal.
(b) Hallar la matriz asociada a f.

(c¢) Hallar el niicleo de f, una base y dimension. Razonar si
f es inyectiva.

(d) Hallar la imagen de f, una base y dimension. Razonar si
f es sobreyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimension.

Soluciédnm.

(a) La aplicacién f es lineal si y solo si paratodo u,v € R?y
para todo A, u € R se verificaque f(Au+uv) = Af(u)+uf(v).
Sean u = (uj,us) €eR>yv=(v,v2) e R2ysean A, u € R.
fQutpv) = f(A(ur, u2)+u(vi,v2)) = f((Aur, dug)+(pvy, uva)) =
FQAui+uvy, duz+uvy) = (Au+uvy—Auy—uva, Au+uvi+Aur+
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1y, Aug+pvy) = (Auy—Auz, Auy+Auz, Auy) + (v —pva, uvi+
Uy, uvy) = A(uy — ug,uy +ug,ur) + p(vi —va,vi +va,vy) =

Af () +uf(v).

Por lo tanto, f es aplicacién lineal.

(b) Para hallar 1a matriz asociada a f, tenemos que hallar una ba-
se de R?. Podemos usar la base canénica B = {(1,0), (0,1)}. La
matriz estd formada por las coordenadas resultantes de aplicar
f alos vectores de B, como columnas. Hallamos esas coorde-
nadas.
f(1,0) =(1,1,1). £(0,1) = (-1,1,0).

1 -1
Luego, la matriz asociadaa fesM = 1 1

1 0
(©) Ker(f) = {(x,y) € R* : f(x,y) = 0} = {(x,y) € R*:
x—y=0,x+y=0,x=0}.
Sabiendo que x = 0, despejando, obtenemos que y = 0.
No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del nicleo y la dimensién del
ntcleo es 0.
Como hemos obtenido que Ker(f) = {0}, entonces f es inyec-
tiva.

(d) Para dar una base de laimagen de f, calculamos las imagenes
por f de una base del dominio, por ejemplo la base canénica
B ={(1,0), (0, D}.

Ya antes calculamos que f(1,0) = (1,1, 1), £(0,1) = (-1, 1,0).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar f a un sistema
generador del dominio (la base candnica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este caso
son los dos. Por lo tanto, By, sy = {(1,1,1),(=1,1,0)}.
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Para ver si es sobreyectiva, comprobamos si
dim(Im(f)) = dim(R?). No obstante, en este caso dim(R>) =
3#2=dim(Im(f)). Luego, f no es sobreyectiva.

(e) Por el teorema de la dimensidn, sabemos que para una aplica-
cion lineal f : V. — W, se tiene que dim(V) = dim(Ker(f)) +
dim(Im(f)). En nuestro caso, V = R?, y nos queda dim(R?) =
2 =0+ 2, luego queda comprobado.

|

Problema 5.2.4. Sea f : R> — R? definida por f(1,-1) =
(_1’ _2’ _3)’ f(_3’ 2) = (07 Sa 3)

(a) Dar la expresion algebraica de f.

(b) Hallar una base y dimension del niicleo de f.
(c¢) Hallar una base y dimension de la imagen de f.
(d) Razonar si f es biyectiva.

(e) Comprobar el teorema de la dimension.

Solucidn.

(a) Nos centramos en obtener la ecuacién matricial de f'y a partir

de ella, hallamos la expresion algebraica. Para la ecuacién ma-

tricial, necesitamos la matriz A asociada a f, la cual obtenemos
x/

despejando en la ecuacion matricial A - ( o ) =y

Z

Por el enunciado, tomamos (x,y) = (1,-1)y (x’,y’, 7)) =

(=1, -2, -3). Lo mismo hacemos con los otros dos vectores que

nos dan. Entonces,

’

’
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a b | -1 a-b = -1,
c d (_1): 2 |=4q c-d = -2,
e g -3 e—g = 3.
a b _3 0 -3a+2b = 0,
c d ( ): 5 =< -3c+2d = 5,
e g 3 -3e+2g = 3.
=l L as2p=3
3a+2b = o 9TovT>
= -2
{ 3e+0d = 5 =c=-1,d=1.
{ 3e+2g - 3 =>e=3,g=6.
2 3
Por lo tanto, la matriz A asociadaa fesA=| -1 1
3 6

Ahora si podemos usar la ecuacidon matricial para obtener la ex-

presion algebraica de f.

2 3 X x' = 2x+3y
X
-1 1 .(y): vV =14y = —x+y.

3 6 7 7 = 3x+6y

fxy) =Wy, 2) = flx,y) = (2x+ 3y, —x + y,3x + 6).
(b) Ker(f) = {(x,y) € R : f(x,y) = 0} = {(x,y) € R* :
2x+3y=0,—x+y=0,3x+6y =0}.

Despejando, obtenemos que x =y = 0.

No obstante, una base no puede estar formada por el vector nulo.
Luego, no podemos dar una base del nicleo y la dimensién del
nucleo es 0.
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(c) Para dar una base de laimagen de f, calculamos las imagenes
por f de una base del dominio, por ejemplo tomamos la base
canénica B = {(1,0), (0, 1)}.

f(1,0) = (2,-1,3). f£(0,1) = (3,1,6).

Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar f a un sistema
generador del dominio (la base candnica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este ca-
so son los dos. Por lo tanto, By,(r) = {(2,-1,3),(3,1,6)} y
dim(Im(f)) = 2.

(d) Es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Es inyectiva porque Ker(f) = {0}.

Para ver si es sobreyectiva, debe cumplirse

dim(Im(f)) = dim(R3?). En este caso, dim(R3) =3 # 2 =
dim(Im(f)). Luego, no es sobreyectiva.

Como no es sobreyectiva, concluimos que f no es biyectiva.

(e) Por el teorema de la dimension, para una aplicacion lineal
f:V — Wsetiene que dim(V) = dim(Ker(f))+dim(Im(f)).
En nuestro caso, V = R? y nos queda dim(R?) = 2 = 0+2, luego
queda comprobado.

|

Problema 5.2.5. Sea f : R* — R? definida por f(x,y) =
(2y,x +y,—x).

(a) Comprobar si f es aplicacion lineal y hallar la matriz
asociada a f.

(b) Determinar una base y dimension del niicleo de f.

(c¢) Determinar una base y dimension de la imagen de f.
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(d) Razonar si f es biyectiva.
(e) Comprobar el teorema de la dimension.

Soluciédn.

(a) La aplicacién f es lineal si y solo si paratodo u,v € R>y
para todo A, u € R se verifica que f(Au+uv) = Af(u)+uf(v).
Sean u = (uy, us) € R? yv=(v,v) € R? ysean 4, u € R.
fu+pv) = f(A(uy,uz) + p(vi,v2)) =
f((Auy, Auz) +(pvy, pva)) = f(Aug+pvy, dug+uva) = (2Aux+
2uvy, Aup+uvi+Adus+uva, —Auy—uvy) = (2Auy, Auj+Ausy, —Aup)+
(2uva, pvy + puvy, —puvy) = AQ2uz, uy + up, —uy) + u(2v2, vy +
va,=vi) = Af(u) + uf(v).

Por lo tanto, f es aplicacion lineal.

Para hallar 1a matriz asociada a f, tenemos que hallar una base
de R2. Podemos usar la base canénica B = {(1,0), (0,1)}. La
matriz estd formada por las coordenadas resultantes de aplicar
f alos vectores de B, como columnas. Hallamos esas coorde-
nadas.

f(1,0) =(0,1,-1). £(0,1) = (2, 1,0).

0 2
Luego, la matriz asociadaa fesM =| 1 1
-1 0

(b) Ker(f) ={(x,y) € R?: f(x,y) =0} = {(x,y) € R*: 2y =
0,x+y=0,—x=0}.

Obtenemos que x = y = 0.

De este modo, Ker(f) = {(0,0)}. Dado que el Gnico vector que
estd en el nucleo es el nulo y este no puede estar en una base, no
podemos dar una base del nicleo y dim(Ker(f)) = 0.

(c) Para dar una base de laimagen de f, calculamos las imagenes
por f de una base del dominio, por ejemplo la base canénica

B ={(1,0),(0,1)}.
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Ya antes calculamos que f(1,0) = (0, 1,-1), f(0,1) = (2, 1,0).
Estos vectores obtenidos, como surgen de aplicar f a un sistema
generador del dominio (la base candnica), son también sistema
generador de la imagen. Para hallar una base de la imagen nos
quedamos con los linealmente independientes, que en este ca-
so son los dos. Por lo tanto, By, = {(0,1,-1),(2,1,0)} y
dim(Im(f)) = 2.

(d) Es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Es inyectiva porque Ker(f) = {0}.

Para ver si es sobreyectiva, debe cumplirse que dim(Im(f)) =
dim(R?). En este caso, dim(R?) = 3 # 2 = dim(Im(f)). En-
tonces, no es sobreyectiva.

Como no es sobreyectiva, concluimos que f no es biyectiva.

(e) El teorema de la dimensién nos dice que para una aplica-
cion lineal f : V — W se tiene que dim(V) = dim(ker(f)) +
dim(Im(f)). En nuestro caso, V = R? y nos queda dim(R?) =
2 =0+ 2, luego queda comprobado.

|

Problema 5.2.6. Sea f : R} — R? definida por £(0,0,1) =
(0,0,1),
f(1,-1,0) = (1,-1,0), f(1,1,0) = (0,0,0).

(a) Hallar la matriz asociada a f.
(b) Determinar una base del niicleo y de la imagen de f.
(c) Razonar si f es biyectiva.

Solucidm.
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de una aplicacién lineal

a
d
h

(a) Para obtener la matriz A =

mos la ecuacién matricial de f.

T

y

/

Z

X
d e g y !
h i J z

b c
e g |asociada a f, usa-
i

{(0,0,1),(1,-1,0), (1, 1,0)} los vectores que se sustituyen en

X
la matriz ( y |y {(0,0,1),(1,-1,0),(0,0,0)} los que se sus-
z
xl
tituyen en( y )
Z/
a b c 0 0 c 0 c 0,
d e g 01]=10 :>(g)_(0):> g = 0,
h i j 1) (l) J 1 j = 0.
a b 0 1 1 a-b = 1,
d e 0 —1)_(—1):> d-e -1,
h i 0O 0 0 h—-i = 0
a b 0 1 0 a+b = 0,
d e 0 1 |=| 0 |=1 d+e = 0,
h i 0O 0) (0) {h+i = 0.
a-b =1
'{a+b _ o Db=qa=y
d—e = -1
'{d+e _ o Ze=rpd=-1
{Z;’ i} 8 =i=0,h=0
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Por lo tanto, la matriz A asociadaa fes A =| —

(b) Para determinar una base del niicleo, partimos de un elemen-

to (x, y, z) general del nicleo (pertenece a RY).

Sea (x,y,z) € Ker(f) = f(x,y,2) =0

Como no conocemos la expresion algebraicade f, quees f(x,y, ),
la hallamos a partir de su ecuacion matricial.

1 1 ’

. . . zl _IE O x x

La ecuacién matricial de fes| —5 5 0 || ¥y [=]| Y

0 0 O z 7

La expresion algebraica se obtiene multiplicando las matrices.

Xy N N =
_x2+y ’ ’ B —x-%y ’
0 7 7 = 0.

Por lo tanto, f(x,y,z) = (x',y,7) = (_y _x+y 0).
Tenemos que f(x, y7 Z) = 0 = (X; y 0) — (O 0 0) enton_

2 o
—x2+y = 0 :}x:y,zza'cona’,yGR.
0 =0

(x,y,2) = (y,y,@) = y(1,1,0) + (0,0, 1).

Tenemos entonces que {(1, 1,0), (0,0, 1)} es sistema generador
del niicleo de f (porque generan (x, y, 7), que es un vector cual-
quiera que pertenece al nicleo de f). Como el rango de la matriz
que forman es maximo, son linealmente independientes, luego
forman una base del nicleo de f.

Pasamos ahora a determinar una base de la imagen.

Por una proposicion, sean V'y W dos K-espacios vectoriales y f :
V — W aplicacion lineal. Si V estd generado por {ey, ez, ..., e, }
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entonces f (V) (que es lo mismo que la imagen de f), estd gene-
rado por {f(e1), f(e2), ..., f(en)}.

Usamos ahora la base canénica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} de
R3 (nuestro V), que es también sistema generador de R? y con
ello tenemos que

{/(1,0,0), £(0,1,0), f(0,0,1)} =

{(%, —%, 0), (—%, %, 0), (0,0,0)} es sistema generador de la ima-
gen de f, segun la proposicion anterior.

Como el rango de la matriz que forman es 1, significa que una
base la forma solo uno de los vectores. Podemos decir, por lo
tanto, que {(% —%, 0)} es una base de la imagen de f.

(c) Para que sea biyectiva, debe ser inyectiva y sobreyectiva.
No es inyectiva, ya que en el apartado anterior, hemos visto que
Ker(f) # {0}.
De este modo, al no ser inyectiva, concluimos que f no es bi-
yectiva.

|
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Capitulo 6

Diagonalizacion de matrices
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6.1 Autovalores y autovectores

3 000

) 0O 00O

Problema 6.1.1. Sea la matriz A = 0o 2 1 of
-1 3 1 x

(a) Estudiar para qué valores de x es diagonalizable y para
cudles no.

(b) Para x = 4, calcular A" con n € N.
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Solucidn.
(a) Empezamos con el estudio de las raices del polinomio carac-
teristico.

3-14 0 0 0
0 -1 0 0
A - Al = 0 2 1-2 0 |~
-1 3 1 x-A
-1 0 0
—3-n| 2 1-2 0 :(3—4)(—1‘111 x(—)a‘):
3 1 x—-A

=GB -DEAUT =D -] =B -1 -D(x-2)

Si x es distinto de 3, 1 y 0, tendremos 4 autovalores distintos
para una matriz de orden 4, por lo que es diagonalizable. Distin-
guimos el resto de casos:

e Six=3:

Entonces A4; = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, A2 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
A3 =1 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.

Calculamos los autovectores asociados a 4| = 3.

0 0 0 O X 0
3 0 -3 0 O y|_[O
(A-41 DX =0= 0 2 -2 0 A P
-1 3 1 0 t 0
-3y =0
2y — 2z =0 =y=0,z=0,t=a,x=0,a €
-x+3y+z = 0

R=V;=<(0,0,0,1) >.
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La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 4; = 3
es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.

Entonces, para x = 3, la matriz no es diagonalizable.
Six=1:

Entonces A, = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, A1 = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
A3 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.

Calculamos los autovectores asociados a A, = 1.

2 0 00 X 0
B 0O -1 00 y|_ O
(A-1LDHX=0= 0 2 00 - 171 o =
-1 3 10 t 0
2x =0
Y =0 C0y=0z=0r=a.ac
2y — O X = ’y_ 9Z_ ) - 9
-x+3y+z = 0

R=V,=<(0,0,0,1) >.

La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 4, = 1
es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.

Entonces, para x = 1, la matriz no es diagonalizable.
Six=0:

Entonces A3 = 0 es autovalor con multiplicidad algebraica
2, A1 = 3 es autovalor con multiplicidad algebraica 1 y
Az = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.

Calculamos los autovectores asociados a A3 = 0.
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S O W
w N oo
—_—— O O
S O OO
S I
o O OO

-1

3x =

2y + 7 =
-x+3y+z =

R=V3=<(0,0,0,1) >.

La multiplicidad geométrica asociada al autovalor 43 =0

es 1, que no coincide con su multiplicidad algebraica que
es 2.

(A/lgl)X0=(
0
0 =2x=0,y=0,z=0,t=a,a €
0

Entonces, para x = 0, la matriz no es diagonalizable.

(b) Para calcular A", tenemos que hallar una matriz de paso
y otra diagonal de forma que A” = (PDP~ )" = (PDP7!) -

0 0
(pDPY - ... (pDPYy=PD"P'=P| O 25 O |PL
0 0 A

Para poder aplicar esto, tenemos que diagonalizar A. Como es
x # 3,1,0, ya vimos en el apartado anterior que en este caso A
es diagonalizable.

3 000

0 00O
A=l o 210

-1 31 4
Previamente calculamos los autovalores 41 = 3,4, = 0,43 =
1,14 =4.

Calculamos los autovectores asociados.

e Parad; = 3:
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O 0 0 O X 0
B -3 0 O y|_[O
(A-41HX =0= 0 2 -2 0 - =1 o =
-1 3 1 1 t 0
=3y =0
2y -2z =0 =>y=0,z=0,f=a,x =
—x+3y+z+t = 0
a,a € R.
Luego, B(y,=3) = {(1,0,0,1)}.
e Para A, =0:
3 000 X 0
0O 0 0O 0
(A-LDX=0=| o 5 | ﬁ =10 |>
-1 31 4 t 0
3x =0
2y +2 = 0 =2x=0,y=a,z="2a,t =
—x+3y+z+4t = 0
—%Q,Q’ER.

Luego, B(/lgzO) = {(0, 1,-2, _gl‘)}

e Para A3 = 1:
2 0 00 X 0
B 0 1 00 y|_ O
(A-43DX=0= 0 2 00 - =] o =
-1 3 1 3 t 0

186



Autovalores y autovectores

—x+3y+z+3t
—3a,a € R.

Luego, B(,=1) = {(0,0,-3,1)}.

°Para/l4:4;
-1 0 0 O X 0
— 0 -4 0 0 y _ 0
(A-4 )X =0= o 2 -3 0 V=l )=
-1 3 1 0 t 0
—4y =0 o
2y — 37 _ o =*=0y=0z=01=0a0ac
-x+3y+z = 0

R.
Luego, B(y,=4) = {(0,0,0,1)}.

A partir de lo anterior podemos obtener la matriz diagonal D, la
matriz de paso Py su inversa.

300 0 1 0 0 0
0000 01 0 0

D=t o1 0[P o 2 -30]
000 4 1 -1 1 1
1 0 0 0

) 0O 1 0 0

Pl=l g 2 _1 g
1113131
-1 5 3
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Sabemos que la potencia de una matriz diagonal (D) es elevar

cada uno de sus miembros a dicha potencia, calculamos entonces
A",

1 0 0 O 30 0 O
0 1 0O O 0O 0 0 O
n _ np-1 _
AT=PD'PT=1 0 5 30l 0 o 17
1 -3 1 1)L0 0 0 4
1 0O 0 O 30 0 O 1 0O 0 O
0 1 0 O 0O 0 0 O 0 1 0 O
2 1 = 2 1
01 a7 (1) 30" 8 _13 22" 01 a7 (1)
- 12 3 - Z 3
R 0 0 0
3 0 0 0 0
- 0 2 1 0
n2n_ 2n_
_22n+3n 11212 8 2 : 1 2211
[ |
10 12 O
Problema 6.1.2. Sea la matriz A =| -6 -8 0/ Hallar A*.
4 8 2
Solucidn.

Para hallar A¥ lo més sencillo es diagonalizar A, ya que si A
es diagonalizable, existen P, D tales que A = PDP~!, siendo
D diagonal y P invertible, de tal modo que A* = (PDP~ 1)k =
(pDP~Y(PDP™")....-(PDP™") = PD*P!,

Primero comprobamos si A es diagonalizable. Para ello calcu-
lamos el polinomio caracteristico para hallar los autovalores y
luego sus autovectores asociados.
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10-2 12 0
A-All=| -6 -8-21 0 |=-2+412+41-16=
4 8 2—-1

—(A=4)(A+2)(1-2).

Los autovalores son las raices del polinomio caracteristico, 4} =
4,1, = =2, 13 = 2. Como el polinomio caracteristico de la ma-
triz de orden 3 tiene 3 raices distintas, podemos afirmar que A
es diagonalizable.

Pasamos a calcular los autovectores asociados a cada autovalor.

e Parad; =4:
6 12 0 X 0
(A_AII)XZO: -6 -12 0 y |= 0|l =
4 8 -2 z 0
—6x — 12 =0
{4x)-ci-8y—y21 =0 ix:a’y:_%“’ZZO,QER-
Luego, By(1,=4) = {(1,-3,0)}.
e Para A, = -2:
12 12 0 X 0
(A-2DX=0=| -6 -6 0 y =10 |=
4 8 4 Z 0
—-6x -6 =0
{4x)-cl-8yi4z =0 =x=a,y=-az=aa€ck
Luego, By (1,=-2) = {(1,-1,1)}.
e Para A3 = 2:
8 12 0 X 0
(A_/l3I)X:0:> -6 —-10 0O y | = 0O |=
4 8 0 Z 0
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8x + 12y B B 3
{ —6x—10y = 0 =y=0,x=0,z=a,a €R.
Luego, Bv(,13:2) = {(0, 0, 1)}
A partir de lo anterior podemos obtener la matriz diagonal D y

la matriz de paso P.

4.0 0 1 10
D= 0—20,P—(—% —10),
0 0 2 0 1 1

2 20
pl=| -1 -2 0|
1 2 1

Sabemos que la potencia de una matriz diagonal (D), es elevar
cada uno de sus miembros a dicha potencia, calculamos entonces

k
1 1 0\/4 0 0
Ak =ppfp=| -1 -1 0 0 (-2 0
0 1 1 0 0 2
2 2 0 2% (=2)F 0 2 2 0
-1 =2 0 = ﬁ 2k 0 -1 =2 0 —
1 2 1 0 (_2)k ok 1 2 1
2.2k 4ok .02k 4.0k
=| (-2)*=2¢ (-2)*-2.2F 0
2.2k 42k 2k
o0
7 -10 0

Problema 6.1.3. Sea la matriz A = (3 -4 O). Comprobar
1 -2 2

que A es diagonalizable.
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Solucidn.

Para comprobar si es diagonalizable, primero calculamos el po-
linomio caracterfstico.

A=A == +522-81+4=—-(1-1)(1-2)%

Por lo tanto, los autovalores son 4; = 1 con multiplicidad alge-
braica 1 y A, = 2 con multiplicidad algebraica 2.

Como la matriz es de orden 3 y la suma de las multiplicidades
algebraicas es 3 también, se cumple la primera condicién para
que A sea diagonalizable. Para la segunda condicidn necesita-
mos calcular los autovectores asociados a cada autovalor.

e Parad; =1:
6 -10 0 X 0
(A-A4HDX=0=|3 -5 0 y |=10|=
1 -2 1 Z 0
6x—l()y = O _ _5 1
{x—2y+z -0 =>y—a,x—3a,z—3a,a€R.

Luego, By(,=1) = {(%, 1, %)}. La multiplicidad geométri-
caes 1, que es igual a la algebraica para 4; = 1.

e Para A, = 2:
5 =10 0 X 0
(A-1HDX=0=|3 -6 0 y |=[ 0 |=
1 -2 0 Z 0

{x—2y = 0 =>y=a,x=2a,z=6,a,B R
Luego, By(1,=2) = {(2,1,0),(0,0,1)}. La multiplicidad
geométrica es 2, que es igual a la algebraica para 4, = 2.

Como cada multiplicidad geométrica coincide con su respectiva
algebraica para cada autovalor, la segunda condicién para ser
diagonalizable se cumple. Por lo tanto, A es diagonalizable.
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Autovalores y autovectores

100 220
D=[020]|P=|110
00 2 101

0 1
Problema 6.1.4. Dada la matriz | 1 11|, calcular el valor
1 0

— O Q

1
de a para que | 1 | sea un autovector asociado al autovalor 2.
1

Solucidn.

Sea A la matriz dada. Para que (1, 1, 1) sea autovector asociado
al autovalor 2, se debe cumplir que Av = Av, siendov = (1,1,1)
y A4 = 2. Con esta igualdad, podemos hallar a.

0 a1 1 1
Av=Av=]|1 0 1 1 1=2]11|=
1 10 1 1
a+1 2
2 =2 |=a+1=2=a=1.
2 2

Problema 6.1.5. Calcular los autovalores y autovectores de las

matrices
BN
A=|2 3 2|, B= .
33 4 0O 0 0 -1
0O 0 1 O
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Solucién.
Empezamos por la matriz A calculando su polinomio caracte-

ristico. Sus raices son los autovalores.
2-21 1 1

A-AIl=| 2 3-2 2 |[=-2+92%2-151+7
3 3 4-4
=—(1-D*-7).
Por lo tanto, los autovalores son A; = 1 con multiplicidad alge-
braica 2 y A, = 7 con multiplicidad algebraica 1.
Calculamos ahora los autovectores asociados a cada autovalor.

e Parad; = 1:
1 11 X 0
A-1uDX=0=|2 22|y |=]0]|=
33 3 z 0
{x+y+z2 = 0 > y=az=x=-a-Baf¢
R.
Luego, los autovectores asociadosa A} = 1 son (-1, 1,0),
(-1,0,1).
e Parad, =7:
=5 1 1 X 0
(A-0DX=0=| 2 -4 2 y |[=]10|=
3 3 -3 Z 0
-Sx+y+z =0 B B ~
{2)6_4),4_2Z -0 =x=a,72=-"9a,y = lda,a €
R.

Luego, el autovector asociado a A, = 7 es (1, 14, -9).

Ahora seguimos el mismo procedimiento que antes para la ma-
triz B.
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-2 -1 0 O
_ _ 1 —/l 0 0 Y 2 _ 2 2
|B - Al| = 0 0 -1 -1 =A"+20°+ 1 = (A7 + 1)~
0O 0 1 -2a

El polinomio caracteristico no tiene raices, ya que no hay valor
de A € R que haga que (1> +1)? = 0. No tiene autovalores y, por
lo tanto, tampoco autovectores.

B

3 0 a
Problema 6.1.6. Sea la matriz A =| 3 -1 b|dela que se
-2 0 ¢
sabe que el vector (2,0, —1) es autovector asociado al autovalor
A = —1. Calcular los restantes valores y vectores propios.

Solucidm.
Siv = (2,0, 1) es vector asociado al autovalor 1 = —1, se debe
cumplir que Av = Av, entonces

3 0 a 2 2
3 -1 b 0 |=-1| 0 |=
-2 0 ¢ -1 -1
—-a+6 -2 -a+6 = -2
-b+6 | = 0 = -b+6 0 >a=28,b=
—-c—4 1 —-c—-4 = 1
6,c = -5.
3 0 8
Porlotanto,A=| 3 -1 6
-2 0 -5

Para calcular los autovalores y autovectores, se hacen los mis-
mos pasos que en los ejercicios anteriores.
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Autovalores y autovectores

3-2 0 8
A-AIl=| 3 -1-12 6 |=-2-32-31-1
-2 0 -5-A

=—(1+1)3%
Por lo tanto, el unico autovalor es 4 = —1 con multiplicidad
algebraica 3.

4 0 8 X 0
(A-ADX=0=] 3 0 6 y |=10|=

-2 0 -4 Z 0

{ 4x+8z = 0 =>y=a,z=8,x=-2B,a,B€R.
Luego, By = {(-2,0,1),(0,1,0)}.
Los autovectores asociados son (-2,0, 1), (0, 1, 0).
Podemos apreciar que si multiplicamos el primero por -1, resulta
el autovector del enunciado.
[

a 1 p
Problema 6.1.7. Hallar los autovalores de lamatriz A = | b 2 q
c r

-1).

sabiendo que admite como autovectores (1, 1,0), (-1,0, 2), (O 1

Soluciédm.
Se debe cumplir que Av = Av, siendo v un autovector y A el
autovalor al que estd asociado.

a 1 p 1 1 a+1 A1

b 2 g¢q 1= 1|=>b+2 =] 44 | =
c -1 r 0 0 c—1 0
a+1l = A4

b+2 = A1 =a+1=b+2,c=1.

c—-1 = 0
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a 1 p -1 -1

b 2 q 0 =A 0 =

1 -1 r 2 2

—-a+2p -2 —a+2p = -1
-b+2q |=| 0 |[=13 -b+2q 0 =
2r — 1 21, 2r—-1 = 24

> o
[
QT
+ +
N —
I
S o

|
&~
w
|
~
|
p—
I
|
o~
w

-q+2=r+1l,p=1.

a+1 = b+2,

a — 2p — 27‘2—1 ,
Las ecuaciones que hemos obtenido son 1 ;qq i' i = r+l,

c=1,

p=1.

Sabemos que p = 1, luego la segunda ecuacion pasaasera—2 =
21;1.

De la cuarta ecuacién, obtenemos que g = % y con esto podemos
unir la tercera y la cuarta en una sola, —% +2=r+1.

De la primera ecuacion, sabiendo que @ = b + 1, podemos unirla
con la segunda para obtener b — 1 = 2’2_ L'y podemos formar un
sistema de 2 ecuaciones con dos incdgnitas y resolverlo, siendo
una de las ecuaciones esta dltima y la otra la de —% +2=r+1.
Resolviendo el sistema, obtenemos que r = % yqueb =1.

Con todos estos valores y las ecuaciones que tenemos, podemos

obtenerquea =2yq = %
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Habiendo hallado todos los valores de la matriz, podemos obte-
ner los autovalores.

a+l=41 =1 = 3.

a—2p:/12:>/12:().

—q+2=213 ﬁ/l3:%.

[
1 0 1

Problema 6.1.8. Sea la matrizA=|a -2 2 |. Calcular los
3 0 -1

valores de a para los que A es diagonalizable.

Soluciédn.
Empezamos con el estudio de las raices del polinomio caracte-
ristico.

1-2 0 1
A-All=| a -2-1 2 = -2 -22+41+8 =
3 0 -1-2
—(1+2)2(1-2).
Entonces, 4; = —2 es autovalor con multiplicidad algebraica 2

y A2 = 2 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.

e Parad; = -2:
301 X 0
(A-A4DX=0=|a 0 2 y |=[ 0 |=
301 z 0
3x+z = 0,
ax+2z = 0,
3x+z = 0.

La primera y la tercera ecuacidn son iguales independien-
temente de a. Sia = 6, la segunda ecuacién es equivalente
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Autovalores y autovectores

a las otras (se obtiene multiplicando por 2), por lo que la
tnica ecuacién que tendriamos es 3x + z = 0 y como so-
lucién z = —3x, y = @, por lo que la base del subespacio
propio asociado es {(1,0,-3), (0, 1,0)}, coincidiendo la
multiplicidad algebraica con la geométrica.

Sia # 6, nos quedamos con la segunda ecuacion y una de
ax +2z

3x+z =0 =2=0x=0y=58

las otras dos, {

El autovector asociado es (0, 1, 0), por lo que no coincide
la multiplicidad algebraica con la geométrica y A no es
diagonalizable.

Luego, a debe ser 6.

Si a = 6, seguimos comprobando con el otro autovalor.

Para 1, = 2:
-1 0 1 X 0
A-1LDX=0=| 6 -4 2 y|l=]10]=
3 0 -3 Z 0
-x+Yy =
6x—-4y+2z = 0 SYE@A=y=a0= e C
R.

Se obtiene como autovector el < (1,1,—1) >. Luego, la
multiplicidad algebraica, que es 1, coincide con la geomé-
trica.

Por lo tanto, para a = 6, A es diagonalizable.

Buscamos ahora otros posibles valores de a comenzando el mis-
mo proceso pero con Ay = 2.

Para A, = 2:
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1 0 1 X 0
A-1LDX=0=|a -2 2 y |=[0|=
3 0 -1 Z 0
X+z =0
ax—-2y+2z = 0 =z=0,y=0,x=0.
3x -z =0

No obstante, (0, 0,0) no puede ser base, luego la dimension del
subespacio es 0.
Como no obtenemos ningtin valor de a nuevo comenzando por
el otro autovalor, concluimos que A es diagonalizable solo para
a=6.

[

Problema 6.1.9. Sea la matriz

1 a b
A=10 2 c]|.
0 0 1

Averiguar qué relacion debe existir entre a, b, c para que para
cada autovalor coincida la multiplicidad algebraica y geométri-
ca.

Solucién.
En otras palabras, tenemos que determinar la relacién entre a, b, ¢
para que las matrices sean diagonalizables.
Empezamos calculando el polinomio caracteristico.
1-1 a b

A-All=| 0 2-1 ¢ |=-2+412%2-51+2 =
0 0 1-2
—(A-1)%(-2).

Entonces, A; = 1 es autovalor con multiplicidad algebraica 2 y
Ay = 2 es autovalor con multiplicidad algebraica 1.
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Autovalores y autovectores

e Parad; =1:
0 a b X 0
A-41DX=0=]|0 1 ¢ y |=[ 0 |=
0 0 Z 0
ay+bz = 0,
{y+cz = 0.

Sic =vy,b = o0c,a =o0,y,0 € R, la primera ecua-
cioén es proporcional a la segunda. Luego, nos quedamos
con una ecuacién y como solucién tenemos x = @,y =
B,z = —g, a, B € R. Siguiendo esto, tenemos como ba-
se del subespacio asociado {(1,0,0), (0,1, —%)}, por lo
que la multiplicidad geométrica es 2, que coincide con la
algebraica. En este caso, continuamos comprobando para

el otro autovalor, sustituyendo a, b, ¢ por los valores an-

teriores.
e Para A, = 2:
-1 o oy X 0
(A-1LDX=0=]| 0 0 vy y |=[ 0 |=
0 0 -1 z 0
0,

—-X+oy+oyz =
{ -z = 0.
Nos quedamos con solo 2 ecuaciones ya que la fila 2 es
proporcional a la fila 3 de la matriz y tenemos como so-
luciéon z = 0,y = a,x = oa,a,0 € R. Entonces, el
autovector asociado es el (o, 1,0) y tenemos que la mul-
tiplicidad geométrica es 1, que coincide con la algebraica.

Para la relaciéon ¢ = y,b = o0y,a = 0,0,y € R, A es diagona-
lizable.
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

Ahora volvemos a hacer lo mismo, pero empezando por el otro
autovalor para ver si obtenemos otros valores de a, b, c.

e Para A, = 2:
-1 a b X 0
(A-1DHX=0=] 0 0 c y |=] 0 |=
0 0 -1 Z 0
—-x+ay+bz = 0,
{—z = 0.

Nos quedamos con solo 2 ecuaciones ya que la fila 2 es
proporcional a la fila 3 de la matriz y tenemos como so-
lucién z =0,y = @, x = aa, @ € R. Entonces, el autovec-
tor asociado es el (a, 1,0) y tenemos que la multiplicidad
geométrica es 1, que coincide con la algebraica.

Como no hemos obtenido nuevo valor de a, b, ¢ para 11, obte-
nemos los mismos que antes.
Concluimos que para ¢ = y,b = oy,a = 0,0,y € R, Aes
diagonalizable.

|

6.2 Calculo de matriz de paso y matriz

diagonal
2 00
Problema 6.2.1. Sea la matriz A =| 3 1 0| Averiguar los
-1 0 x

valores de x para los que es diagonalizable.
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

Solucién.
Empezamos con el estudio de las raices del polinomio caracte-

ristico.
2-2 0 0

A-Al=| 3 1-2 0 |=-2+312-21+22x-
-1 0 x-4

Blx+2x =—=(A-1)(1=2)(1 —x).

Parax # 1y x # 2, tendriamos 3 autovalores con multiplicidad

algebraica 1, es decir, 3 raices distintas para el polinomio carac-

teristico. Por lo tanto, parax # 1 y x # 2, A es diagonalizable.

Probamos ahora dando a x los valores 1y 2, para ver si con ellos

es también diagonalizable.

e Six=1:

Tenemos 2 autovalores: 4; = 1 con multiplicidad alge-
braica 2 y A = 2 con multiplicidad algebraica 1.

— Para A, = 1:
1 00 X 0
(A-41HDX=0=>] 3 0 0 y |=[ 0 |=
-1 0 0 Z 0
x =0 x =0
3x =0 =23y = « =
-x =0 z = B, a,peR

V1 =<(0,1,0), (0,0, 1) >.
La multiplicidad geométrica es 2, que coincide con
la algebraica.

— Para 1, = 2:
0O 0 O X 0
(A-1,HDX=0=| 3 -1 O y |=[ 0 |=
-1 0 -1 z 0
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

X = -«
{ i);—_y B 8 ={y = 3a =
¢ = z = a, a€R

Vo =< (-1,-3,1) >.
La multiplicidad geométrica es 1, que coincide con
la algebraica.

Por lo tanto, para x = 1, A también es diagonalizable.

e Six=2:

Tenemos 2 autovalores: 41 = 1 con multiplicidad alge-
braica 1 y 4> = 2 con multiplicidad algebraica 2.

— Para A, = 1:
1 00 X 0
(A-A41HDX=0=] 3 0 0 y |=[ 0 |=
-1 0 1 Z 0
X =0 x = 0
3x =0 =23y = « =
-x+z = 0 z = 0, aeR
Vi =< (0,1,0) >.

La multiplicidad geométrica es 1, que coincide con
la algebraica.

— Para 1, = 2:
0 0 O X 0
(A-1,H)X=0=| 3 -1 0 y |=] 0 |=
-1 0 O Z 0
3x-y =0 o 0
s _ o0 Y)Y = 0 =
z = a «a€R
V, =< (0,0,1) >.
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

La multiplicidad geométrica es 1, que no coincide
con la algebraica, que es 2.

Entonces, para x = 2, A no es diagonalizable.

Concluimos que, para x # 2, A es diagonalizable.

Problema 6.2.2. Dada la matriz

1 -1 2-«a
A=] 0 -1 o
0O O 1

(a) Estudiar, segiin los valores de a € R, cuando es diagona-
lizable la matriz A.

(b) Considerando el valor de a obtenido para que la matriz
diagonalice, obtener la matriz de paso y matriz diagonal.

Soluciédnm.
(a) Calculamos el polinomio caracteristico y sus raices, que son
los autovalores de la matriz A.

A-All=| 0 -1-12 «a |=

1-4 -1
(l‘ﬂ)‘ 0 -1-2 “
(1-2)%*(-1-2) =0.
Por lo tanto, los autovalores y sus multiplicidades algebraicas

son
A1 =1conmy(1;) =2,

Ay =—=1conm,(A;) =1.
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

La matriz A es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
ca y geométrica de cada autovalor coinciden. La relaciéon

1 <mg(A) < my(A)

nos lleva a deducir que para el autovalor A, = —1 siempre coinci-
de la multiplicidad algebraica y geométrica, yaque 1 < m4(4;) <
mgq (/12) =L

Sin embargo, para el autovalor 4; = 1 no podemos afirmar si la
multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse 1 < m,(41) <
my(A1) =2

Tenemos que estudiar la dimensidn del subespacio propio aso-
ciado al autovalor A;.

V(/ll)—{\/—(x v.2) €RY: (A-D)F }
. 0 -1 2-«a X 0
A-Di=0=|0 -2 y 0
0 0 Z 0

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan

0 -1 2-a),.(0 1 2+a
0 -2 a Lo -2 «a
0O O 0 0 0 0
{01 24a |0
F21
~1 0 0 443 |0
00 0 0

Distinguimos casos:
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Calculo de matriz de paso y matriz diagonal

e Sia# —%:
La solucién del sistema de ecuacionesesx = 8,y =0,z =

0, B € R, con lo que una base del subespacio propio aso-
ciado al autovalor 4; =1 es

Bya,) = By = {(1,0,0)}.

Por lo tanto, la multiplicidad algebraica y geométrica no
coinciden para el autovalor A1, m,(41) =2 # 1 = mg (),
y afirmamos que la matriz A no es diagonalizable.

« Sie=-%

En este caso la solucién del sistema de ecuaciones es x =
B,y = —%y,z = v, B,y € R. Una base del subespacio
propio asociado al autovalor A1 = 1 es

By, = Bvy ={(1,0,0),(0,-2,3)}.

La multiplicidad algebraica y geométrica coinciden para
el autovalor A1 = 1, my(Ad1) = 2 = mg(Ay), y para el
autovalor A, = —1 como vimos anteriormente, luego afir-
mamos que la matriz A es diagonalizable en este caso.

(b) Ahora consideramos a = —%. Para construir la matriz de pa-
so solo necesitamos obtener el autovector asociado al autovalor
Ay = —1.

V() = {a:(x,y,z) eR3: (A—AZI)V:F)}.

) 2 -1 -2/3\(x 0
(A+H)v=0=|0 0 -4/3 y |=( 0
0O 0 2 Z 0
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Forma canénica de Jordan

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-

Jordan
2 -1 -=2/3 F% 2 -1 -2/3 F% 2 -1 00
0 0 —-4/3 1210 0 -4/3 ,L: O 0 00 ].
0 O 2 0O O 1 F}, 0O 0110

La solucion del sistema de ecuaciones es x = %,8, y=6,2=0,
con 8 € R. Una base del subespacio propio asociado al autovalor
Ay =—-1es

By () = By(-1) ={(1,2,0)} .

Finalmente, concluimos que diagonalizacion de A es

1 0 O
D=[01 O
0 0 -1

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos y ordenados, es

~
Il
S O =
|
w N o
SN =

6.3 Forma canonica de Jordan

Problema 6.3.1. Calcular la forma canonica de Jordan 'y la ma-
triz de paso de
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Forma canénica de Jordan

0 1
(a)A=(_4 _4),

2 0
(b)B—(_l 2).
Solucidm.

(a) En primer lugar calculamos los autovalores de A mediante el
polinomio caracteristico.

0-1 1
|A—/U|_‘ Aol

(D)(=4 - +4 =2 +41+4.

/1_—41\/42—16
=—

Tenemos A = —2 como unico autovalor y m, (A1) = 2. Calcula-
mos la base del subespacio propio asociado a

=-2.

V(A):{G:(x,y)eRZ:(A—M)V:()}.

arani=i=( 3 5 )(3]=(0)

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de

Gauss-Jordan.
2 1/0\F2({2 1]0
-4 =210 0 0|0/

Luego, x = —%a/, y = a con a € R es solucion del sistema de
ecuaciones y podemos afirmar que es By (1) = {(=1,2)}. Por lo
tanto, mg (A1) = 1.
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Forma canénica de Jordan

Como m, (1) =2 # 1 = mg(A), la matriz A no es diagonaliza-
ble. Construimos su forma candnica de Jordan y buscamos un
autovector generalizado.

Llamamos v = (—1,2) y buscamos un autovector generalizado
V> que verifique

weamnen=( 3 3)(1)+(7)

Resolviendo por el método de Gauss-Jordan,

2 1| -1\E2 (2 1|-1\A?[1 1)2
-4 -2|-2 00| 0O 0 0
1

Esx =5 - la, y = a con a € R solucién del sistema de ecua-
ciones y podemos afirmar que v, = (—1,1) es un autovector
generalizado.

Por lo tanto, la forma canoénica de Jordan de A es

-2 1

(% )

y la matriz de paso P tal que / = P~'AP es
-1 -1

p_( ; 1).

(b) En primer lugar calculamos los autovalores de B mediante
el polinomio caracteristico.

~1/2
o )

2-14 0

— _ 12
-1 2—1“@ D™

|B— Al =

Tenemos A = 2 como tnico autovalor y m, (1) = 2. Calculamos
la base del subespacio propio asociado al autovalor.
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Forma canénica de Jordan

V(A):{vz(x,y)eRzz(B—Al)vzf)}.

-~ = 00 X 0
aansmia( 0 9)(%)=(2)

Esx =0,y = @ con a € R solucion del sistema de ecuaciones y
podemos afirmar que es By ) = {(0, 1)}. Por lo tanto, m, (1) =
1.

Como my(Ad) = 2 # 1 = mg(A4), la matriz A no es diagona-
lizable. Construimos su forma canénica de Jordan y, para ello,
buscamos un autovector generalizado.

Llamamos v; = (0, 1) y buscamos un autovector generalizado
Vo que verifique

(A—/U)vz:v1:>(_(1) 8)(§):(?)

De la matriz ampliada
0 0|0
-1 0(1])°

se deduce que x = —1,y = @ con @ € R es solucidén del sistema
de ecuaciones y podemos considerar v, = (—1, 0) un autovector
generalizado.

Por tanto, la forma canénica de Jordan de A es

21
=(52)
y la matriz de paso P tal que J = P"'AP es
0 -1
r=(1 )
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Forma canénica de Jordan

Problema 6.3.2. Segiin corresponda, obtener la diagonaliza-
cion o la forma canénica de Jordan y la matriz de paso de

2 -1 1
@A=l1 5 -2,
0o 1 2

1 00
(bp) B=(1 1 0 |,

1 1 1

3 1 2
(c) C=[0 1 0],

1 -1 2

0 3 1

(d) D= 2 -1 -1 |.

-2 -1 -1

Solucidn.

(a) En primer lugar calculamos los autovalores.

2-1 -1 1

A-aIl=| 1 5-12 =2 |=
0 1 2-2
5-14 =2 -1 1
(2_4)‘ 1 2-a| |1 2-a|"

2-D((G-V2-D+2)-((1-2)-1) =
2-)(2?-71+12)-1+3=
—3 4922 -272+27.
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Forma canénica de Jordan

Calculamos las raices del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

-1 9 =27 27
3 -3 18 =27

-1 6 -9 0
3 -3 9

-1 3 0
3 -3

-1 0

Obtenemos A = 3 autovalor triple, m,(1) = 3. Calculamos el
subespacio propio asociado al autovalor.

V(d) = {V:(x,y,z) eR’: (A—3I)\7:6}.

1 -1 1\[«x 0
(A-3Dv=0=| 1 2 2|y |=]o0
0 1 -1/\z 0

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

-1 -1 1\ (-1 0 0\ _/(00 00
1 2 =2 192100¥10 0|0
0 1 -1/ "% 01 -1 01 -1]/0

Luego,x =0,y = @,z = @ con @ € R es solucién del sistema
de ecuaciones y podemos afirmar que hay un solo autovector
vi = (0,1, 1), por lo que mg(1) = 1.

Como my (1) = 3 # 1 = mg(A), la matriz A no es diagonaliza-
ble. Construimos su forma canonica de Jordan y buscamos dos
autovectores generalizados.
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Forma canénica de Jordan

-1 -1 1 X 0
(A=3Dvy=v = 1 2 =2 y |=| 1
0o 1 -1 Z 1

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

-1 -1 10 - -1 0 O il 00 O
1 2 =211 92 10 Oo/-1|%4[10 o0
0 1 —1|1 /s 01 -1 01 -1
Obtenemos x = -1,y = 1 + @,z = @ con @« € R solucién

del sistema de ecuaciones. El primer autovector generalizado es
vy = (-1, 1,0). Calculamos el siguiente.

1 -1 1\/[x -1
(A=3D)vy=v, = 1 2 =2 y |= 1
0 1 -1/\¢ 0
—1 =1 1|1\ (=10 0|-1\_, (00 0
1 2 =20 1|2 10 ol 1|10 o
0 1 1| o)\ o1 -1 0 01 -1

La solucibnes x = 1,y = @,z = @ con @ € Ry, por lo tanto, el
segundo y dltimo autovector generalizado es v3 = (1,0, 0).
Concluimos que la forma candnica de Jordan de A es

J =

S O W
S W =

0
1
3
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Forma canénica de Jordan

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos, es

0 -1
P=11 1
1 0

S O =

(b) Calculamos los autovalores.

1-1 0 0
B-All=| 1 1-12 0 |=
1 1 1-2

(1-1)' 111 1%‘:(1—1)3.

Luego, A = 1 es el tnico autovalor de B con m, (A1) = 3. Calcu-
lamos la base del subespacio propio asociado al autovalor.

V(/l):{ﬁz(x,y,z)eR3:(B—I)T/zﬁ}.

. 0 0O X 0
(B-NHv=0=|1 00 y |=]0
110 Z 0

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

000 ol 00O
1002100
1 10 010

Luego, x =0,y = 0,z = @ con @ € R es solucién del sistema

de ecuaciones y podemos afirmar que hay un solo autovector
vi = (0,0, 1), por lo que mg(A) = 1.
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Forma canénica de Jordan

Como m,(Ad) = 3 # 1 = m4(A), la matriz B no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma candnica de Jordan y
buscamos dos autovectores generalizados.

El primero de ellos, v,, ha de verificar

0 0O 0
(B—I)VZZ\)l:) 1 00 =0
I 10 1

N =

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

000/0),,[000]0
1 00(0]2[100]0
1 1 0]1 01 0|1

Esx =0,y = 1,z = @ con @ € R solucién del sistema de
ecuaciones. El primer autovector generalizado es v, = (0, 1,0).
Calculamos el siguiente.

00O X 0
(B-Dvi=vy,=[|1 00 y |=[1
110 Z 0
0 0 00 ol 000 O
1 0 01 Z11 00| 1
1 1 0]0 01 0|-1
Lasolucibnesx =1,y = -1,z =a cona € Ry, por lo tanto, el

segundo y dltimo autovector generalizado es v3 = (1,—-1,0).
Concluimos que la forma candnica de Jordan de B es

1 10
J=[0 11
0 01

215



Forma canénica de Jordan

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos, es

00 1

P=(01 -1

1 0 O

(c) Calculamos el polinomio caracteristico y sus raices, que son
los autovalores de la matriz C.

3-4 1 2
|IC-All=] 0 1-4 0 |=
1 -1 2-2
3-a4 2
(1=2) ' 1 2-a|"
1-D(@B-D2-)-2) =
(1-2)(2>-52+4).
Calculamos las raices del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

1 -5 4

1 1 -4
1 -4 0

4 4
1 0

Por lo tanto, los autovalores y sus correspondientes multiplici-
dades algebraicas son

A1 =1conmy(dy) =2,
Ay =4 conmy(Ay) = 1.

La matriz C es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
cay geométrica de cada autovalor coinciden. La relacion

1 <mg(A) < my(A)
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Forma canénica de Jordan

nos lleva a deducir que para el autovalor A, = 4 siempre coincide
la multiplicidad algebraica y geométrica, ya que 1 < mgy(43) <
mgq (/12) =L

Sin embargo, para el autovalor 4; = 1 no podemos afirmar si la
multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse 1 < m, (A1) <
mey (/11) =2.

Tenemos que estudiar la dimension del subespacio propio aso-
ciado al autovalor A;.

V(A1) = {\7= (x,y,2) e R¥: (C—/lll)ﬁzﬁ}.
2 1 2 X 0
11 Z 0
Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

2 1 2\,,(0 30
0 00| % |0 00

1 -1 1 1 -1 1
a0 10\ (0100
Lo oo|2[0o0o0]0
1 -1 1 1010

Luego, x = —a,y =0,z = @ con @ € R es solucion del sistema
de ecuaciones y podemos afirmar que hay un Unico autovector
vi = (=1,0,1), por lo que m, (A1) = 1.
Como m,(A1) =2 # 1 = my(Ay), la matriz C no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma candnica de Jordan y
buscamos un autovector generalizado.
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Forma canénica de Jordan

El vector generalizado v, ha de verificar

2 1 2 X -1
(C—/lll)VQ:\/]:) 0 00 y | = 0
1 -1 1 Z 1

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

2 1 2(-1 i 0 3 0]-3
0 00| O|~]0 00| O
1 -1 1] 1 1 -1 1] 1
/3 0 1 0]-1 il 01 0]-1
~10 00| 0]R2[0O0O0 O
I -1 1] 1 1 0 1] 0
Esx = —a,y = -1,z = —a con @ € R solucién del sistema
de ecuaciones. Podemos considerar como vector generalizado
v2 =(0,-1,0).

También necesitamos calcular el autovector asociado al autova-
lor A,.

V(1) = {6: (x,y,7) €R?: (C—/lzl)\7=6}.

-1 1 2 X 0
(C-4Dv=0> 0O -3 0 y |=]0
1 -1 -2 Z 0

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

-1 1 2 L [0 0\ ,, (00 0]0
03 0| [o 1 0ol|™®2lo1 0lo0
1 -1 =2 /5" 1 -1 =2 10 =210



Forma canénica de Jordan

Luego, x = 2a,y = 0,z = @ con @ € R es solucion del sistema
de ecuaciones y el tnico autovector es v3 = (2,0, 1).
Concluimos que la forma canénica de Jordan de C es

1 1]0
J=(0 1|0
0 04

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados correctamente, €s

-1 0 2
P = 0 -1 0
I 01

(d) Calculamos el polinomio caracteristico y sus raices, que son
los autovalores de la matriz D.

0-a4 3 1
ID-All=| 2 -1-2 -1 |=-2-212+42+8.
-2 -1 -1-2

Calculamos las raices del polinomio aplicando la regla de Ruf-
fini.

-1 -2 4 8
2 -2 -8 -8

-1 4 -4 0
-2 2 4

-1 -2 0
-2 2

-1 0




Forma canénica de Jordan

Por lo tanto, los autovalores y sus correspondientes multiplici-
dades algebraicas son

A1 =2conmgy(dy) =1,
Ar = =2 conmgy(Ay) = 2.

La matriz D es diagonalizable cuando la multiplicidad algebrai-
cay geométrica de cada autovalor coinciden. La relacion

1 <my(d) < my(A)

nos lleva a deducir que para el autovalor A; = 2 siempre coincide
la multiplicidad algebraica y geométrica, ya que 1 < mgy(41) <
mgq (/ll) =L

Sin embargo, para el autovalor 4, = —2 no podemos afirmar de
antemano si la multiplicidad geométrica es 1 o 2, al verificarse
1 <my(A2) < my(A2) =2.

Tenemos que estudiar la dimensidn del subespacio propio aso-
ciado al autovalor A5.

V(ly) = {17:(x,y,z) eR3: (D—Aﬂ)\?z@}.

_ 2 3 1 X 0
(D+2H)v=0= 2 1 -1 y |=10
-2 -1 1 Z 0

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

2 3 1|0\ {02 2]0
2 1 =110 3121—10
2 -1 1l0/%\0o 0 of0

an 01 1[0\, nf0 1 1]0
A2 —2f0 R0 -1)0
BR?\o 0 00 00 00
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Forma canénica de Jordan

Esx =a,y = —a,z = acona € Rsolucion del sistema de ecua-
ciones. Podemos considerar como vector propio v{ = (1,—-1, 1),
por lo que m,(A2) = 1.

Como m,(A2) =2 # 1 = mgy(A), la matriz D no es diagona-
lizable. Entonces, construimos su forma canénica de Jordan y
buscamos un autovector generalizado del autovalor A, = 2.

El vector generalizado v, ha de verificar

2 3 1 X 1
(D—ﬂz[)szvl = 2 1 -1 y | = -1
-2 -1 1 Z 1

Resolvemos mediante el método de Gauss-Jordan.

2 3 1| 1)\, (02 2]2
12
2 1 —1|-1 21 -]
2 -1 1| 1)%\oo0o o] o
anf 01 1 I\, (01 1] 1
Llro1/2 =120-12 12 10 -1]-1

1/2

E\0 0 0| O 00 0] O

Luego,x =-1+a,y=1—-a,z=a cona € R es solucién del
sistema de ecuaciones y podemos considerar como autovector
generalizado v, = (-1, 1,0).

Para calcular la matriz P, también necesitamos calcular el auto-
vector asociado al autovalor 17 = 2.

V) ={7 = (xy.2) e R (D=1 7 =0},

_ -2 1 X 0
(D-2)v=0= 2 —3 -1 y 0
-2 -1 -3 Z 0
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Forma canénica de Jordan

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

-2 3 110 0 0 O

+1
2 -3 1|10 | %2 -3 -1

0
0
2 -1 30/ \0 -4 4]0
0
0
1

Fl/z 0 O O O F+3/2 0 0 0
2 23

201 =32 —1/210 |2 |1 10
7\ o 1 110 0 110

Luego,x = —a,y = —a,z = a cona € Res solucidn del sistema
de ecuaciones y un autovector propio de 4y es v3 = (—1,—1,1).
Concluimos que la forma canénica de Jordan de D es

-2 110
J = 0 -2|0
0 02

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados cuidadosamente, es

I -1 -1
P=1-1 1 -1
I 0 1

Problema 6.3.3. Consideramos la matriz

a 0 O
A= 0 4 -1
0 1 2

(a) Sabiendo que A = 3 es el tinico autovalor admitido por la
matriz A, determinar el valor de a € R.
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Forma canénica de Jordan

(b) Considerando el valor de a obtenido en el apartado ante-
rior, calcular la diagonalizacion o la forma canonica de
Jordan y la matriz de paso de A.

Solucidn.
(a) En primer lugar calculamos los autovalores de A:

a-1 0 0
A-AIl=| 0 4-2 -1 |=
0 1 2-2
“"”‘41& 2—11 -
(@-D)(E-D2-D+1)=0=
(@=2) (2-61+9)=0=
(@-2)(3-2%).

Los autovalores son 4 = @'y 4 = 3 pero, como el enunciado
indica que A = 3 es el tnico autovalor, tomamos @ = 3. De esta
forma, tenemos A4 = 3 con multiplicidad algebraica 3, es decir,
mg(A) = 3.

(b) Para saber si la matriz es diagonalizable o no, debemos co-
menzar calculando una base del subespacio propio asociado al
autovalor 4 = 3.

vu):{v:(x,y,z) eR3: (A—/U)T):ﬁ}.

. 00 O X 0
(A-3Dv=0=[0 1 -1 y |[=]0
01 -1 Z 0
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Forma canénica de Jordan

Podemos resolver este sistema de ecuaciones por el método de
Gauss-Jordan.

00 O o 00 00
01 -1|2[01 -1/|0
01 -1 00 0]0

La solucién del sistema de ecuaciones es x = @,y = 5,z = f3
con @, € Ry, por lo tanto, V(3) =< (0,1,1),(1,0,0) >y
mg(A) = 2.

Como my (1) = 3 # 2 = mg(A), la matriz A no es diagonaliza-
ble. Entonces, construimos su forma canénica de Jordan y matriz
de paso. Llamamos v; = (0,1,1) y v3 = (1,0,0) y buscamos
un autovector generalizado v, tal que

00 O X 0
(A=3D)vy=vi=>| 0 1 -1 y |=]1
01 -1 Z 1

Resolvemos este sistema de ecuaciones por el método de Gauss-
Jordan.

00 0]0 ol 00 00
01 -111] 2101 -1]1
01 -1]1 0 0 00

Esx=a,y=1-p,z=/Fcona,p € R solucién del sistema de
ecuaciones. Considerando, por ejemplo, @ = 0, 8 = 0 tenemos
v2 = (0, 1,0) como autovector generalizado.

Concluimos que la forma canénica de Jordan de A es

3 1|0
J=]10 3|0
0 03
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Forma canénica de Jordan

Y la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores obte-
nidos ordenados correctamente, es

0 0 1
P=11120
1 00
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