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-Eso es. El método consiste en reducir todos los
acontecimientos del mismo tipo a un cierto niime-
ro de casos igualmente posibles; y luego establecer
entre cllos el mayor nimero de casos favorables al
acontecimiento cuya probabi]idad se busca... La re-
lacion entre esos casos favorables y todos los casos
posibles nos da la medida de esa probabilidad. ;Lo
comprende?
-Si... Mis o menos.

Arturo Pérez Reverte, El asedio
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Prologo

En los dltimos afios la estadistica ha crecido en importancia en casi todos los
campos del saber. Cada vez mas necesitamos razonar y adoptar decisiones usan-
do datos y analisis estadisticos.

Weisburd y Britt afirman en su Statistics in Criminal Justice (2007), “Wic-
hout statistics, conducting research about crime and justice would be vircually impossi-
ble” De una forma mas cercana, en el documento Experiencias y buenas précti—
cas en gestion de calidad aplicadas a la administracion de justicia, informacion
y transparencia judicial y atencion al ciudadano, dirigido por Pastor y Robledo
(2000), se indica que “Disponer de una buena informacion estadistica y usarla de
manera intensiva y eficiente es una necesidad ineludible para la mejora de la gestion
de la justicia. Es tambien una obligacion de cara a la sociedad a la que se debe rendir
cuenta de su funcionamiento.”

Esto no quiere decir que el profesional del mundo juridico/criminologico
lo renga asumido, ya que como senalan De Benito y Pastor (2001) en su articu-
lo La Estadistica como instrumento de la Politica Judicial (en Los problemas
de la investigacion empirica en criminologia. La situacion espanola), “La sub-
estimacion de la informacion emptrica y, en particular, de la informacion estadistica
estd todavia muy arraigada en la tradicion juridica” Pero incluso llegan a ser mas
contundentes cuando dicen “La infbrmacién estadistica ... es ... estrecha de miras,
dispersa, tardia y costosa. ... Seguramente el problema mds importante al que se enfren-
ta cualquier estudioso de la actividad judicial en nuestro pais es la enorme deficiencia
de sus estadisticas.”

Es evidente que el progreso vendra en parte, sin duda alguna, apoyado en
una adecuada utilizacion de las cada vez mas numerosas colecciones estadisticas
de daros.

Para contribuir a la formacion de los futuros profesionales de la criminolo-



gia, esta publicacion pretende ser un texto basico para las asignaturas de Esta-
distica, que forman parte de los programas de los Grados en Criminologia o en
Criminologia y Seguridad. Su objetivo es que el estudiante disponga de forma
ordenada y resumida de las nociones fundamentales del universo estadistico,
con una exigencia minima de requisitos matematicos. Se ha cuidado de manera
especial que la mayoria de los ejemplos aclaratorios de los diferentes concep-
tos, proced:m de situaciones reales. Esto motivara al estudiante y le hara ver
aplicaciones de las técnicas estadisticas en lo que va a ser su mundo profesional
tuturo.

Por otro lado, nos parece prioritario que el estudiante de Criminologia ad-
quiera competencias en el manejo de una herramienta informatica que le ayude
alaresolucion de problemas que, en general, implican el uso de fuentes de datos
relacionadas con la criminologia.

Entre la gran variedad de software estadistico existente hoy en dia, nosotros
hemos optado por el proyecto de estadistica computacional R junto con la in-
terfaz de usuario R commander. La decision se ha basado en diferentes razones.
En primer lugar se trata de un software gratuito, pero, ademas, los analisis rea-
lizados pueden ser reproducibles desde el punto de vista cientifico, tiene unos
excelentes sistemas tanto de ayuda como grafico y, por tltimo, se puede migrar
facilmente de sofrware comercial (SPSS, Statgraphics, S-Plus) a R. Ademas
nos parece oportuno senalar que la Universidad de Cadiz, y en concreto su De-
partamento de Estadistica e Investigacion Operativa, lleva afios trabajando en
el paquete estadistico R y la interfaz grafica R commander, creando, a partir
de ella, un proyecto propio llamado R-UCA, disponible para Windows y Linux.

Para finalizar queremos senalar que este Prologo quedaria incompleto si no
agradeci¢ramos sinceramente los trabajos, indicaciones y reflexiones de todos
los autores referenciados. Pero nuestro agradecimiento debe dirigirse tambien
a aquellos alumnos que ya estudiaron estas asignaturas y las enriquecieron con
sus comentarios y sugerencias. Sin ellos no hubiera sido posible la elaboracion
del presente manual.



Capitulo 1

Estudio descriptivo unidimensional
de la actividad Criminolégica

Contenidos
L1 Introduccion ala Estadistica Descriptiva . . . . . . . .. 3
1.2.  Distribuciones de frecuencias . . . . . . ... ... ... 5
1.3.  Representaciones graficas . . . . . ... ... 9
14. Medidas centrales . . . . ... ... 15
1.5, Medidas de posicion no centrales . . . . ..o 26
1.6, Medidas de dispersion . . ... ..o 30
17. Otros detalles de interés . . . . . . ... ... ... ... 40

1.1. Introduccion a la Estadistica Descriptiva

El método estadistico, dentro del mecrodo cientifico, consiste en una serie de pasos
que nos permitan llegar al verdadero conocimiento estadistico.
Las principales etapas del método estadistico son:

(a) Recoleccion de datos.

(b) Ordenacion y presentacion de los datos en tablas simples o de doble en-
trada.
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(c) Determinacion de medidas o parametros que intenten resumir la canti-
dad de informacion.

(d) Formulacion de hipotesis sobre las regularidades que se observen.

(¢) Por dltimo, aplicacion del analisis estadistico formal que permita verifi-
car las hipotesis formuladas.

El presente tema se ocupa de las etapas (b) y (¢) del método estadistico.

Definicion 1.1 Se llama poblacion o universo a todo el conjunto de individuos o ele-
mentos que participan de la caracteristica objeto de estudio.

Definicion 1.2 Cualquier subconjunto representativo de la poblacion se denomina
muestra.

Definicion 1.3 La Estadistica Descriptiva trata de organizar, representar y resumir un
conjunto de datos de manera que pueda ser extraida la maxima informacion procedente

de ellos.

Definicion 1.4 Se conocen como variables estadisticas a las caractertsticas que poseen
los elementos de una poblacién y que van a ser objeto de estudio estadistico.

Las variables a analizar pueden ser de diferentes tipos:

» Cualitativas o atributos: son variables no expresables numéricamente.
(Ejemplo: “Lugar de procedencia de los condenados en Espana durante
un ano determinado” o “Nivel de estudios de los reclusos de cierto centro
pentenciario”)

» Cuantitativas: pueden ser expresadas numericamente. Las variables cuan-
titativas se subdividen en:

(i) Cuantitativas Discretas, si el conjunto de sus posibles valores tiene
cardinal finito o infinito numerable. (Ejemplo: “Nimero de expe-
dientes resueltos durante un afio por los jueces y magistrados de
cierta comunidad auténoma”)
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(ii) Cuantitativas Continuas, si pueden tomar los infinitos valores de
un intervalo. (Ejemplo: “Distancia estimada desde la que se realizo
un disparo")l Aveces, por cuestiones précticas, conviene discretizar
este tipo de variables (Ejemplo: “Antigiiedad en el cuerpo de jueces
y magistrados, expresada en afios”)

Las variables estadisticas suelen representarse con letras maytsculas del fi-
nal del alfabeto: X, Y, Z, ... Los valores que toman (es decir, los datos) los
escribiremos con letras minusculas: 1, oo, T3, ... Y1, Y2, Y3, ... O 21, 22, 23, ...

Ejemplo 1.1.1

X="“Numero de expedientes resueltos durante el ano 2006 por cada uno
de los 4 543 jueces y magistrados en los diferentes organos judiciales que
formaban la plantilla a 1 de enero de 2007”
z1= 206 expedientes, To= 124 expedientes, ., Ty543= 338 expedientes.

| I—

1.2. Distribuciones de frecuencias

A partir de un conjunto de datos queremos clasificarlos de modo que la infor-
macion contenida en ellos quede presentada de forma clara, concisa y ordenada.
Si representamos por N al numero total de datos, entre los que consideraremos
que hay & valores distintos 21, Za,..., 1 (que en el caso de las variables cuantita-
tivas se presentardn ordenados de menor a mayor), se conoce como frecuencia:
(a) Absoluta del valor ;, al nimero de veces que se presenta dicho valor en el
conjunto de datos. Se representa por n;.

(b) Absoluta acumulada del valor z;, al niimero de datos que hay iguales o in-
feriores a x;. Se representa por N;.

n.
(c) Relativa del valor x;, al cociente NZ Se representa por f;.

(d) Relativa acumulada del valor z;, al cociente —. Se representa por Fj.

Llamaremos distribucion de frecuencias al conjunto de los valores que pre-
senta una variable estadistica junto con sus frecuencias. De modo resumido es-
cribiremos {(;1;) }iz1,2,..k, donde n; es la frecuencia absoluta del valor ;,
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k
N = Z n; es el nimero total de datos o la frecuencia total, y & es el nimero
i=1
de categorias o clases.
Para presentar los resultados se acostumbra a usar la llamada tabla estadis-
tica, de la forma siguiente:

x| | Ny | fi | By
Ty | ng | No| fo| Fh

i | e | N | fre | Fe

Notese que Ny y Fj coincidiran con los valores N y 1, respectivamente.

Ejemplo 1.2.1 %\

En base a las estadisticas del ano 2012 relativas a los menores condenados,
y centrandonos en los menores con 14 afios de edad de la ciudad autono-
ma de Ceuta, analizamos la variable X'= “niimero de infracciones penales
cometidas”. Se obtiene la siguiente tabla de frecuencias:

i m|N] £ [ B
1 [18] 18] 08572 0.8572

21 21]200.0952 | 0.9524
311 ]211]0.0476 1

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Sentencias de
Responsabilidad Penal de los Menores)

Para el caso de variables cuantitativas continuas, o discretas que presenten
un numero elevado de valores distintos, se aconseja agrupar en intervalos o
clases. En ese caso la llamada tabla estadistica presenta el aspecto siguiente:
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’ (lica, U] ‘ T ‘ Li ‘ Ci ‘
[l0> ll] ny | T |G
(l1, 12] Ng | Ty | C2

(lo—1, ) | e | e |

lioi +1;

siendo ; = ———— la marca de clase (lamada también valor ideal) del in-

tervalo, y ¢; = [; — l;—; la amplitud del mismo.

OBSERVACION 1.1

(a) El agrupamiento de los datos da lugar a cierta pérdida de informacion pero con
ello se gana en manejabilidad de los mismos.

(b) Elnumero de intervalos y las amplitudes de los mismos deben ser escogidos con-
venientemente.

(¢c) Enlapractica, es frecuente la eleccion de intervalos de la misma amplitud, ya que
con ello se facilim el calculo de la mayor{a de las caracteristicas dcscriptivas que
analiza la estadistica. Un criterio empirico consiste en considerar como numero
de intervalos, k, el dado por la formula de Sturges, k = 1 + [3.31ogyy V],
donde [x] denota la parte entera de .

(d) Una vez decididos los extremos de los intervalos, y para que cada dato perte-
nezca a uno y solo uno de ellos, debe establecerse cémo seran los extremos de los
mismos. Adoptaremos como criterio general que el extremo inferior sea abierto y
el superior cerrado, es decir, (1i—1, 1], salvo el primer intervalo que serd cerrado
por ambos extremos.

Ejemplo 1.2.2 %

Consultado el Anuario Estadistico del Ministerio del Interior del ano 2006,
se considera la variable X'=“ntimero de penados en Centros Penitenciarios
espanoles en el ano 2006”.

21 = 1475 penados (A Lama, Pontevedra)
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29 =299 penados (Albacete)
x3 = 1707 penados (Albolote)

x77 = 1400 penados (Villabona)

Para construir la correspondiente tabla estadistica, y dada la tipologia
de los datos, vamos a agrupar en intervalos. Consideraremos intervalos de
igual amplitud, calcularemos el nimero de estos con la formula de Sturges
y a continuacion decidiremos la amplitud y el inicio del primer intervalo.

(a) k=1+[3.3log,, 77| = 1+ [6.2254] =7
(b) min{x;} = 61 (Sta. Cruz de la Palma)
() max{x;} = 2466 (Valencia)

2466 — 61

Se debe aproximar siempre por exceso. En este caso se ha elegido
360 en vez de 350, ya que si se comienza en cero, para amplitudes
de tamano 350 el extremo superior del ltimo intervalo seria 2 450
y dejaria fuera al dato mayor.

Se obtiene la tabla siguiente donde se incluyen las columnas corres-
pondientes a los diferentes tipos de frecuencias:

‘ (li—l, li] ’ Ty ‘ ; ‘ N; ‘ Ji ‘ F; ‘
[0, 360] 180 22 22 |1 0.2857 | 0.2857
(360, 720] 540 21 43 10.2727 | 0.5584
(720, 1080] 900 8 51 1 0.1039 | 0.6623
(1080, 1440] | 1260 9 60 | 0.1169 | 0.7792
(1440, 1800] | 1620 13 73 1 0.1688 | 0.9480
(1800, 2160] | 1980 3 76 1 0.0390 | 0.9870
(2160, 2520] | 2340 1 77 10.0130 1
Totales N=T7 1
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1.3. Representaciones grﬁﬁcas

Las representaciones graficas permiten observar, a golpe de vista, el comporta-
miento de la distribucion. Se usan como complemento del trabajo estadistico,
y a veces, como punto de partida para un posterior analisis.
Tipos de graficos:
(a) Paravariables cualitativas preferentemente: basan su construccion en es-
tablecer proporcionalidad entre areas y frecuencias.
(i) Diagramas de barras: Se construyen dibujando sobre cada categoria

del atributo rectangulos de igual base y altura la frecuencia abso-
luta (o relativa) de la misma.

Ejemplo 1.3.1\/@

Se recoge informacion relativa a las victimas de violencia de geénero
menores de 18 afios (con orden de proteccion o medidas cautelares)
que se produjeron en las comunidades autonomas de la cornisa can-
tabrica en ano 2013. La informacion se resume en la siguiente tabla
de frecuencias:

| Comunidad Auténoma | Nimero de vicrimas (n;) |

Asturias, Principado de 3
Cantabria 8
Galicia 16

Pais Vasco 11

(Fuente: Explotacion estadistica del Registro central para la proteccion

de las victimas de la violencia doméstica y de género)

Alo largo de todo el manual usaremos el paquete estadistico R junto
con la interfaz de usuario R commander. Las instrucciones basicas
del mismo se incluyen en el apéndice A.

Para la introduccion de datos de forma manual se puede consultar el
citado apendice. Una vez introducidos los datos bastara con pulsar
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Graficas — Grafica de barras...

Victimas por violencia de género

Diagrama de barras

S 154

=

@)

v

= 10+

N

g

CEEN

=}

ot

=

£,

Astlllrias Cantlabria Gallicia P. Vlasco
|

(i) Diagrama de sectores: dividimos un circulo en sectores circulares
de forma que cada uno de ellos represente a cada categoria del atri-
buto y con area proporcional a su frecuencia absoluta (o relativa).

Ejemplo 1.3.2k4|j|

Se considera el estudio de la variable “lugar de procedencia de los conde-
nados en Espana durante el ano 2012”

Espana 164 029 0.7420

Resto de Union Europea 17329 0.0784

Resto de Europa 1854 0.0084

Resto del Mundo 37851 0.1712
Totales N =221063 1

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

10
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2012

Espana

Resto del mundo

Resto de Union Europea

BB OO

74 % Resto de Europa

Evidentemente hay que evitar introducir uno a uno los datos que apa-
recen en la tabla anterior. Es conveniente seguir los pasos descritos en el
apartado A3.1 del apendice en caso de tener frecuencias absolutas muy
clevadas. Basicamente escribiremos la siguiente orden (en una sola linea)
dentro de la ventana R script de R commander.

DatosProcedencia <- data.frame(Procedencia =
rep(c("Espafia", "Resto de Unidén Europea",
"Resto de Europa","Resto del Mundo"),

times = ¢(164029,17329,1854,37851)))

Ahora pulsaremos en el botéon Conjunto de datos: para seleccio-
nar el conjunto DatosProcedencia que hemos creado. Igual que en el
cjemplo anterior, bastara pulsar Graficas — Grafica de barras...
o bien Graficas de sectores.

| I—

(b) Paravariables cuantitativas: Si la variable no esta agrupada en intervalos
su representacion grafica se conoce como diagrama de barras. Sobre un
sistema de cjes cartesianos se representan los valores de la variable en el
cje de abscisas y las frecuencias correspondientes en el de ordenadas.

Si la variable viene agrupada en intervalos representaremos en el eje de
abscisas los intervalos en los que se agrupan los valores de la variable y so-
bre cada uno de ellos dibujaremos un rectangulo de altura las densidades
de frecuencias, h; = ]\7; = ?, obteniendo un histograma.

T T

11
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Ej

12

emplo 1337

Se pretende estudiar la poblacion reclusa adulta de mujeres con menos de
cincuenta y un anos en la comunidad de Andalucia en 2012. Atendiendo
a la variable “edad”, se obtiene la informacion que se recoge en la siguiente

tabla:

‘(h—l,lﬂ ‘ 1 ‘ Ji ‘ Ci‘ hi ‘
18, 21] 449 10.0999 [ 3 10.0333
(21, 26] 877 0.1951 | 5 |0.0390
(26, 31] 850  |0.1891 | 5 |0.0378 (h‘_ﬁ)
(31, 36] 800 01779 | 5 [0.0356 |\ @
(36, 41] 691 | 0.1537 | 5 | 0.0307
(41, 51] 829 | 0.1843 | 10 | 0.0183
Totales | N = 4496 1

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

Cuando los datos vengan recogidos en una tabla de frecuencias agru-
pados por intervalos, no habra forma de saber cuales fueron los datos reales
de la encuesta. Utilizaremos entonces una aproximacion introduciendo las
marcas de clase de los intervalos dados, es decir,

DatosMujeresReclusas <- data.frame(

edad = rep(c((18+21)/2, (26+21)/2, (26+31)/2,
(31+36) /2, (36+41)/2, (41+51)/2),

times = c(449, 877, 850, 800, 691, 829)))

Elegimos el conjunto de datos DatosMujeresReclusas y, en este ca-
s0, utilizando los ments Graficas — Histograma. .. aparccera una
ventana para seleccionar las opciones de dicha representacion. Convie-
ne scleccionar Densidades en la pestana Opciones (también podremos
cambiar las etiquetas de los ejes).
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Hist (DatosMujeresReclusas$edad, scale="density",
breaks="Sturges",
col="darkgray", xlab="Edades", ylab="Densidad")

Obtendremos un histograma que no tiene en cuenta las amplitudes y
no sera adecuado para representar nuestros datos. Para conseguir el histo-
grama buscado modificaremos el argumento breaks de la forma siguiente:

Hist(DatosMujeresReclusas$edad, scale="density",
breaks=c(18,21,26,31,36,41,51),
col="darkgray", xlab="Edades", ylab="Densidad")

0.04 1

0.03 1

= 0,021

0.01 1

0.00 4

1821 26 31 36 41 51
Edad

Ejemplo 1.3.4k4|j|

Consideremos que queremos limitar el estudio del ejemplo 1.3.3 a la po-
blacion de mujeres con edades comprendidas entre veintiuno y cuarenta y

13
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un anos:
’ (li1, 1 ‘ Ny ‘ Ci | h;
(21, 26] 877 5 | 0.05450
(26, 31] 850 5 10.05283
(31, 36] 800 51 0.04972
(36, 41] 691 5 1 0.04294
N =3218

(Fuente: Explotacién del INE del Registro Central de Penados)

En este ejemplo vamos a utilizar la representacién gr:ifica conocida co-
mo poligono de frecuencias. Esta representacion debe usarse solo con in-
tervalos de igual amplitud. Tomando como base el histograma, se pretende
obtener una vision de la forma que tendria la distribucion de frecuencias
de la variable cuando el niimero de observaciones fuese elevado. Se constru-
ye uniendo mediante segmentos los puntos medios de las bases superiores
de los rectangulos del correspondiente histograma. Para completarlo su-
ponemos la existencia de dos rectangulos de altura igual a cero, una a la
izquierda del primero, y otro a la derecha del dltimo.

—

N
0.06 1
. 0.044

=
0.02-
0.004
20 30 40
Edad

14
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IManipula!

Puedes  visitar la  pagina  https://berihuete.shinyapps.io/
Histogram/ para manipular algunos de los parametros que contro-
lan este tipo de representacion.

1.4. Medidas centrales

Las medidas de posicion o tendencia son medidas resumen que tratan de repre-
sentar a la distribucion de partida. Las medidas de posicion central sirven para
representar globalmente el comportamiento de los datos observados y localizar
la distribucion de frecuencias.

En esta seccion estudiaremos la media aritmérica, la mediana y la moda. De
estas tres medidas, media y mediana son exclusivas para variables cuantitativas,
pudiendo calcularse la moda también para variables cualitativas.

1.4.1 La media aritmética. Propiedades

Definicion 1.5 Dada la distribucion de frecuencias { (x5 ;) }iz1 2.k, se llama me-
dia aritmética al valor:

Ejemplo 1.4.1 %\

Con la informacion proporcionada en el ejemplo 1.2.1, donde se daba la
tabla de frecuencias

15
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sobre la variable X = “ ndmero de infracciones penales cometidas”, vamos

a calcular la media aritmética:

1-18+2-24+3-1 25
21 21

T = = 1.19 infracciones

Respuesta: El nimero medio de infracciones penales cometidas es de 1.19.

| —

OBSERVACION 1.2 Si la variable viene agrupada en intervalos, la media arimetica
se calcula utilizando las marcas de clase. El valor vesultante de la media aritmética
vendrd influenciado por la eleccion de los intervalos, siendo mayor la precision cuanto
menores sean las longitudes de los intervalos.

Propiedades de la media aritmética

(a) La suma de las desviaciones de los valores de la variable respecto a su

media es cero:

k k

i=1 i=1

(b) Teorema de Kénig: La media de las desviaciones al cuadrado de los valo-
res de la variable respecto a una constante ¢, cualquiera, se hace minima
cuando ¢ = Z. Vamos a comprobarlo:

D(e) = (i~
:ZZI(J,‘l—I—l-I—C)Q-Ni:izl[(xz—x)—(c—f)P ~

16
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k
:Z(xi—f)Q-%—i—(c—E)Q

El valor de ¢ que hace minima esta expresion es ¢ = T, ya que en este
caso el segundo sumando se anula y el primero no depende del valor de
C.

Si de un conjunto de valores obtenemos dos (0 mas) subconjuntos dis-

juntos, la media aritmetica de todo el conjunto, 7, se relaciona con las
medias aritmeticas de los diferentes subconjuntos de la forma siguiente:

k h k
i=1 =1

i=h+1 _ NayZT1 + N2y
N N N ’

siendo T la media calculada con los N(;) valores observados en el sub-

T =

conjunto i-¢simo, 4 = 1,2,y N = N3y + N2). Los datos organizados
en una tabla de frecuencias son:

X4 n;

€ ny

L, np

Nay
Th+1 Nh+1
Tk g

N

Ejemplo 1.4.2 %\

El estudio de la edad, X, de los menores condenados en Andalucia
en el afio 2012 arrojo que la edad media de los chicos es de 15.82
afios, mientras que la correspondiente a las chicas es de 15.56 anos.
Se desea conocer la edad media del conjunto total de los menores

17
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considerados. ;jSeria correcto que T = 15.69 anos, obtenida como
la media aritmética de ambas medias?

Para dar respuesta a la pregunta se consideran las distribuciones de
frecuencias de las que se obtuvieron ambas medias (Fuente: Explota-
cion del INE del Registro Central de Sentencias de Responsabilidad
de Menores)

’ z; ‘ n;(chicos) ‘ x;n;(chicos) ‘ n;(chicas) ‘ x;n;(chicas) ‘

14 443 6272 133 1862
15 653 9794 153 2295
16 897 14352 184 2944
17| 1019 17323 148 2516

Noy — 3017 | 47742 | Ny —618| 9617

N = Ny + Ny = 3635 total de menores

k
g Lily;
=1

47742+ 9617 57359

T . - — 15.78
. N 3635 3635
15.82 + 15.56
T
2
w00 |

Ventajas de ©

(a) Considera todos los valores para su calculo.

(b) De existir, es tnica.

(¢) No se ve afectada por el orden en que vengan dados los datos.
(d) Tiene una facil interpretacion.

18
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Inconvenientes de T

(a) En el caso de datos agrupados en intervalos, la media aritmética no es
calculable si la distribucion carece del extremo inferior del primer inter-
valo o del extremo superior del dltimo.

Ejemp]o 14.3

En base a las estadisticas relativas a adultos condenados en Andalu-
ctaen el afio 2012, para lavariable X =“ntimero de delitos cometidos”
de la que se tiene la siguiente distribucion de frecuencias:

L oz | n |
1 36 726
2 5665
3 1299
Miasde 3 | 690

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

;Como podremos aplicar la formula de calculo de la media aritme-
tica?

| I—

(b) Valores de la variable inusualmente extremos pueden distorsionar la me-
dia aricmérica. La solucion sera eliminarlos o calcular otra medida de
posicion que no se vea afectada por los mismos.

Ejemplo 1.4.4 %\

Consideremos la distribucion

z; |0]1]2)100

19
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La media aritmérica

10 +1
__ 0+6+170+ 0 _ 450

;puede considerarse que representa bien a la distribucion de fre-
cuencias proporcionada?

1.4.2 La mediana

Definicion 1.6 La mediana, M., es un valor tal que, ordenados los valores de la dis-
tribucion de menor a mayor, separa a los mismos en dos partes que contienen el mismo
nitmero de datos.

Calculo de la mediana

(a) En distribuciones de frecuencias sin agrupar.
N 1
(1) 51E71<§<E:>Me:xi

. N
O de forma equivalente, si N;—1 < 5 < N;= M, =x;

1 x; + Tit1
i) Sifj=-=>M,= ——
(ii) Si 5 5
. . Ti + Tig1
Si usamos los valores de N;, si N; = 5 = M, = —a

Ejemplo 1.4.5l4|j

Se dispone de la informacion sobre la edad, X, de las chicas meno-
res condenadas en Andalucia en el afio 2012 (Fuente: Explotacion
del INE del Registro Central de Sentencias de Responsabilidad de

Menores).

20
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o [ [ ] Vo
14133 133 N
15 | 153 | 286 Ny < o =309 < Ny
16 | 184 | 470
17 ] 148 | 618 M, = 23 = 16 anos

Introducidos los datos pulsamos Estadisticos — Restimenes —
Conjunto de datos activo y obtenemos la siguiente tabla:

> summary (dataset)
X

Min. :14.00

1st Qu.:15.00
Median :16.00
Mean :15.56
3rd Qu.:16.00
Max. :17.00

L’cl mcdiana CS pOf tanto
Median :16.00 anos.

Ejemplo 1.4.6‘/E

Si con el mismo enunciado del ejemplo 1.4.5 se obtuviese la siguiente
distribucion de frecuencias (los datos proporcionados en este caso
no son reales):

N =618

14 [ 133 133 N

15| 176 | 309 No=75 =309

16 | 161 | 470

17 | 148 | 618 M, — x?‘g”% _5 ‘g 10 15 5 ami0s

Introducidos los datos pulsamos Estadisticos — Restimenes —
Conjunto de datos activo y obtenemos la siguiente tabla:

21



MANUALES
MATEMATICAS
Y FISICA

> summary (dataset)

X
Min. :14.00

1st Qu.:15.00 Por tanto, la mediana es
Median :15.50 Median :15.50 anos.

Mean :15.52
3rd Qu.:16.00
Max. :17.00

| —

(b) En las distribuciones de frecuencias agrupadas en intervalos, no es posi-
ble identificar directamente el valor central. En este caso seguiremos los
pasos siguientes:

(i) Se calculan las frecuencias absolutas acumuladas, V; (o las relativas

Ey).

(i) El intervalo mediano es el primero cuya frecuencia absoluta acu-

N

mulada supere 61 ValO‘[’ E (O 13. relativa acumu]ada supere 61 Va]OT

—). Supongamos que es el (I;_1,;].

2
(iii) Suponiendo que los valores de la variable se reparten uniforme-
mente dentro de cada intervalo, entonces:

1 N
5~ fim l 5 — i
Mezli— ——  C; = lj— - G
TER-R, T TN N,

Ejemplo 1.4.7 %\ \/E

Tomando como referencia el ejemplo 1.3.3 acerca de la edad, X, de la po-
blacion reclusa adulta de mujeres con menos de cincuenta y un anos en
la comunidad de Andalucia en 2012, queremos obtener la mediana de la

22
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distribucion. Los datos se recogen en la siguiente tabla:

‘ (or - B ‘ 1 ‘ N; ‘ Fy = N;/N ‘
(18, 21] 449 449 0.0999
(21, 26] 877 1326 0.2949
(26, 31] 850 2176 0.4840
(31, 36| 800 2976 0.6619

(36, 41] 691 3667 0.8156
(41,51] | 829 | 4496 1
N = 4496
(Fuente: Explotacién del INE del Registro Central de Penados)
1 2176
B 92 4496 - 2248—2176. B o
M6—31+—2976 5176 5_31+—2976—2146 5 = 31.45 anos.
4496 4496

Observe que los datos vienen agrupados por intervalos y por tanto
tendremos que introducir en el programa estadistico las marcas de cla-
se, junto con las frecuencias absolutas. Introducidos los datos pulsamos
Estadisticos — Restimenes — Conjunto de datos activoy ob-
tenemos la siguiente tabla:

> summary (dataset)

X
Min. :19.50
1st Qu.:23.50 Por tanto la mediana es
Median :33.50 Median :33.50 anos.

Mean :32.28
3rd Qu.:38.50
Max. :46.00
Observe la diferencia de resultados entre la resolucion mediante tor-
mula 0 mediante R commander, ya que en este tltimo caso la mediana se
calcula directamente como el valor central de los datos ordenados.

| I—
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1.4.3 La moda

Definicion 1.7 La moda es el valor de la variable que mas se repite.

OBSERVACION 1.3 Existen distribuciones que pueden tener mas de una moda, y dis-

tribuciones que no tienen moda.

24

(a) Distribuciones no agrupadas en intervalos. La moda es el valor de la va-
riable de mayor frecuencia absoluta.

Ejemplo 14.8 %

En base a las estadisticas del ano 2012 relativas a los adultos conde-
nados en la comunidad autdnoma andaluza, analizamos la variable
X = “nimero de delitos cometidos”. Se obtiene la siguiente tabla de

frecuencias:
T
1 36726
2 5665
3 1299
Masde 3| 690

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

Respuesta: el nimero de delitos mas frecuente es M, = 1 deliro.

| I—

(b) Distribuciones agrupadas en intervalos. Supondremos que todos los va-
lores observados incluidos en un intervalo se encuentran distribuidos
uniformemente, y que la moda estard mis cerca de aquel intervalo cuya
frecuencia sea mayor.

(i) Si los intervalos son de distinta amplitud, los pasos a seguir
para el calculo de la moda son:

= La clase modal, (l;_1, ], es aquella que tiene la mayor densi-

dad de frecuencia, h; = n;/Ne¢;.
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s El valor modal sera:

hi1
M,=1l_4+-—-""+—"
' hi—1 + hiyq

1

Ejemplo 1.4.9 %\

Retomemos el enunciado del ejemplo 1.3.3 en el que se estudia-
balapoblacion reclusa femenina adulta de menos de cincuenta
y un afios en la comunidad de Andalucia en 2012. Queremos
estudiar la “edad” mas frecuente, es decir, la moda de la discri-
bucion. La informacion que se proporciona es la siguiente:

‘ (li—l, li] ’ n; ‘ Ci ‘ hi ’

18, 21] 449 3] 0.03329
(21,26] | 877 5 | 0.03901
(26, 31] 850 5 | 0.03781 (h: n)
(31, 36] 800 51003559 |\'" " N
(36, 41] 691 5 | 0.03074
(41, 51] 829 |10 0.01844

N = 4496

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

0.03781
M, =21 -5 = 23.69 =
* 0.03329 + 0.03781

La edad mas frecuente esta en unos 24 anos.

| I—

(ii) Sicodos los intervalos son de igual amplitud, podremos utilizar
las frecuencias absolutas, n;, en vez de las densidades de frecuen-
cias.

Ty .
M, =1;_;+ S s S ¢; (¢; = ¢, para todo valor de 7)
Nj—1 + Nit1

25
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1.5. Medidas de posici(')n no centrales

. . o/ 1. ! .
Las medidas correspondientes a esta seccion las utilizaremos inicamente para
variables cuantitativas.

Definicion 1.8 Los cuantiles son valores que, una vez ordenada de menor a mayor la
distribucion, la dividen en partes que comprenden el mismo numero de valores.

Entre los cuantiles podemos citar:

(a) Los cuartiles. Son tres valores que, una vez ordenada de menor a mayor la
distribucion, la dividen en cuatro partes cada una de las cuales contiene
un 25 % de los datos. Los representaremos por Q4 con 7 = 1,2, 3.

(Q2/4 - Me)

(b) Los deciles. Son nueve valores que, una vez ordenada de menor a mayor
la distribucion, la dividen en diez partes cada una de las cuales contiene
un 10 % de los datos. Los expresaremos como Q19 con 7 = 1,2, ..., 9.

(Qs/10 = M)

(¢) Los percentiles. Son 99 valores que, una vez ordenada de menor a mayor
la distribucion, la dividen en cien partes cada una de las cuales contiene
un 1 % de los datos. De este modo, entre dos percentiles consecutivos en-
contramos un 1 % de los datos. Escribiremos Q1090 conr = 1,2, ..., 99.

(@s0/100 = M)

Una notacion mas simple es Q1, Qa, Q3 para los cuartiles, D1, Ds,..., Dy
para los deciles y Py, Py, ..., Pyg para los percentiles.

Calculo de los cuantiles

Desarrollaremos esta seccion usando los valores de las frecuencias absolurtas
acumuladas, IV;. Es claro que de manera semejante se podrian utilizar las Fj
tal y como hicimos en la explicacion de la mediana.

(a) En distribuciones de frecuencias sin agrupar (k = 4, 10 0 100)

(i) SiNZ',1<%'N<Ni:>QT/k:.Ti

26
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r

k

T; + Tip1

i) Si N =
(ii) Si 5

N:>Qr/k =

Ejemp]o 1.5.1 %

Calculemos el noveno decil para la variable X'= “nimero de delitos
cometidos” correspondiente al ejemplo 1.4.8.

L & | onm | N [ B
1 36726 | 36726 | 0.8275
2 5665 | 42391 | 0.9552
3 1299 | 43690 | 0.9844
Masde3 | 690 | 44380 1

(Fuente: Explotacion del INE del Registro Central de Penados)

9
]\/v1 < E . N =39942 < N2 :QQ/lﬂ = X9 = 2 delitos.

| I—

(b) En las distribuciones de frecuencias agrupadas en intervalos procedere-
mos de la forma siguiente (k = 4, 10 0 100):
(i) Se calculan las frecuencias acumuladas, V;.
(ii) Elintervalo que contiene a @)/, es el primero cuya frecuencia abso-
r
luta acumulada supere el valor T N.Supongamos que esel (1;_1, l;].

(iii) Suponiendo que los valores de la variable se reparten uniforme-
mente dentro de cada intervalo, entonces:

~.N-N_,

E
U Y S
Qo =l + 55

.C’L

27
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Ejemplo 1.5.2 %\ \/F_il

Retomamos de nuevo el enunciado del ejemplo 1.3.3 en el que se es-
tudiaba la poblacion reclusa adulta femenina de menos de cincuenta
y un afios en la comunidad de Andalucia en 2012. Para la variable
“edad” queremos calcular los cuartiles primero y tercero, y el percen-
til cuarenta y dos. La informacion que se proporciona es la siguiente:

’ (li—17 li] ’ n; ‘ N; ‘
[18, 21] 449 449

(21 , 26] 877 1326
(26, 31] 850 2176
(31 , 36] 800 2976
(36 , 41] 691 3667
(41 , 51] 829 4496
N = 4496

(Fuente: Explotacién del INE del Registro Central de Penados)

Calculo del primer cuartil: como 1= 1124, entonces
1124 — 449
— 21 _— . — 24 S 2 = .
Q1/4 + 1396 — 449 5 85 (unos 25 afios)

N
= 1 888.32, entonces

Calculo de Q42/100: como 100

1888.32 — 1326
=2 -5 = 29.31 (unos 29 anos).
Q42/100 6 + 5176 — 1396 5 9.31 (unos 29 anos)

Caleulo de Q3/4: como o4 = 3372, entonces

3372 — 2976 .
Q374 = 36 + 3667—-2976 5 = 38.86 (unos 39 afios).
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Medidas de posicién no centrales

Los resultados obtenidos en el ejemplo 1.4.7, en el que utilizamos la
secuencia Estadisticos — Restmenes — Conjunto de datos
activo, fueron:

> summary(dataset)
X

Min. :19.50

1st Qu.:23.50
Median :33.50
Mean :32.28
3rd Qu.:38.50
Max. :46.00

El primer y tercer cuartil son, respectivamente, 1st Qu.:23.50y
3rd Qu.:38.50. Paracl calculo del percentil 42 bastara cambiar el
codigo de la linea de comandos.

numSummary (dataset[,"x"],
statistics=c("mean", "sd", "quantiles"),
quantiles=c(0,.25,.5,.75,1))

por

numSummary (dataset[,"x"],
statistics=c("mean", "sd", "quantiles"),
quantiles=c(0,.42,.5,.75,1))

Una vez la ejecutemos habra que observar que ha salido debajo de la
posicién 42 %. En nuestro caso 28.5 anos.
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mean sd 0% 42% 50% 75% 100% n
32.27925 8.659421 19.5 28.5 33.5 38.5 46 4496

| —

En ambos casos, para k = 4y r = 1,2, 3 tendremos los cuartiles; para
E=10yr = 1,2,...,9 los deciles, y para k = 100 y r = 1,2,...,99, los

percentiles.

1.6. Medidas de dispersion

Consideremos dos distribuciones de frecuencias que estudian una misma carac-
teristica sobre la poblacion para las que se obtiene la misma medida de posicion.
Veamos como el comportamiento puede ser bien distinto.

Ejemp]o 1.6.1

Sean las distribuciones correspondientes a las “calificaciones en cierta asig-
natura”, de 20 alumnos que pertenecen a los grupos Ay B, respectivamente.
Observemos el distinto comportamiento de estas distribuciones que tie-
nen media aritmetica comun igual a 5 puntos:

‘ (li—la li] ‘ Uz ‘ hi ‘ Ty ‘ Z;n; ‘

0,2 | 2005]1] 2

2,4 |4]o01]3]| 12| bl ki [yl

(4,6 | 8] 025/ 40 0,2] [10]025]1] 10

6,8 | 4]01]7] 28 (8,10 |10]0.25] 9 | 90

(8,100 | 2 |0.05] 9 18 20 100
20 100

La siguiente figura representa los histogramas de las dos tablas de fre-
cuencias
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Grupo A Grupo B
0.20+ 0.254
0154 020
0.15
< 0.10 A =)
0.10 1
0.05- 0.0
0.00 - 0.00 4
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Calificacion Calificaciéon
|

Las medidas que vamos a considerar a continuacion las calcularemos solo
para variables cuantitativas.

Se llama dispersion o variabilidad, al grado de separacion de los valores res-
pecto a otro que se pretende sea la sintesis.

A partir de una o mas medidas de posicién surgen diferentes medidas de
dispersion, y pueden definirse teniendo en cuenta:

(a) La diferencia entre determinados valores de la variable.

(b) Promedios de las diferencias entre cada valor de la variable y una medida

de posicion (T, M., por ejemplo).

(c) Laidea de que no dependa de las unidades de medida de los valores.

1.6.1 Medidas de dispersion absoluta

Son medidas de dispersion que dependen de la unidad de medida en que vengan

expresados los datos.

Recorridos. Desviaciones medias

Definicion 1.9 El recorrido es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la
variable:
R = méxx; — min x;
KA KA
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Ventajas del recorrido

Es una medida de facil calculo. Ademas es util en situaciones en las que se re-
quiera realizar muchas mediciones de la dispersién y sobre pocos valores.

Inconvenientes del recorrido

Su dependencia de los valores minimo y maximo del conjunto de datos la hace
muy sensible a la presencia de valores extremos. No tiene en cuenta los valores
intermedios de la variable, asi que puede no ser muy precisa. Por ultimo, no
puede ser calculado si el valor maximo o el minimo no estan determinados.

Ejemplo 1.6.2 %\

Usando la informacion dada en el ejemplo 1.6.1 obtenemos el recorrido de
la variable “calificacion” para cada uno de los grupos, A y B:
R(A) = méxx; —minz; =9 — 1 = 8 puntos

R(B) = maxy; —miny; = 9 — 1 = 8 puntos

| —

Definicion 1.10 El recorrido intercuartilico nos indica la amplicud del intervalo don-
de estan comprendidos el 50 % central de los valores, y se calcula:

Ry = Q34— Qs

OBSERVACION 1.4 Presenta como ventaja respecto al recorrido, la eliminacion del
posible efecto que pudieran tener algunos valores extremos.

Ejemplo 1.6.3 %\

Empleando de nuevo la informacion dada en el ejemplo 1.6.1 obtenemos el
recorrido intercuartilico de las “calificaciones” para cada uno de los grupos,

AyB:
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Ri(A) = Q3/a — Q174 = 6.5 — 3.5 = 3 puntos

R(B) = Q34 — Q14 =9 — 1 = 8 puntos

| I—

Pero necesitamos medidas de dispersion que involucren mas informacion
de la variable. La primera solucion seria considerar las desviaciones de cada
valor con respecto a una medida de posicion, p, y promediar posteriormente
estas desviaciones. Es decir:

=1

Esta definicion presenta el inconveniente de que si tenemos una distribucion
muy dispersa a ambos lados de p habra desviaciones de distinto signo que al su-
marse se compensaran, lo que puede hacer que una desviacion grande se trans-
forme en una pequena. Una solucion es considerar el valor absoluto o elevar al
cuadrado tales desviaciones, y ast medir la proximidad 0 lejan{a de los valores,
x;, a la medida de posicion empleada.

Definicion 1.11 La desviacion media respecto a la media aritmetica es la media arit-
/. . . .
mética de los valores absolutos de las desviaciones de los datos respecto de la media.

k
Df:2|xi—f|-%

=1

Ejemplo 1.6.4 %\

Retomemos la informacion del ejemplo 1.6.1 sobre las “calificaciones en
cierta asignatura” de 20 alumnos que pertenecen a los grupos A y B, res-
pectivamente. Recordemos que T = 7 = 5 puntos. Compararemos ambas
distribuciones empleando la desviacion media respecto a la media aritme-
tica.
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((ioy, L] [ ma [ | |2 — 7] - i |
([gi]] AR (ER I
(4.6] | 8|5 0 el vt B
; (8,10] |10|9 40
(6,8 |4]7 8 20 80
(8,100 | 2 |9 8
20 32
D(A)—zk:|$'—f| N = 55 = 16 puncos
- — 2 i N_20_ . pun (ON

k
. n; 80
Dy(B) = Z lyi — 7| - N 20 4 puntos
i=1

Varianza y desviacion tl'pica
Son las dos medidas de dispersion absoluta mas importantes.

Definicion 1.12 La varianza es la media aritmética de los cuadrados de las desvia-
ciones de los datos respecto a la media. Es decir,

§? = Z(:c —7)2. N (1.1)

A veces se usa también la cuasivarianza, definida por:

k
2 _ —\2 n;
N

El programa R commander calcula directamente esta cantidad cuando le so-

licitamos la varianza. La razén de que R commander calcule s? y no s?, serd
explicada mas adelante. Evidentemente:

Ns?= (N —1)-s
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Propiedades de la varianza

(a) Lavarianzaes siempre mayor o igual que cero, por ser suma de cuadrados,
y se anula solamente cuando todos los valores de la variable son iguales

entre si.

(b) La varianza es la medida cuadratica de dispersién 6ptima ya que, para
cualquier valor p se verifica que:

k k

— n; n;

#=) (w- H <) @
1=1

i=1

(Teorema de Kénig)

k
2 2 N —2 . . .
(¢) 5% = x; - N T~ es una expresion equivalente de la varianza que
i=1
facilita su calculo manual. Esta expresion, conocida como formula de

Kénig-Huygens, se obtiene facilmente sin mas que desarrollar el cuadra-
do de la diferencia en la expresion (1.1) de la varianza.

(d) Viene expresada en las unidades de la variable elevadas al cuadrado.

Definicion 113 Se define la desviacion tipica como la raiz cuadrada positiva de la
varianza. Es decir:

k
s=Vs2=|> (z,—7)" "N (1.2)

i=1
Propiedades de la desviacion tipica
(a) Essiempre mayor o igual que cero.
(b) Esuna medida de dispersion optima.

(c) Valores pequenios de la desviacion tipica indican poca dispersion de las
observaciones con respecto a la media.
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k
n.
(d) s=|> ol = -7
=1 N

(e) Viene medida en las mismas unidades de la variable.

() El'intervalo (T — 25,7 + 2s) contiene al menos el 75% de los valores
de la distribucion. Esto se obtiene a partir del teorema de Chebyshev
que afirma que, al menos el (1 — 1/k%) - 100 % de los valores de una
distribucion estaran a menos de k desviaciones tipicas respecto de la

media.

Ejemplo 1.6.5 %\ \4E|

Retomemos la informacion del ejemplo 1.6.1 sobre las “calificaciones en
cierta asignatura’ de 20 alumnos que pertenecen a los grupos Ay B, res-
pectivamente. Recordemos que Z = 4 = 5 puntos. Compararemos ambas
distribuciones empleando s y s..

0,2] [2]1] 2

Ez’ 4]] 413 36 ’ (licy, L] ‘ n; ‘ Yi ‘ y?m ‘

(4’ 6] | 8|5 200 0,2] 11011 10

(6’ 8 | 4719 (8,10] | 10| 9 | 810

(8,101 | 2| 9| 162 20 820
20 596

i n; 596
s(A) = fo-ﬁ’—#: 55— 5% = 21909 puntos
r ni 820
s(B) = ny — —y? =4/ —— — 5% = 4 puntos

%N 20
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20

sc(A) = ”1_9 - s2(A) = 2.2478 puntos
20

s¢(B) = 9 S (B) = 4.1039 puntos

Introducidos los datos en R commander, utilizamos Estadisticos
— Restmenes — Restimenes numéricos. .. obteniendo la siguiente
tabla para el Grupo A

mean sd IQR 0% 25% 50% 75% 100% n
5 2.247806 4 1 3 5 7 9 20

y para el grupo B

mean sd IQR 0% 25Y% 50% 75% 100% n
5 4.103913 8 1 1 5 9 9 20

Por tanto, s.(A) = 2.247806 puntos y s.(B) = 4.103913 puntos.

| I—

IAtencic’m!

Como ya se ha indicado, el paquete estadistico R calcula la cuasidesvia-
cion t{pica, es decir, si queremos calcular la desviacion t{pica como en la

formula 1.2 habra que multiplicar el resultado obtenido de R por %

1.6.2 Medidas de dispersion relativa

Supongamos que tenemos dos distribuciones de frecuencias a las que se les ha
calculado la misma medida de posicion, y queremos saber cual de las dos re-
presenta mejor a su correspondiente distribucion. Como tales medidas pueden
venir expresadas en distintas unidades, no podremos comparar la representati-
vidad de ambas utilizando las medidas de dispersion absoluta.

37



MANUALES
MATEMATICAS
Y FISICA

Es preciso construir medidas de dispersion adimensionales, es decir, medi-
das que resulten independientes de la unidad con que se miden los valores de
cada variable. Son las medidas de dispersion relativa.

Recorridos

Definicion 1.14 El recorrido relativo viene dado por la expresion:

R max x; — min x;
i i
Rr = — =

T T

Nos proporciona el nitmero de veces que el recorrido contiene a la media aritmética.

Definicion 1.15 El recorrido semiintercuartilico se define como:

Q34 — Q14

Rey — 2 _ Q34 — Qs
Qua+Cs/a Quys+ Qs
2

El coeficiente Rgy puede interpretarse como la comparacion, a traves de
un cociente, de la distancia media entre los cuartiles primero y tercero con el
punto medio de dicho intervalo.

El coeficiente de variacion de Pearson

Definicion 1.16 Se define por la expresion:

|

V:

=

Propiedades del coeficiente de variacion de Pearson

(a) Esunamedida adimensional y suele expresarse multiplicada por cien, es
decir en forma de porcentaje.

(b) Representa el numero de veces que la desviacion tipica contiene a |Z|.
Cuanto mayor es V' menos representativa es 7.

(c) La maxima representatividad de 7 se tiene cuando V' = 0. Dudaremos
de la representatividad de 7 si V' > 0.5.
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(d) Siz =0,V no es calculable.

(¢) El caleulo mediante el programa R commander se realizara mediante la
cuasi-desviacion tipica.

Ejemplo 1.6.6 %

Se pretende comparar en dispersion, ast como comparar la representativi-
dad de las medias ariemeticas de dos distribuciones expresadas en distin-
tas unidades de medida. Una de ellas considera la variable X =“ntmero
de infracciones penales cometidas” por menores de 14 afios en 2012 en la
ciudad autonoma de Ceuta (ejemplo 1.2.1). La otra considera la variable
Y =“edad” de las chicas menores condenadas en Andalucta en 2012 (¢jem-

plo 1.4.5).

Edad
yi | n | ymg | uing
14 | 133 | 1862 | 26068
15 | 153 | 2295 | 34425
16 | 184 | 2944 | 47104
17 | 148 | 2516 | 42772

Infracciones
1|18 18 18
21 2 4 8
31 3 9

21] 25 | % 618 | 9617 | 150369
25 9617
T = o1 = 1.19 infracciones; § = s 15.5615 anos
35 2 e
Sx =1\/g] ~ (1.19)° = 0.5005 infracciones
150 369
sy = \/ AT (15.5615)% = 1.0748 arios
sx  0.5005 Sy 1.0748
Vx = = = = 0.4206; Vy = — = = 0.0691
YT E 119 YT gl 15.5615
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Respuesta: La edad media puede considerarse mas representativa que el

numero medio de infracciones.

1.7.

Otros detalles de interés

1.7.1 Efecto sobre la media aritmética de una transformacién lineal

Nos disponemos a estudiar como se ve afectada la media ante una transforma-

cion lineal que puedan sufrir los datos.

40

(a)

Dada una distribucion de frecuencias {(x;;1;) biz1.2. &, vamos a consi-
. . Ny /. [

derar una nueva distribucion {(z4; n;) }iz12. k, donde 2, = 2, +bpara

todo valor de 7. Se verifica que:

k k k k
? _ i:lN _ =1 N _ i:lN + b . i:]lv =7 + b

Por tanto, si a todos los valores de una variable le sumamos una constante
b, la media aritmeética queda tambien aumentada en esa constante. Es
decir, la media aritmética queda afectada por los cambios de origen.

Dada una distribucion de frecuencias {(z;; 1;) }i=1,2,... k, vamos a consi-
derar una nueva discribucion {(z}; ;) biz12,..k, donde 2 = ax; para

todo valor de 7. Se verifica que:

k

k k
/
E xim; E (az;)n; E Til
i=1 B =l

== - =1 =a- =
N N N

=a-T

Por tanto, si todos los valores de una variable los multiplicamos por una
constante @, la media aritmética queda también mu]tip]icada por esa
constante. Es decir, la media aritmética queda afectada por los cambios
de escala.
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Consecuencia

Dada una distribucién de frecuencias {(x;;1;) }iz1.2, &, si consideramos una
nueva distribucion {(«};1;) biz1.2. .k que sea una transformacion lineal de la
primera, es decir, &} = ax; + b para todo valor de 4, entonces se verifica que:

o =aT+b

Ejemplo 1.7.1 %\

En un centro de menores se ha decidido implantar una nueva medida pa-
ra el control de asistencia a las actividades formativas. Cada menor debe
cumplir 2 horas de servicio a la comunidad, y por cada falta de asistencia,
3 horas mas. Si el mes pasado el nimero medio de faltas por menor fue de
10, ;cual sera el nimero medio de horas de servicio a la comunidad que
debera realizar cada uno de ellos?

Si la variable X mide el nimero de faltas de asistencia mensuales por me-
nor, entonces X' = 3 X + 2 representa el nimero de horas mensuales de
servicio a la comunidad por individuo.

' =37+2=3-10+ 2 = 32horas.

| I—

1.7.2 Efecto sobre la varianza de una transformaciéon lineal

A continuacion estudiemos como se ven afectadas la varianza, y la desviacion
tipica, ante una transformacion lineal que puedan sufrir los datos.

(a) Dadauna distribucion de frecuencias {(z;; ;) }iz1,2,... k, vamos a consi-
derar una nueva distribucion {(x;, ni)}izl’g,m,k, donde x; =x;,+b para
todo valor de 4. Se verifica que:
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k k
Nl b e N T

Por tanto, si a todos los valores de una variable le sumamos una constante
b, la varianza (y la desviacion tipica) no varian. Es decir, a la varianza (y
a la desviacion tipica) no le afectan los cambios de origen.

(b) Dada una distribucion de frecuencias {(z;; 1;) pi=1,2.... k, vamos a consi-
derar una nueva distribucion {(z}; n;) }iz1 2.k, donde 2} = ax; para
todo valor de 4. Se verifica que:

k
2 / 7\ 2 g
§° = x, — ') —
> -
i=1
r n y n
—\12 i 2 —\2 { 2 .2
:E [aa:i—(ax)]-ﬁza-é (:ci—a:)~N:a-s
=1 =1
Por tanto, si todos los valores de una variable los multiplicamos por una

constante, la varianza queda multiplicada por el cuadrado de la constante
(v la desviacion tipica por el valor absoluto de dicha constante).

Consecuencia

Dada una distribucion de frecuencias {(z;;1;) }iz1.2,. g, si consideramos una
nueva distribucion {(a:;, ni)}i:1’27,_.7k, que sea una transformacion lineal de la
primera, es decir, 2} = ax; + b para todo valor de 7, entonces se verifica que:

§? =a’s* (s =|als)

Ejemplo 1.7.2 %\

Consideramos la variable X del ejemplo 1.7.1 que mide el nimero de fal-
tas de asistencia mensuales por menor, y la variable X’ = 3.X + 2 que
representa el numero de horas mensuales de servicio a la comunidad por
individuo.

Una vez calculada la varianza de la variable X, se ha obtenido un valor
s% = 2. Entonces, para obtener la varianza de la variable X’ realizaremos
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el siguiente caleulo:

§? =322 = 9.2 = 18 horas’

1.7.3 Normalizacién o tipificacion

Dada una variable estadistica X, con media T y desviacion tfpica Sx 75 0,

. el ./ . ~ o/
entonces la tipificacion consiste en la transformacion:

r—7 1 (—E)
z = =—--x+|—
Sx Sx Sx

(a) Teniendo en cuenta como afectan a la media y a la varianza las transfor-

maciones lineales, se tiene que z = 0y s3 = 1.

(b) La variable tipificada expresa el nimero de desviaciones tipicas que ca-
da observacion dista de la media. Ast podremos comparar la posicién

relativa de datos de diferences distribuciones.

(c) Se observa que el signo del valor tipificado nos indica si el valor consi-
derado de la variable es inferior o superior a la media.

Ejemplo 1.7.3 %\

Queremos comparar el nimero de quejas presentadas a la policia en dos
ciudades A y B. En la ciudad A, donde el nimero medio de quejas a la
policia es de 12 con una desviacion tipica de 1.5, se han contabilizado 14
quejas. En la ciudad B se anotaron 16 quejas, teniendo dicha ciudad un
numero medio de 15 quejas con una desviacion tipica de 1.2.

TA—TA - 14 — 12

_ _ —1.3333
A Sa 15

%, 16—15
2g =B 4B _ — 0.8333
SB 1.2
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El resultado de 16 quejas en la ciudad B es comparativamente mejor
que el de 14 quejas en la ciudad A. El motivo es que el valor 16 esca 0.8333
desviaciones tipicas (de B) por encima de su media, mientras que el valor
14 esta 1.3333 desviaciones tipicas (de A) por encima de la suya (aunque
el valor 14 sea menor que 16 en términos absolutos).

1.7.4 Simetria

Ahora damos un paso mas al intentar precisar la forma de la discribucion. Las
medidas de forma se dirigen a elaborar valores que midan el aspecto de la re-
presentacion grafica de la distribucion sin necesidad de llevarla a cabo.

Ejemplo 1.7.4

El histograma correspondiente al Grupo A del ejemplo 1.6.1, corresponde
a una distribucion simétrica respecto de 7 = 5.

Grupo A

0.20 1

0.15 1

< 0.10

0.054

0.00

O 2 4 6 & 10
Calificacion

Definicion 1.17 Si por T trazamos una perpendicular al eje horizontal y la tomamos
como eje de simetria, diremos que la distribucidn es simétrica si existe el mismo niimero
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de valores a ambos lados del eje y equidistantes de ¢l hay pares de valores con la misma
frccucncia.

Si la distribucion no es simétrica (tiene sesgo), puede presentar:

(a) Asimetria positiva (o a la derecha) si la “cola” a la derecha de la media es
mas ]arga que lacolaala izquierda, es decir, hay valores mas separados
de la media a su derecha.

(b) Asimetria negativa (o a la izquierda) si la “cola” a la izquierda de la media
es mas larga que la cola a la derecha, es decir, hay valores mas separados
de la media a su izquierda.

Enla figura 1.1 mostramos los histogramas de dos distribuciones asimétricas
llay 1.1b, a derechas e izquierdas, respectivamente.

i 0.2 1 —
- 0.2 -
3] [
= g
v w
5 5
o 0.1- = 0.1

0.0+ 0.0 Ji—r

25 5.0 75 50 25 00 25

(a) (b)

Figura 1.1: Representacion de histogramas con diferentes tipos de asimetria.

OBSERVACION 1.5 En las discribuciones simétricas, las desviaciones de los valores a
la izquierda de la media son igualmente frecuentes que las de los valores a la derecha v,
por tanto, todos los promedios calculados con potencias impares de ellas seran nulos.
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No debemos considerar potencias pares porque nos interesa tener en cuenta el signo
de las desviaciones a la media. Tampoco debemos usar el promedio de las desviaciones a
la media, ya que es cero en cualquier caso. Por tanto, recurriremos al promedio calculado
con las potencias terceras de las desviaciones. Este promedio acentiia las desviaciones a la
media de los valores altos y bajos de la variable cuando no hay simetria, representando
ast un indice del sesgo de la distribucion.

Coeficiente de asimetria de Fisher

Definicion 118 Se define el coeficiente de asimetria de Fisher como la expresion:

El coeficiente de asimetria de Fisher es una medida adimensional, es decir, in-
dependiente de la unidad con que se miden los valores de cada variable.

k
(a) Sila distribucion es simecrica = E (z; —T)* = g1 = 0. El reciproco
i=1
no es cierto, en general, como podemos observar en el ejemplo siguien-
te:
Ejemplo 1.7.5

Se considera la distribucion siguiente:

’(li—lali]lxilnilxini ‘ (fﬂz—f)g'nz‘ hi ‘

1,1 ]0]2] 0 —128 [ 2/12

4,6] | 5]3] 15 3 3/12

8,100 |9 | 1] 9 125 1/12
6 | 24 0

cuyo histograma CS:

46



CAPITULO 1
Otros detalles de interés

0.251

0.20 1

0.15 4

<
0.10 1

0.05 1

0.00 1

Para esta distribucion, en la que puede observarse que la media arit-

k

meética es igual a cuatro, se obtiene que E (z; —7)° = 0 (=
i=1

g1 = 0). El correspondiente histograma muestra claramente una

. . -/ . / .
dlStT]buClOﬂ Nno simetrica.

| I—

(b) Si g1 > 0 debe ser que la distribucion esta desplazada a la derecha de @

= Asimétrica a derechas.

(c) Sigr < 0debe ser que la distribucion esta desplazada a la izquierda de
T = Asimétrica a izquierdas.

Ejemplo 1.7.6 %\

Calculemos ¢y sobre las distribuciones no simetricas siguientes:
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1L

(a)
[0, 2] 411 4 4 —108
(2, 4] 713 21 63 -7
(4, 6] 5151 25 | 125 5
(6, 8] 3 17| 21 | 147 81
(8,100 | 119 9 ]1 125
20 0 | 420 96
T = 4 unidades
k
Z(xl — ) - n; = 96 unidades®
i=1
42
s = 2—00 — 4% = /5 = 2.236 unidades
—L—04293=>A' ‘trica a derecl
g1 = 50 92368 — 0" simétrica a derechas
(b)
‘ (lica, U] ’ n; ’ T ‘ Ting ‘ zin, ‘ (z; —T) - ny ‘
[0, 2] 111 1 1 —125
(2, 4] 313 9 27 —&1
(4, 6] 5151 25 | 125 -5
(6, 8] T 7] 49 | 343 7
(8,10] | 4 | 9| 36 | 324 108
20 120 | 820 —-96
T = 6 unidades
k
Z(Iz —7)* - n; = —96 unidades®
i=1
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/820
s = 20 " 62 = V/5 = 2.236 unidades

—-96

= 502936 —0.4293 = Asimétrica a izquierdas

g1

Coeficiente de asimetria de Pearson

En distribuciones unimodales y campaniformes asimétricas a derechas puede
comprobarse que M, < M, < T,y en las asimétricas a izquierdas, T < M, <
M,. Para distribuciones unimodales, campaniformes y simétricas se verifica que

T = M, = M,. Las desigualdades anteriores nos sugieren considerar como
medida de asimetria la diferencia entre la media y la moda.

Definicion 1.19 Se define el coeficiente de asimetria de Pearson como:
T— M,
S

Ap =

OBSERVACION 1.6 El coeficiente de asimetria de Pearson es una medida adimensio-
nal, y debe ser utilizado sélo en distribuciones unimodales y campaniformes. En este
caso si la distribucion es ademds simetrica, se tiene que Ap = 0. De nuevo, no es cierta
la afirmacion reciproca como se aprecia en el ejemplo siguiente.

Ejemp]o 1.7.7

Se considera la distribucion siguiente:

’ (li—l, li] | T | n; | Zin; ‘ hi ‘
[—1, 1] 0] 6 0 2/36
(4, 6] 5 |45 | 225 15/36
(8,10] | 9| 3| 27 | 1/36
54 | 252

cuyo histograma es:
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0.4+
0.3
< 02

0.1+

De nuevo, nos muestra que se trata de una distribucion no simétricay
para la que puede comprobarse facilmente que

14
EZMOZE,yqueAPZO.

Podemos decir que,
(a) Si Ap > 0, entonces la distribucion es asimétrica a derechas.

(b) Si Ap < 0, entonces la distribucion es asimeétrica a izquierdas.

Ejemplo 1.7.8 %\

Calculemos Ap sobre las distribuciones asimétricas siguientes:
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(a)
‘(h—l,lﬂ‘ ni‘
[0, 2] 4
(2,4 | 7
(4,6] | 5
(6,8 | 3
(8,10] | 1
20
T = 4 unidades; s = 2.236 unidades;
M,=2+ i -2 = 3.111 unidades
445
Ap = * SMO = 1 2;’;511 = 0.397 = Asimérrica a derechas.
(b)
‘(h—l,lﬂ‘ ni‘
0,2] |1
(2,4] | 3
(4,6] | 5
6,8 |7
(8,10] | 4
20

= 6 unidades; s = 2.236 unidades;

T
M,=6+ i -2 = 6.888 unidades
544

Ap = ————— = —0.397 = Asimétrica a izquierdas.
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1.7.5 Diagrama de caja

El diagrama de caja, también conocido como diagrama de cajay bigotes, es una
sintesis grafica de una distribucion en la que intervienen las siguientes medidas:
mediana, cuartiles primero y tercero. Suele incluirse la media aritmética. Su
construccion es como sigue:

(a) Tomamos una escala que contenga el recorrido de la variable.

(b) Se dibuja una caja, rectangulo, cuyos lados horizontales vayan desde el
primer hasta el tercer cuarril.

(c) Dibujamos en el interior de la caja una barra horizontal en la posicion de
la mediana. Algunos programas incluyen una marca alli donde se sitte la
media aritmérica.

(d) Desde los lados horizontales de la caja se dibujan dos segmentos verti-
cales (los bigotes) que se extienden hacia arriba y abajo hasta los valores
mas alejados de la variable que no que superen 1.5 veces el recorrido in-
tercuartilico. Aquellos valores extremos que no cumplen esta condicion,
aparecen fuera de los bigotes y se consideran valores atipicos (outliers).

Ejemplo 1.7.9L4E|

Los siguientes datos se refieren a la tasa de criminalidad de 26 de los 28
estados miembros de la UE en el ano 2012 (para Irlanda y Francia no dis-

ponemos de la informacion):

96.8 165 290 790 733 308 175 485 169 475
93 244 251 717 475 374 681 652 291 382
153 445 167 788 1479 64.6

(Fuente: Elaboracion propia a partir de EUROSTAT)

Vamos a representar el correspondiente diagrama de caja. Para ello intro-
ducimos los datos en una sola columna mediante los ments Datos —
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Nuevo conjunto de datos..., llamando Tasa a la variable en cues-
tion. Ahora utilizaremos los ments Graficas — Diagrama de caja.. .
para pintar el grafico deseado. En la ventana podremos elegir varias opcio-
nes, entre ellas, que el propio programa identifique de forma automatica
los datos atipicos. La siguiente figura contiene el grafico obtenido. Obs¢r-
vese que marca el dato en la posicion 25 (147.9) como dato atipico.

150 A °

100

Tasa

50

OBSERVACION 1.7

(a) Conesta Vepresenmcién se consiguc una impresién rdpida de ciertas caracteristi-
cas basicas de un conjunto de datos: posicion, dispersion y simetria o asimetria.

(b) La caja del diagrama contiene la mitad central de los datos.

(c) A medida que la mediana este mds centrada en la caja, y cuanto mas similares
sean las Zongitudes de los bigotes, menos asimetrica es la distribucion.
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2.1. Introduccion

La mayoria de las variables que interesan en el mundo criminologico suelen es-
tar relacionadas entre si, en mayor o menor medida. Una vez que hemos realiza-
do el estudio de las distribuciones unidimensionales, obtenidas al estudiar una
determinada caracteristica sobre los elementos de una poblacion, nos dispone-
mos ahora a introducir las distribuciones bidimensionales, que surgen cuando
analizamos simultaneamente dos caracteristicas sobre cada elemento de la po-
blacion.
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Como ejemplo podemos considerar el gasto en actividades de ocio de un
centro penitenciario y el nimero de reincidencias de sus internos, o el nivel de
calidad de sus instalaciones y el grado de conflictividad, etc.

Supongamos que tenemos una poblacion cuyos elementos son clasificados
segun dos caracteristicas cuantitativas, que llamaremos X ¢ Y. Sus diferentes
valores los representaremos por «; ¢ y;, respectivamente, con? = 1,2, ... ky
j=1,2,... h.

Al conjunto de valores {(z;, yj;mi;) } i=12k S le denomina distribu-
cion bidimensional de frecuencias, donde n]l-j es la frecuencia absoluta conjunta

k h
del par (z;,y;) y N = Z Z n;; es la frecuencia total.
i=1 j=1

Para disponer los resultados podemos usar la llamada tabla de correlacion,
que es una tabla de doble entrada como la siguiente:

Yj
Y1 Y2 Y Y |
L
a1 Ny | Mag | = | N1 | = | Tap | N
Hop) Mo | Mag |~ | M5 |~ | Nap | Na.
Xy Ngr | M2 | = | Mg | 0 | Typ | Ty
9y, g1 | M2 | =0 | Mg | =0 | Dkn | Nk
Long fnane [ ny |- [na [N ]
k
donde n;. E Nij ¥ N = E n;; son las frecuencias absolutas marginales
=1
k
de las variables X ¢ Y, respectivamente, y N = E n;. = E n.;, siendo k y
i=1 j=1

h el nimero de categorias o clases de X e Y, respectivamente.

OBSERVACION 2.1

(a) Si dividimos cada frecuencia de la tabla anterior entre el numero total de ele-
mentos observados, N, obtendriamos una nuceva tabla, semejante a la prime-
ra, salvo que reflejaria las proporciones o frecuencias relativas. Llamaremos f;;
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Introduccion
. ) . . ngj ,
a la frecuencia relativa conjunta del par (z;,v;), fij = N Analogamen-
n h
te se definen las frecuencias relativas marginales f;, = — = E fij y
Jj=1

k
n.;
fi= WJ = E Jij
i=1

(b) Como en el caso unidimensional, las distribuciones bidimensionales pueden ve-
nir expresadas con valores de la variable agrupados en intervalos o sin agrupar.
También puede ocurrir que las caracteristicas en estudio tengan distinta natu-
raleza.

(¢c) En caso de que las dos variables a estudiar sean cualitativas, a la tabla de doble
entrada que resume la informacion se le llama tabla de contingencia.

Muchos estudios estadisticos se inician con una representacion grafica de
los datos de los que se dispone. Para el estudio conjunto de dos variables la
representacion mas usada es la que se conoce como diagrama de dispersion o
nube de puntos. Consiste en representar los pares (x;, y;) sobre un sistema de
¢jes cartesianos. En la siguiente figura hemos incluido el valor n;; para mostrar
que el punto de coordenadas (;, y;) se repite n;; veces.

Y

yj ______ .____?nz-j
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Ejemplo 2.1.1@

Un criminologo esta interesado en encontrar la posible relacion existente
entre la edad en la que un delincuente juvenil comete su primer delito y su
posterior actividad criminal en la vida de adulto. Concretamente esta in-
teresado en encontrar “explicaciones” al nimero de arrestos en edad adulta,
Y, conociendo la edad del primer arresto juvenil, X. Los datos recogidos
de esta distribucion bidimensional se presentan en la tabla siguiente:

xi (|14 (121513 |16 |17 |13 | 15|16 |16 | 17|16 |14 |15 |15

yill 3141501412 ]1[01]4)|3]2

(Fuente: Datos no reales basados en un ejemplo tomado de Elemencary Statistics

in Criminal Justice Research)

Una forma alternativa de representar los datos se hace a traves de una
tabla de doble entrada o de correlacion.

Yj

(@)
—
[\
wW
S
(@
S

X

12
13
14
15
16
17

_ny ]

= s N N

2
[N=5]

N — — O O OO
OO~ B~ OO
WD © O = = =

[2]

El diagrama de dispersion correspondiente para estas variables seria
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Numero de arrestos

Diagrama de dispersién

CAPITULO 2

Distribuciones marginales y condicionadas

01

T
12

Edad del primer arresto juvenﬂ

3 14 15 16 17

2.2. Distribuciones marginales y condicionadas

A veces interesa estudiar aisladamente cada una de las variables. De esta forma

obtendriamos dos distribuciones unidimensionales, que sertan las correspon-

dientes a cada una de las variables X e Y. A estas distribuciones se les llama

distribuciones marginales.

La distribucion marginal de X es la distribucion que sigue la variable X

independientemente de los valores de la variable Y.

x| n. | fi
To | Na. f2-
N |1

h
n;.
donde n;. = E nij vy fi = — son, res-
— N
iz

pectivamente, las frecuencias absolutas y re-
lativas marginales de la variable X, coni =

1,2,k

Analogamente, la distribucion marginal de Y es la distribucion que sigue

la variable Y independientemente de los valores de la variable X
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Yi | na | fa k
Y2 | na | fa donden; =S ny; v fo= 2 .
| | | onde n.; ; iy £ N son, res
. ] . ] pectivamente, las frecuencias absolutas y re-
Yi | ng | Iy ) ) ) .
. ] ) lativas margmales de la variable Y, con ] =
1,2, h

Yn | " | fn

N |1

Las distribuciones marginales correspondientes a los datos recogidos en el
ejemplo 2.1.1 son:

2] n | fi | | ng | fs ]
12 1 0.06 0 2 l0.13
13 2 0.13 1 5 0.3
14 2 0.13 2 2 0.13
15 4 0.26 3 2 0.13
16 4 0.26 4 3 0.2
17 2 0.13 5 1 0.06

N=15]| 1 N=15] 1

Otro tipo de distribuciones unidimensionales que se obtienen a partir de
las bidimensionales son las distribuciones condicionadas. Son distribuciones
que se obtienen manteniendo fijo un valor en una de las variables (o un ran-
go de valores) y considerando los valores que toma la otra con sus respectivas
frecuencias.

La distribucion condicionada de X respecto de Y = y; es la distribucion
que sigue la variable X cuando la variable Y toma el valor y;.
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| zlY = y; | na | fus

|

Ty Uy f1|j
T2 Naj f2|j
i nij | fi
Tk Npj fk:|j
n.j 1

Se han escrito las frecuencias condicionadas
absolutas como il (= n;j) y las frecuen-
cias condicionadas relativas como f;); =
Tij Ny

- (proporcion de valores, entre los que
Yj = v, para los cuales X = x;, con
i =1,2,.... k). Obscrvese que las frecuen-
cias de la distribucion XY = y; son las
correspondientes a la j-¢sima columna de la
tabla de correlacion.

De forma andloga se obtiene la distribucion condicionada de Y respecto de

X = x;, distribucion de los valores de Y cuando X toma el valor z;.

La distribucion condicionada de Y respecto de X = z; es la distribucion

que sigue la variable Y cuando la variable X toma el valor ;.

Lyl X =i | i | foi |

n N1 f1|i
Y2 Nia | foi
Yj ni; | Sl
Yn Nin | fnli

Se han escrito las frecuencias condicionadas
absolutas como nj); (= ny;) y las frecuen-
cias condicionadas relativas como fj;
Mg .

—= (proporcion de valores, entre los que
X = x;, para los cuales Y = y;, con

Jj =1,2,...,h). Obscrvese que las frecuen-
cias de la distribucién Y| X = z; son las
correspondientes a la i-¢sima fila de la tabla
de correlacion.

De entre todas las posibles distribuciones condicionadas correspondientes

al ejemplo 2.1.1, hemos seleccionado las dos siguientes:

Y =2 ngs | fus]

12 0 0
13 0 0
14 0 0
15 1 0.5
16 1 0.5
17 0 0

n.g = 2 1

|yl X =16] nys [ fis |

0 1 0.25
1 2 0.5
2 1 0.25
3 0 0
4 0 0
5 0 0
Ns. = 4 1
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2.3. Independencia de variables estadisticas

La idea de independencia es de gran importancia en el mundo estadistico. Es
por ello que conviene tener clara su definicion, desde el punto de vista estadis-
tico.

Sedice que X ¢ Y dependen funcionalmente si podemos calcular los valores
de una variable a partir de los de la otra.

Diremos que X ¢ Y dependen estadisticamente cuando los valores de una
de las variables influyen sobre la distribucion de la otra. Por contra, cuando
los valores que toma una de las variables no nos aportan informacion sobre
el comportamiento de la otra, diremos que las variables son estadisticamente
independientes.

Para sefialar la existencia de independencia entre dos variables existen dife-
rentes herramientas estadisticas que podemos utilizar. La definicion mas intui-
tiva de independencia relaciona las frecuencias relativas marginales y las con-
dicionadas segin la expresion:

fi. = fijj, para todo (4, )

Si la igualdad no se verifica para algtin par (4, j), diremos que las variables no
son estadisticamente independientes.

De forma equivalente se considera que las variables X ¢ Y son estadistica-
mente independientes si para todo (4, j) se verifica que

Esta expresion es facilmente deducible teniendo en cuenta la definicion de
frecuencia condicionada relativa
i

Jui = [

Ejemplo 2.3.1
Para las variables X ¢ Y del ejemplo 2.1.1, como se verifica que:

1

1
f15=E7’éf1~f~5= 5 15
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deducimos que X ¢ Y no pueden considerarse independientes, es decir, la
edad enla que un delincuente juvenil comete su primer delito y su posterior
actividad criminal como adulto no son estadisticamente independientes.

2.4. Dependencia lineal

Uno de los grandes objetivos de la ciencia criminologica es el estudio de las
causas del crimen para el desarrollo de programas y politicas de control del
mismo. Este es el motivo por el que muchos estudios criminologicos se dedican
al analisis de las relaciones entre dos o mas variables.

2.4.1 Covarianza

Entre dos variables dependiemes suele interesar medir la asociacion lineal encre
ellas. Para hacerlo se define la covarianza entre las variables X ¢ Y, como:

k h

ko h
Sxy = Z Z(fvz —7)(y; —Y) - n” Z szya
=1 j=1

i=1 j=1

&I
<

A veces se usa también la cuasicovarianza, definida por:

Sexy = ZZ(IZ _f)(yj - y) ’ ﬁ

i=1 j=1

Evidentemente,

N'SXYZ(N—]_)'

SCXY

Ejemplo 241 %\

Si seguimos utilizando los datos del ejemplo 2.1.1 para calcular la cova-
rianza, Syy, y la cuasicovarianza, ., , empleando la definicion anterior
procedemos de la forma siguiente:
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O —= = OO DO OO
=~ INDNO =R =R O oo

U= DN NN O OO
R O o o= O

DN DD O == OO

kh
n; 449 224 32
== N 15 15 15
N 15 ~
SCXY frnd m . SXY = ﬁ . (—192 ) — —2.0619
| I
Ejemplo 2.4.2” 1

Como en el caso de la desviacion tipica, el paquete estadistico R no tiene
una funcion directa para obtener la covarianza, sino que obtiene la cuasi-
covarianza. Ejecutamos en la ventana R script el comando cov(x,y),
obteniendo s.,,, = —2.061905. Entonces, la covarianza

N -1 14
N Sew = 7g (~2.061905) = —~1.9244,

SXy —

| I—

Cuando X ¢ Y varian conjuntamente de forma lineal, graficas (A) y (B)
de la figura 2.1, la covarianza sera alta. Cuando no exista relacion entre X ¢

64



CAPITULO 2
Regresion lineal

Y, grafica (C), o exista una relacion marcadamente no lineal, grafica (D), la
covarianza sera préxima a cero.

Si sxy > 0= X e Y varian de forma lineal en el mismo sentido, es
decir, existe una tendencia a que los valores mayores de una variable aparezcan
asociados a los valores mayores de la otra. Diremos que hay asociacion lineal
directa. (Ver figura A).

Sisyy < 0= X ¢Y variande formalineal en sentido opuesto, y presentan
asociacion lineal inversa. (Ver figura B).

Cuando sxy = 0, es decir haya ausencia de asociacion lineal, diremos que
las variables X e Y son incorreladas.

Como en nuestro ejemplo sxy = —1.9244, podemos concluir que las va-
riables X ¢ Y varian de forma lineal en sentido opuesto, es decir, presentan
asociacion lineal inversa. La representacion grafica dada en el ejemplo 2.1.1 nos

confirma esta conclusion.

2.4.2 Coeficiente de correlacién lineal

La covarianza es un coeficiente cuyo valor depende de las unidades en que ven-
gan expresadas las variables, y ademas, no esta acotada. Seria deseable un indi-
cador que fuese adimensional, y a ser posible, que estuviese acotado para una
mejor interpretacion del mismo.

Se define el coeficiente de correlacion lineal como

SXY

SXxSy

Este coeficiente, al igual que la covarianza, nos proporciona el tipo de la
relacion lineal entre dos variables. Es una medida adimensional y sus posibles
valores se mueven en un intervalo acotado. Ademas aporta informacion sobre
la intensidad o grado de la dependencia lineal entre las variables implicadas (el
estudio de este coeficiente se desarrollard en el apartado de correlacion).

o/ .
2.5. Regresion lineal
La regresion tiene por objeto poner de manifiesto, a partir de la informacion

de que se disponga, la estructura de dependencia que mejor explique el com-
portamiento de una variable Y (variable dependiente o explicada) a través de
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Sxy=143.9493(A) Swy=-135.0227 (B)
40 - oo e,
o e,
301 ) 07 ey e
[ ad ° 9 ®e
201 o 207 .
) .‘. ° [ N J
) [ J ® o
et 10 4 d 10 1 [ ] ...
‘@ ° ... [ ] LS
'—g () | " 0 T °
2 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
]

By S4y=0.0060 (C) Sxy=3.718471e-12 (D)
= 15004 % d
— [}

10004 o
@ [} [}
[ ] [ ]
[ [
500 - % g
[ ) (]
0 \/

0 10 20 30 40

40 20 0 20 40

Variable independiente

Figura 2.1: Diagrama de dispersion para diferentes configuraciones de datos junto

con Cl C’pﬂCUlO dC 13 covarianza

un conjunto de variables X, Xo, ..., X, (variables independientes o explica-

tivas), con las que se supone que esta relacionada.

El caso que nos disponemos a estudiar utiliza una sola variable explicativa y
como estructura de dependencia el modelo lineal, y se conoce como Regresion

Lineal Simple.

Una vez confirmado que la observacion de la nube de puntos nos indica
cierta dependencia lineal entre nuestros datos, la recta de regresion de Y sobre

X es:
y=a+bx
en la que:
b= G-y tz
Sx

66



CAPITULO 2
Regresion lineal

Por tanto, la ecuacion de la recta que nos explicara el comportamiento de la
variable Y conocido el de la X, puede ser expresada como sigue:

_ —_ SXy _ Sxy
ry|X:y:<y——82 'ﬂc)Jr 2 v

R X SX
-~
a b

Ejemplo 2.5.1

Para cierto conjunto de datos X e Y se han obtenido los resultados: 7 =
20.7580; 7 = 20.6987; sxy = 143.9493; s% = 146.0626. La ecuacion
de la recta que nos explicara el comportamiento de la variable Y conocido

el dela X es:

S S
ryix =y =a+br = (y— == f) + 51 = 0.2409 + 0.98552
Sx Sx
y con representacién gr;’lﬁca:
40 - °/
®9 ." *»
30- oo’
o
o°
20 ors o
[ ] . b
{ ]
10 - s
° e
[ ]
0-%®
0 0 20 30 40
X
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2.6. Correlacion

La regresion simple nos ha proporcionado la forma funcional de la relacion
entre dos variables. Pero es necesario analizar también la intensidad de esa re-
lacion. El objetivo de la correlacion es estudiar el grado de asociacion existente
entre las variables, es decir, proporcionar unos coeficientes que nos midan el
grado de dependencia mutua entre las variables.

Diremos que la dependencia es “perfecta” o que existe una dependencia
“funcional” entre las variables si todos los puntos del diagrama de dispersion
se encuentran sobre la linea de regresion.

Cuanto mas lejos se encuentren dichos puntos de la linea de regresion, me-
/ . . . . .
nor sera la intensidad de la dependencia entre las variables consideradas (ver

figura 2.2).

Dependencia lineal |Dependencia lineal| |Dependencia lineal
fuerte regular perfecta
°
o
40 g .°
® ° (]
- 7 e 2 D
20 A "e ® ° ‘
oA * o % o
0| & 4%
T T T .l T T T T T
0 20 40 0 20 40 0 20 40
X

Figura 2.2: Datos simulados que muestran diferentes fortalezas de la relacion lineal

entre las dos variables estadisticas.

Toda linea de regresion debe ir acompanada de una medida de la “bondad”
o “representatividad” del ajuste.
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Y

Valor observado — Yj

Valor tedrico — yr

La varianza residual es el coeficiente que mide la variabilidad de los residuos
o errores y viene dada por la expresion

k h k h
=5 N - E_§:§:2%
- 2N %N

i=1 j=1 i=1 j=1

siendo, en el caso lineal, y*

J— _ * :
* = a+ bx; ylos valores ej = y; — y los residuos o

CITOICS.

2 . . . o
(a) Valores grandes de Spy indican que, en promedlo, los errores ej = Y;—Y;
. / ./
son grandes, Yy COmo consecuencia, la linea de regresion es poco represen-
tativa.

(b) Valores pequerios de S%Y indicarian que, en promedio, los errores e; =
Y; — Y; son pequenos, y por tanto, la linea de regresion es representativa.
La maxima representatividad del ajuste se tiene si ej = 0 para todo j, es
decir, cuando szy = 0, que es el minimo valor que la varianza residual
puede alcanzar.

La varianza residual tiene el inconveniente de que depende de las unida-
des de medida al cuadrado. Esto hace que no sea posible comparar el grado
de dependencia entre grupos de variables expresadas en distintas unidades de
medida. Necesitamos por tanto una medida adimensional.

Para ello, definimos el coeficiente de determinacion como
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Al estar R? definido por cociente entre varianzas es un parametro inde-
pendiente de las unidades de medida. Esto nos permitiré comparar resultados
entre las asociaciones de diferentes grupos de variables.

Ademas, su rango de variacion es acotado, 0 < R? <1, ya que se verifica
que 0 < s%y < S%/. Esto supone una ventaja anadida a la hora de su interpre-

L
tacion.

(a) Siel ajuste es perfecto, es decir, todos los puntos del diagrama de disper-
sion se sittan sobre la linea calculada (S%Y =0), entones R = 1.

(b) Cuanto mayor seala distancia de los puntos a la linea de regresion, mayor
es 52y menor k% El valor minimo de éste, R? = 0, se alcanza cuando
2

) R R . . S .
Sry = Sy, en CUyO €450 NO s¢ consiguc ninguna exphaacwn d€ la VaTlB.b]G

Y relacionandola con la X mediante la linea considerada.

Cuando el coeficiente de determinacion vale como minimo 0.75, el modelo
ajustado suele aceprarse. Si el coeficiente es inferior a dicho valor, concluiremos
que la relacion elegida no es adecuada, debiendose ensayar con otro tipo de
funcion.

Recordemos que el coeficiente de correlacion lineal se define como

SXy

SXSy

Este coeficiente nos proporciona el grado de asociacion lineal entre las va-
riables, y el tipo de dicha relacion.

Puede demostrarse que, en el caso lineal, se verifica que R? = 72

Al verificarse que R? = r? y0 < R? < 1, se tendrd que —1 < r < 1.El
signo hace alusion al tipo (lineal directa o lineal inversa) y su valor en terminos
absolutos, a la intensidad de la relacion.

Interpretacion del valor de

Fuerte FEscasa FEscasa Fuerte
Inversa Inversa Directa Directa
f T f f T f T f f T i
-1 -0.87  -05 0 0.5 0.87 1
4 ! + 1 4
Per fecta Regular Incorreladas Regular Per fecta
Inversa Inversa Directa Directa
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Ejemplo 2.6.1 T

Comparemos los valores de R? v r obtenidos con los datos que nos han
p ¢ y q
proporcionado las gréflcas siguientes:

Dependencia lineal| [Dependencia lineal |[Dependencia lineal
fuerte regular perfecta
°
-0
40 - g hd
[ ) . (]
> 20 - "’!/ or." $o °
A "'e °« °° ..o
0 & 4%
T T T .l T T T T T
0 20 40 0 20 40 0 20 40

Para obtener el coeficiente de correlacion lineal, 7, debemos seguir la
ruta Estadisticos — Restmenes — Matriz de correlaciones...
y elegir las dos variables en estudio. Para la grafica mas a la izquierda ob-
tenemos r = 0.9762 y R* = 0.9530, para la grafica central r = 0.7566
y R? = 0.5725; finalmente, para la grafica mas a la derecha obtenemos

r=1yR*=1

Ejemplo 2.6.2 1

En la tabla siguiente se recoge informacion sobre la tasa de paro, X, jun-
to con el “nimero de robos en zonas residenciales privadas, expresado en
cientos de miles”, Y, correspondientes al periodo 2003-2013 en Espana:

| Ao || 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 |

z; || 11.5 | 11 9.2 | 85 | 82 | 11.3
y; || 0.88 | 0.82 ] 0.81|0.81|0.73 | 0.94
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72

| Ao [| 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 |

x; || 1791199 | 214 | 248 | 26.1
y; || 098] 1.1 | 1.01 | 1.26 | 1.34

(Fuente: Eurostar)

Introducidos los datos pulsaremos los mentus Estadisticos — Ajuste
de modelos — Regresidn lineal...,cligiendo como variable expli-
cadala Y y como como variable explicativa la X. En la consola de R com-
mander aparacera un resumen del modelo “:

Call:
lm(formula = yvar ~ xvar, data = data8)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.12479 -0.03553 0.01047 0.03074 0.08276

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.546715 0.050006 10.933 1.7e-06 *x*x
xvar 0.027480 0.002991 9.189 7.2e-06 *x*x

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1

Residual standard error: 0.06376 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9037, Adjusted R-squared: 0.893
F-statistic: 84.44 on 1 and 9 DF, p-value: 7.201e-06

Parael caculo delarectade 1‘egresién debemos mirar en Coefficients,
en concreto la columna Estimate donde se encuencra la ordenada en el
origen (Intercept) y la pendiente. Es decir, nuestro modelo es

y = 0.546715 + 0.027480 z,
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siendo el coeficiente de determinacién R? = 0.9037. La siguiente figura
muestra ¢l diagrama de dispersion con la recta de regresion calculada.

[ ]
[ ]
124
®
S
1.04 . °
[ ]
[ )
084 ®® ¢
[ ]
10 15 20 25
X

R commander llama a este modelo RegModel.1 de manera automarica, pero put*de
cambiarse dicho nombre por uno mas adecuado

| I—

2.7. Analisis cualitativo de la Criminologia

En este apartado vamos a proporcionar coeficientes que nos permitan medir el
grado de asociacion o de dependencia entre variables cuya escala de medida sea
nominal (variables cualitativas) u ordinal.

Para ello se usa como principal herramienta la tabla de doble entrada que,
como ya se indico, recibe el nombre de tabla de contingencia:
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a; bj bl b2 tc e bj tc e bh ;.

5] Nip | Nag | =+ | Nag | = | M || T

s Moy | Mg | =+ | Nagj | =+ | Nap || N2

a; i1 | Mz | = | g | 20 | T || Tl

Qg N1 | g2 |~ | Mg | =0 | Tkh || Tk
g na[no [ Jny [ [0 [[ N ]

y en base a ella calcularemos una serie de medidas de asociacion.

2.7.1 Medidas de asociacion a nivel nominal

Algunas de estas medidas estan basadas en el valor del llamado estadistico chi-
cuadrado, el cual compara las frecuencias observadas, n;;, y las que cabria es-
perar si no existiese asociacion entre las variables, €ij:

k

_yy o ) ”m ew) .

=1 j=1

El calculo de las frecuencias esperadas se realiza de la forma siguiente:

nimn.;
N

eij =

debido a que bajo la hipotesis de indepeéldenci% s% verifica f;; = fi.f., para
.. . 17 7
todo (7, 7), o lo que es los mismo, fi; = =% = j = fi.f;
En todos los casos el valor igual a cero del estadlsmco indicaria la ausencia
de asociacion entre las variables consideradas.

Algunas medidas de asociacidn basadas en x? son:

(1) Coeficiente Phi (¢) de Cramer (para tablas 2 x 2)

X
-
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Este coeficiente esta normalizado, es decir, oscila entre cero y uno en tablas
2 x 2. Un valor de ¢ igual a uno se interpretaria como una asociacion perfecta
entre ambas variables.

En tablas de otras dimensiones el coeficiente Phi (¢) puede tomar valores
superiores a uno. En estos casos es recomendable utilizar otro coeficiente.

Ejemplo 2.7.1 %\

En base a las estadisticas de adultos condenados del afio 2014 proporcio-
nadas por el INE, se obtiene la siguiente tabla de contingencia que clasifica
a los delitos segun el continente de procedencia del autor y segiin el lugar
de condena (nos centramos en las provincias de Cadiz y Cantabria):

’ Ngj H América ‘ Africa H n;. ‘
Cadiz 187 790 977
Cantabria 214 63 277

| ny; ]| 401 [ 83 [[N=1254]

(Fuente: Explotacién del INE del Registro Central de Penados)

Queremos estudiar el grado de asociacion existente entre continente
de procedencia del autor y la provincia de condena.

Si no existiese asociacion entre las variables, es decir, fueran indepen—
dientes, las frecuencias esperadas, e;5, se calcularian de la forma siguiente

W= TN

‘ €ij H Ameérica ‘ Africa H €;- ‘
Cadiz 31242 | 664.58 977
Cantabria || 8858 | 188.42 277

| e; | 401 [ 853 [[N=1254]

2 2 2

2 (nij - eij) . (187 — 312, 42)2

A ; ey
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(790 — 664.58)° | (214 — 88.58)° (63 — 188.42)’
664.58 88.58 188.42

Entonces
[ 2
X 1335.098
¢ N 1254 0-5169

Como 0 < ¢ < 1, un valor de ¢ = 0.5169 seria un indicador de la
existencia de una asociacion de intensidad media entre las variables objeto

= 335.098

de nuestro estudio.

Ejemplo 2.7.2\4E|

En R commander, pulsamos los menus Estadisticos — Tablas de
contingencia — Introducir y analizar una tabla de doble
entrada, puede realizarse el ejemp]o anterior . Apareceré una ventana en
la podremos cambiar los nombres de las filas y las columnas e introducir
los valores de la tabla de contingencia en las correspondientes casillas.
Endicha ventana tambien aparece una pestana llamada Estadisticos,

pudiendo seleccionar los resultados que queremos que R commander nos
devuelva. Para este ejercicio vamos a seleccionar Sin porcentajes, Test de inde-
pendencia Chi-cuadrado, Componentes del estadistico Chi-cuadrado ¢ Imprimir
las frecuencias esperadas. Los resultados obtenidos son:

Pearson's Chi-squared test

data: .Table
X-squared = 335.1, df = 1, p-value < 2.2e-16

# Expected Counts

América Africa
Cadiz 312.42185 664.5781
Cantabria 88.57815 188.4219

# Chi-square Components
América Africa
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Cadiz 50.35 23.67
Cantabria 177.59 83.49

El test Chi-cuadrado nos da el valor x? = 335.1 como en el anterior
cjemplo. Puede comprobarse también que los resultados parciales (com-
ponentes del estadistico Chi-cuadrado y frecuencias esperadas) coinciden
con los resultados obtenidos en el ejemplo anterior.

Los siguientes ejemplos se realizaran de la misma manera en R com-
mander, es decir, primero se obtendrd el valor del estadistico x? y después
se aplicara la formula correspondiente.

| I—

A continuacion se presentan los coeficientes C' de contingencia y V' de
Cramer.
(2) Coeficiente C' de contingencia

X2

N + x?

Es una extension de Phi (¢) y no es una medida normalizada. El limite su-
perior de C, correspondiente a una asociacion completa entre las variables, es
el valor

1
1 — —
min(k, h)

Cmax -

Evidentemente, cuanto mas proximo sea el valor de C' al limite superior Cyq
mas fuerte sera la relacion entre las variables.

(3) Coeficiente V' de Cramer

2

_ X
V= N -min(k —1,h — 1)

Es tambicn una extension del coeficiente Phi (¢), pero en este caso si se
encuentra normalizado (0 < V' < 1), Cuanto mas proximo sea el valor de
V' a uno, mas fuerte sera la relacion entre las variables. El problema de este
coeficiente es que tiende a subestimar el grado de asociacion entre las variables.
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Ejemplo 2.7.3 %\

En la tabla siguiente se informa de los veredictos, W, que recibieron ciertos
delitos, clasificados segiin su naturaleza, y que fueron juzgados y condena-
dos con prision por diferentes tribunales de lo penal.

6737130099 | 10 | 5 36 851
137 | 3503 | 1 2 3643
35 63 0 0 98
7 14 0 21
= GoEoTsaReTs

Siendo

W, = “Prision de 2 a 6 meses”,

Wy = “Prision de 6 meses a 2 aios”,
W3 = “Prision de 2 a 4 afios” y

W, = “Prision de 4 a 10 anos”.

En este caso,

- 6275.37 1 30559.30 [ 9.98 ] 6.35 36 851

620.37 | 3021.02 | 0.98 | 0.63 3643
16.69 81.27 10.03{0.01 98
3.57 17.41 ]0.010.01 21

[ 6916 | 33679 | 11 | 7 || N =40613]

2

4 4
PDP PR A "” “4)" _ 595 0041

i=1 j=1
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Calculemos ¢ interpretemos el valor de estos dos tltimos coeficientes:

2

X 525.9041

C = = = 0.1130
N+ x? \/40 613 + 525.9041

En este caso

<0< C<0.866

El valor de C' = 0.1130, supone el 13.05 % del maximo valor posible,
Crnaz = 0.866. Es decir, existe una asociacion que podemos considerar
como debil o escasa entre las variables objeto de nuestro estudio.

Por otro lado,

2
X 525.9041
V= — /o= = 0.0657
N -mi(k—1,h—1) 40613 - 3

que tambi¢n indicaria una asociacion debil (recordemos que 0 < V' < 1).

| I—

2.7.2 Medidas de asociacion a nivel ordinal

Recordemos que en el caso de los datos ordinales las categorias de la variable
implican una ordenacion. Se presentan una serie de medidas de asociacion que
permiten utilizar esa informacion ordinal que las medidas de nivel nominal
no tienen en cuenta. Ello permite que estas medidas ofrezcan mas detalle so-
bre la relacion entre las variables, pues no solo se va a indicar la intensidad de
la asociacion (baja, media o alta), sino también la direccion de esa asociacion
(positiva o negativa).

Un valor positivo de estos coeficientes indicaria que valores altos de una
variable se corresponden con valores altos de la otra variable, y que los valores
bajos de ambas también se corresponden entre si. Un valor negativo indicaria
que los valores altos de una variable se corresponden con los valores bajos de la
otra, y viceversa.
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Todas las medidas de asociacion para variables ordinales toman valores en-
tre menos uno y uno. Un valor de la medida igual a menos uno indicaria una
relacion perfecta y negativa (inversa), un valor igual a uno indicaria una rela-
cion perfecta y positiva (directa) y un valor igual a cero indicaria ausencia de
relacion encre las variables.

Las medidas de este tipo mas utilizadas se basan en el concepto de pares
concordantes y discordances, que definimos a continuacion.

= Silos dos valores de un par son mayores (0 menores) que los dos valores
de otro, diremos que se produce una concordancia.

= Si el valor de un par en una de las variables es mayor que el correspon-
diente valor en el otro par, y en la segunda variable ocurre lo contrario,
diremos que se produce una discordancia.

= Silos dos pares tienen valores identicos en una o en las dos variables, se

produce un empate.

Las dos medidas de asociacion que se presentan estan basadas en el nimero
de concordancias y discordancias.

Si llamamos P, al nimero de pares concordantes, y Py al ndmero de pares
discordantes, se definen las medidas:

(1) Coeficiente Gamma ()

PP

PP

(2) Coeticiente Tau-c de Kendall (7,)

o 2m(Pc — Pd)
T N2 (m — 1)

siendom = min{k, h}, kv h el nimero de filas y columnas, respectivamente,
y N el nimero total datos.

El coeficiente Gamma () puede usarse en tablas de cualquier dimension,
mientras que el Tau-c (7,) se aconseja en tablas no cuadradas.
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Ejemplo 2.7.4\/Ei|

La tabla siguiente contiene informacion sobre la opininion respecto a la
capacitacion de los miembros de las Fuerzas Armadas atendiendo al nivel

de estudios del entrevistado:

|

H Basicos ‘ FP o Bachillerato ‘ Universitarios ‘

Nada o poco capacitados
Bastante capacitados
Muy capacitados

238
601
158

186
345
84

140
211
42

(Fuente: Informe de resultados del estudio E2998 del CIS: “Defensa Nacional v

Queremos calcular los coeficientes Gamma () y Tau-c (7). Para ayu-
darnos a calcular el ndmero de pares concordantes y discordantes de este
ejemplo vamos a utilizar la notacién matricial. La celda (7, j) representa-
ra al par formado por las observaciones correspondientes a la fila i y la

Fuerzas Armadas”, septiembre 2013)

columna j de las variables consideradas.

‘ H Basicos ‘ FP o Bachillerato ‘ Universitarios ’
Nada o poco Celda (1,1) Celda (1,2) Celda (1,3)
capacitados 238 186 140

Bastante Celda (2,1) Celda (2,2) Celda (2,3)
capacitados 601 345 211
Muy Celda (3,1) Celda (3,2) Celda (3,3)
capacitados 158 84 42
» Las celdas (pares) concordantes con la celda (par) (1,1), son: (2,2),
(2,3), 3,2) y 3,3).

= Las celdas concordantes con la celda (1,2), son: (2,3), y (3,3).

= Las celdas concordantes con la celda (2,1), son: (3,2), y (3,3).
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» La celda concordante con la celda (2,2) es la (3,3).

» Lasceldas discordantes con la celda (1,3), son: (2,1), (2,2), (3,1) y (3,2).
» Las celdas discordantes con la celda (1,2), son: (2,1), y (3,1).
= Las celdas discordantes con la celda (2,3), son: (3,1), y (3,2).

» La celda discordante con la celda (2,2) es la (3,1).

Por tanto,
P.=238-345 + 238 - 211 + 238 - 84 + 238 - 42 4+ 186 - 211
+186 - 42 + 601 - 84 4+ 601 - 42 + 345 - 42 = 299 590.

P;=140-601 + 140 - 345 + 140 - 158 + 140 - 84
+186-601 4186 - 158 4211 - 158 4211 -84 + 345 - 158 = 413 066.

(1) Coeficiente Gamma (7y)

P~ Py 299590 — 413066

= = = —0.15923
P.+P; 299590 + 413066

v

(2) Coeticiente Tau-c de Kendall (7,.)*

om(P, — Py)  2-3(299590 — 413 066)
_ _ — 0.084
T TN2(m - 1) 20052(3 — 1) 008468

Existe una relacion negativa (inversa) entre el nivel de estudios del en-
trevistado y su opinion respecto de la capacitacion de los miembros de las
fuerzas armadas.

Estadisticos — Tablas de contingencia — Introducir y
analizar una tabla de doble entradaseralarutaparaintroducir
los datos de la tabla.

*Aunque el coeficiente 7, se aconseja en tablas no cuadradas ha sido calculado para
una tabla 3x3 a modo ilustrartivo.

| —
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3.1. Conceptos basicos: Numeros indices, tasas

y razones

En el analisis de datos de casi cualquier ambito de estudio se necesita continua-
mente hacer comparaciones, ya sea de dos magnitudes medidas en el mismo
periodo de tiempo, o en dos momentos diferentes. Por ello, interesa calcular
indicadores que comparen realidades de forma transversal, en el primer caso,
y longitudinal, en el segundo estudiando ast la evolucion de la magnitud a lo
largo del tiempo.
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Definicion 3.1 Se llama mimero indice a aquella medida estadistica que nos permite
estudiar el incremento relativo que se produce en una variable a lo largo del tiempo o
del espacio.

Lo mas habitual es estudiar la evolucion de la variable a lo largo del tiempo,
y ello se realiza mediante la comparacion del valor de la variable en dos periodos
temporales distintos.

Al periodo respecto del cual realizaremos las comparaciones se le llama pe-
riodo base 6 de referencia. Al periodo que queremos comparar se le llama pe-
riodo actual 6 corriente.

Definicion 3.2 Consideremos una variable X que posee una sola modalidad y de la
que conocemos su valor en el pertodo base, o, y su valor en el periodo t, x¢. Se define
el indice simple como

Iny = —

To

y mide la variacion, en tantos por uno, que ha sufrido la variable considerada entre
los periodos base y actual. Suelen presentarse multiplicados por cien y expresados en
porcentajes.

Definicion 3.3 Simedimos la variacién relativa porcentual de cada valor de la varia-
ble X con respecto al periodo anterior, obtenemos los indices simples llamados indices

en cadena
Ty

c __
I =
Ti—1

Definicion 3.4 Las Tasas de variacion miden el porcentaje de variacion de los valores
de la variable en un periodo respecto a otro.

. Ty — T
Tasa de variacién: Ty, = ——— x 100 = (I} — 1) x 100
Tr—1
. Ty — Tg—12
Tasa interanual de datos mensuales: T} 19 = ————— x 100
Ti-12
. . Tt — Tty
Tasa interanual de datos trimestrales: Ty y = ————— x 100
Tt—q
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Ejemplo 3.1.1 %\

En la tabla siguiente se recoge informacion sobre violencia domestica pro-
porcionada por el INE. En particu]ar, informacion relativa al nimero de
victimas con orden de proteccion o medidas cautelares:

Avo | @ [Lua | B[ T
2011 || 7744 | 100
2012 || 7298 | 9424 | 9424 | -5.76
2013 || 7060 | 9117 | 96.74 | -3.26
2014 || 7084 | 9148 | 10034 | 0.33

(Fuente: Explotacién estadistica del chistro central para la protcccién de las

victimas de la violencia doméstica y de género)

Ipag = 22— 0.9148 = 91.48%
L2011
7¢, = 201 10034 = 100.34%
22013

Tiy = (15, —1)-100 = 0.34%

El nimero de victimas con orden de proteccion o medidas cautelares
en el afio 2014 supuso un 100.34 % del mismo ndmero correspondiente al
anio 2013. Ello significa que hubo un incremento del nimero de victimas
en el ano 2014 respecto al ano 2013, de un 0.34 %.

| I—

De forma generaL la comparacién mediante el cociente de las frecuencias
de dos valores de una variable se conoce con el nombre de ratio o razén. Para
aumentar su claridad interpretativa, el resultado de la division suele multipli-
carse, en general, por cien. Ello permite comparar las magnitudes, no solo de
forma longitudinal, como hemos hecho en el ejemplo anterior, sino tambien de
forma transversal, como se aprecia en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.1.2 %\

En la tabla siguiente se recoge informacion sobre violencia doméstica pro-
porcionada por el INE. En particular, informacion sobre el nimero de vic-
timas con orden de proteccion o medidas cautelares desglosadas por sexo.
Calculamos la razon dividiendo el niimero de mujeres entre el de hombres.

’ Ano H n® de mujeres ‘ n® de hombres I Razdn (%) ‘

2011 4881 2863 170.48
2012 4510 2788 161.76
2013 4425 2635 167.93
2014 4381 2703 162.08

(Fuente: Explotacion estadistica del Registro central para la proteccion de las

victimas de la violencia doméstica y de género)

En el ano 2014, hubo 162.08 mujeres victimas con orden de proteccion o
medidas cautelares por cada 100 hombres.

3.2. Tasas de incidencia y de prevalencia

En Ciencias Sociales y en Criminologia, se conoce como tasa de incidencia al
cociente entre dos variables expresadas en distintas unidades de medida. Si las
dos variables vienen expresadas en las mismas unidades de medida, se llamara
tasa de prevalencia. Dentro del mundo criminoldgico, las mas usadas son:

(a) Tasa de criminalidad. Se define de la forma siguiente para una determi-
nada ciudad, region o pais:

n® de delitos y faltas conocidas

To = x 1000

n? total de habitantes

Supone el indicador mas general con el que el Ministerio del Interior da
a conocer la situacion y evolucion de la criminalidad en la ciudad, regién
0 pa{s considerados. En Espana esta tasa se situd en 43.2 delitos por cada

1000 habitantes en el afio 2016.
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(d)

CAPITULO 3
Tasas de incidencia y de prevalencia

Tasa de detenidos. Se calcula de la forma siguiente:

n® de personas detenidas

Tp = x 1000

n? de infracciones penales conocidas

y la proporciona el Ministerio del Interior. La dltima cifra ofrecida por el
ministerio sobre la tasa de imputados y detenidos fue para el ano 2016,
siendo esta de 183 imputados y detenidos por cada 1000 infracciones
conocidas.

Tasa de delitos declarados.

Ty — n® de delitos declarados por las victimas « 100

n° total de personas encuestadas

Esta tasa la proporciona el Ministerio del Interior y para su calculo se
usan los datos recogidos en la Encuesta de Victimizacion. Esta tasa fue
en Espafia del 34.5 % en 2008 (Fuente: Observatorio de la delincuencia
en Andalucia 2009).

Para ampliar

Si te interesa profundizar en el conocimiento de las Encuestas de Vic-
timizacion, puedes consultar el articulo Las encuestas de victimizacion
en Europa: evolucion historica y situacion actual (2010) de Marcelo F. Aebi
y Antonia Linde. UNED, Revista de Derecho Penal y Criminologia,
3% ¢poca, n® 3, pp. 211-298. En ¢l se presenta una resefia de dichas
encuestas hasta el ano 2009, se describen sus principales caracteristi-
cas y finaliza con unas interesantes reflexiones sobre los principales
desatios a que se enfrentan actualmente.

Tasa de delitos esclarecidos, definida de la forma siguiente:

T0w — n? total de delitos esclarecidos « 100

n? total de delitos
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La proporciona el Ministerio del Interior y supone un indicador de ac-
tividad y eficacia. La ultima cifra ofrecida sobre esta tasa corresponde al

afio 2015, y fue del 35.1 %.

Curiosidad

Las Encuestas de Victimizacion son investigaciones emp{ricas cuyo

objetivo es analizar la realidad delictiva. Las primeras se usaron en

Dinamarca en 1730. A nivel estatal en Espania, las Encuestas de Victi-

mizacion realizadas son:

1978 CIS Personal

1989 Justicia / CIS Telefonica / Personal
1989 INICRI y otros (ICVS) Telefonica

1992 U. Complutense Personal

1995 CIS Personal

1996 CIS Personal (+ 50 000 habitantes)
1997 | OFIC USUA / Consumidor Personal

1998 Guardia Civil Personal (Rural)

1999 CIS Personal

2005 | Gallup Europe y otros (ICVS) Telefonica

2008 ODA (ICVS) Telefonica (+ 50 000 habitantes)

(Fuente: Encuesta a victimas en Espafia. Observatorio de la delincuencia en
Andalucia, 2009)

(¢) Tasa de victimizacion. Se obtiene de la Encuesta de Victimizacion:

n® de personas encuestadas victimas de algin delico

x 100

Ty

n° total de personas encuestadas

La Encuesta de Victimizacion realizada en 2008 arrojo una tasa de victi-
mizacion en Espafia del 17.4 % (Fuente: Observatorio de la delincuencia
en Andalucia 2009).

(f) Tasa de denuncia. Se obtiene también a partir de la Encuesta de Victi-
mizacion, y es el resultado de dividir el nimero de personas que declaran
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Introduccion a las series temporales

haber sido victimas de un delito y lo han denunciado entre el nimero to-
tal de personas que sufrieron delito. Suele presentarse multiplicada por
cien. Esta tasa se situd en Espafia en el 47.9 %. Hay que notar que el in-
tervalo de tiempo empleado en su caleulo fue el de los dltimos 5 afios
anteriores al pase de la encuesta, entre 2004 y 2008. (Fuente: Observa-
torio de la delincuencia en Andalucia 2009).

3.3. Introduccion a las series temporales

Llamamos serie temporal a una sucesion de observaciones cuantitativas de un
fendmeno, ordenadas en el tiempo. En ella es esencial la ordenacion que el tiem-
po induce en los datos, y que no debe variarse.

Una serie temporal puede considerarse como una distribucion de frecuen-
cias bidimensional, (¢, Y7), en la que una de las componentes, la dependiente, es
la magnitud que queremos analizar, mientras que la independiente esel tiempo.

El analisis de una serie temporal debe iniciarse con una representacion gra-
fica en un sistema de ejes cartesianos. Representaremos en el de abscisas el
tiempo, ¢, y en el de ordenadas la magnicud observada, Y;. La union mediante
segmentos de sus puntos nos proporciona un diagrama de sierra del cual ex-
tracremos las conclusiones iniciales sobre el comportamiento de nuestra serie.

Supondremos que las series temporales estan formadas por cuatro compo-
nentes tedricas:

(a) Tendencia, T}: evolucion de la serie a largo plazo.

(b) Estacional, Ej: fluctuaciones de la serie que se producen en un periodo
igua] o inferior a un ano, y que se reproducen de manera reconocible en
los diferentes afios. Se deben a efectos de la climatologia sobre la activi-
dad economica o a algunos habitos sociales.

(c) Ciclica, Cy: oscilaciones que se producen con un periodo superior al afo,
debidas a la alternancia de etapas de prosperidad y depresion.

(d) Residual, 7;: movimientos originados por fenomenos imprevisibles, co-
mo huelgas, catastrofes, etc., que afectan a la variable de manera casual
y No permanente.
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Ejemplo 3.3.1 1

En la siguiente tabla se recoge informacion relativa a las cifras mensuales
de accidentes con victimas en Espana:

| Meses 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 |

Enero 222 | 197 | 159 | 147 | 131 | 113 | 119
Febrero 208 | 148 | 142 | 141 | 137 | 99 | 113
Marzo 233 | 174 | 142 | 154 | 124 | 132 | 113
Abril 201 | 172 | 156 | 144 | 124 | 141 | 116
Mayo 237 | 211 | 185 | 157 | 105 | 123 | 157
Junio 244 | 202 | 148 | 174 | 138 | 153 | 129
Julio 259 | 251 | 222 | 161 | 163 | 153 | 174
Agosto 274 | 258 | 216 | 190 | 171 | 156 | 164
Septiembre || 205 | 221 | 186 | 202 | 159 | 162 | 178
Octubre 223 | 242 | 169 | 147 | 154 | 143 | 130
Noviembre || 193 | 206 | 173 | 135 | 130 | 158 | 150
Diciembre || 215 | 196 | 162 | 151 | 144 | 155 | 146

(Fuente: Direccion General de Trafico, Ministerio del Interior)

. / .
ACCldent€S cOon victimas

enel—l() enel—'IZ cnel—14 enel—l(w
C
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;Como se combinan las cuatro componentes tedricas para formar la serie
que observamos? En el estudio clasico de las series temporales se consideran los
modelos siguientes:

(a) Modelo aditivo: Y, =T, + E, + C; + 14
(b) Modelo multiplicativo puro: Y; =T - By - Cy - 1y
(c) Modelo multiplicativo-aditivo: Y, =T} - Ey - Cy + 1y

Estos modelos matemidticos requieren para su desarrollo el analisis de los
diferentes factores que inciden en una serie temporal. En la practica, en Espana
y en ¢l campo de la Criminologia, se emplean tecnicas mas sencillas que, ain
suponiendo una cierta pérdida de informacion, facilitan el estudio a realizar,
Es por ello que nos centraremos solamente en el analisis de la tendencia, como
componente mas significativa en el ambito criminologico.

3.4. Analisis de la tendencia de una serie temporal

Pararealizar un estudio de la tendencia en una serie temporal, existen diferentes
/ /

meétodos. Vamos a desarrollar los dos mas usados.

3.4.1 Método de las medias méviles o método mecanico

Este método consiste en el suavizado de la serie dada, promediando sus obser-
vaciones con valores contiguos, anteriores y posteriores, con lo que se consigue
climinar la componente residual. Para calcular medias moviles de orden o ta-
mano p se procede como sigue:

(a) Laprimera media movil se obtiene calculando la media aritmetica de las
p primeras observaciones.

(b) Para calcular las siguientes, vamos excluyendo la primera observacion del
grupo anterior e incluyendo la posterior a la dleima tomada.

(c) El proceso se repite hasta que no se puedan formar mas grupos que con-
tengan p observaciones.

La tendencia sera la linea quebrada que une las sucesivas medias moviles.
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emplo 3.4.1 %\

Usando medias moviles de orden 3,

] t; ’ Yt ’ Tendencia
tl ytl 4 4
Y Y Y _
o | Y, % =Yy,
th + ytg + yt4 ——
U3 | Yt 3 - Y
Ys + Yty +Yts
la | Yy - 3 = Y
Yo T Yts T Ytg
s | Yts - 3~ Yes
L6 | Yt

La tendencia es la linea quebrada que une los puntos (t2,7;,), (t3,7,).

(t47 yt4) y (t57yt5)'

Debemos tener en cuenta que:

(a) Existen observaciones para las que no se dispone de medias moviles.

(b) Laeleccion del orden de las medias moviles no es facil, y esta ligado a las
periodicidades de las fluctuaciones que se desean suavizar. Si los datos se
refieren a periodos inferiores al afio, se aconseja tomar como valor de p
el ndmero de dichos periodos. Cuando los datos de la serie son anuales, y
por tanto no existe componente estacional, debemos tomar como orden
el nimero de anos que comprenda un ciclo.

(¢) A mayor orden de las medias moviles, mayor suavizado, pero menor ni-
mero de observaciones para calculos posteriores.

(d) Cuando se calculen medias moviles de orden par, las observaciones no
quedaran centradas en el tiempo. Por ello deberemos repetir el proceso
a los promedios obtenidos inicialmente, utilizando el orden 2.
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Por ejemplo, usando medias moviles de orden 4,

] i | Yt \ Yu, | Tendencia ‘

tl yt1
Lo | Yt,
ytg _ + _
= Yy Yy
t3 ytg ytg - & 2 £
yt4 _ _'_ _
= Yy Y
la | Yt Y, = %
yts
Us | Yts
6 | Yt

La tendencia es la Iinea que une los puntos (t3,7,,) v (t4, 7y, )-

Ejemplo 3.4.2 %\

En la siguiente tabla se muestran los datos trimestrales sobre las sustrac-
ciones de vehiculos a motor en Esparia durante el periodo 2012 - 2016:

| | 2012 | 2013 | 2014 [ 2015 | 2016 |

Trimestre 1 || 13627 | 12938 | 11023 | 10387 | 10177
Trimestre 2 || 13342 | 11954 | 10992 | 10790 | 10773
Trimestre 3 || 14187 | 12221 | 10461 | 8871 | 11272
Trimestre 4 || 14041 | 11742 | 10730 | 9116 | 11302

(Fuente: Ministerio del Interior)

Para calcular las medias moviles de orden 4, calculariamos, en primer
lugar, la medias moviles de orden 4 no centradas:

13627+ 13342 4 14187 + 14041

Yty = 1 = 13799.25
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4

mente hasta la altima que seria:

ytlg -

10177+ 10773 + 11272 + 11 302

= 10 881.

4

. ./ /
A continuacion procederlamos a centrarlas:

ytg

- 13799.25+ 13627

2

= 13713.125.

= 13627 y ast sucesiva-

Repitiendo este proceso, obtendriamos todas las medias moviles de

orden 4 centradas, que se recogen en la tabla siguiente:

| | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 |
Trim. 1 13034.25 11274.5 | 10393.325 | 10034.375
Trim. 2 12501.125 | 10928.0 9992.75 10607.75
Trim. 3 || 13713.125 | 11974.375 | 10722.0 9764.75
Trim. 4 13453.5 11614.75 | 10617.25 | 9736.375
Sustracciones de vehiculos
140004
13000 - o -++ Serie temporal
— Tendencia
12000 -
11000 -
100001
9000 - .
T2 T3 T4 TI-15  TI-16
t
|




CAPITULO 3
Analisis de la tendencia de una serie temporal

3.4.2 Método de ajuste analitico

Dada una serie temporal (¢, Y}), el método consiste en obtener la linea de re-
gresién de Y] sobre t. Al igual que hicimos en la seccion 2.5 nos limitaremos a
estudiar el caso lineal. La recta calculada sera la linea de la tendencia.

Procederiamos de la manera siguiente: una vez observada la representacion
grafica de la serie, y confirmada una cierta estructura de dependencia lineal, la
ecuacion de la tendencia sera

T,(t)=a+b-t
OBSERVACION 3.1

(a) Sien la serie temporal, la variable objeto de estudio viene medida de forma
anual, usaremos la serie original (t;, yt,) para la oportuna regresion lineal.

(b) Si se conoce el valor de la variable para pertodos inferiores al ano (datos men-
suales, trimestrales, etc.), representaremos con t; el afo i-¢simo y calcularemos
las medias anuales de los valores de la variable Yy correspondientes a dicho ano,
Ty, Seguidamente ajustaremos la distribucion (t;,7;,) a la recta adecuada.

Entre las ventajas que presenta el metodo de ajuste analitico estan las siguientes:

(a) Expresala tendencia a traves de una funcion matematica con lo cual po-
demos realizar predicciones de cara al futuro.

(b) Puede medirse la bondad del ajuste realizado mediante el coeficiente R?
y ast tener una medida de la fiabilidad de las predicciones.

Ejemplo 3.4.3L/|ﬁ|

Vamos a calcular la tendencia lineal con los datos del ejemplo 3.4.2. Como
tenemos los valores de la variable para periodos inferiores al afo, debe-
mos previamente calcular las medias anuales, Yy, y realizar el ajuste de la
distribucion (;,7,;,) a la funcion elegida.

(a) Calculamos las medias anuales Ut

_ 55197 48 855 43206
Y2012 = T§ Y2013 = T; Ya014 = TS
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_ 39164 _ 43 524
Ya015 = T§ Y016 = T

(b) La tendencia lineal serfa el resultado de realizar la regresion con los
datos de la distribucion (#;,7,.) dada en la siguiente tabla

i 2012 2013 2014 2015 2016
Yy, || 13799.25 | 12213.75 | 10801.50 | 9791.00 | 10 881.00

Para calcular la ecuacion de la tendencia usando R commander se
procede como en el ejemplo 2.6.2, obteniendose:

Call:
Im(formula = values ~ time, data

dataset)

Residuals:
1 2 3 4 5
650.1 -109.5 -695.8 -880.4 1035.6

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1674910.3 611559.7 2.739 0.0714 .
time -825.9 303.7 -2.720 0.0726 .

Signif. codes: 0 ‘**x*x’ 0.001 ‘*x*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1

Residual standard error: 960.2 on 3 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.711, Adjusted R-squared: 0.615
F-statistic: 7.398 on 1 and 3 DF, p-value: 0.07255

Por tanto el modelo de tendencia lineal es

T,(t) = 1674910.3 — 825.9 - ¢
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Para medir la fiabilidad de las predicciones que hagamos, calcularemos el
coeficiente de determinacion

R?=0.7115

Observamos que el coeficiente de determinacion no alcanza el valor
0.75, por lo que seremos cautos en cuanto al grado de fiabilidad de las

. . . . ~ . o/
posibles predicciones que se hagan usando el modelo lineal. Si hubi¢ramos
utilizado el modelo cuadratico, es decir, ajustar mediante el modelo

Tit)=a+b-t+c-t?

habriamos obtenido R? = 0.958. De manera intuitiva puede verse esta
mejora en la siguiente figura

Sustracciones de vehiculos

Tendencia lineal y cuadratica

14000 4

13000 4

12000 4

11000 1

10000 4 p

2012 2013 2014 2015 2016
¢

| I—

En el siguiente ejemplo trabajaremos con datos que vienen dados de forma
anual.
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Ejemplo 3.4.4 1

Se proporciona la siguiente serie temporal de tasas de criminalidad en Es-

pana desde el afio 2005 al ano 2016.

| & || 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 |
|4, || 50.6 | 50.8 | 51.2 [ 51.9 [ 50.0 | 48.9 |

| ][ 2011 ] 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 |
|y, || 484 ]48.0 [ 46.1 | 44.7 ] 43.7 | 43.2 |

(Fuente: Ministerio del Incerior)

Queremos calcular la tendencia lineal. Como los datos son anuales, no
es necesario calcular las medias para cada afio. Usaremos la serie original,
(tis yr,), para dicho cdleculo. Usando R commander y procediendo como
en el ejemplo 2.6.2, observamos:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1638.95070 178.97065 9.158 3.54e-06 **x*
time -0.79126 0.08902 -8.889 4.63e-06 *x**

Sig. codes: 0 “*x**x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1

Residual standard error: 1.064 on 10 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8877,Adjusted R-squared: 0.8764
F-statistic: 79.01 on 1 and 10 DF, p-value: 4.627e-06

T,(t) = 1638.95070 — 0.79126 - t y R? = 0.8877

Observando el coeficiente de determinacion, las posibles predicciones
tendran un alto grado de fiabilidad al ser R? proximo a uno.
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Tasa de criminalidad

52.5
. ..
o & Serie temporal
50.04 . Tendencia lineal
.
'®. .
 J
4754 3
45.0 'y
o
N J
2007 2010 2013 2016
t
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41. Introduccion

En los capitulos precedentes se ha hecho un estudio de una serie de concep-
tos y téenicas cuyo objetivo era la ordenacion, descripcion y presentacion de la
informacion contenida en un conjunto de datos. Todo ello se engloba en una
parte de la Estadistica conocida como Estadistica Descriptiva. Sin embargo son
muchas las sicuaciones en la vida real en las que, debido a la presencia del azar,
debemos tomar decisiones que comportan un riesgo. En ese caso, la Estadistica
proporciona una herramienta que permite medir la incertidumbre, la probabi-

lidad.
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4.2. Experimentos aleatorios. Definiciones

Definicion 4.1 Llamaremos fenomenos aleatorios a aquellos en los que no se puede
predecir el resultado final incluso aunque se realicen en las mismas condiciones.

Ejemplo 4.2.1

Son experimentos aleatorios el lanzamiento de un dado equilibrado, el nu-
mero de accidentes de trafico ocurridos al mes en una carretera, el consumo
diario de agua de una ciudad, etc...

| I—

Definicion 4.2 La Teoria de la Probabilidad estudia los métodos de analisis que son
comunes en el tracamiento de los fenomenos aleatorios, cualquiera que sea el area en
que ¢stos se presenten.

La correspondencia de Fermat con Pascal, consistente en 7 cartas entre ju-
lio y octubre de 1654, se considera el comienzo del Caleulo de Probabilidades.
Concretamente las misivas resolvieron el llamado Problema del Reparto:

“Un jugador juega a que saca un seis de ocho tiradas, pero despucs
de tres tiradas no lo ha Ccmseguido y la partida no se continua.
;Que proporcion de la apuesta total debe recibir?”

Definicion 4.3 Se llama espacio muestral asociado a un experimento aleatorio al con-
junto formado por todos los posibles resultados del experimento aleatorio. Suele repre-
sentarse por €.

Un conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio se llama su-
ceso. Los sucesos suelen representarse por letras mayuasculas: A, B, C...

Ejemplo 4.2.2

Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar un dado equi-
librado de seis caras al aire y observar el nimero de puntos que figuran en
la cara superior. Su correspondiente espacio muestral sera

Q={1,2,3,4,56}
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Algunos sucesos que podriamos definir:
A= “sacar puntuacion par” = {2,4,6} y B= “sacar puntuacion 2" =

2},

Existen distintos tipos de sucesos:
(a) Suceso imposible es aquel que no ocurre nunca. Se representa por 0.
(b) Suceso seguro es aquel que ocurre siempre. Se representa por €1.
(¢) Suceso elemental es el formado por un solo elemento muestral.

(d) Suceso compuesto es el formado por mas de un elemento muestral.

Definicion 4.4 Se llama espacio de sucesos, S, al conjunto formado por todos los su-
cesos asociados al experimento aleatorio en cuestion.

Ejemplo 4.2.3

Q' ={1,2,3,4,5,6} es el espacio muestral en el lanzamiento de un dado
de seis caras, entonces el espacio de sucesos sera:

S={0,{1},...,{6},{1,2},...,{5,6},
{1,2,3},...,{3,4,5,6},....{2,3,4,5,6},Q}

Un suceso elemental es B= “sacar puntuacion 2'= {2}.
Un suceso compuesto es A= “sacar puntuacion par” = {2, 4, 6}.

| I—

Hemos establecido una correspondencia entre sucesos y conjuntos. Vamos
a recordar algunas operaciones y relaciones entre conjuntos, que ahora, seran
de interes para trasladarlas a los sucesos.

Definicion 4.5 Dado el suceso A de un espacio muestral §2, definimos suceso comple-
mentario de A, que se denota por A, al suceso formado por todos los puntos muestrales
que no pertenecen a A.
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A={weQlwd A}

EZ Suceso A ocurre si Y S(;ZO s1 no ocurre A

Ejemplo 4.2.4

En el lanzamiento de un dado de seis caras, el espacio muestral puede re-
presentarse por el conjunto Q = {1,2,3,4,5,6}. Entonces, si A= “sacar
puntuacion par” = {2, 4,6}, su complementario seria A= “sacar puntua-

cién impar” = {1, 3,5}.

| I—

Definicion 4.6 Dados los sucesos Ay B de un espacio muestral €, la union de ambos,
que se denota por AU B, es el suceso formado por todos los puntos muestrales que
pertenecen al menos a uno de los dos sucesos.

AUB={weQ|we Aowe B}

El suceso A U B ocurre siempre que ocurra Ao B, o ambos.

Ejemplo 4.2.5

En el lanzamiento de un dado de seis caras, sean los sucesos A y B siguien-
tes:

A= “sacar puntuacion par” = {2,4,6}

B= “sacar puntuacion mayor que 4” = {5, 6}
Entonces

A U B= “sacar puntuacion par o puntuacién mayor que 4’= {2, 4, 5, 6}.

| I
Definicion 4.7 Dados los sucesos A y B de un espacio muestral €2, la interseccion de

ambos, que denotamos por AN B, es el suceso formado por todos los puntos muestrales
que pertenecen a ambos sucesos.

104



CAPITULO 4

Experimentos aleatorios. Definiciones

ANB={weQweAywe B}

El suceso A N B ocurre siempre que ocurran A y B.

Ejemplo 4.2.6

En el lanzamiento de un dado de seis caras, sean los sucesos A= “sacar pun-
tuacion par” = {2,4,6} y B= “sacar puntuacion mayor que 4" = {5,6}.

Entonces

AN B = “sacar puntuacion par y mayor que 4"= {6}.

| I—

Definicion 4.8 A y B son sucesos incompatibles o mutuamente excluyentes, si la
ocurrencia simultdnea de ambos es imposible, es decir: AN B = (.

Ejemplo 4.2.7

En el lanzamiento de un dado de seis caras, son incompatibles los suce-
sos A= “sacar puntuacion menor que 3" = {1,2} y B= “sacar puntuacion

mayor que 4" = {5,6}.

| I—

OBSERVACION 4.1 Un suceso y su complemenmrio SON siempre Sucesos incompatibles.

Teorema 4.1 (Leyes de De Morgan) Dados los sucesos A y B de un espacio muestral
€2, se verifica que:

(@ AUB=ANB

) ANB=AUB
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4.3. Diversas concepciones de probabilidad

Dado un suceso, A, perteneciente al espacio de sucesos S asociado al espacio
muestral €, la probabilidad trata de asignar a A una medida teorica de la ocu-
rrencia de A.

(a) DEFINICION CLASICA o DE LAPLACE (1812)

Deben establecerse dos hipotesis necesarias:

(i) El espacio muestral ha de ser finito, y

(ii) Todos los sucesos elementales han de ser igualmente verosimiles
entonces se define la probabilidad del suceso A como

numero de casos favorables a A

P(A) =

numero total de sucesos elementales posibles

Ejemplo 4.3.1

En el lanzamiento de un dado de seis caras no cargado, consideremos el
espacio muestral = {1,2,3,4,5,6}. Sea el suceso A= “sacar puntuacion
menor que 3" = {1, 2}, entonces:

P(A)=2=03

2
6

| —

(b) DEFINICION FRECUENTISTA o DE VON MISES (1919)

Si repetimos un experimento N veces, llamamos frecuencia relativa del
suceso A, que denotamos por fa, al cociente entre el numero de veces
que ¢ste se presenta y el total de pruebas. La frecuencia relativa no es mas
que una medida relativa y empirica de la ocurrencia de un suceso.

Es un hecho comprobado empiricamente que, la frecuencia relativa de un
suceso tiende a estabilizarse cuando el nimero de pruebas aumenta. La
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definicion frecuencialista de probabilidad se basa en este hecho, y asigna
como probabilidad al suceso A el nimero:

P(A) = lim fa= lfim "4 =

N—o0 N—oo
. frecuencia absoluta de A
= lim —
N—oco numero total de pruebas

Estas conclusiones llevan el nombre de Primera Ley de los Grandes Niimeros:
Cuando el nimero de realizaciones de un experimento aleatorio aumenta, la
frecuencia relativa del suceso asociado se va acercando cada vez mas hacia un
cierto valor. Este valor se llama probabilidad del suceso.

(c) DEFINICION AXIOMATICA o DE KOLMOGOROV (1933)

Dado el espacio de sucesos S asociado a un espacio muestral €, se define
una medida de probabilidad, P, como una funcion:

P:S—10,1]
que verifique los siguientes axiomas:

Axioma 1: P(A) >0, VAeS
Axioma 2: P(2) =1

Axioma 3: P (U A,-) = P(A4) VA, €S ANA; =0,i#]

OBSERVACION 4.2 De los axiomas anteriores se deducen las siguientes propiedades:

(@) P(0)=0
k k

(b) P (UAZ> = P(A4) VA, €S, ANA;=0,i#]
i=1 =1

() P(A) =1— P(A)
(d P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Definicion 4.9 Se denomina espacio probabilistico a la terna (2, S, P), donde S es

el espacio de sucesos asociado al espacio muestral §2, y P es una medida de probabilidad.
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Caso 1 ﬂ

El ciudadano norteamericano Wayne Williams fue acusado de las muertes

de dos hombres negros en Atlanta, Georgia. Una evidencia crucial con-
tra Williams consistia en unas fibras encontradas sobre los cuerpos de los
asesinados que eran semejantes a unas tomadas en el entorno del acusa-
do. En concreto, ciertas fibras trilobuladas bastante inusuales de un tipo
particular de moqueta (Wellman 181-b) teriida de un color especial (En-
glish Olive). Un experto de la acusacion testifico que este tipo de fibra se
habia dejado de producir y que, siendo prudentes, solo se habria vendido
en un area de diez estados lo suficiente para enmoquetar unas 820 habi-
taciones. Asumiendo que las ventas hubiesen sido iguales en cada uno de
los diez estados, que todas las moquetas de Georgia fueron comercializa-
das en Atlanta y que solo se habia enmoquetado una habitacion por casa,
el experto cifro, por la cantidad de moqueta vendida, que solo 82 vivien-
das de Atlanta tentan moqueta conteniendo ese tipo de fibra. Teniendo en
cuenta que, segun el experto, en Atlanta habia 638 viviendas ocupadas, la
probabilidad de que una vivienda seleccionada al azar tuviese la moqueta
considerada seria 82/638 995, o aproximadamente 1 entre 7 792.

El dormitorio de Wayne Williams tenia moqueta con esa fibra y el fiscal
defendio que “habria solo una posibilidad sobre 7792 de que hubiera otra
casa en Atlanta que tuviera el mismo tipo de moqueta que la de Williams.”
El acusado finalmente seria declarado culpable.

4.4. Probabilidad condicionada

En los ejemplos que hemos planteado hasta ahora, siempre hemos supuesto que
cualquiera de los resultados puede ocurrir en el experimento. La incorporacion
de una informacion adicional, como por ¢jemplo, el conocimiento de la ocu-
rrencia de otro suceso, puede hacer que determinados resultados no puedan
ocurrir, con lo que el espacio muestral cambia y cambian las probabi]idades.

108




CAPITULO 4
Probabilidad condicionada

Ejemplo 441 %\

Supongamos el experimento consistente en la extraccion de una bola de
una bolsa que contiene seis bolas numeradas del uno al seis y observar el
resultado obtenido.

El correspondiente espacio muestral es 2 = {1,2,3,4,5,6}, y la pro-
babilidad inicial del suceso A= “sacar nimero primo”={2,3,5} es:

P(A) ===

| I—

OBSERVACION 4.3 Dado un numero entero n > 1, diremos que M es un nimero
primo, si 1 y n son los unicos divisores positivos de n. Por tanto los primeros niimeros
primos son 2, 3, 5, 7, 11, etc.

Supongamos ahora que las bolas correspondientes a los nimeros pares han
sido introducidas en una bolsa de color rojo y las correspondientes a los impares
en una de color amarillo. Seleccionamos al azar una de las dos bolsas resultando
seleccionada la roja. Si a continuacion extraemos una bola de dicha bolsa, jque
probabilidad hay de que la cifra obtenida sea nimero primo?

La informacion del color de la bolsa produce, en este caso, una reduccion

del espacio muestral a:
Q’I‘Oj[l = Qpar = {27 47 6}

con lo que,
1
P(A si se elegio bolsa roja) = P(A sabiendo que salio puntuacion par) = 3

Como vemos, en este caso, la informacion disponible ha hecho disminuir

la probabilidad.
Otras veces una informacion adicional aumenta dicha probabilidad. Su-
pongamos que el color de la bolsa seleccionada hubiese sido amarilla, entonces:

Qamarilla - Qimpar = {]-7 37 5}
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y, pOr tanto,

2
P(A clegida la bolsa amarilla) = P(A sabiendo que salid numero impar) = 3

Definicion 410 Cuando consideremos la probabilidad de ocurrencia de un suceso A
perteneciente a un espacio de sucesos sabiendo que ha acontecido otro suceso B, diremos
que estamos calculando la probabilidad de A condicionada a B. Lo denotamos por
P(A|B), donde A es el suceso condicionado y B es el suceso condicionante.

Definicion 4.11 Sea (2, S, P) un espacio probabilistico y B un suceso de S con
probabilidad no nula, P(B) > 0. Sea A un suceso cualquiera de S, llamaremos
probabilidad del suceso A condicionada porque haya acontecido otro suceso B o, sen-
cillamente, probabilidad de A condicionada por B, al cociente

P(ANB)

PUAIB) = =5

En el ¢jemplo anterior podemos expresar la probabilidad de obtener ni-
mero primo, habiendo obtenido cifra par como:

1

P(AN i
P(A|puntuacion par) = 337 ( puntuacion par)

P(puntuacion par)

o W~

y, la probabilidad de obtener nimero primo, habiendo obtenido cifra impar

COMmao:

2
P(A|puntuacién impar) = 5=

_ P(AN puntuacion impar)

P(puntuacién impar)

o W o

Teorema 4.2 Sean Ay, As, ..., A, € Stalesque P(A1N AN .. .NA,—1) #0
entonces

P(ANAN...NA) =
= P(A)) - P(A3]Ay) - P(A3)A1 N As) -+ P(An Ay N AN+ N Ayy)
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Ejemplo 4.4.2 %\

Para ser jurado en Espana hace falta tener la nacionalidad espanola, ser ma-
yor de edad, encontrase en pleno ejercicio de los derechos politicos, saber
leer y escribir, no encontrarse bajo ninguna incapacidad fisica o psiquica
que impida el desarrollo de su funciéon como jurado, asi como estar en el
Padron Municipal de alguno de los municipios de la provincia donde se
haya cometido el delito que se juzga.

Supongamos que en cierta provincia espaniola hay empadronados un
total de 257450 ciudadanos que pueden participar en el Jurado, de los cua-
les 55150 tienen menos de 35 afos. Si necesitasemos seleccionar al azar a
tres ciudadanos para formar parte del Jurado, jcual seria la probabilidad
de que los tres tuviesen una edad inferior a 35 afos? Sean los sucesos:

A= “cl primer ciudadano seleccionado tiene menos de 35 anos”
Ay=“el segundo ciudadano seleccionado tiene menos de 35 anos”
As= ‘el tercer ciudadano seleccionado tiene menos de 35 anos”

P(A; N Ay N A3) = P(A,) - P(A3]A}) - P(A3|A; N Ay)
~ 55150 55149 55148
257450 257449 257448

4.5. Independencia de sucesos

En esta seccion vamos a formalizar el hecho de que la ocurrencia de un suceso
no tendria por qué modificar la probabi]idad de la ocurrencia de otro. Tendria
sentido preguntarse si, por ejemplo, la probabilidad de que ocurra cierto tipo
de delito esta relacionado con el clima [Que69].

Definicion 4.12 Sea ¢l espacio probabilistico (€2, S, P) y sean A y B sucesos de S
verificandose que P(B) > 0. Diremos que los sucesos A y B son independientes si se
vcriﬁca que

P(A|B) = P(A)
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O dicho de otra forma:

Definicion 4.13 Diremos que dos sucesos A y B son independientes si y solo si se
veriﬁca que:

P(ANB) = P(A) - P(B)

Ejemp]o 4.5.1 %

Consideremos el experimento consistente en lanzar un dado no cargado y
sean los sucesos A y B siguientes:

4 2
A= “obtener cifra mayor que 2" = {3,4,5,6} = P(A) = G = 3
N 1
B=“obtener cifra par” = {2,4,6} = P(B) = g =3
2
ANB={4,6} = P(ANB) = g enconces
2
P(ANB) ¢§ 2
P(AIB)=————=2==-=P(A
6
2
P(BNA) ¢ 2 1
P(BIA)=——~=2=_"=_=P(B
6

Como observamos, la informacion suministrada por el suceso condi-
cionante resulta indiferente en cuanto a la probabilidad de ocurrencia del
suceso condicionado. Por tanto, los sucesos A y B son independientes.

| —

Caso 2 «

En Miller v. State, 240 Ark. 340, 399 SW.2d 268 (1966), un experto testi-
fico que restos de suciedad encontrados en la ropa del acusado coincidian
con otros encontrados donde tuvo lugar el robo investigado. Se daba coin-
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cidencia en el color, la textura y la densidad. Por otro lado defendio que
la probabilidad de coincidir en el color era de 1/10, en la textura era de
1/100 y en la densidad era de 1/1000. Asi es que, el experto concluyo que

la probabilidad de coincidencia en los tres factores era

111 1
PANANA) = Pi4)-P(A2)-P(As) = 1575657000 = T000000

El acusado fue condenado en base, entre otros motivos, a que la probabi-
lidad de encontrar por azar en su ropa restos de suciedad similares a los
encontrados en el lugar del robo era de 0.000001.

Tras un proceso de apelacion la condena fue revocada. El testimonio del
experto en cuanto a la probabilidad era inadmisible porque ni habia reali-
zado estudio alguno, ni se habia basado en estudios anteriores para estimar
las probabilidades usadas, ni tampoco justifico la posible independencia de

los sucesos considerados.

| I—

Se proporcionan a continuacion dos teoremas fundamentales para la utili-

zacion de la probabilidad condicionada.

Teorema 4.3 (de la Probabilidad Total) Dado un espacio probabilistico (2, S, P),

si consideramos A1, As, . .

tes, todos con probabilidades no nulas, y tales que € = U A,

i=1

Ay

Az

BN A

BN As

BNA,

., Ay € S una coleccion de sucesos mutuamente excluyen-
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se verifica para todo B € S:
P(B) =Y P(B|A;)- P(A))
i=1
Teorema 4.4 (de Bayes) Sea (£, S, P) un espacio probabilisticoy Ay, As, ..., Ay, €
S una coleccion de sucesos mutuamente excluyentes, todos con probabilidades no nulas,
vy tales que ) = U A, se verifica para todo B € S:
i=1

P(4;|B) = P4, 0 B) = P(BIA,) - P(4;) , conjg=12...,n.

D S CTRNY

A las probabilidades P(Aj) se les llama probabilidades a priori, y son las pro-
babilidades iniciales que tenemos de los sucesos A;. Ante una determinada evidencia
experimental, B, corregimos el grado de creencia de las A; obteniendo unas nuevas
probabilidades, P(A;|B), llamadas probabilidades a posteriori, a traves de las vero-
similitudes, P(B|A;).

Ejemplo 4.5.2 %

Cierto Centro Penitenciario tiene clasificados a sus reclusos en tres estra-
tos segun el indice de conflictividad que presentan. Los de maxima con-
flictividad suponen el 20 % del total; un 50 % se consideran como de media
conflictividad, mientras que el 30 % restante es considerado como de baja
conflictividad. Al investigar su historial se ha observado que el 60 % de los
de maxima conflictividad no poseen ningtin tipo de estudios; el 40 % de
los de media conflictividad y el 15% de los de baja conflictividad tampoco
poseen ningun tipo de estudios.

Podemos definir los sucesos de interes de la forma siguiente:
Ay = “un recluso elegido al azar es de maxima conflictividad”
Ay = “un recluso elegido al azar es de media conflictividad”
As = “un recluso elegido al azar es de baja conflictividad”
B = “un recluso elegido al azar no tiene ningun tipo de estudios”

Los datos del ejemplo son los siguientes:
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P(A;) = 0.20; P(43) = 0.50; P(A3) = 0.30

P(B|A;) = 0.60; P(B|Ay) = 0.40, P(B|A;) = 0.15

;Cual es el porcentaje de reclusos que poseen algin tipo de estudios?

Calculemos P(B) usando el Teorema de la Probabilidad Toral:

P(B) =
P(B|A1) - P(A1) + P(B|As) - P(A2) + P(B|A;) - P(A3) =

=0.60-0.20 4 0.40 - 0.50 + 0.15 - 0.30 = 0.365

Por tanto
P(E) =1 P(B) =1-0.365 = 0.635,

lo que significa que el 63.5 % de los reclusos del Centro Penitencia-
rio considerado tienen algin tipo de estudios.

Si se selecciona un recluso con estudios, jeual es la probabilidad de
que sea de conflictividad media?

Ahora se nos pide P(Ag|B). Lo calcularemos mediante el Teorema

de Bayes:
P(4y]B) = P(B|Ay) - P(Ay)  0.60-0.50 60
S P(B) ~ 0635 127
| I
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Interesante

Pruebas de deteccion y tests de diagnéstico: Las pruebas de deteccion,
asi como los tests de diagnéstico, se usan para clasificar individuos en
dos 0 mas grupos atendiendo a cierta caracteristica. Evidentemente,
no hay ninguna prueba o test que sea infalible. En este tipo de casos,
de un lado vamos a tener el estado real del individuo (A: “afectado
de la caracteristica” y A: “no afectado de la caracteristica”), y por
otro lado, el resultado obtenido al realizar la prueba de deteccion o
test de diagnostico (+: “resultado positivo” y —: “resultado negativo”).

La sensibilidad de una prueba o test es la proporcion de individuos
afectados que son dados como positivos correctamente por la prue-
ba o el test, es decir, P(+|A). La especificidad de una prueba o test
es la proporcion de individuos no afectados que son dados como ne-
gativos correctamente por la prueba o el test, es decir, P(—|A). Por
otro lado, el termino tasa de falsos negativos hace referencia al comple-
mentario de la sensibilidad, P(—|A), mientras que el término tasa de
falsos positivos hace referencia al complememario de la especiﬁcidad,
es decir, P(4]A). Las pruebas de deteccion y los test de diagndstico
se caracterizan por su sensibilidad y su especificidad.

Ejemp]o 453 %\

Las prucbas de deteccion son utilizadas en diferentes contextos. Por ejem-

plo, para ayudar a detectar potenciales secuestradores en los acropuertos.

En Estados Unidos en 1980 un programa ayudaba a identificar pasajeros

que pudiesen intentar secuestrar aviones utilizando armas no metalicas.
Consideremos el suceso:

A= “Una persona elegida al azar lleva un arma no metalica”

y supongamos que, aproximadamente, uno de cada 25 000 viajeros lleva un

arma de este tipo, es decir, P(A) = 0.00004 (probabilidad a priori).

116




CAPITULO 4
Independencia de sucesos

Se diseno una prueba de deteccion de la que se conoce que tiene una
sensibilidad del 90 %,
P(+]A) = 0.90,

y una especificidad del 99.95 %,
P(—|A) = 0.9995.
Por tanto, la prueba diagnostica tiene una tasa de falsos negativos
P(—]A) = 0.10,
mientras que la tasa de falsos positivos es
P(+|A) = 0.0005.

Supuesto que un pasajero da positivo al aplicarle la prueba, estamos
interesados en conocer la probabilidad de que realmente lleve un arma no
metalica. Aplicando el teorema de Bayes dicha probabilidad sera:

P(+[A) - P(A)

PAR) = 50 )+ P PO

B 0.90 - 0.00004
~0.90 - 0.00004 + 0.0005 - 0.99996

Es decir, un 6.7 % de individuos que dieron positivo en la prueba, lleva

= 0.067

un arma no metalica en el acropuerto. A la vista del resultado se podria ar-
gumentar que esta proporcion es demasiado baja para justificar un posible
arresto del sospechoso.

En US v. Lopez, 328 F. Supp. 1077 (E.D.NY. 1971), una prucba de este
tipo fue considerada valida a pesar de la “inquietante probabilidad” obte-
nida.
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5.1. Introduccion

En la primera parte de este curso hemos analizado la realidad de forma des-
criptiva. Las variables estadisticas resultaron adecuadas para explicar distintas
situaciones mediante la observacion de sus valores y de sus correspondientes
frecuencias. La relativa, por ejemplo, nos cuantifica porcentualmente los resul-
tados obtenidos tras la observacion de una muestra. Sin embargo, en ocasiones,
nuestro objetivo sera el analisis de magnitudes en las que interviene el azar.
Sera en estos casos en los que aparezca el concepro de variable aleatoria, en-
tendido como una funcion numérica de los resultados en que se concreten los
fendmenos aleatorios. En ellas usaremos la probabilidad para medir la incer-
tidumbre inducida por el azar, lo que nos permitira intuir razonablemente lo
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que ocurriria al repetir el experimento un nimero elevado de veces.

Dedicaremos la segunda parte del tema al estudio de tres modelos proba-
bilisticos de especial interés: el Binomial, el de Poisson y el Normal. Con ellos
pretendemos representar, de forma genérica, el comportamiento de ciertas si-
tuaciones reales sujetas a incertidumbre. Una adecuada formulacion matema-
tica nos permitira aplicar estos modelos para resolver problemas que presenten
una estructura comun.

5.2.  Variables aleatorias

Ejemplo 5.2.1

Cierto establecimiento penitenciario contabiliza el numero de accidentes
laborales diarios. Los datos del tltimo mes fueron:

‘Nﬁmero de accidentes H 0 ‘ 1 ‘2 ‘ 3 ‘ 4‘
| Numerodedfas [[10]12][5]2]1]

Considerando la variable estadistica
X = “Numero de accidentes diarios”

puede considerarse la distribucion de frecuencias:

o1 ]2]3 ] 4]
m || 10 12] 5] 2 | 1
fil[1/3]2/5[1/6 | 1/15 | 1/30

Para dicha distribucion podemos calcular una serie de coeficientes co-
mo por ejemplo T, M., 5% etc... Estas medidas empiricas tienen su funda-
mento en las frecuencias observadas de los valores de la variable.

Despues de observar el comportamiento de dicha variable durante un
numero elevado de meses, las regularidades observadas en las frecuencias
relativas permiten la definicion de una distribucion de probabilidad que
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trate de explicar el comportamiento futuro del fendmeno.

De forma analoga al caso de la variable estadistica podemos resumir los as-
pectos mas relevantes de esta distribucion mediante una serie de medidas teo-
ricas como por ejemplo la esperanza, la mediana, la varianza, etc... Asi podemos
relacionar conceptos como los que se muestran en la siguiente tabla:

’ Medidas Empiricas ’ Medidas Teoricas ‘
Frecuencia relativa Probabilidad
Frecuencia relativa acumulada | Funcion de distribucion
Variable estadistica Variable aleatoria
Media aritmética (7) Esperanza matematica (p)
Varianza (52) Varianza (%)
Ejemplo 5.2.2 %\

Realicemos el experimento consistente en lanzar una moneda no carga-
da dos veces. Su espacio muestral es Q = {(c, ¢), (¢, +), (+,¢), (+,+)},
donde todos los puntos muestrales son equiprobables.

Nos fijaremos en una determinada caracteristica numerica del experi-

mento, como por ejemplo,
X =“ntiimero de caras obtenidas en los dos lanzamientos”.

Podemos considerar X como una aplicacion que asocia a cada resulta-
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do del espacio muestral un valor numerico

X: Q2 — R
(+,+) — 0
(c,+) — 1
(+,¢) — 1
(c,e) — 2

Ademas, cada uno de estos valores se toma con una cierta probabili-
dad inducida por la aleatoridad del fenomeno al que esta asociado. Asi,
podemos escribir, por ejemplo:

PIX = 0] = Pl(+,4)] = ;
PIX=1=PleH)U(tal=1+7=5
PIX =2 = Pl(.0)] = |

Ejemplo 5.2.3 %

Retomamos el ejemplo 4.4.2 en el que se proporcionaron las condiciones
para ser jurado en Espana. Volvemos a considerar aquella provincia espa-
fiola donde se habia cometido un delito y en la que habia empadronados
un total de 257450 ciudadanos con posibilidad de participar en el Jura-
do, de los cuales 55 150 tenian menos de 35 anos. Necesitamos seleccionar
al azar a dos personas para formar parte del Jurado y estamos interesados
en contar cudntas de las personas seleccionadas tienen menos de 35 afos.
Entonces, si A= “la persona tiene menos de 35 anos”, el espacio muestral
.
sera:

Q= {<A7 A)> (sz)a (Z’ A)? (27 Z)}

Entonces, nos ﬁjamos en la caracteristica numeérica del experimento:
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X="“ntmero de personas seleccionadas que tienen menos de 35 anos”.

Podemos considerar X como una aplicacion que asocia a cada resulta-
do del espacio muestral un valor numérico

X: Q0 — R
(A, A) — 0
(A,4) — 1
(A4,4) — 1
(A,A) — 2

Cada uno de estos valores se toma con una cierta probabilidad induci-
da por la aleatoridad del fendmeno al que estd asociado. Ast, en este caso
particular, podemos escribir:

202300 202299
PIX =01 = PIA A = 557350 " 257200 — 06174

B o 202300 55150
A =2- :
PIA,A)UA A =2 0 957449

55150 55149
2] = P[(A, A)] = : = 0.04
J = PUA AN = 557050 25729 — 0049

|
»
I
I

= 0.3367

~
S
I

| I—

La nocion de variable aleatoria es la de una funcion que asigna un valor
numerico a cada suceso elemental. De este modo trasladamos la probabilidad
definida sobre sucesos a subconjuntos de la recta real.

Definicion 5.1 Sea (€2, S, P) un espacio probabilistico, se denomina variable alea-
toria (v.a.) a una aplicacion:
X : Q — R

weN — Xw)eR

Definicion 5.2 Se denomina funcion de distribucion de una variable aleatoria X a
la funcion F, definida como sigue:

F.: R —[0,1]
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F

X

(x) =P[X <z, Vz eR.

La funcion de discribucion de la variable aleatoria X describe la acumula-
cion de probabilidad por la variable a lo largo de la recta real. Tiene su antece-
dente en la frecuencia relativa acumulada.

5.2.1 Variables aleatorias discretas

Definicion 5.3 Una variable aleatoria X es discreta si el conjunco de valores que
puede tomar X con probabilidad no nula es discreto (finito o infinito numerable)

Si la variable es discreta y toma pocos valores distintos, podemos dar esos
valores con sus probabilidades de forma explicita, pero si presenta muchos va-
lores diferentes, debemos apoyarnos en funciones que nos resuman sus carac-

/o .
teristicas €S€1’1C131€S.

Definicion 5.4 Se conoce como funcion de masa de probabilidad o funcion de proba-
bilidad de una variable aleatoria discreta X que toma los valores v1 < x9 < ... <
xn, < ... con probabilidades no nulas a la funcion

Pyt R —[0,1]
definida por:

PX =ux], si z=xp, k=1,2,...,n,...

0, en otro caso.

Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores 27 < 29 <
< x, < ...entonces se verifican las siguientes propiedades:

—
(S

Nl
[a)

< py(x) < 1paracodo k.

(0) > pylan) = 1.
k
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Ejemplo 5.2.4 %\

Consideremos el ¢jemplo 5.2.2, y sea X'= “nimero de caras en los dos lan-
zamientos de la moneda”. Calculemos primero £ en los posibles valores

de X ={0,1,2}:

F (0)=P[X<0=P[X=0=1/4=02
A@m:ngu:Pw:m+P[:]:/ 0.75
F (2)=P[X<2]=P[X=0+P[X=1+P[X=2]=

Pero F esta definida en todo el conjunto de los nimeros reales, por

ranto:
0, siox <0
025 si 0<z<1
Fe@) =93 075 ¢ 1<2<2
1, siox > 2

La representacion grafica de F es la siguiente:

Funcion de distribucion

1.00 1

0.75 1

= 0504
5

0.25 1

0.00 1

oll____.

0 05 10 15 2.0
X

Observemos que los saltos de la funcion de distribucion se producen
justamente en los valores que toma la variable y son de amplitud igual a las
probabilidades con que los toma. Es decir,
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Ejemplo 5.2.5 %\

Consideremos el ejemplo 5.2.3, y seca X = “ntimero de personas entre las dos
seleccionadas que tienen menos de 35 afios”. Repitiendo los mismos pasos
que en el ejemplo anterior, la correspondiente funcion de distribucion, F
es:

0, siox <0
F.(z) = 0.6174, si 0<z <1
X 0.9541, si 1<z <?2
1, siox > 2

La represemacién gréﬁca de FX es la siguiente:

Funcion de discribucion

1.00 1 —

0.75

—~

E 0501
<
0.25-

0.00
0.0 0.5 1.0 L5 2.0
X

De nuevo podemos observar que los saltos de la funcion de distribu-
cion se producen justamente en los valores que toma la variable y que sus
amplitudes son iguales a las probabilidades con que toma cada valor. O
sea,
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5.2.2 Variables aleatorias continuas

Definicion 5.5 Una variable aleatoria X con funcion de distribucion F, se dice que
es continua, si existe una funcion f (x) > 0 verificando que

PM@:PMSﬂ:/wAUMLWER

A f (z) se le denomina funcion de densidad de la variable aleatoria continua X.

Asociadas a la funcion de densidad cenemos las siguientes propiedades:

“+oo

(a) fy(t)dt =1, (es decir, F (+00) = 1)

(b) fy(x) = F (), es decir, la f.d.d. puede obtenerse a traves de la £d.D.

(¢) P[X =a] =0, Ya € R. (Como F es continua, no tiene saltos)
(d) PIX <bl=P[X <] = / I

1_Fx(a)
© PIX >a]=PIX>a=§ ™

(f) P[a<X<b]:P[a<X<b]:P[a<X<b]:
— Fy(a)

=Pla< X <b = /f ) di
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Ejemplo 5.2.6 %\

Sea X'=“cantidad diaria vendida, en kilogramos, de cierto producto en el
economato de un centro penitenciario”. Su funcion de densidad es:

fo(z) = kx?, si 0<a<?2
X 10, en OtTo €aso

= Calculemos el valor de £ que hace que f, sea funcion de densidad.

40 0 2 400
= dt = d d dt =
1= [ /_Oofx(t) t+/0 feltdee [ folo

2 23
:/ Pt = ko = k=5
0 3 8

Para k = g tacil comprobar que f, () > 0 en todo x .

= Ahora vamos a obtener la correspondiente funcion de distribucion.

Primer Tramo: (z < 0),

FX(x):/_le(t)dt:/:OOdt:O

Segundo Tramo: (0 < z < 2),

T 0 13 $3
FX(Jf):/ fX(t)dt:/ Odt+/0 gt"’dt:§

Tercer Tramo: (x > 2),

T 0 2 x
Fx(x):/ fX(t)dt:/ 0dt+/0 gt%zwr/2 0dt =1
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Por tanto, la funcion de distribucion es

0, si z<0
x3

Fx(x): g, si 0< <2
1, si x>2

» Vamos a usar la funcion de distribucion para caleular algunas pro-

babilidades.
15° 1 2.
Pll< X < L5] = Fy(15) — Fy(1) = | 85) . :;75 _
0.2969
(0.5)° 0.125

P[X >05]=1—F_(05)=1- =1~ = 09843

8

5.3. Caracteristicas de las variables aleatorias

Definicion 5.6 Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores 1, xa,. . .,
Zp,. . . con probabilidades p (x;) > 0. Llamaremos esperanza matemadtica, media,

valor medio o valor esperado de X, E[X], a:
i=1 i=1

Definicion 5.7 Sea X unavariable aleatoria continua con funcién de densidad f , ().
Se llama esperanza matemdtica, media, valor medio o valor esperado de X, E[X], a:

BIX] = / ) d

o0

Definicion 5.8 Sea X una variable aleatoria con media 1, continua con funcion de
densidad f () o discreta con funcién de probabilidad p . (). La varianza de X es
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( o0

Z (z; — 1)’ p, (), si X es discreta
i=1

Var [X] =

+oo
/ (. —p)* f, () de, siX escontinua
[ J-

o0

La varianza también se puede obtener mediante la siguiente formula:

Var[X] = E[X? — E[X]?

donde
( o]
Z 2. (1), si X es discreta
i=1
E[X?] =
+oo
/ 2* f.(x) dz, si X escontinua
\ —00
Ejemplo 5.3.1 Y

Vamos a considerar la variable aleatoria proporcionada en el ejemplo 5.2.3.
Recordemos que los posibles valores de X, asi como la funcion de proba-

bilidad eran:

’ 225 H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘
[ oy (@) [ 0.6174 [ 0.3367 | 0.0459 |

Calculemos 13. esperanza y 1(1 varianza de X:

E[X] = 0-0.6174+1-0.3367 4+ 2 - 0.0459 = 0.4285
Var[X] = (0—0.4285)?-0.6174 + (1 — 0.4285)* - 0.3367
+ (2 —0.4285)% - 0.0459 = 0.3367
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Ejemplo 5.3.2 %\

Consideremos la variable proporcionada en el ejemplo 5.2.6 y definida co-
mo X= “cantidad diaria vendida, en kilogramos, de cierto producto en el
economato de un centro penitenciario”. Queremos calcular su esperanza y
su varianza.

+o0o 0 2 T
E[X] :/ xf,(z)dx :/ a:-Odas+/ x-gxz da:+/ z-0dx =
- 0 2

3 [? 3 [a* 3
:—/ 2dr == v = - =15kg
8 Jo 814, 2

VarlX] = BX) - BIXP = [ 0% fy ) de - 157 =

3 [? 3 [47]°
:—/ wlde —2.25 =5 || —225=0.15kg?
8 /s 8

5.4. Modelos probabilisticos

Una de las preocupaciones de los cientificos dedicados al Calculo de Probabili-
dades ha sido construir modelos de distribuciones de probabilidad que pudie-
ran representar el comportamiento teorico de diferentes fendmenos aleatorios
que aparecen en el mundo real. Se puede observar como diferentes discribu-
ciones de probabi]idad tienen una estructura matematica parecida, es decir,
responden a un mismo modelo.

Una distribucion de probabilidad queda definida mediante la especifica-
cion de la variable, su campo de variacion y la determinacion de sus probabili-
dades.

Si un conjunto de distribuciones tienen sus funciones de defiicion (fun-
cion de distribucion, de densidad, de probabilidad) con la misma estructura
funcional, diremos que pertenecen a la misma familia de distribuciones o al
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mismo modelo de probabilidad.

La estructura matematica de las funciones de definicion de las distribucio-
nes de la misma familia, suele depender de uno o varios parametros a los que
llamaremos pardmetros de la distribucion.

Las ventajas de trabajar con modelos es que podemos aplicar unas formulas
matematicas que permiten facilmente calcular probabi]idades.

5.4.1 La distribucién o modelo Binomial

Consideremos un experimento aleatorio que puede dar lugar tinicamente a dos

resultados, A (Ilamado habitualmente ¢xito) y A (Ilamado habitualmente fra-
caso), con probabilidades de ocurrencia respectivas py ¢ (p + ¢ = 1).

Definicion 5.9 Un experimento como el anterior se denomina experimento de Ber-

noulli.
Distribucion Binomial B(n, p)
n=5, p=0.3 n=10,p=0.3
03- 02
02-
().1-{ I 019 I I
-
‘_g ()()-I T T T ? , OO_T T T T.I. .‘I.*
= O 1 2 3 4 5 00 25 50 75 100
Q
< n=20, p=0.3 n=50, p=0.3
*‘é 0.20 0.125 4
2 0.15- 0.100 -
0.10- 0.075-
0.050
0.054 TI TT 0.0254
0.00-1e®! 111 | Peeeee0eee 00
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50

Nutmero de éxitos

Figura 5.1: Funcion de probabilidad de distintas discribuciones Binomiales
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Supongamos que se realizan n repeticiones independientes de un experi-
mento de Bernoulli con probabilidades de ¢xito y fracaso respectivas py g que
permanecen invariantes a lo largo de todo el proceso. Si estamos interesados en
estudiar el nimero de veces que ocurre el suceso A (¢xito) en las n repeticiones
del experimento, podemos definir la variable aleatoria siguiente:

«

X = “numero de ¢xitos que ocurren en las n pruebas independientes”

Los posibles valores de la variable X son { 0,1,2,...,n} y su correspondiente

funcion de probabilidad es

PX =k] = (Z) Fgn*, parak =0,1,2,...,n

A la distribucion de la variable anterior se la conoce con el nombre de dis-
tribucion Binomial de parémetros nyp. Simbdlicamente se representa la va-

riable mediante X ~ B(n,p).

Sus principales caracteristicas son:
(a) E[X]|=mnp
(b) VarlX] =npq

Caso 3 ﬂ

La llamada Sexta Enmienda de la Constitucion de los Estados Unidos ex-
presa que:

“En toda causa criminal, el acusado gozara del derecho de ser
juzgado publica y expeditamente, por un jurado imparcial del
Estado y distrito en el que el delito se haya cometido, distrito
que habra sido determinado previamente por la ]ey; asi como
de ser informado sobre la naturaleza y causa de la acusacion,
que se le caree con los testigos en su contra; que se obligue a
comparecer a los testigos en su favor y de contar con la ayuda
de Asesorta Legal para su defensa.”

El acusado tiene derecho no sélo a un jurado, sino también a que este
jurado sea imparcial. Basicamente debe entenderse la imparcialidad como
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que el grupo de personas del cual ha sido seleccionado, debe representar a
los diferentes estratos de la comunidad.

En Whitus v. Georgia, 385 US 545 (1967) el Tribunal utilizo por pri-
mera vez probabilidades binomiales para afrontar problemas de discrimi-
nacion en la seleccion de los jurados. En este caso, el 27 % de la poblacion
de donde debia ser seleccionado el jurado era de raza negra. De una lista
revisada de candidatos, que se supone que reflejaba ficlmente la estructura
racial de la comunidad, se extrajeron de forma aleatoria 90 personas, de
las cuales 7 resultaron ser de raza negra. La composicion de este grupo, del
que se debian seleccionar los miembros del jurado, planteo serias dudas
relativas a que mantuviese la composicion racial de la poblacion.

Asumiendo que en la lista revisada un 27 % fuese de raza negra, y con-
siderando

X = “nimero de candidatos de raza negra de los 90 seleccionados al

azar” ~ 13(90, 0.27),

la probabilidad matemitica de obtener 7 personas negras de un total de
90 es:
P[X = 7] = 0.000003.

Dato historico

Aquel modelo Binomial en el que n = 1 se conoce como modelo de
Bernoulli. Toma su nombre del insigne matematico Jacob Bernoulli
(1654-1705), quien lo introdujo en su obra Ars Conjectandi. Pertenecio
a una de las familias mas importantes en toda la historia de la proba-
bilidad. Cabe tambien resaltar que fue el primero que se preocupo por
la extension de las aplicaciones de la probabilidad a otras situaciones
diferentes de los juegos de azar.

134




CAPITULO 5
Modelos probabilisticos

5.4.2 La distribucién o modelo de Poisson

Supongamos que se realiza un experimento consistente en observar la aparicion
de ciertos acontecimientos puntuales 0 éxitos que ocurren sobre un soporte
continuo (tiempo, espacio, longitud, etc...) con las siguientes condiciones:

(a) El nimero medio de éxitos a largo plazo es constante.
(b) Los exitos ocurren aleatoriamente de forma independiente.

A este tipo de experimentos se les llama procesos de Poisson y son ejemplos
del mismo la llegada de clientes a cierta ventanilla de un banco en un intervalo
concreto de tiempo, los defectos que aparecen en cada rollo de cable, etc.

Para este tipo de procesos, podemos definir la variable:

X="“ntmero de ¢xitos en un intervalo de amplitud determinada”

Los posibles valores de la variable X son {0, 1,2 ...} y su correspondiente fun-

cion de probabilidad es

/\k

frd frd 7)\._
PIX =} =e? 75

parak =0,1,2...

Diremos que una variable de este tipo sigue una distribucion de Poisson de

parametro A (A > 0) y escribiremos X ~ P(\)

Sus principales caracteristicas son:
(a) E[X] =\
(b) Var(X] =\

En el ambito de la criminologia, la distribucion de Poisson puede servir
para modelar diversas situaciones, como por ejemplo: el nuimero de homicidios
en cierto periodo de tiempo, el nimero de personas detenidas mensualmente
por tenencia ilegal de armas en cierta provincia o el nimero diario de hurtos
en cierta ciudad.
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Distribucion de Poisson P(\)

A=25

)\ =
094 0.15 1
0.10 1
0.14
T 0.05 I
0.0 0.0049® T

E !
9]
‘._9 T T T T T T T T T T
= 0O 1 2 3 4 5 0.0 25 50 10.0
Q
E A=1 A=25
2 0.12- 0.08
[
0.061
0.08
0.04
0.044 0.02
o‘oo-ooo’T T”Oo 0.00 1
15 0 10 20 30 40 50

X

Figura 5.2: Funcion de probabilidad de distintas distribuciones de Poisson

Ejemplo 5.4.1L/F_i|

En la siguiente tabla se ha recogido informacion sobre la variable X=“na-
mero trimestral de homicidios dolosos y asesinatos consumados en la pro-

vincia de Huelva”. Los datos obtenidos son para el periodo 2012-2016.

[zilni| fi |
06030
1| 8040
2| 3015
3|2 010
411005

(Fuente: Ministerio del Incerior)
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Distribucion de Poission P(1.2)

0.4 ~
®
0.3 1 ®
0.2
0.1+ I
0.0 1 !
0 1 2 3 4

En la figura anterior, los puntos representan las probabilidades teori-
cas de la distribucion P(1.2) y los rectangulos las diferentes frecuencias
relativas, f;.

Podemos calcular la probabilidad tedrica en R commander mediante
el menu Distribuciones. Si queremos calcular la probabilidad P[X =
2] para una distribucion X~ P(1.2), pulsamos en Distribuciones
— Distribuciones discretas — Distribucidén de Poisson —
Probabilidades de Poisson. Seguidamente introducimos el valor de
la media (A), en nuestro caso 1.2, y en la pantalla aparecerdn las probabi-

lidades

Probability
.301194212
.361433054
216859833
.086743933
.026023180
.006245563
.001249113

O Ok W N O
O O O O O O o

Ast pues P[X = 2] = 0.216859833. Obs¢rvese que R commander

muestra solo los siete primeros valores de la distribucion P(1.2), y omi-
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te los demas por tener un valor muy bajo. En cualquier caso podrian ac-
cederse a ellos introduciendo en la consola de comandos el comando
dpois(x=7, lambda=1.2) obteniendo el valor

0.0002141336

Dato historico

Este modelo debe su nombre al fisico y matematico francés Simeon
Denis Poisson (1781-1840). Aparece por primera vez en su trabajo In-
vestigacion sobre la probabilidad de juicios en materia criminal y civil.
Con posterioridad, Richardson (1944) y Hayes (2002) usan la distri-
bucion de Poisson para analizar diferentes aspectos de las guerras, co-
mo por ejemplo el nimero de guerras que se inician por ano. Tambien
ha sido usado este modelo para predecir los impactos de los bombar-
deos alemanes en Londres durante la Segunda Guerra Mundial.

5.4.3 La distribucién o modelo Normal

Se dira que la variable aleatoria X sigue una distribucion Normal de parame-
tros 1t € Ry o > 0 sisu funcion de densidad es de la forma:

—1(fx—p 2
1 2 o
fy(x) = e , paraz € R.
oV 2T

Simbolicamente escribiremos X ~ N (p, o)

En la discribucion N (1, o), en torno a un 68 % de los valores de la variable
se encuentran en el intervalo (— o, 40 ), mientras que alrededor de un 95 %
se encontrarian en el intervalo (@ — 20, 1 + 207). La distribucion que aparece
en la figura 5.3 corresponde a la conocida normal estandar o normal tipificada,
N(0,1). En este caso el intervalo (—1, 1) contiene aproximadamente un 68 %
de los valores de la variable, mientras que el intervalo (—2,2) contiene a un

95 %.
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Distribucion Normal AV/(0, 1)

68.2%
0.4 L1 |
| 959 |
|
.e 99.7 %
e
g 0.2
(@)
71% [13.6% 34.1%|34.1% 13.6% 21%
’ - -

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Figura 5.3: Funcién de densidad de una distribuciéon M(0, 1)

Sus principales caracteristicas son:
(a) E[X]=p
(b) Var[X] = o?

Ejemplo 5.4.2\@

En caso de que queramos calcular la probabilidad que acumula el intervalo
(—=1,1), es decir P[-1 < X < 1] si X ~ N(0,1) mediante R com-
mander, pulsaremos los ments Distribuciones — Distribuciones
continuas — Distribucidén normal — Probabilidades normales
acumuladas.

En la casilla Valor(es) de la variable introducimos los valores
—1,1, dejamos la media igual a 0 y la desviacion tipica igual a 1. Tambicn
dejamos marcada la opcion Cola izquierda. De esta manera los valores

139



MANUALES
MATEMATICAS
Y FISICA

que obtenemos 0.1586553 y 0.8413447. Por tanto

P-1< X <1]=P[X <1]-P[X <—1]
= P[X <1] - P[X < —1]
= (0.8413447 — 0.1586553 = 0.6826894

| —

Podemos resumir la importancia de la distribucion Normal diciendo que:

(a) Un gran numero de fenomenos reales pueden modelizarse con ella. Por
cjemplo, las medidas fisicas del cuerpo humano en una poblacion, las ca-
racteristicas psiquicas medidas por tests de inteligencia o personalidad,
las medidas de calidad en muchos procesos industriales, etc.

(b) Muchas otras distribuciones pueden aproximarse mediante la distribu-
ciéon Normal.

(¢) Todas aquellas variables que puedan considerarse causadas por un gran
numero de pequerios efectos tienden a distribuirse como una distribu-
cion Normal.

Ejemplo 5.4.3

Uso de la hipnosis con testigos presenciales:

Se conoce como hipermnesia hipnotica el aumento o la recuperacion
de la memoria mediante el uso de la hipnosis. La capacidad para ser hip-
notizado muestra una distribucion normal similar a la de la inteligencia.
Segun Hilgard (1965), un 10 por ciento de la poblacion no puede ser hip-
notizada, entre el 5y el 10 son altamente sugestionables y la mayor parte
de las personas cae entre estos dos extremos.

140



CAPITULO 5
Modelos probabilisticos

Ejemplo 5.4.4@

El analisis de umbral para identificar patrones delictuales, es una teeni-
ca estadistica que identifica delitos y dreas geograficas que han cruzado el
“umbral” de actividad “normal” a una excepcional. Este tipo de analisis fun-
ciona haciéndose dos preguntas simples. De un lado, ;cual es el volumen
“normal” o esperado para cierto tipo de delito, en el area en cuestion, en un
periodo de tiempo determinado? y de otro, j;como se compara la actividad
actual con lo que es “normal™?

Para ver el proceso usaremos la siguiente tabla que muestra datos re-
lativos a la provincia de Cadiz sobre dos tipos de infracciones penales,
medidas de enero a marzo (primer trimestre) en el periodo 2011-2017.

| Infraccién penal ] 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 |

Robos con violencia

244 | 236 | 262 | 270 | 188 | 214 | 217

¢ intimidacion

Robos con fuerza

583 | 778 | 796 | 831 | 728 | 592 | 497

en domicilios

(Fuente: Ministerio del Interior)

Usando los datos correspondientes al periodo 2011-2016 calculamos: el nu-
mero medio y la desviacion tl/pica para cada tipo de delito. Se desea comparar la
actividad actual durante el mismo periodo del afio 2017 con la norma. Para ello se
consideran los valores correspondientes al afio 2017 una vez tipificados (2).

‘ Infraccion penal H Media ‘ Desviacion ‘ z ‘

Robos con violencia | oo oo | 97 9384 | 06681

. . . ./
e intimidacion

Robos con fuerza

718 97.1717 | —2.2743

en domicilios

Ast, teniendo en cuenta la funciéon de densidad dada en la flgura 5.3, los va-
lores tipificados, z, que se sittan en el rango de —1 a 1 indicarian un tipo de
incidente dentro del rango que se esperaria para esta categoria. Entre =2y —1, ¢l
tipo de incidente se denomina "fresco”, algin factor puede estar influyendo en que
baje 0 quizds sea solo una fluctuacion aleatoria. Valores de z inferiores a —2 indi-

carian un tipo de incidente denominado “frio”, signiﬁcativamente bajo lo normal.
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De forma simétrica, cuando valores de z caen entre 1y 2 al tipo de incidente se le
denomina “templado” y si supera a 2 el tipo de incidente es “caluroso”.

En nuestro ejemplo, el tipo de delito Robos con violencia e intimidacion parece
estar dentro del rango que se esperaria para esta categoria. Sin embargo, para el
tipo de incidente Robos confuerza en domicilios, el correspondiente valor tipiﬁcado
z nos indica que este delito debe ser considerado como “fri0”. Serta interesante
investigar qué factores han podido causar que este tipo de infraccion escé dismi-
nuyendo, y asi tenerlos en cuenta en otros periodos de tiempo, en otras provincias

O regiones, 0 en otros tipos de delitos.

Curiosidad

Lambert Adolphe Jacques Quetelet fue un astronomo y naturalista
belga, tambicn sociologo, matematico y estadistico del siglo XIX que
aplico el metodo estadistico al estudio de la sociologia. Publico una
extensa bibliograf{a sobre temas de astronomia y fisica, sin embargo
la obra que lo vinculo con el ambito criminologico fue la “Fisica social
o Ensayo sobre el desarrollo de las facultades del hombre”. Esta obra,
publicada en Bruselas en 1869, contenia la ley de la distribucion Nor-
mal del delito y las famosas curvas estadisticas sobre criminalidad y
clima (leyes térmicas).

5.4.4 Teorema Central del limite

El Teorema Central del Limite (TCL) suele considerarse como uno de los re-
sultados teoricos mas importantes de la teoria de la probabilidad. Recoge las
condiciones bajo las que la suma de un nimero elevado de variables aleacorias
sigue una distribucion aproximadameme Normal. La primera version de este
teorema fue propuesta por De Moivre (1733) como aproximacion de la discribu-
cion Binomial. Posteriormente ha sido generalizada por varios autores, siendo
la mas conocida la formulada por Levy y Lindeberg.

Teorema 5.1 (TCL) Sea X1, Xo, X3, ... una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distributdas y con momentos de segundo orden finitos. Si se
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tiene que E[X;] = py Var[X;] = 02, para todo i, se verifica que, cuando n tiende
a oxo:

Z X; ~ N(nu,ov/n)
i=1

En la practica se obtiene una buena aproximacion si n > 30.

Caso 4 «

En Avery v. Georgia, 345 US 559 (1953), un acusado de raza negra era
condenado por un jurado compuesto exclusivamente por personas de raza
blanca, extraidos de un conjunto de 60 candidatos tambieén todos blancos.

Los 60 candidatos fueron seleccionados de una poblacion en la que el 5%
era de raza negra. ;Cual es la probabilidad de que ocurra tal hecho?
Sea X = “numero de candidatos de raza negra de entre los 60

X ~ B(60,0.05) ~ P(3)(aprox)

| 0.046069, usando B(60,0.05)
P =0= { 0.049787, usando P(3)

En tal sentido un juez escribio: “No solamente los ojos, sino tambien la
mente de la justicia, debe ser ciega para atribuir esta situacion a un mero
hecho fortuito”

| I—
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Curiosidad

En el pasado, sin la ayuda de los ordenadores, los calculos probabi-
listicos resultaban muy tediosos. Para ello se usaban unas tablas, que
actualmente pueden verse en las tltimas paginas de la mayoria de los
libros dedicados a estos temas. Estas tablas nos facilicaban probabili-
dades de las distribuciones mas usuales para ciertos parametros de las
mismas. Cuando se necesitaba algo no reflejado en ellas, solia recurrir-
se al uso de aproximaciones. Es decir, a realizar un calculo que deberta
realizarse con un determinado modelo, mediante otro que proporcio-
naba un resultado aproximado. A continuacion recogemos tres de las
mads importantes.

Teorema 5.2 Sea X una variable aleatoria con distribucion B(n, p) se ve-
rificaquesip < 0.1ynp = A < 5ladistribucion de X puede aproximarse
por ser P(np).

Teorema 5.3 (de De Moivre-Laplace) Sea X una variable aleatoria con
distribucion B(n, p). Se verificaquesip < 0.1ynp > 500.1 < p < 0.9
yn > 30 la distribucion de X puede aproximarse por ser N (np, \ /npq) .

Graficamente puede observarse en la figura 5.1

Teorema 5.4 Sea X una variable aleatoria con distribucion P(X). Se
verifica que si A > 10 la distribucion de X puede aproximarse por ser

N ()\, \/X).

Graficamente puede observarse en la ﬁgura 5.2



Capl'tulo 6

o / ° °
Introduccion a la inferencia. Muestreo

Contenidos
6.1, Introduccion . . . . ... 145
6.2. Tiposde Muestreo . . . . .. ... L. 150
6.3.  Muestreo en poblaciones normales . . . . ..o 151

6.1. Introduccion

En los temas anteriores se han estudiado dos partes bien diferenciadas de la
Estadistica. Una primera encargada de la observacion de la realidad a traves de
conjuntos de datos obtenidos de una variable sobre cuyo conocimiento estamos
interesados. La informacion obtenida se sintetizo mediante algunas medidas
como la media aritmetica, la varianza o la proporcion.

Posteriormente estudiamos el marco teorico que soporta los resultados en la
Estadistica, el Calculo de Probabilidades. En particular se presentaron algunos
modelos probabilisticos como el Binomial o el Normal, modelos matematicos
que ayudan a explicar la realidad cuando ¢ésta se enmarca en un ambiente de
incertidumbre.

En la tercera parte de este texto nuestro interés estara centrado en la ob-
tencion de conclusiones acerca de conjuntos, en general numerosos, a los que
llamaremos poblaciones. Para ello nos basaremos en el estudio de una parte
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extraida de ellos. Al conjunto de técnicas necesarias para este proposito se le
conoce con el nombre de Inferencia Estadistica.

En primer lugar recordemos que se llama poblacion o universo a todo el
conjunto de individuos o elementos que participan de la caracteristica obje-
to de estudio. Vamos a continuar definiendo algunos conceptos basicos de la
Inferencia Estadistica.

Definicion 6.1 Cuando el investigador requiere informacion de todos y cada uno de
los elementos de la poblacion estadistica se dice que se esta realizando un censo.

. ./ . . .
La realizacion de un censo presenta evidentes inconvenientes. Entre ellos:

(a) Costo elevado, en tiempo y dinero, si el nimero de elementos de la po-
blacion es elevado.

(b) Como la obtencion de la informacion es lenta, puede ocurrir que la ca-
racteristica a estudiar varie en el transcurso de la realizacion del censo.

(¢) Posible transformacion o destruccion de los elementos de la poblacion.

Una practica habitual para evitar estos inconvenientes consiste en analizar
exhaustivamente solo una parte representativa de la poblacion y extrapolar las
conclusiones obtenidas a la poblacion.

Llamabamos muestra a cualquier subconjunto representativo de la pobla-
cion. Al nimero de unidades que la compone lo llamaremos tamano muestral y
al proceso de seleccion de la muestra se conoce como muestreo.

En este caso en el que se requiere informacion solo de la muestra se dice que
se esta realizando una encuesta.

Definicion 6.2 La metodologia que nos permitira hacer predicciones sobre la pobla-
cion a partir de la informacion contenida en la muestra recibe el nombre de Inferencia
Estadistica.

Segun los objetivos y planteamientos se distinguen dos tipos de Inferencia:

~ . / . . . .
(a) Inferencia paramétrica. Es la que se realiza si es conocida la ley de pro-
babilidad de la variable de interés, desconociendo uno o varios de sus
parametros.
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(b) Inferencia no paramérrica. Es aquella en la que desconocemos la ley de
probabilidad de la variable de interés o solo conocemos propiedades muy
generales de ella.

Ejemplo 6.1.1

Se esta desarrollando un test que, en base a las puntuaciones obtenidas,
permita predecir el comportamiento delictivo en adolescentes. Hasta el
momento, tras su aplicacion a jovenes delincuentes y no delincuentes, ha
mostrado resultados diferentes en ambos grupos, obteniéndose puntuacio-
nes mas altas en el primer grupo. El analisis de los resultados ha permitido
también establecer que la variable aleatoria, X= “puntuacién obtenida en
el test”, sigue una distribucion Normal. Necesitamos conocer cuales son los
parametros poblacionales, media (), y desviacion tipica (o) para que el
test pueda ser utilizado con la finalidad para la que fue diseniado. El anali-
sis de una muestra aleatoria de puntuaciones del test para obtener un valor
razonable de la puntuacion media y de la desviacion cipica poblacionales
se enmarcaria dentro de la Inferencia paramétrica.

En caso de desconocer la distribucion de la variable X, deducir el mo-
delo razonable en base a la informacion aportada por una muestra seria
estudiado por la Inferencia no parametrica.

| I—

Otros conceptos relevantes relacionados con la Inferencia Estadistica se de-
finen a continuacion.

Definicion 6.3 Llamaremos muestra aleatoria simple (m.a.s.) a n variables aleatorias
(X1, Xo, ..., X)) independientes e identicamente discribuidas.

Al conjunto de valores observados (21, 29, ..., ;) se llama realizacion de la
muestra’.

Definicion 6.4 Se llama estadistico a una funcion de la muestra g( X1, Xo, ..., X,).

!'Aclaramos que a partir de ahora utilizaremos n para indicar el tamafio muestral
y N para el tamano de la poblacién cuando esta sea conocida.

147



MANUALES
MATEMATICAS
Y FISICA

Ejemplo 6.1.2

Dada una m.a.s. de tamano n, (X;, Xo, ..., X,,), los estadisticos mas habi-
tuales son:

(a) Media muestral:

(b) Varianza muestral:

SQ _ =1
n
(¢) Cuasivarianza muestral:
" 2
> (X -X)
52 — 1=1
¢ n—1

(d) Momento muestral de orden k respecto del origen:

>t
_ =1

n

Qg

(e) Proporcién muestral: proporcién de individuos de la muestra que
presentan la caracteristica objeto del estudio.

| —

. / . / .
En este curso nos centraremos en el estudio de la Estadistica parametrica.
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Definicion 6.5 Sea F'(x;0) la funcion de distribucion de la variable X y 6 un para-
metro desconocido, se llama escimador de 0, 0 = g( X1, Xa, ..., X,,), a un estadistico
cuyo objetivo es inferir el valor del parametro 6 a partir de la informacion muestral.

Definicion 6.6 Se llama estimacion a uno de los posibles valores que puede tomar el
estimador al obtener una realizacion muestral particular

90 = 9(1‘1,232, ,l‘n)

OBSERVACION 6.1 La estimacion es un mumero mientras que el estimador es una va-
riable aleatoria al depender su valor de la muestra elegida.

Ejemp]o 6.13

Los estadisticos proporcionados en el ejemplo 6.1.2 son estimadores. La
media muestral es un estimador de la media poblacional, la varianza y la
cuasivarianza muestrales son estimadores de la varianza poblacional y la
proporcion muestral es un estimador de la proporcion poblacional.

Con el enunciado del ejemplo 6.1.1, supongamos que se ha sometido al
test a una muestra de 36 jovenes y se ha obtenido una estimacion de p y
otrade o

fo = T = 75.20 puntos 0o = S. = 10.98 puntos

Se ha estimado la media poblacional con la media muestral, Z, y la desvia-
cion tipica poblacional con la cuasidesviacion tipica muestral, s..

| I—

Ejemplo 6.1.4

Con el enunciado del ejemplo 6.1.1, supongamos que se han obtenido cinco
muestras aleatorias y, por tanto, representativas de la poblacion de la que
han sido extraidas. Estas dieron lugar a las siguientes estimaciones de ju y
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Muestra Estadistico muestral T Estadistico muestral s,

1 72.71 11.15
2 76.82 9.79
3 76.08 10.84
4 70.45 12.12
) 73.10 9.89

Los parametros poblacionales son constantes aunque desconocidos, mien-
tras que los estadisticos muestrales son variables aleatorias.

|
La Inferencia Escadistica consiste fundamentalmente en la resolucion de
dos grandes categorias de problemas:
(a) La Estimacion.

Consiste en determinar el valor del parametro poblacional desconocido,
de dos formas posibles:

(i) Estimacion puntual: se produce la determinacion de un valor con-
creto para el pardmetro poblacional.

(i) Estimacion por intervalos: se produce la determinacion de un in-
tervalo en el que quede incluido el valor del parametro poblacional
con cierto grado de probabilidad.

(b) El Contraste de Hipotesis.

Consiste en determinar si es aceptable, a partir de los datos muestrales,
que el parametro poblacional tome un valor determinado o pertenezca
a un intervalo determinado.

6.2. Tipos de Muestreo

Recordemos que habiamos llamado muestreo al proceso de seleccion de la mues-
tra. Segtin como se realice dicho proceso se obtienen diferentes tipos de mues-
treo.
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Definicion 6.7 Muestreo no probabilistico o no aleatorio es aquel en el que no puede
calcularse de antemano cual es la probabilidad de obtener cada una de las muestras que
sea posible seleccionar.

Entre ellos se encuentran el muestreo por cuotas, el opinatico o intencional
y el erratico o sin norma. Estos tipos de muestreo aunque abaratan la recogida
de la informacion, carecen de rigor cientifico.

Definicion 6.8 Muestreo probabilistico o aleatorio es aquel en el que puede calcular-
se de antemano cudl es la probabilidad de obtener cada una de las muestras que sea
posible seleccionar. Para esto es necesario que la seleccion pueda considerarse como un
experimento aleatorio.

Entre los principales muestreos probabilisticos se encuentran el aleatorio
simple, el estratificado, el sistematico y el de conglomerados. En este tipo de
muestreo las conclusiones son generalizables aunque suponen un mayor coste
que los no probabilisticos. No es objetivo de este manual la profundizacion
en los diferentes tipos de muestreo, para mas informacion puede consultarse

[FROG6; Tho12].

6.3. Muestreo en poblacioncs normales

En este apartado se presenta la distribucion en el muestreo seguida por los es-
tadisticos usuales bajo la hipotesis de que la variable de interes siga una distri-

bucién Normal 2.

6.3.1 Distribucién y? de Pearson

La distribucién x? de Pearson con v grados de libertad es la distribucion de
una variable continua X, cuya funcion de densidad es:

r>0,v>1,

’La distribucién Normal ocupa un lugar fundamental en el Célculo de Proba-
bilidades. Por ello, de manera especial se estudia el muestreo bajo la hipodtesis de
normalidad.
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donde I' (+) es la funcion Gamma que se define como I' (p) = /Oo e P dw.
Escribitemos X ~ X7, y sus principales caracteristicas con:
() E[X]=v.
(b) Var [X] =2v.

(¢) Solo puede tomar valores positivos por tratarse de sumas de cuadrados
de v variables aleatorias, como puede deducirse del teorema siguiente.

Teorema 6.1 Sean X1, Xo, ..., X,, v variables aleatorias independientes entre s
cada una con distribucion N'(0, 1), se verifica que

X2+ X2+ .+ X2~ 2

Funcién de densidad x?

0.15 1 N\
N Modelos
. ‘\
i 2
0.10 1 . k — 2
3]

. / Y
E -~ Xis
(]

0.05 A

0.00 - e T

Figura 6.1: Funcién de densidad de la distribucién x2 para valores de v igual a 5,

10y 15.

6.3.2 Distribucién de la cuasivarianza muestral

Para la estimacion de la varianza poblacional usaremos como estimador la cua-
sivarianza muestral, S%, que en el caso de muestras de tamano n procedentes
de una distribucion N (, o), verifica:

(” - 1)53 2

0_2 ~ Xn-1
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Curiosidad

Vamos a realizar una demostracion empirica de la relacion

Para ello fijaremos el tamafio muestral n = 6, y obtendremos 6 valores
de una distribucién N (7, 3). Esta distribucion se pone dnicamente
como ejemplo de la demostracion emp{rica:

FL] X [ X [ X [ Xa | X5 [ X6 |
| 1 ]1.94]5.62[4.90]3.30]6.79 [ 1.61]

Redondeamos a dos cifras decimales persiguiendo claridad en la de-
mostracion. Con esos 6 valores calculamos S?

(Fila|| X3 | Xo [ X5 | Xu | X5 | X6 | S2 ]
| 1 ]1.94]5.62[4.90]3.30]6.79[1.61]4.33]

(n—1)5?

C
,V que en
o2 y4q

y por ultimo calculamos el valor del estadistico
Nuestro caso sera
(6 —1)S2 - 5-4.33
32

A este valor lo llamamos d = 2.40, obteniendo

=240

Fila Xi [ X [ X3 [ Xu [ X5 [ X6 [ S2 [ d |

c

| 1 [[1.94[5.62]4.90]3.30]6.79]1.61]4.33]2.40 |

Si este proceso lo ejecutamos mil veces, obtendremos 1000 valores

(6 — 1)8?

para d, es decir, 1000 valores del estadistico =y, seglin que-

32
remos demostrar, este histograma deberfa parecerse al modelo X2, es
decir,

(6-1)S5 5
—_—  — ~
32 X5
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Repitiendo el método anterior 1000 veces, obtendremos la siguiente

tabla

‘FllaHXl‘XQ‘X3‘X4‘X5‘Xﬁ‘scz‘d’
1 1.94 1562490 3.30 | 6.79 | 1.61 | 4.33|2.40

P 12.62 | 6.08 | 6.46 | 8.41 | 11.45|6.16 | 8.23 | 4.57
3 9.05 | 7.99|3.26 | 6.68 | 6.79 |9.57|5.12 | 2.84

1000 || 6.73 | 8.89 | 7.23 | 11.75| 5.47 | 8.99 | 4.86 | 2.70

Si dibujamos un histograma de los valores d debera parecerse a la dis-
tribucién X2, tal y como representamos en la figura 6.2.

0.15

= 0.10
=
"
&
(V]
()

0.05+

0.00 1

0 10 20 30

. 1ye2
Figura 6.2: El histograma representa diferentes valores del estimador (63% para

muestras de tamaio 6 obtenidas de la distribucion N(7, 3). La linea continua
representa la densidad de una distribucion 2.
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6.3.3 Distribucién t de Student

La distribucion t de Student con v grados de libertad es la distribucion de una
variable continua X, cuya funcion de densidad es:

r v+1 s
fla) = — 2 T cR.v>1
xTr) = —_— T 1%
o I‘(Z) 3 ) Vo Z

2

Simbolicamente escribiremos X ~ t,.
Sus principales caracteristicas son:

(a) E[X]=0.
(b) Var[X] =$ ,parav > 2.

(c) Su funcion de densidad es simétrica teniendo como campo de variabili-
dad a toda la recta real.

(d) Al aumentar el nimero de grados de libertad la grafica de la funcion de
densidad se va haciendo mds apuntada, siendo N (0, 1) la distribucién
limite cuando v tiende a infinito.

Teorema 6.2 Sea X una variable alearoria con discribucién N'(0, 1), y sea X otra
. . . ./ 2 . . / Y
variable con distribucion x;,, ambas independientes entre si. Se verifica que
Xy
Xo

14

~t,

6.3.4 Distribuciéon de la media muestral

Para la estimacion de la media poblacional usaremos como estimador la me-
dia muestral, X, que en el caso de muestras de tamano n procedentes de una
distribucion N (, o), y segin la informacién de que se disponga verifica:
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Funcion de densidad ¢,

0.4 1

0.3

Densidad

0.1+

0.0 1

5.0 25 0.0 25 5.0
X

Figura 6.3: Representacion de tres modelos de la distribucion ¢, para v igual a 1,
3y 20. Obsérvese el gran parecido de las distribuciones 29 y M(0, 1)

(a) Sila varianza poblacional o2 es conocida:

X—up
g

YN/\/'(,[L?i) y por tanto Z = Vn ~N(0,1)

vn

OBSERVACION 6.2 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras
grandes (n > 30), se obtendria el mismo resultado, es este caso aproximado, en
virtud del Teorema Central del Limite.

(b) Sila varianza poblacional 02 es desconocida:

X —
Sc M\/ﬁ ~tp1

OBSERVACION 6.3 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras
grandes (n > 30), se obtendria que, aproximadamente:

AN
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6.3.5 Distribucién de la diferencia de medias muestrales

Para la estimacion de la diferencia de las medias poblacionales usaremos como
estimador la diferencia de las respectivas medias muestrales, XeY, que en el
caso de muestras de tamafio ny y ng procedentes de distribuciones N (pq, 01) v
N (2, 09) e independientes, y segiin la informacidn de que se disponga verifica:

(a) Silas varianzas poblacionales 0% y 0’% son conocidas:

2 2

o o
X =Y ~N | g — po, |~ + 2
1 N2

oi | o3
_+_
ni ng

OBSERVACION 6.4 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras
grandes (ny > 30 y ng > 30), se obtendria el mismo resultado, es este caso
aproximado, en virtud del Teorema Central del Limite.

(b) Silas varianzas poblacionales, o? y o3, son desconocidas, y podemos su-
poner que iguales:

(X —Y) — (1 — o)
T 1

Scong | — + —
ny n2

—1)8? —1)5?
donde Scony = \/(n1 ) ot (2 ) =

n1+n2—2

~ tn1+n272

OBSERVACION 6.5 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras
grandes (ny > 30 y ng > 30), el estadistico planteado seguiria, aproximada-
mente, una distribucion N'(0, 1) .
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(c) Si las varianzas poblacionales, 0% y 03, son desconocidas y se pueden
suponer distintas:

siendo ¢ el entero mas proximo a
(Th +T5)°
Y T3

n1—1 n2—1

con T;= S(i/nZ

OBSERVACION 6.6 En ausencia de la hipdtesis de normalidad, y para muestras
grandes (ng > 30 y ng > 30), el estadistico planteado seguiria, aproximada-
mente, una diseribucion N'(0, 1) .

6.3.6 Distribucién F de Snedecor

Definicion 6.9 Sean X y Xy dos variables aleatorias independientes con distribu-
ciones respectivas X2, Y Xz, La variable definida como

X — Xl/Vl
XQ/VQ

se dice que sigue una distribucion F de Snedecor con vy y vy grados de libertad. Sim-
bolicamente escribiremos X ~ F, 1. Su funcion de densidad viene dada por:

o 1 Y19 1
0=(2) r(yr () (1+52)
2 2
siendo, © > 0,11 > 0,15 > 0.

Sus principales caracteristicas son:

158



CAPITULO 6
Muestreo en poblaciones normales

@ E[X]=- 7
-

5 , para vg > 2.

(]:)) Var [X] - 2V22 (Vl + Vo — 2)
(s —2) (1 —4)

(¢) El campo de variabilidad es (0, 00).

, para vp > 4.

Funcion de densidad F,,

1,12

=
Ul
1

|

| Modelos
|

| R - =
A Fis

\ P — Fs10

K '\ T -F505O
\ I .

s

Densidad
T

Figura 6.4: Funciones de densidad de distribuciones F de Snedecor con diferentes
combinaciones de parametros vy y va.

Curiosidad

George W. Snedecor (1881- 1974) fue quien introdujo la distribucion
F alrededor de 1907. Como reconocimiento a las importantes apor-

taciones de Ronald A. Fisher a la ciencia Estadistica, Snedecor denoto
a la distribucion con la letra F.

6.3.7 Distribucién del cociente de varianzas muestrales
Para la estimacion del cociente de las varianzas poblacionales usaremos como

estimador el cociente de las respectivas cuasivarianzas muestrales, S,y 52,
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que en el caso de muestras de tamario ny y ng procedentes de distribuciones
N (p1,01) y N (pa, 02) e independientes, verifica:
2 Q2
oy S,
22
02 Scl

~ fngfl,nlfl
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Capitulo 7

Estimacion por intervalos de confian-
Za en una poblacién

Contenidos
7.1. Introduccion. Estimacion puntual .. ..o 161
7.2. Estimacion por intervalos de confianza . . . .. .. . .. 163
7.3.  Intervalos de confianza en poblaciones Normales . . . . . 165

74.  Intervalo de confianza para la proporcion en una pobla-
cion Bernoulli

7.5.  Calculo del tamano muestral

7.1.  Introduccion. Estimacion puntual

Consideremos una poblacion descrita por la v.a. X cuya funcion de distribucion
F(x;0) es conocida, desconociéndose unicamente el parametro 6.

Como ya hemos visto en el tema precedente, para estimar el valor del pa-
rametro f necesitamos apoyarnos en lo que llamabamos un estimador y en la
informacion proporcionada por la muestra.

Existen diferentes metodos para la obtencion de estimadores. Podemos ci-
tar, entre ellos, al metodo analogico, el de los momentos o el de maxima verosi-
militud. Nosotros vamos a limitarnos a describir el que se conoce como Método
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de los Momentos, debido a Karl Pearson, y que historicamente fue el primero
que se utilizo.

7.1.1 Método de los momentos

El mérodo basado en los momentos intuitivamente consiste en establecer la
igualdad entre los momentos poblacionales con respecto al origen y los corres-
pondientes momentos muestrales, siendo:

1. ap=F [Xk] , momento poblacional respecto al origen de orden &

n
k
pIRE
i=1 .
2. ap = , momento muestral respecto al origen de orden £
Se obtiene asi una ecuacion, o sistema de ecuaciones, donde figuran los
parametros que queremos estimar como incognitas. Resolviendo la ecuacion, o
cl sistema, obtenemos las expresiones deseadas.

Ejemplo 7.1.1 %

Queremos calcular un estimador del parametro p para una discribucion
B(15,p), por el método de los momentos.

Recordemos, que en el caso de la distribucion binomial, el momento
poblacional respecto al origen de orden 1 es oy = E[X] = np. En el caso
que nos ocupa es o = E[X] = 15p.

Obtenida una muestra de tamano n, tras igualar el momento pobla-
cional de orden uno al correspondiente momento muestral, nos quedaria

ay = X = 15]/?\
X
de donde obtenemos p = R
En este caso ha sido necesario utilizar una tnica ecuacion, debido a que
la poblacion de origen dependia de un solo parametro desconocido.

| —
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Ejemplo 7.1.2 %\

Consideremos una poblacién N (i, o) donde ambos pardmetros son des-
conocidos. Obtengamos un estimador por el metodo de los momentos para
py ol

Recordemos, que en el caso de la discribucion normal, los momentos
poblacionales respecto al origen de orden 1y 2 son a; = E[X]| = py
ay = E[X? = 0% + p2.

Obtenida una muestra de tamano n, igualemos los momentos pobla-
cionales y muestrales de orden uno y dos:

7.2.

7.2.1

> X = X
w=B g poE _y_g

Estimacion por intervalos de confianza

Concepto de intervalo de confianza

Los estimadores puntuales nos permitian asignar valores a los parametros des-

conocidos de una determinada distribucion. No obstante, rara vez coincidira

esta estimacion puntual con el verdadero valor del parametro, y tampoco se

proporciona idea alguna sobre la precision de la estimacion realizada.

Parece mas interesante proporcionar un intervalo de forma que el verdade-

. ! . /
ro, y desconocido, valor del parametro se encuentre contenido en ¢l, con una

alta probabilidad.

Ejemp]o 721

Supongamos que queremos estimar la edad media de los reclusos de cierto

pais. Tomada un m.a.s. de tamano n, es mucho mas deseable concluir afir-
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mando que la media poblacional se encuentra entre X —-15 y X + 1.5,
con probabilidad 0.99, que diciendo que la edad media de la poblacion es
el valor proporcionado por X, sin hacer ninguna referencia a la precision
de la citada estimacion.

| I—

Un intervalo de confianza sera, por tanto, un intervalo dentro del cual espe-
ramos encontrar el valor del parametro desconocido con un alto grado de con-
flanza medible, es decir, expresable numericamente. Esta idea expresada mas
formalmente quedaria ast:

Definicion 7.1 Sea X1, Xo, ..., X;, una ma.s. de una va. X cuya distribucion de-
pende de un parametro 6. Se llama intervalo de confianza para 0, con nivel de confianza

1 —aoal (1 —a)l00%, al intervalo

101 _o(0) = [0(X1, Xa, ..., X)), 0(X1, Xa, ..., X,)]

P (Q(XlaXQa "'aXn) o< a(XlaX% aXn)> =1—-a

De forma simplificada escribiremos:

[lea(9> = [Qa ]

Los extremos de los intervalos de confianza son variables aleatorias, pero
para una muestra concreta, y una vez obtenido el correspondiente intervalo,
¢ste ya no es de extremos aleatorios. No tiene sentido, por tanto, decir que
contiene a @ con probabilidad 1 — a. Hablaremos, por ello, de confianza en el
sentido siguiente: el (1 — )100 % de todos los posibles intervalos que pudié-
ramos haber obtenido, a partir de todas las muestras posibles, contendrian al
parametro desconocido. Por tanto, si (1 — a)100 % es un valor alto, por ejem-
plo 95 %, lo esperado es que nuestro intervalo, obtenido a partir de la muestra,
contenga al parametro.

OBSERVACION 7.1

(a) La longitud del intervalo se obtiene como L = 6 — 6 y su mitad, que se
representa por €, se conoce como error maximo de estimacion.
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(b) Un intervalo sera mds preciso cuanto menor sea su longitud, y por tanto, €.

(¢c) El nivel de confianza es un valor que suele ser fijado por el experimentador, y
que interesa que sea cercano a 1. Sin embargo, mayor grado de confianza puede
suponer menor precision de la estimacion (mayor longitud del intervalo).

(d) La notacion mas utilizada en la expresion de los intervalos separa ambos extre-
mos mediante una coma. En el presente texto, y para evitar confusiones cuando
intervengan numeros decimales, utilizaremos punto y coma como separador.

7.2.2 Método del pivote

Es uno de los mécodos mis utilizados para construir intervalos de confianza.

Consta de los siguientes pasos:
(a) Buscamosun estadistico T'(X71, X, ..., X;; 0), que dependa tinicamente
de la muestra y del parametro desconocido, llamado estadistico pivote, del

que conozcamos su distribucion.

(b) Entonces podemos calcular a y b tal que

Pla<T<b)=1-a

(c) Despejando 6 (ya que T" depende de 6), es posible encontrar dos funcio-
nes 0y 6 tales que

Algunos ejemplos de este metodo se estudiaran en la secciones siguientes.

73. Intervalos de confianza en poblaciones Norma-

les

A continuacion se obtendran intervalos de confianza bajo la hipotesis de que
la variable de interes sigue una distribucion Normal.

Consideremos una poblacién descrita por la variable aleatoria X ~ N (u, o)
ysea (X1, Xy, ..., X)) una mas. extraida de dicha poblacion.
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Intervalos para la media

Varianza poblacional, 0, conocida

(a)

(b)

166

El estadistico pivote sera

X—p

T(X17X277Xn7,u) \/ENN(O 1)

Construimos un intervalo para dicho estadistico con nivel de confianza
1 — a. Por tanto, queremos encontrar unos valores a y b verificando:

o

P(agX_“\/ﬁgb)zl—a (7.1)

Utilizando el hecho de que el estadistico pivote sigue una distribucion

N(0,1),

P <_Zl—a/2 S — > =1—« (72)
o

siendo 21_q/2 el punto critico de una (0, 1), que verifica que

P (Z S Zl—a/2) =1 —01/2

Entre los infinitos valores de @ y de b que verifican la expresion 7.1, se
han elegido a = —21_q/2 v b = 21_q/2 que son los que garantizan que
el intervalo resultante tenga la menor longitud posible. Este criterio es
el que se seguira en el presente manual.

Despejando el parametro p

P <X - Zl—a/2% <pu< X+ Z1_&/2%> =1—-«

uego el intervalo de confianza para la media, siendo 0 conocida, sera:
Luego el intervalo d f para | d do o2 d

o
X—|—21 a/2

10y o(u) = {7 ol A |

\/_
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Densidad entre puntos criticos

0.4 }‘}

0.2 l—-a

Densidad

Figura 7.1: Representacién gréﬁca de la ecuacion 7.2

_ . . g
OBSERVACION 7.2 La longirud de este intervalo es L = 221_o/2 T Como pode-
n

mos ver, depende de la desviacion tipica poblacional, o, el tamano de la muestra, n y
del valor de o

(a) Cuanto mayor sea la desviacion tipica poblacional mayor longitud tendra el
intervalo. Se debe a que, cuanto mas dispersa es la distribucién de la poblacion
alrededor de su media, mds incierta serd nuestra inferencia sobre la media. Esto
se traduce en unos intervalos de confianza de mayor longitud.

(b) Cuanto mayor sea el tamario de la muestra menor serd la amplicud del interva-
lo. EIl motivo es que, a mayor informacion sobre la poblacion, mayor precision
tendra nuestra inferencia, y ello se traduce en intervalos mas cortos.

(c) Cuanto mayor sea el nivel de confianza, mayor serd la longitud del intervalo.
Ello se debe a que, un mayor nivel de confranza hace que el valor de z1_q /2 sea
mayor.
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Ejemplo 7.3.1 %\

Recordemos que en el ejemplo 6.1.1 se hablaba de que se estaba desarro-
llando un test que permitia, en base a las puntuaciones obtenidas, predecir
el comportamiento delictivo en adolescentes. Supongamos que X= “pun-
tuacion obtenida en el test” ~ N (1, 10). A partir de una m.a.s. formada
por 36 jovenes a los que se sometio al test se obtuvo:

87.7170.6 | 66.0 | 80.5 | 77.9 | 82.7 | 88.2 | 98.7 | 89.4
67.2|64.7|73.2|83.1|782]80.7|63.9 753|644
87.9163.3 | 76.7|59.884.2]69.9|83.2|61.4]|76.2
63.8 | 68.8 193.9|60.1 | 78.5|78.2|93.6 | 88.3 | 78.8

Calcularemos un intervalo para la puntuacion media poblacional, g,
con un nivel de confianza 1 — a = 0.95.
Como o es conocida,

_ o — o
I1C _o(p) = [X - Zl—a/2%; X+ Zl—a/2%:| ;

y, sustituyendo T = 76.64 puntos, obtenida a partir de la muestra ante-
rior, ast Como 21_q/2 = Z0.975 = 1.96, obtenemos

10 10
1C = |76.64 —1.96- ——, 76.64 4+ 1.96 - ——
0.95(:“) |: \/% \/%]

= [73.3733, 79.9067]

Varianza poblacional, o2, desconocida

(a) El estadistico pivote sera

T(X17X27"'7Xn; H’) =
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(b) Para un nivel de confianza 1 — v, construimos un intervalo para dicho
estadistico

X —
P (_tnl;la/Q < 5 'u\/ﬁ < tn1;1a/2) =1—-«

C

donde t,,_1;1—q/2 es el punto critico de la distribucion ¢ de Student con
n-1 grados de libertad, es decir P (tn_l < tn,m,a/g) =1-a/2.

(¢) Despejando el parametro

N Sc = SC
P (X — tn—l;l—a/2% <p< X+ tn—l;l—a/Q%) =1—a

Luego el intervalo de confianza para la media, con o2 desconocida, serd:

— S — S,
IC (1) = [X - tnfl;lfa/2%7 X + tnl;la/2%:| .

Ejemplo 73.2 %\ ‘/E'

Supongamos que en el ejemplo 7.3.11a desviacion tipica poblacional, o, fue-
se desconocida, es decir, X= “puntuacion obtenida en el test” ~ N (u, ).
Se toma una m.a.s. de 36 puntuaciones:

87.7170.6 | 66.0 | 80.5 | 77.9 | 82.7 | 88.2 | 98.7 | 89.4
67.2|64.7 732|831 |782]80.7|63.9 753|644
87.9163.3 | 76.7|59.8|84.269.9|83.2|61.4]|76.2
63.8 | 68.8 193.9|60.1 | 78.5|78.2|93.6 | 88.3 | 78.8

Calcularemos un intervalo para la puncuacion media poblacional, p,
con un nivel de confianza 1 — a = 0.90.
Como o es desconocida,

_ Se  — Se

[Cfa - X_tn—'—a _7X+tn—'—a =

1 (M) 1;1 /2\/5 1:1 /2\/ﬁ
Sustituyendo la informacion muestral obtenida a partir de la muestra an-
terior, T = 76.64 puntos y s, = 10.59 puntos, asi como bn—t1—a/2 =
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t35.0.95 = 1.69, obtenemos

10.59 10.59
1C = 17664 —-169 - ——, 76.64+ 1.69 - —— | =
090(#) [ Ve 756

= [76.64 — 1.69 - 1.765 , 76.64 + 1.69 - 1.765] = [73.66, 79.62] .

El anterior intervalo puede calcularse directamente con R commander
una vez introducidos los datos. Basta pulsar los menus
Estadisticos — Medias — Test t para una muestra.. .,

y poner en la casilla del nivel de confianza 0.90. Las opciones relativas a
Hipétesis alternativaecHipétesis Nula no hay que cambiarlas si
solo queremos obtener el intervalo de confianza.

En este caso obtendremos del programa el siguiente resultado

> t.test(datos$x, conf.level=0.9)
One Sample t-test

data: x
t = 43.424, df = 35, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
90 percent confidence interval:
73.65695 79.62083
sample estimates:
mean of x
76.63889

Obrtenemos el 1Chgo(pt) = [73.65695, 79.62083].

Poblacion no necesariamente Normal, y muestra con n > 30

En este caso, teniendo en cuenta lo expresado en la observacion 6.3 el intervalo
aproximado para la media poblacional sera:

[

_ S, — S,
IC _a(p) = | X — z1ca2—=, X + 2102

v NG
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Ejemplo 733 %\

En el articulo “Fear of Crime Among Korean Americans in Chicago com-
munities” [LUOO] se analiza el temor ante el delito entre los ciudadanos
estadounidenses de origen coreano que viven en Chicago. Para valorarlo los
investigadores idearon una medida cuyos valores se encontraban entre 11
y 110. La puntuacion media obtenida para una muestra de 721 ciudadanos
fue de 81.05 con una cuasidesviacion tipica de 23.43. Teniendo en cuenta
que no sabemos si la poblacion sigue 0 no una distribucion Normal y co-
mon = 721 > 30, ¢l intervalo de confianza adecuado para la puntuacion
media de la poblacion con un nivel de confianza 1 — a = 0.99 serfa:

- Se = Se
IC_o(p) = | X —21_00—=, X + 2102—=| ,
Vn NLD
y, tras sustituir convenientemente la informacion muestral obtenida, as
COmo 21_q/2 = 20.995 = 2.58, obrenemos

23.43 23.43
1C, = |81.05 —2.58 - ——, 81.05 — 2.58 - —| =
0.00(12) [ 51 /—721}

— [81.05 — 2.25, 81.05 + 2.25] = [78.80, 83.30] .

Ala vista del intervalo podemos concluir, con una confianza del 99 %,
que la media de la puntuacion que valora el temor ante el delito en la po-
blacion considerada se encuentra entre 78.80 y 83.30.

| I—

Una vez calculado un intervalo es muy importante interpretarlo de ma-
nera adecuada y no atribuirle propiedades equivocadas '. Centrdndonos en el
cjemplo anterior, dos interpretaciones erréneas que no deberian aparecer en
los informes criminologicos son:

» La media verdadera que valora el temor ante el delito en la poblacion esta entre

'Existe un debate filoséfico sobre si llamar al intervalo de confianza, intervalo de
incertidumbre, de manera que el propio nombre genere menos confusiéon. Para mas
informacién ver https://statmodeling.stat.columbia.edu/2010/12/21/1lets_
say_uncert/
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las puntuaciones 78.80 y 83.30 con un 99 % de probabilidad.

Esta frase es erronea porque el intervalo no asigna probabilidades a la me-
dia verdadera (media de la poblacién). Simplemente es una estimacion
de los posibles valores de la media poblacional. Si cambiamos la muestra,
podran cambiar los extremos del intervalo. El error proviene de identi-
ficar el caleulo del intervalo con la teorta matematica que subyace en su
construccion.

= Si tomamos diferentes muestras, y calculamos el promedio de sus medias, dicho
promedio estard entre las puntuaciones 78.80 y 83.30 en el 99 % de las veces.

Esta frase es erronea, de nuevo, porque cada vez que cambiemos la mues-
tra podria cambiar el intervalo. El error proviene de identificar el prome-
dio de variables estadisticas que se utiliza en la tecnica con el promedio
de muestras diferentes.

7.3.2 Intervalo de confianza para la varianza

Media poblacional, 11, desconocida

En este caso 105 pasos a scguir son:

(a) Estadistico pivote

n—1)5?
T(X17X27"'aXTL; 02) - % NX?L—I

(b) Para un nivel de confianza I-a, construimos un intervalo para dicho es-
tadistico

(n—1)S7

o2 < Xi—1;1—a/2> =1l-a

P <X$z—1;a/2 <

y 2 2 N 42 -
siendo Xo—t:0/2 Y Xn—1:1—a/2 los puntos criticos de una x;_;, que veri
fican, respectivamente, que

P (Xi—1 < Xi—1;a/2) =a/2 y P (Xi—l < X?L—l;l—a/2) =1-a/2
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(c) Despejando el parametro o2

_ 2 _ 2
p(wgojgw):l_a

Xn—l;l—a/Q Xn—l;a/?

LU.GgO C] intervalo de conﬁzmza para ]a varianza SGI'S/.:

2 ’ 2
Xn—l;l—a/Q Xn—l;a/Q

[lea(O'Q) _ !(n_ 1)53 (TL— 1)Sc2]

En caso de que queramos obtener el intervalo de confianza para la desvia-
o ! li . !
cion tipica, basta con calcular la raiz cuadrada a cada uno de los extremos del
intervalo IC}_4(0?).

Ejemplo 7.3.4 %\ \ﬁ

Utilizando el enunciado y los datos proporcionados en el ejemp]o 73.2 va-

mos a calcular un intervalo para la varianza poblacional, o2, con un nivel
de confianza 1 — a = 0.95. Como g es desconocida, el intervalo es

11 (0?) = [(Z 182 (n- 1)53]

2
Xn—l;l—a/? Xn—l;a/2

Sustituyendo el valor de la cuasidesviacion, s, = 10.59, obtenida a
partir de la muestra, y Xi_l,a/Q = X§5;0.025 = 20.57 y X?z—l'l—oc/2 =
X35:0.075 = 93.20, obtenemos

35-10.59% 35 -10.592
100.95(02) = [ }

2 ) 2
X35:0.975 X35:0.025

B {3 925.1835 3925.1835

= |73. 190.82
53.20 7 20.57 } [73.78, 19087

Para calcular el intervalo de la varianza poblacional con R commander
para la muestra considerada, pulsaremos en los menus
Estadisticos —Varianzas — Test de varianza para una muestra..
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En la ventana emergente cambiaremos tinicamente el nivel de confianza si
lo dnico que queremos es obtener el intervalo. En este caso, el programa
tiene de forma predefinida el valor 0.95. Se obtiene como resultado:

> sigma.test(datos$x)
One sample Chi-squared test for variance

data: datos$x
X-squared = 3924.8, df = 35, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true variance is not equal to 1
95 percent confidence interval:
73.76915 190.80625
sample estimates:
var of datos$x
112.1362

Por tanto ICqg5(0?) = [73.76915 , 190.80625].

Media poblacional, y, conocida

En el caso de que la media poblacional, g1, sea conocida el estadistico pivote que
debe usarse sera:

n

2
(Xi — )
T (X1, Xo,..., Xp; 0%) = le ~Xa
Razonando de forma similar al caso en el que p es conocida, el intervalo que-
darfa:
2 2
dX-w D (X - p
IOl—a(UQ) = | = , =l
X721;1—a/2 Xi;a/z
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74. Intervalo dC Conﬁanza para la pl’OpOI’Ciél’l én una

poblacion Bernoulli

El siguiente intervalo es asintotico en el sentido de que la distribucion del es-
tadistico la obtendremos pasando al limite y por tanto necesitaremos tamario
de muestra suficientemente grande.

Sea una poblacién descrita por la variable aleatoria X ~ Be(p) = B(1, p)
y consideremos (X7, Xo, ..., X,,) una m.as. extraida de dicha poblacion.

(a) Sabemos que el estimador proporcion muestral de exitos dado por la
expresion,

n® de éxitos en la muestra

p=p=
n

en virtud de la observacion 6.3, verifica que

pP—p

\/@

;. .
Yy usamos como CSElelSthO prOtCZ

~ N(0,1) cuandon — oo

T (X1, X, .., Xnip) = ——L— ~ N (0,1)
/p (1 - D)
n

(b) Construimos un intervalo con nivel de confianza 1 — « urtilizando el
hecho de que el estadistico pivorte sigue una distribucién (0, 1).

_p—p_ SZiap|=l-«a

/p(1-P)
n
(¢) Despejando p obtenemos
~1—7% T
1Cyo(p) = []—)_Zl_a/z . ,/p(Tp),ﬁﬂl_a/z, /p(Tp)]
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OBSERVACION 7.3 En la practica, para obtener una buena aproximacion suele usarse
como criterio que n 2> 30.

Ejemplo 741 %\ L/E'

Supongamos que tenemos que evaluar un nuevo programa educativo que se
ha implantado en las prisiones de cierto pais. La fundacion que patrocina el
citado programa tiene el objetivo de que sea exitoso en el 65%de la pobla—
cion reclusa matriculada, considerando ¢éxito el hecho de que se complete
un curso de seis meses de duracion del citado programa. Se decide tomar
una muestra aleatoria simple de tamario 36, de la que se obtuvo:

EX|FR|EX |EX |EX |EX |EX | FR | FR
EX | FR|FR|FEX |EX |EX |EX | EX | EX
EX |EX |EX |EX |EX |EX |EX | EX | EX
EX | FR|FR|EX |EX |EX |EX | EX | EX

donde EX representa ¢xito y FR fracaso. En nuestro caso son 29 reclusos
los que completaron satisfactoriamente el curso (29 ¢xitos). Queremos cal-
cular un intervalo al 95% de confianza para la proporcion de reclusos que
superaron el programa con ¢xito.

En este caso tenemos X ~ Be(p) = B(1,p), donde p representa la
proporcion de reclusos que completan con ¢xito el programa educativo.
Con la informacion muestral obtenemos

G—p= n® de éxitos en la muestra _ @ ~ 0.80
n 36

Un intervalo de confianza para p al 95% de confianza es:

IC o(p) = [1_7— Z1-a/2 "\ I_@, P+ Zia/2 T@] ;

donde, tras sustituir los valores muestrales y 21— /2 = 20975 = 1.96 ob-
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renemos

10.80 - 0.20 10.80 - 0.20
100.95(19) = [0.80 —1.96 - T , 0.80 +1.96 - T

= [0.80 — 0.1306, 0.80 + 0.1306] = [0.6694 , 0.9306]

Podemos afirmar, con una confianza del 95%, que la proporcion po-
blacional de reclusos que completan con ¢éxito el programa educativo es
superior al 65 %.

Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o directamente ejecutando instrucciones de R.

Si quisiéramos realizar este ejercicio en R commander introducimos
los valores de la forma habitual. Tendremos que tener especial cuidado
con los nombres utilizados para los niveles del factor (valores de la varia-
ble cualitativa) que estamos analizando ya que R commander los ordena
alfabeticamente. Si calcularamos un intervalo de la proporcion con estos
niveles, estartamos calculando la proporcion de EX en la muestra (E va
antes de la F).

Si pulsamos en el ment Estadisticos — Proporciones — Test
de proporciones para una muestra... aparecera una nueva ven-
tana con dos pestanas; en la primera elegimos la variable en la cual estan
los datos; en la segunda pestafia elegiremos Aproximacién Normal en
cl Tipo de prueba,y0.95cneclNivel de confianza. Lasdemas op-
ciones no se tocan, ya que Unicamente queremos obtener un intervalo de
confianza.

Para resolver el problema mediante instrucciones directas nos basta
con conocer el numero de ¢xitos en nuestra muestra (29) y el nimero total
de datos (36). Utilizaremos entonces la instruccion
prop.test(29, 36, conf.level = 0.95, correct = FALSE)

Para ambas resoluciones obtenemos el siguiente resultado

1-sample proportions test without continuity correction

data: 29 out of 36, null probability 0.5
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X-squared = 13.444, df = 1, p-value = 0.0002457
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.6497196 0.9024690

sample estimates:

%
0.8055556

Elintervalo resultante es ICy 95(p) = [0.6497, 0.9025], aproximadamen-
te. Obsérvese la diferencia con el intervalo calculado a mano. Esto se debe a
que el programa utiliza el me¢todo de puntaciones de Wilson (ver [Wil27]).

| —

Ejemplo 7.4.2 %\ \/F_il

En el estudio a cerca del temor al delito "Fear of Crime Among Korean
Americans in Chicago communities” [LUOO] que se menciona en el ejem-
plo 9.3.3, los investigadores preguntaron a los encuestados si habian sufrido
algiin tipo de victimizacion en los tres afios anteriores al momento de la
encuesta (la pregunta incluia tanco delitos violentos como delitos sobre la
propiedad). De los 721 encuestados, un 27 % respondieron que habian su-
frido algl’m tipo de delito en el periodo de tiempo indicado. Conocida la
proporcion muestral p = 0.27, teniendo en cuenta que el tamano mues-
tral n > 30, y con un nivel de confianza 1 — o = 0.95, un intervalo
aproximado para la proporcion poblacional p seria:

[0.27-0.73 0.27-0.73
ICh.95(p) = [0-27 =196 | =, 0.27 4 1.96 ’/T]

— [0.27 — 0.0324, 0.27 4 0.0324] = [0.2376, 0.3024]

A la vista del intervalo podemos concluir, con una confianza del 95 %

que, entre el 23.76 % vy el 30.24 % de los ciudadanos estadounidenses de
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origen coreano que viven en Chicago sufrieron algin tipo de delito en los
tres afos anteriores a la encuesta.

Si quisi¢ramos resolver este ejercicio utilizando el programa necesita-
mos conocer el nimero de ¢xitos en nuestra muestra y el numero total de
datos que tenemos. En nuestro caso tenemos un total de n = 721 encues-
tados y de estos el 27 % fueron éxitos, es decir, sufrieron algin tipo de
delito. Calculamos el niimero de éxitos como

pen=027-721 = 194.67

Utilizando la siguiente instruccion,
prop.test(194.67, 721, conf.level=0.95, correct=FALSE)
obtenemos como resultado:

1-sample proportions test without continuity correction

data: 194.67 out of 721, null probability 0.5
X-squared = 152.56, df = 1, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.2388761 0.3035618

sample estimates:

P
0.27

El intervalo obtenido IC g5(p) = [0.2388, 0.3035] es similar al ob-
tenido anteriormente. De nuevo la aproximacion utilizada por esta ins-
truccion hace que varien las dltimas cifras decimales.

7.5. Calculo del tamano muestral

Una de las preguntas importantes que los investigadores hacen a los estadisticos
es jeudl es el nimero de datos que se necesitan para poder estimar un parametro
determinado con la precision y el grado de confianza deseados?

Como se ha visto anteriormente, se sabe que, en general, cuanto mayor sea
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el tamano de la muestra mas informacion se posee de la poblacion. Sin embargo
obtener mas datos tiene un coste monetario y también conlleva mas tiempo su
recoleccion. Ademas, la informacion aportada por cada dato adicional decrece
a medida que el tamano muestral crece.

A continuacion vamos a estudiar diferentes formulas para el calculo del
tamano muestral requerido, dependiendo del parametro de incerés.

7.5.1 Estimacién de la media poblacional

Hemos visto que, si queremos ser rigurosos, una estimacion puntual debe ir
acompanada de un intervalo de confianza. Cuando decimos que un intervalo
para la media poblacional, con o conocida y calculado con un nivel de confianza

(1 —a)es
NG

.. / . . o/
estamos admitiendo un error maximo de estimacion

IC o(p) = |T— 212 - , T+ 21-g

g
NG
g

€=2Z1-a/2" ﬁ

que depende del nivel de confianza 1 — a, la variabilidad de la variable de
interes, o y del nimero de individuos estudiados, n.

Fijados inicialmente un error maximo € y un nivel de confianza 1 — «, po-
demos deducir el tamario de la muestra necesario para ello, simplemente des-
pejando de la anterior formula

2
2 o

n=z - —
1—a/2
a2 2

Por ejemplo, si fijamos un nivel de confianza del 95%, un errore = 1y
sabemos que 0 = 2, entonces

22
n =22 g5 - = 1.967 - 4 ~ 15.3664.

Tomaremos como valor de 7 siempre la aproximacion por exceso, en este caso,
n = 16 observaciones.

Ast pues, en el caso que estamos tratando, excepto el valor de o, todo lo
demas lo fija el investigador.
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Ejemplo 7.5.1 % L/F_il

Un nuevo dispositivo instalado en los juzgados pretende estimar, de forma
voluntaria, la tension arterial diastolica media (TAD) de los imputados
por delito con agresion de arma blanca. Por estudios anteriores se sabe que
la desviacion t{pica de TAD en los culpables del delito es 25 mmHg. Se
quiere realizar la estimacion con una confianza del 95 % y una precision de

+5 mmHg.

2 2
n =2z g - 2532 ~ 1.967 - 2532 = 96.04
ast es que tomaremos como valor n = 97 observaciones.

Para resolver este problema con el programa podemos utilizar una fun-
cion de la libreria samplingbook. Para esto debemos tener instalada pre-
viamente esta libreria y cargarla antes de resolver el problema. Una vez
hecho esto, podemos utilizar la instruccion
sample.size.mean(e = 5, S = 25, level = 0.95)
donde e indica la precision requerida y S la estimacion puntual conseguida
para la desviacion tipica poblacional.

Obtendremos como resultado

sample.size.mean object: Sample size for mean estimate
Without finite population correction:
N=Inf, precision e=b and standard deviation S=25

Sample size needed: 97

El programa nos devuelve directamente la aproximacion por exceso que
buscamos. El tamario muestral requerido para nuestro estudio es den = 97
imputados.

| I—

OBSERVACION 7.4 En caso de que el valor de o sea desconocido, suelen adoprarse
diferentes criterios. Puede tomarse su valor de algun estudio anterior y referencias bi-
bliogrdﬁcas existentes, estimarlo a través de una muestra piloro (muestra p@qucﬁa) 0
incluso puede tomarse como valor aproximado la cuarta parte del rango de la variable.
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7.5.2 Estimacion de la proporcion de una Bernoulli

Cuando el parametro que queremos estimar es la proporcion de una Bernoulli,
hemos visto que un intervalo aproximado viene dado por la expresion

— -
R R e A

En este caso, el error maximo al estimar la proporcion poblacional p es

p(1—p)

E=Z21-a/2"
af n

que depende del nivel de confianza, 1 — @, la variabilidad muestral, p(1 —p), v
del numero de individuos estudiados, 1. Despejando n en la expresion anterior
tenemos

p(1-p)

2
n—==z :

1 2
o/ 52

OBSERVACION 7.5 En la formula anterior debemos conocer el valor de la proporcion
muestral, p. Sin embargo, avn no hemos hecho el estudio. Entonces, ;como debemos
proceder?

Podemos obtener el citado valor basandonos en estudios y bibliografia anterior,
obtenerlo a partir de una muestra piloto (muestra pequcfla) o, en ultimo caso, si se
desconoce cualquier informacion sobre p, considerar p = 0.5 que proporciona la mayor

variabilidad.

Por ejemplo, al 95% de confianza, ¢ = 0.05 y sin mds informacion sobre 7,
haremos

p(l —Dp) ~ 1.062 . 0.5(1 —0.5)

> s = 38416,

2
n = Zy975

y romaremos como ValOI n = 385 observaciones.
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Ejemplo 7.5.2 % '\4E|

Un estudio pretende estimar el porcentaje de reclusos que consumen estu-
pefacientes dentro de cierto centro penitenciario. A partir de datos pre-
vios, se estima que debe estar situado alrededor del 40% (p = 0.40). Se
quiere realizar una estimacion con una precision de +4% (¢ = 0.04) y
una confianza del 95 %. ;Cuantos sujetos se precisan para estimar en estas
condiciones el porcentaje deseado?

0.4(1 —0.4)
0.042

(1%
n =22 g - f% ~ 1.96% - = 576.24,
y tomaremos como valor n = 577 observaciones.

Repitiendo el procedimiento seguido en el ejemplo anterior podemos
utilizar una funcion de la libreria samplingbook. Una vez instalada y car-
gada utilizaremos la instruccion
sample.size.prop(e=0.04, level=0.95, P=0.4)
donde e indica la precision requerida y P la estimacion puntual para la
proporcion de reclusos que consumen estupefacientes.

Obtendremos como resultado

sample.size.prop object: Sample size for prop. estimate
Without finite population correction:
N=Inf, precision e=0.04 and expected proportion P=0.4

Sample size needed: 577

El programa nos devuelve directamente la aproximacion por exceso que
buscamos. El tamano de muestra que se requiere para nuestro estudio es
n = 577 reclusos.

7.5.3 El caso de poblaciones finitas

En los casos precedentes se proporciono el calculo del tamano muestral para
poblaciones infinitas o en el caso en que es desconocido el tamano poblacional.

En investigacion social solemos trabajar con poblaciones finitas, como por
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cjemplo el numero de reclusos de un centro penitenciario. En estos casos las
formulas anteriores deben ser corregidas.
Si el tamafio de la poblacion es finito, tendremos que hacer la correccion

n
N -1 n’

N N

Ne = (7.3)

donde n, es el nimero de sujetos necesarios, n el tamano muestral calculado y
N el tamano de la poblacion.

OBSERVACION 7.6 En la practica si N > 100 000 podemos considerar a la pobla-
cion como inﬁnim. En ese caso, no seria necesario realizar ninguna correccion.

Ejemplo 7.5.3 %\ \/E|

Sien el ejemplo 7.5.2 se conociese que el centro penitenciario tiene una po-
blacion de 1500 reclusos, habria que ajustar el calculo del tamano muestral
de la siguiente forma:

n B 577
N—-1 n 1499 577

N N 1500 * 1500

N, = = 416.9075

por lo que se necesitarian 417 observaciones.

Para resolver este problema con el programa podemos utilizar la ins-
truccion utilizada en el ejemplo anterior pero debemos anadir que ahora
el tamario de la poblacion es conocido. Escribiremos
sample.size.prop(e=0.04, level=0.95, P=0.4, N=1500)
especifiando que N = 1500 y obtendremos el resultado

sample.size.prop object: Sample size for prop. estimate
With finite population correction:
N=1500, precision e=0.04 and expected proportion P=0.4

Sample size needed: 417

Como en los casos anteriores el programa nos devuelve directamente el
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valor que buscamos. El tamario de muestra requerido para nuestro estudio
es ne = 417 reclusos.

Curiosidad

En 2009, el Instituto Andaluz Interuniversitario de Criminologia, pu-
blicod un interesante documento dirigido por los profesores J. L. Diez
Ripolles y E. Garcia Espatia, titulado “Encuesta a victimas en Espana”.
En ¢l se recogieron datos sobre victimizacion relativos al periodo
2004-2008, actitud hacia el delito y la policia, los juzgados, los juz-
gados de menores, las prisiones, actitudes punitivas y opinién sobre
la severidad judicial y la influencia de los medios de comunicacion en
esa opinion.

La poblacion sobre la que se muestreo estaba formada por personas
de 16 afios 0 mas, residentes a 1 de enero de 2007, en capitales de pro-
vincia y municipios de mas de 50 000 habitantes. En total se trataba
de 23494 676 personas .

Se uso un margen de error de 2.62 %, un nivel de confianzade 1 —av =
0.955 y, como se desconocia cualquier informacion sobre p, p = 0.5.
Por tanto

p(l—=Dp) 0.5(1 —0.5)

T = 20.9775 ° W = 1463.59 ~ 1464

n = Z%—Oé/2 :
La poblacién es finira, y deberiamos corregir este valor Segﬁn el cri-
terio indicado en (7.3). Sin embargo en la practica si N > 100000
podemos considerar a la poblacion como infinita, porque el factor
corrector puede considerarse despreciable.

No obstante en la Ficha Técnica del estudio se indica que se han rea-
lizado 1400 encuestas (en vez de las 1464 calculadas por nosotros).
Esto puede ser debido a que el tamario obtenido ha sido corregido
por algin otro factor que tenga en cuenta el tipo de muestreo que se

ha empleado.

Si hay perdidas, abandonos o no respuestas, el tamario de la muestra debe
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aumentarse

1
(1-R)’

donde n, es el tamano ajustado y R la proporcion de perdidas esperada.

Ng = Ne *

Ejemplo 7.5.4 %\

Si en el ejemplo 7.5.1 se estima que el 20% de los imputados no querra
hacerse la prueba, el tamano de muestra requerido debe ser:

1
W=7 = 121.25
" (1—0.20)

Es decir necesitariamos 122 individuos.
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Contenidos

8.1. Intervalos de confianza en poblaciones Normales . . . . . 187

8.2. Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones 200

Generalmente, en situaciones reales, vamos a estar interesados en realizar
comparaciones entre los parametros de distintas variables aleatorias. Por ¢jem-
plo, podemos querer comparar las puntuaciones medias de un test en un grupo
control de adolescentes y en otro con un pasado delictivo, o la edad media de
los reclusos de los centros penitenciarios de dos CCAA, o ver si cierta politica
ayuda a reducir el nimero medio de delitos en una ciudad.

8.1. Intervalos de confianza en poblaciones Norma-

les

A continuacion se obtendran intervalos de confianza bajo la hipotesis de que
las variables de interés sigan distribuciones Normales independientes. Se con-
sideraran dos poblaciones descritas por las variables aleatorias independientes

XNN(LLl,Ul) GYNN(/LQ,O'Q).
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El problema consistente en comparar dos parametros se va a transformar
en el estudio de un tnico parametro 6 que serd @ = i1 — pug, para el caso de la
comparacion de medias poblacionales y 8 = 0% /03 al comparar las varianzas
poblacionales.

8.1.1 Intervalos para la comparaciéon de medias

Sean dos variables aleatorias X ~ N (u1,01) e Y ~ N (pa, 02), independien-
tes, y consideremos que de cada una de ellas se extrac una m.a.s. que notaremos
(X1, Xo, ..., Xp,) e (Y1, Ys, ..., Y, ), respectivamente.

Varianzas poblacionales 07 y 03 conocidas

(a) En estas condiciones sabemos que la diferencia de medias muestrales se

distribuye
L o2 o2
X—Y ~N | 1= pio, | =2+ =2
ny Mo

y el estadistico pivote T (X1, Xo, ..., Xp0y3 Y1, Ya, ..., Y),; 0) serd:

(7—?) — (1 — p2)

~ N(0,1
st U»)

(b) Construimos un intervalo para dicho estadistico con nivel de confianza
l-av. Para ello necesitamos encontrar unos valores @ y b verificando:

(X —Y) = (11 — p)

Pla< <b|=1—-«
of , 0
T %)

Como el estadistico pivote sigue una distribucion (0, 1),

(X —Y) — (11 — p)

Pl =z qp < > > SZiap|=l-«
o1 | Oy
P _|_ )
ny ng
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siendo 21_q/2 el punto critico de una N'(0, 1), que verifica que

P (Z S 21—04/2) =1- 05/2
(¢) Despejando i1 — po

. o o
IC o (p1 — p2) = (X - Y) T Z1-a/2 —++ 2
n n2

Ejemplo 8.1.1 %\

Queremos comparar la edad media de los reclusos de los centros peniten-
ciarios de dos CCAA. Consideramos las variables:

X =“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. A”,
Y =“cdad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. B,

de las que se conoce que se distribuyen segiin una Normal con desviaciones
tipicas 9 y 5 afios, respectivamente. De cada comunidad autonoma se se-
leccionan al azar 50 reclusos, obteniéndose T = 41 afos e §J = 38 afios. A
la vista de la informacion proporcionada, gpuede considerarse que la edad
media de los reclusos es la misma en ambas comunidades con una confianza

del 95 %?

El intervalo que debemos calcular es

+ ai | o3

10 (1 — p2) = (X—Y):le—% — + ==
T T

92 52

e — = [ (41 — 38 — + —
0.05 (1 — p2) ( ) F 20.975 50 + 50

— [3F 1.96 - 1.4560] = [3 F 2.8538] = [0.1462, 5.8538]

Por tanto, y a la vista del intervalo obtenido, no podemos asumir la
igualdad de ambas edades medias dado que el cerono pertenece al intervalo
calculado. Es mas, podemos decir que la edad media de los reclusos de los
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centros penitenciarios de la comunidad autonoma A es superior a la edad
media de los de la comunidad B, con una confianza del 95 % (dado que
todos los valores del intervalo son positivos)

Varianzas poblacionales 07 y 03 desconocidas y pueden suponerse iguales

(a) Teniendo en cuenta la distribucion en el muestreo que sigue la diferencia
de medias muestrales bajo estas condiciones, el estadistico pivote

T<X17X27'"7Xn1;Yv17Yv27"'7Yn2;9>:

(X —Y) — (1 — po)
T 1

Scong | — + —
ny Mo

-1 2 -1 2
donde Scons = \/(nl >S61 - (ns )SCQ

~ t’I’L1 +no—2

n1+n2—2

(b) Elintervalo resultante, ICy_,, (1 — p2), es

- — (’I’Ll — 1)52 + (712 - 1)52 1 1
X -Y tml—a = CZ\/— —
( )$ i /2\/ ny+ng — 2 n1+n2

siendo los grados de libertad m = ny 4+ ny — 2.

OBSERVACION 8.1 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras gran-
des (n1 > 30y ng > 30), el estadistico pivote seguiria, aproximadamente, una distri-
bucisn N'(0, 1) y en la expresion del intervalo se sustituiria el punto critico tim;1—a/2
por Zl_a/g.

Ejemplo 8.1.2
Supongamos que en el ejemplo 8.1.1 se conociese que las variables

X =*“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. A",
Y =“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. B,
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se distribuyen segun distribuciones Normales independientes, pero cuyas
desviaciones tipicas poblacionales son desconocidas, aunque pueden con-
siderarse similares. La informacion a partir de una m.a.s. de 50 reclusos de
cada comunidad arrojo: T = 41 afios, s,, = 8.5 afios, ¥ = 38 afios y
S¢, = 9.6 anos. Con estos datos, ;puede considerarse que la edad media es
la misma en ambas comunidades con una confianza del 95 %?

El intervalo que debemos calcular es

- (n1—1)S2 +(ne —1)S% [1 1
X V)Tt o o L1
( ):F i1 /2\/ ny+ng — 2 n1+n2

siendo los grados de libertad m = nq + ny — 2.

1Ch 95 (,U1 - ,Uz) =

(50 — 1)8.52 4+ (50 — 1)9.6> /1 1
= | (41— 38) F tog, _
( ) F tasoms \/ 50 + 50 — 2 50 50

= [3 ¥ 1.9845 - 1.8133] = [3 F 3.5985] = [—0.5985, 6.5985]

Por tanto, y a la vista del intervalo obtenido, podemos asumir que la
edad media es igual en los centros penitenciarios de las comunidades con-
sideradas, con una confianza del 95 % (dado que el cero pertenece al inter-
valo)

Varianzas poblacionales 0 y 03 desconocidas y se pueden suponer distintas

(a) Teniendo en cuenta la distribucion en el muestreo que sigue la diferencia
de medias muestrales bajo estas condiciones, el estadistico pivote

(X —Y) = (1 — )
sz 52
44 -2

ny n2

T(X1,Xo, .., X0 Y1, Y5, Y, 0) =
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sigue una distribucion ¢, siendo g el entero mas proximo a
2
(I +1T3)
2 2
Ih T3
_l’_
ny — 1 Ng — 1

conT; = S? /n; parai=1,2.

(b) Elintervalo resultante, ICy_,, (p1 — pi2), es

(7 - 7) Flgi-a/2

OBSERVACION 8.2 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras gran-
des (n1 > 30y ng > 30), el estadistico pivote seguiria, aproximadamente, una distri-
bucién N'(0, 1) y en la expresion del intervalo se sustituirta el punto critico tg;1—a/2
por Zl_a/g.

Ejemplo 8.1.3 %\ \/E'

Supongamos que dieciocho personas con problemas de drogadiccion son
asignadas aleatoriamente a dos formas de recibir un tratamiento. El grupo
Lesta formado por aquellos que son hospitalizados, mientras que el grupo 2
lo componen aquellas personas que reciben un tratamiento extrahospitala-
rio (ambulatorio). Durante un mes se recoge informacion sobre el nimero
de positivos en el test de drogas. Se obtuvieron los siguientes resultados:

Grupol (|21 |3(1/2]2|4]2]0
Grupo2 || 127|114 |5[0]3|8

Suponemos que ambas poblaciones siguen aproximadamente distri-
buciones Normales independientes con desviaciones tipicas poblaciona-
les que pueden suponerse distintas (posteriormente se comprobara con el
intervalo adecuado). Vamos a calcular un intervalo para la diferencia de
medias entre los grupos 1y 2 con un nivel de confianza del 95 %.

Como las varianzas son desconocidas y distintas, el intervalo que de-
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bemos calcular es:

2 2
IC1o(m = po) = | (X =Y) Flgaap| -+
ni 12

Realizados los calculos oportunos con las muestras proporcionadas se
obtiene:

1.3611  7.7778
ICh.95(p11 — p12) = | (1.8889 — 3.4444) F t11;0.975\/ 9 + 9 ]
— [—1.5555 F 2.201 - 1.0077] = [~1.5555 F 2.2179]

Luego

Los grados de libertad g = 11, se han obtenido tomando el entero mas
proximo al valor de

(Ti +T5)°  (0.1512+0.8642)° 107179
T? N Ty  0.1512? N 0.86422
ny — 1 N9y — 1 8 8

donde T} = 1.3611/9, T5, = 7.7778/9 y t11.0.975 = 2.201.

Por tanto a la vista del intervalo obtenido, que contiene al valor cero,
podemos asumir que el nimero medio de positivos en el test es igual bajo
las dos formas de aplicacién del tratamiento con una confianza del 95 %.

Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o directamente ejecutando instrucciones de R.

En el caso de que hagamos el ejercicio con R commander, una vez in-
troducidos los datos en dos columnas/variables diferentes, tendremos que
apilar ¢stas para construir un conjunto de datos. El nuevo conjunto de da-
tos creado tendra dos columnas, la primera con todos los valores (los de los
dos grupos) y la segunda con el valor del grupo al que pertenecen. Pulsamos
Datos — Conjunto de datos activo — Apilar variables del
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conjunto de datos activo. Elegimos las dos variables, y como nom-
bre del conjunto de datos apilados elegimos DatosApilados. En nom-
bre de la variable usamos Variable, y en Nombre del factor ponemos
Grupo. De esta manera, podemos seleccionar el mend
Estadisticos — Medias — Test t para muestras independientes
En la venta emergente que aparecera tendremos la variable Grupo en la
casilla Grupos, y Variable en la casilla Variable explicada. La pes-
tana Opciones nos da la posibilidad de elegir el tipo de contraste, el nivel
de confianza, y suponer o no las varianzas iguales. Para el caso que nos ocu-
pa elegimos varianzas distintas y dejamos el resto de opciones que vienen
por defecto.

Pararesolver el ejercicio directamente con instrucciones de R debemos
primero introducir los datos del problema utilizando
x1 <-c(2, 1, 3,1, 2, 2, 4, 2, 0)
x2 <- c(1, 2, 7,1, 4, 5, 0, 3, 8)
El contraste deseado se obtiene mediante la instruccion
t.test(xl, x2, conf.level = 0.95, var.equal = FALSE)

En ambos casos obtendremos cOmo resultado

Welch Two Sample t-test

data: Variable by Grupo
t = -1.5437, df = 10.717, p-value = 0.1517
alternative hypothesis:
true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-3.7806304 0.6695193

sample estimates:
mean in group V1 mean in group V2

1.888889 3.444444

Observamos que nos proporciona el mismo intervalo que el calculado
de forma manual y los grados de libertad son df = 11, aproximadamente.

| —
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8.1.2 Intervalo para la comparacion de varianzas

(a) Teniendo en cuenta la discribucion en el muestreo que sigue el cociente
de cuasivarianzas muestrales, el estadistico pivote

Uf S2
C:
T(X1>X27 s ,an;}/i,Yé, CI aYngae) = 3 S22 ~ Fnz—l,nl—l
02 c1
(b) El intervalo resultante es
Sz Sz

2 2
IOl—a (01/02) = _82 : ]:712—17711—1;04/27 52_ ' ]:712—1,711—1;1—01/2
c2 c2

OBSERVACION 8.3 [En general es habitual realizar un intervalo de confianza para el
cociente de varianzas bdasicamente para comprobar si se pueden asumir varianzas po-
blacionales iguales con el objetivo de escoger el intervalo adecuado para la comparacion
de medias.

Ejemplo 8.1.4 )

Diversos estudios criminologicos se centran en el estudio de la edad del
primer ingreso de un individuo en prision, y en ellos ademas, interesa com-
parar la media de edad del primer ingreso entre reclusos reincidentes y no
reincidentes. Para cierta comunidad autdonoma consideremos como varia-
bles de estudio:

X=“edad del primer ingreso en prisién entre los no reincidentes”,
Y= “edad del primer ingreso en prision entre los reincidentes”.

Una m.as. de 68 reclusos no reincidentes arrojo 7 = 21.9 afios y 5., = 7.2
afos. De una m.a.s. de 89 reclusos reincidentes se obtuvo ¥ = 16.9 afos
y Se, = 4.2 anos. Supuesta la normalidad e independencia de las varia-
bles consideradas, se pretende obtener un intervalo para la diferencia de
las edades medias poblacionales. Al desconocer las desviaciones tipicas po-
blacionales, debemos en primer lugar hacer un estudio para ver si, aunque
desconocidas, estas se pueden considerar similares o no.
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El intervalo que debemos calcular es

S2 S?
ICl—a (U%/US) = |:S_c21 . ]:ng—l,n1—1;a/27 5_621 ' fng—l,nl—l;l—a/2:|
() Cc2

{(7.2)2 (7.2)? }

 Faso10025, =5+ Feson
(42)2 88.67;0.025> (42)2 88.67;0.975

= [2.94-0.6403, 2.94 - 1.5839] = [1.8825, 4.6567].

Por tanto, y a la vista del intervalo obtenido, no podemos asumir va-
rianzas poblacionales iguales con una confianza del 95 % (dado que el uno
no pertenece al intervalo). Ahora se realizaria el correspondiente intervalo
para la diferencia de medias poblaciona]es.

Ejemplo 8.1.5\413

Con los datos proporcionados en el ejemplo 8.1.3 estidiese mediante el
intervalo OpOrtuno si las varianzas poblacionales pueden considerarse si-
milares con una confianza del 95 %.

Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o mediante instrucciones de R.

Si utilizamos R commander debemos seguir los pasos descritos en el
cjemplo 8.1.3 para apilar los datos de forma que R commander sea capaz de
distinguir los valores en dos grupos diferentes. Una vez hecho esto, bastara
con pulsar los ments
Estadisticos — Varianzas — Test F para dos varianzas.
Aparecera una ventana emergente en la que tendremos que elegir la varia-
ble que queremos analizar, asi como la variable de agrupacion. Tendremos
una pestania mas, Opciones, donde dejaremos las opciones predefinidas
en el programa, Bilateral y 0.95.

Siutilizamos instrucciones directas de R debemos seguir los pasos des-
critos en el ejemplo 8.1.3. Primero introducimos los datos y posteriormente
cjecutamos la instruccion var.test (x1, x2, conf.level = 0.95).

En ambos casos el resultado obtenido sera
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F test to compare two variances

F =0.175, num df = 8, denom df = 8, p-value = 0.02359
alternative hypothesis: true ratio of variances is not
equal to 1
95 percent confidence interval:
0.03947434 0.77582048
sample estimates:
ratio of variances
0.175

El intervalo obtenido es
1C) .05 (O'%/O'g) =10.0394, 0.7758].

Por tanto, a la vista del intervalo obtenido, no podemos asumir varian-
zas poblacionales iguales con una confianza del 95 % (dado que el uno no
pertenece al intervalo).

8.1.3 Intervalo para la comparacion de medias con muestras pareadas

En este apartado estudiamos el intervalo de confianza para comparar las me-
dias de dos poblaciones normales que no pueden suponerse independientes. Un
cjemplo de ello surgiria cuando, para estudiar la efectividad de cierta terapia,
las muestras se obtienen evaluando a los mismos individuos antes y después
de la aplicacion de la citada terapia. A las muestras obtenidas se les denomina
muestras pareadas.

Sean (X1, Xo, ..., Xp) e (Y1, Y, ..., Y,) mas. tomadas de las poblacio-
nes no independiemes N (,ul, 01) y N (ug, 02), respectivamente. En este caso
suele reducirse la informacion a una sola muestra (Dq, Da, ..., D,,), en la que
cada D; = X; — Y, con ¢ = 1,2,...,n. Un intervalo de confianza para la
diferencia de medias es:

n

C Y SC
E D+tyti-ap —=

NG

IC ol — p2) = | D —ty_11-a/2 -

B
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donde D = izln y SCQD = =1

Ejemplo 8.1.6 %\ \/E'

Diez individuos fueron expuestos a condiciones que simulaban un delito.
El nimero de latidos por minuto antes y despucs del experimento aparece
en la tabla siguiente:

|Individuwo | 1 | 2 [ 3[4 ][5 |6 |7 ]8]9]10]
Antes [ 70 [ 84 [ 88 [110[105[100[110] 67 | 79 [ 86
Después || 115 [ 148 [ 176 | 191 [ 158 [ 178 [ 179 [ 140 | 161 | 157

Queremos construir un intervalo con una confianza del 95% para la
diferencia del nimero medio de latidos antes y despucs experimento. Por
tanto, se trata de datos parcados y, por tanto, el intervalo pedido es:

_ [ — Se
]Cl—a(ﬂl - ,UQ) =|D— tn—l;l—a/Z : _D7 D + tn—l;l—a/2 =2

Vi Vi

Con esos datos calculamos las diferencias d; = x; — v;

|di || —45[ —64] 88| —81| 53| 78| —69 | —73[ —82 | —T1 |

1ueg0
d= —70.4; szd = 179.1555; 5., = 13.3849;  t9.0.975 = 2.262

entonces

13.3849

V10

ICh95(p1—p2) = | —70.4 F 2.262 - = [—79.9743, —60.8257]
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A la vista del intervalo obtenido, al ser todos sus valores negativos,
podemos concluir que el nimero medio de latidos despues de la simulacion
del delito es claramente superior con una confianza del 95 %.

De nuevo para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos
opciones, mediante R commander o mediante instrucciones de R.

En caso de querer realizarlo con R commander, bastara introducir dos
columnas de datos antes y despues (recuerden evitar las tildes en los
nombres de variables) y pulsar los ments
Estadisticos — Medias — Test t para datos relacionados.
En la ventana emergente seleccionaremos como primera variable antes y,

a continuacion, como segunda variable despues. En la pestaria Opciones
dejamos las opciones que aparecen de forma predefinida.

Para resolver el problema directamente con instrucciones tendremos
que introducir los datos de la siguiente forma
antes <- c¢(70, 84, 88, 110, 105, 100, 110, 67, 79, 86)
despues <-c(115, 148, 176, 191, 158, 178, 179, 140, 161, 157)
data <- data.frame(antes, despues)

y, por ultimo, ejecutaremos la instruccion
t.test(antes, despues, conf.level = 0.95, paired = TRUE).

En ambos casos obtendremos

Paired t-test

data: antes and despues
t = -16.632, df = 9, p-value = 0.00000004585
alternative hypothesis: true difference in means is not
equal to O
95 percent confidence interval:
-79.97498 -60.82502
sample estimates:
mean of the differences
-70.4
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8.2. Intervalo de confianza para la diferencia de pro-

porciones

Se consideraran dos poblaciones descritas por las variables aleatorias indepen-
dientes X ~ Be(p1) = B(1,p1) e Y ~ Be(pa) = B(1, pa). En este caso la
comparacion de py y pa se hard mediante el estudio del parametro 6 = p; — po.

De cada una de las poblaciones extraeremos una m.as. (X1, Xo, ..., Xy,)
e (Y1,Ys,...,Y,,), respectivamente. El intervalo que se obtendra serd aproxi-
mado y se requeriran tamafios de muestras suficientemente grandes.

(a) Los estimadores para las respectivas proporciones de exitos poblaciona-
les vienen dados por las expresiones:

n° de ¢xitos en la primera muestra

ﬁl =
ni

Py =

n° de ¢éxitos en la segunda muestra

no

Sabemos que

_ p(l—=p Do (1 =D
N pl_p%\/m ), B2(L-)

ni n2
cuando n; — o0 Yy g — 0Q. Usaremos como estadistico pivote:

T(X17X27‘"aan;YiaYév"'vyn2;0)

B V2 b 2 Bl (et VNNV
\/ﬁl(l_]_%)_'_%(l_l_b) 0.1)

ny no

(b) Construimos un intervalo con nivel de confianza 1 — ¢ ucilizando el he-
cho de que el estadistico pivote sigue aproximadamente una distribucion

N(O0,1).
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ap < (P, —P3) — (1 —p2)
v \/]_91(1_1_91) +1_92(1_ﬁ2)

ni ng

P

SzZiap|=l-«

siendo 21_q/2 el punto critico de una (0, 1), que verifica que

P (Z S Zlfa/2> =1- Oé/2

(¢) Despejando p1 — pa se obtiene el intervalo

55 p(l—p)  P(1-Pp
IC _a(pi—p2) = | (D1 — Do) F Zl—a/z\/ 1 ( 1) " 5 ( 2)
ny T

OBSERVACION 8.4 En la practica, para obtener una buena aproximacion suele usarse
como criterio que ny > 30 y que g > 30.

Ejemplo 8.2.1 S “H

Enun estudio llevado a cabo en cierto condado de Arizona los investigado-

res pretendian examinar si la realizacion de controles de drogas a aquellos
acusados que eran dejados en libertad antes del juicio tenta algin impacto
en cuanto a posibles faltas por incomparecencia a las vistas. Compararon
dos grupos de acusados. El primero de ellos fue monotorizado con contro-
les de drogas dos veces a la semana, mientras que el segundo estaba formado
por acusados que se dejaron en libertad sin haber pasado ningun tipo de
control. La seleccion fue realizada a lo largo de seis meses y los acusados se
asignaban a uno u otro grupo al azar. Se obtuvo una m.as. de 118 sujetos
del primer grupo y de 116 del segundo (grupo control). E1 30 % del primer
grupo y el 38 % del grupo de control no comparecieron a las vistas durante
el periodo de seguimiento. Los investigadores estaban interesados en saber
si se puede inferir a nivel poblacional una diferencia significativa entre las
proporciones de incomparecencias de los dos grupos de acusados, con una

confianza del 95 %.

201



MANUALES
MATEMATICAS
Y FISICA

El intervalo que debemos utilizar es

ﬁl (1 _1_71) + ﬁ2 (1 —1_32)
s Ty

IC _o(pr—p2) = |(P1 —D2) F Zl—a/2\/

Usando la informacion muestral obtenemos

0.30-0.70 0.38-0.62
Co.o5(p1 — p2) [(0 30 — 0.38) ¥ 1.96 \/ 3 + T

= [—0.08 F 1.96 - 0.0617] = [—0.08 F 0.1209] = [—0.2009, 0.0409]

Con una confianza del 95 % los investigadores concluyeron que los
tests sistematicos de drogas no consiguen un cambio significativo en las
faltas por incomparecencia a las vistas.

Para resolver el problema con el programa necesitamos calcular pri-
mero el nimero de ¢éxitos y el nimero total de observaciones para cada
grupo. Para el primer grupo n = 118 sujetos y el nimero de exitos es de
0.30 - 118 = 35.4 sujetos. Para el segundo grupo n = 116 y el nimero de
éxitos es 44.08.

Utilizaremos la siguiente instruccion donde indicamos en primer lugar el
numero de ¢éxitos y después el tamano de muestra de cada grupo, siempre
en el mismo orden.

prop.test(x = c(35.4,44.08), n = c(118,116),

conf.level = 0.95, correct = FALSE).

Obtendremos como solucion

2-sample test for equality of proportions
without continuity correction

data: «c(35.4, 44.08) out of c(118, 116)
X-squared = 1.6691, df = 1, p-value = 0.1964
alternative hypothesis: two.sided

95 percent confidence interval:

-0.20099021 0.04099021
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sample estimates:

prop 1 prop 2
0.30 0.38

Observamos que el intervalo coincide con el obtenido previamente de

forma manual.

| I—

Ejemplo 8.2.2 % k/El

Se quieren comparar los resultados de cierto programa formativo implan-
tado en dos centros penitenciarios A y B de cierto pats. Para ello se decide
tomar una muestra aleatoria simple de tamano 36 en el centro A y otra de
tamano 45 en el centro B, de las que se obtuvieron:

Datos muestra centro A

EX | FR|EX | EX | EX |EX |EX | FR | FR
EX | FR|FR|EX |EX |EX |EX |EX | EX
EX|EX |EX |EX |EX |EX |EX | EX | EX
EX | FR|FR|EX |EX |EX | EX | EX | EX

Datos muestra centro B

EX|FR|FR |EX |EX |EX |EX | EX | EX
EX | FR|EX | EX |EX |EX |EX | FR | FR
EX | FR|FR|EX |EX | FR | EX | EX | EX
EX | EX |EX | FR|EX |EX |EX | EX | EX
EX | FR|FR|EX |EX |EX |EX | EX | EX

donde EX indica que el recluso supero satisfactoriamente el programa for-
mativo y FR que no lo superd. Como podemos observar en los centros A
y B fueron 29 y 34 reclusos los que superaron satisfactoriamente el proga-
ma formativo, respectivamente. Vamos a calcular un intervalo al 95% de
confianza para la diferencia de proporciones.

En este caso tenemos X ~ Be(py) = B(l,p1) e Y ~ Be(pe) =
B(1,p2), donde p; v pa representan las proporciones de reclusos que com-
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pletan satisfactoriamente el programa educativo. Con la informacion mues-
tral obtenemos
29 34

P1:%YP2:4_5

Un intervalo de confianza para p; — p2 al 95% de confianza es:

2_71 (1 _ﬁl) + 2_92 (1 _1_92)
T )

ICi_o(pr —p2) = | (D1 — Do) F Zla/z\/

Usando la informacion muestral obtenemos

29 7 34 11

29 34 2 as A= A=
ICh.95(p1 — p2) = <3_6 — E) +1.96 363636 + 454545

= [0.05 F 1.96 - 0.09195] = [0.05 F 0.1802] = [—0.1302, 0.2302] .

Podemos afirmar, con una confianza del 95 %, que la proporcion pobla-
cional de reclusos que superan satisfactoriamente el programa es similar en
ambos centros ya que el valor cero esta contenido en el intervalo.

Para resolver este problema con el programa tenemos de nuevo dos
opciones.

Si quisi¢ramos realizarlo en R commander, debemos introducir los
datos en dos columnas, de forma que una columna contenga los posibles
valores de la variable estadistica, EX y FR, y otra el centro al que pertenecen:

EX | CentroA
FR | CentroA
EX | CentroA
EX | CentroB
EX | CentroB
EX | CentroB
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Una vez hecho recuento de los valores en cada uno de los centros po-
demos utilizar R commander para introducirlos de forma mas rapida.

valor <- c(

rep(c("EX", "FR"), c(29, 7)),

rep(c("EX", "FR"), c(34, 11)))
grupo <- rep(c("centroA", "centroB"), c(36, 45))
datosCentros <- data.frame(valor, grupo)

Una vez realizada dicha operacion, pulsando los menus
Estadisticos — Proporciones — Test de proporciones para dos
muestras,
aparecera una ventana en la que seleccionaremos la variable grupo en la
casilla Grupos, y valor en la casilla Variable explicada. Como de
costumbre, elegiremos las opciones predefinidas en la pestana Opciones.

Si quisiéramos realizar el problema utilizando tmicamente instruccio-
nes en R podemos utilizar la siguiente instruccion donde indicamos en
primer lugar el nimero de ¢xitos y después el tamanio de muestra de cada
grupo, en el mismo orden.
prop.test(x = c(29, 34), n= c(36, 45),
conf.level = 0.95, correct = FALSE).

En ambos casos obtenemos los siguientes resultados:

2-sample test for equality of proportions
without continuity correction

X-squared = 0.28929, df = 1, p-value = 0.5907
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.1302234 0.2302234
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.8055556 0.7555556
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9.1. Introduccion a los contrastes de hipétesis para-

meétricas

Los intervalos de confianza presentados en temas precedentes se utilizaron pa-
ra estimar parametros desconocidos de poblaciones. Nos disponemos ahora a
estudiar los contrastes o tests de hipotesis, téenica que nos permitira tomar
decisiones sobre hipotesis planteadas acerca de ciertas caracteristicas pobla-
cionales.

Una hipotesis estadistica es una afirmacion, verdadera o falsa, respecto a
una caracteristica de la poblacion. Cuando las hipotesis se refieren al valor de un
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parametro poblacional desconocido, los contrastes se llaman paramétricos. Si
las hipétesis se refieren a Cualquier otra caracteristica, entonces diremos que el
contraste es no parameétrico. En este texto nos vamos a centrar en los contrastes
paramétricos.

Supongamos cierta poblacion en la que se estudia una variable aleatoria
con funcion de distribucion conocida, F'(2;6), pero que depende de un para-
metro desconocido, . Al ser 6 desconocido, usaremos contrastes en los que se
plantearan hipotesis sobre sus posibles valores.

En general, los contrastes de hipotesis suelen enfrentar dos hipotesis ex-
cluyentes. Una de ellas, llamada hipotesis nula (Hy), es aquella que provisional-
mente consideraremos verdadera, y que rechazaremos si la muestra proporciona
una alta evidencia en su contra. La otra, llamada hipotesis alcernaciva (Hy), es
la que aceptaremos en caso de rechazar la hipotesis nula.

En los contrastes paramétricos el conjunto de valores posibles para el para-
metro, llamado espacio parametrico y representado por ©, se considera dividi-
do en dos subconjuntos excluyentes, ©g y ©;.

El contraste de hipotesis suele presentarse con el siguiente esquema:

H()Zee@()

H1 0 c @1 (91)

donde Oy es aquella parte del espacio paramétrico formada por el conjunto de
valores que cumplen la hipotesis nula, mientras que ©1 es la formada por el
conjunto de valores que no la cumplen.

Definicion 9.1 Contraste o test de hiptesis es una regla de decision mediante la cual
optamos por una hipotesis u otra en base a la informacion muescral obtenida.

Cuando ©g o ©y estan compuestos por un unico elemento, la correspon-
diente hipotesis se dira que es simple. Este tipo de hipotesis suele expresarse
como f = 6. En otro caso, a la hipdtesis se le llamara compuesta, especifican-
do un intervalo de valores para el pardmetro (por ejemplo 6 > 6y).

Si nos fijamos en la hipotesis alternativa y ésta es compuesta, se consideran
dos tipos de contrastes:

(a) Contrastes unilaterales o de una cola. Son aquellos en los que conocemos
la direccion en que la hipotesis nula puede ser falsa. La forma que adopta

la hipocesis alternativa es @ > 6y o bien 8 < 6.

P 0 0
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(b) Contrastes bilaterales o de dos colas. Son aquellos en los que se desco-
noce en qué direccion puede ser falsa la hipétesis nula. En estos casos la
hipotesis alternativa tiene la forma 6 # 6.

Ejemplo 91.1

Cuando una determinada prueba sobre comportamiento delictivo se apli—
ca a la poblacion juvenil en general, se conoce que su puntuacion, X, se
comporta siguiendo una distribucion Normal con media = 75. Exis-
ten razones para pensar que en aquellos jovenes con mayor propension a
la delincuencia las puntuaciones son superiores.

Queremos aplicar la técnica de los contrastes de hipotesis. Al ser co-
nocida la distribucion de la variable que estudiamos (Normal), y querer
estudiar los posibles valores para el parametro media poblacional, usaremos
un contraste paramétrico. Parece logico pensar que nos interesa poner en
contraste la hipotesis nula Hy : g = 75 frence ala aleernativa Hy = 0 > 75

H()IILL:75
HlllLL>75

En este caso, la hipotesis nula es simple, mientras que la hipotesis alternativa
es compuesta. Se trata, ademas, de un contraste unilaceral.

Partimos de que la puntuacion media de la prucba es la dada por la
hipotesisnula (11 = 75). Silos resultados obtenidos a partir de una muestra
difieren notablemente de los esperados bajo tal hipotesis nula, nos veremos
obligados a rechazarla y aceptar la hipotesis alternativa.

| I—

En los contrastes parametricos, la hipotesis nula especifica cierto/s valor/es
para el parametro poblacional de una variable aleatoria de la que conocemos su
modelo de distribucion.

La forma de proceder consiste en, a partir de la informacion aportada por
una muestra aleatoria simple, evaluar un estimador (estadistico) del citado pa-
rametro. Si hay una “notable” diferencia entre el valor obtenido y el valor indi-
cadoenla hipétesis nula, concluiremos que existe una discrepancia signiﬁcativa
entre lo previsto por la hipotesis nula y lo observado con los datos muestrales, lo
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ue supondra el rechazo de la hipdtesis nula. Si por el concrario ambos valores
F
son “parecidos”, se concluira que no tenemos evidencia para rechazarla.
Se obtienen entonces dos regiones mutuamente excluyentes llamadas re-
gion critica y region de aceptacion.

Definicion 9.2 Se [lama rcgién critica o chién de rechazo, Rc, al conjunto de valores
del estadistico del contraste que nos lleva a rechazar la hipdtesis nula.

Definicion 9.3 Se llama region de acepracion, R 4, al conjunto de valores del estadts-
tico del contraste que nos lleva a no rechazar la hipotesis nula.

Curiosidad

La metodologia actual de contrastes de hipotesis es el resultado de los
trabajos de R.A. Fisher, ]. Neymann y E. Pearson entre 1920 y 1933.
Su logica es similar a la de un juicio penal donde debe decidirse si
el acusado es culpable o inocente. En un juicio la hipotesis nula, que
trataremos de mantener a no ser que las pruebas demuestren lo con-
trario, es que el acusado es inocente. El juicio consiste en aportar evi-
dencia suficiente para rechazar la hipotesis nula de inocencia mas alla
de cualquier duda razonable.

OBSERVACION 9.1
(a) Elrechazo de la hipotesis nula equivale a la aceptacion de la alternativa.

(b) El rechazo o no de la hipotesis nula debe entenderse en el sentido de que la
muestra ha proporcionado evidencia suficiente para ello.

Cuando se realiza un contraste de hipotesis pueden producirse dos tipos de
erTores.

Definicion 9.4 Se llama Error de tipo I al que se comete cuando se rechaza Hy siendo
cierta.

Definicion 9.5 Se denomina Error de tipo 11 al error que se comete cuando no se
rechaza Hy siendo falsa.
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La tabla siguiente muestra las distintas situaciones que pueden presentarse
al realizar un contraste de hipotesis.

’ H Hyj cierta | Hy falsa ‘
Rechazar Hy Error de tipo I | Decision correcta
No rechazar H Decision correcta | Error de tipo 11

Definicion 9.6 Se llama nivel de Signiﬁcacién o tamaro de la chién critica para un
contraste a

a = P(Error de tipo [) = P(Rechazar Hy | Hy es cierta)

El nivel de significacion se especifica antes de tomar la muestra, de manera
que los resultados obtenidos no influyan en su eleccion. De manera analoga
podemos escribir

B = P(Error de tipo [[) = P(No rechazar Hy | Hy es falsa)
Definicion 9.7 Definimos la potencia de un contraste como
P(Rechazar Hy | Hy es falsa) =1 — 3 = 1 — P(Error de tipo I1)

Cuando se realiza un contraste de hipotesis, lo ideal serta que las proba-
bilidades de ambos tipos de error, o y 3, fuesen lo mas pequerias posible. Sin
embargo no es posible la minimizacion simultanea de ambas. Lo que suele ha-
cerse en la practica es controlar el error mias importante (Error de tipo I) y
minimizar el otro. Se fija el nivel de significacion, o, y tratamos de obtener el
contraste que haga maxima la potencia.

9.2. Pasos para la realizacion de un contraste

(a) Planteamos el contraste indicando las hipotesis nula y alternativa.

(b) Seleccionamos una medida de la discrepancia o estadistico del contraste,
d, que mida la discrepancia entre el valor del parametro propuesto en
la hipotesis nula y el que podriamos deducir en base a la muestra. Se
necesita conocer la distribucion en el muestreo del estadistico d supuesto
que Hy es cierta. Esta medida evaluada con la muestra la simbolizaremos
con djy.
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(c) Usando el nivel de significacion a fijado inicialmente, determinamos la
region critica del contraste, Re.

(d) Obtenemos las conclusiones de tipo estadistico observando si la medida
de la discrepancia obtenida pertenece o no a la region critica.

Si dps pertenece a la region critica del contraste, esto es, si la diferencia
entre lo que esperamos de acuerdo a Hy y lo que observamos en la mues-
tra es muy grande como para ser atribuido al azar, entonces rechazaremos

Hy.

Si por el contrario no pertencce a la region critica del contraste, la di-
ferencia entre lo que esperamos de acuerdo con la hipotesis nula y lo
que observamos en la muestra es pequena, y por tanto, atribuible al azar.
Entonces, la conclusion sera no rechazar Hy.

(¢) Obtenemos las conclusiones de naturaleza no escadistica acordes al e-
nunciado del problema.

OBSERVACION 9.2 La conclusion de un contraste depende del valor de cv que hayamos
elegido, dado que dicho valor determina la regién critica.

Si en un determinado contraste dpy = 6.3y Re = (6.1, 400), la conclusion
seria rechazar Hy. Si para otro valor del nivel de significacion Re: fuese (2.3, 400),
la conclusion seria la misma pero no ast el grado de evidencia que la muestra aporta en
contra de Hy.

Teniendo en cuenta las reflexiones Comempladas en la observacion 9.2 la
mayoria de los paquetes estadisticos incorporan el concepto de p-valor.

Definicion 9.8 Se define el p-valor de un contraste como la probabilidad de obtener
una observacion muestral mas incompatible con Hy que la observada. Es decir, es el
menor nivel de significacién con el que debe rechazarse H,.

OBSERVACION 9.3

(a) Mientras que el nivel de significacion se fija a priori, el p-valor se determina a
partir de la informacion muestral.
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(b) Un p-valor grande nos indica que nuestro resultado muestral no es muy diferen-
te del resultado predicho por la hipotesis nula. Un p-valor pequerio indica que,
asumiendo que Hy es cierta, la diferencia entre el resultado muestral y lo predi-
cho por Hy no puede ser atribuido solamente al azar. Es por ello que debertamos
rechazar la hipotesis nula.

Cuanto menor sea el p-valor, menor sera la probabilidad de aparicién de una
discrepancia como la observada, y menor credibilidad tendra la hipéeesis nula.

(¢c) Enla practica, se compara el p-valor con el nivel de significacion o

(i) Si p-valor < « entonces rechazamos Hy.

(ii) Si p-valor > « entonces no rechazamos Hy.

(d) La eleccion del nivel de significacion, v, por parte del investigador dependera
de la importancia que otorgue a que la hipdtesis nula sea rechazada incorrecta-
mente. Los valores mas usuales para o son 0.01 y 0.05.

Habitualmente suele decirse que un contraste es estadisticamente significativo si
el p-valor es inferior a 0.05, y muy significativo si es inferior a 0.01.

(e) Con el p-valor se comparan probabilidades (areas) mientras que con la region
critica comparamos valores de la variable (abscisas).

OBSERVACION 9.4 En ocasiones los estudiantes de Criminologta obtienen en sus and-
lisis p-valores ligeramente por encima del valor del nivel de significacion, por ejemplo
p = 0.06 > a = 0.05, lo que implica que el contraste sea no significativo, generando,
en algunos casos, dudas por parte del estudiante.

En estas dudas subyace el haber comprometido todo nuestro estudio en términos de
superar o no una cota arbitraria: el nivel de significacion. Si esto sucediera, el estudiante
debera seguir con el razonamiento cienttfico, pudiendo argumentar su trabajo en los
siguientes términos:

(a) Eldiseno del estudio. ;El diseno del estudio es el adecuado?

(b) Calidad de las medidas. ;El mecanismo de seleccion y registro de muestras es
adecuado?

(c) ;Existen evidencias externas del fenomeno que estamos estudiando? (evidencias
previas en bibliografia).
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(d) Validez de las hipotesis asumidas y que subyacen en el analisis de datos.

Para mds informacién léase McShane y col. [McS+19].

9.3. Contrastes de hip(’)tesis en poblaciones Norma-

les

Analogamente a como hicimos en el caso de los intervalos de confianza, ob-
tendremos, en primer lugar, contrastes de hipotesis supuesto que la variable de
interes sigue una distribucion Normal.

Consideremos una poblacién descrita por lavariable aleatoria X ~ N (1, o)
ysea (X1, Xo, ..., X,) una mas. extraida de dicha poblacion.
9.3.1 Contrastes para la media
Varianza poblacional, o2, conocida

El estadistico del contraste (medida de la discrepancia), supuesta Hy cierta,

serd

X —
d=Zupy =~/ ~ N (0,1)
g

y, para un nivel de significacion «, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

| Contraste | Region critica |
g(l) Z ; ZE (=00, 2a/2) U (21-a/2, +00)
H . > H : =
H?ZQZE H2Z<Zz (_007204)
< -
Al I (o1ar 40
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Ejemplo 93.1 %\

Cuando un test sobre el comportamiento delictivo se aplica a la poblacion
juvenil en general, se sabe que la variable X'= “puntuacion obtenida en el
test”, X ~ N (72,10). Existen razones para pensar que en aquellos jovenes
con mayor propension a la delincuencia las puntuaciones en el test son
superiores. Para comprobarlo, se tomo6 una m.a.s. formada por 36 jovenes
conflictivos y se les sometio al test obteniendo las puntuaciones siguientes:

87.7170.6 | 66.0 | 80.5 | 77.9 | 82.7 | 88.2 | 98.7 | 89.4
67.2|64.7]73.2|83.1|782]80.7|63.9 753|644
87.9163.3 | 76.7|59.8|84.269.9|83.2|61.4]|76.2
63.8 | 68.8 193.9|60.1 | 78.5|78.2|93.6 | 88.3 | 78.8

Con un nivel de significacion del 5%, ;son fundadas nuestras sospe-
chas?

(a) Planteamos el contraste

H()I,u:?z
Hy:p>72

(b) Como o es conocida, el estadistico del contraste es

X — o

d:Zeacp: \/ﬁ

y sustituyendo g = 72, 0 = 10, T = 76.64, obtenida de la mues-
tra, y n = 36, se obtiene

76.64 — 72
dy = 1—0\/3_ —2.784

(¢) Laregion critica o region de rechazo, con un av = 0.05 es

Re = (21-a, +00) = (20.95, +00) = (1.6448, +00)
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(d) Comody =2.784 € Re, yaque dy = 2.784 > 1.6448, entonces

rechazamos la hipotesis nula con un nivel de significacion del 5 %.

(¢) Con un nivel de significacion del 5% podemos afirmar que la pun-
tuacion media en el test de los jovenes con mayor propension a la
delincuencia es superior a 72 puntos.

Si utilizamos el p-valor tendremos que calcular
p= Pld > dy]| = P|Z > 2.784] = 0.0027

Como p = 0.0027 < a = 0.05 entonces rechazamos Hy con un nivel de
significacion del 5 %. Notese que se trata de un contraste muy significativo
al ser su p-valor inferior a 0.01.

En la figura 9.1 representamos graficamente la relacion entre el p-valor,
el nivel de significacion y la region critica.

0.4

0.3

0.2 1

0.1+

0.0 1

Figura 9.1: El drca sombreada en gris corresponde con el nivel de significa-
cion (@ = 0.05) y el area sombreada en negro se corresponde con el p-valor
obtenido (p = 0.0027). La linea punteada indica el inicio de la region critica

en el eje horizontal (R = (1.6448, 4+00)).
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Varianza poblacional, 0%, desconocida

El estadistico del contraste (medida de la discrepancia), supuesta Hy cierta, en

€Ste Caso €S

X —

y, para un nivel de significacion «;, las regiones criticas para los diferentes tipos

d= texp -

de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

’ Contraste H Region critica

Ho @ = pio

—00, lp—1;a U (Th-1:1—a/2, +00
Hy o # o ( tia/2) U (tn-11-a/2 )

Ho:p > po Hy:p=po

_Ooytn— el
Hy:tp<po | Hi:p<po ( tia)

Ho:p < po Hy:p=po

tn—11-a, +00
Hy:p>po | Hi:p> pg (tn-1 )

Ejemplo 932 ) T

Supongamos que en el ejemplo 9.3.1la desviacion tipica poblacional, o, fue-
se desconocida, es decir, X'= “puntuacion obtenida en el test” ~ N (72, 0).
La informacion obtenida a partir de la muestra se vuelve a proporcionar
en la tabla siguiente:

87.7170.6 | 66.0 | 80.5 | 77.9 | 82.7 | 88.2 | 98.7 | 89.4
67.2164.773.283.1]782|80.7|63.9]|753|64.4
87.9163.3 | 76.7|59.8|84.269.9|83.2|61.4]|76.2
63.8 | 68.8 193.9|60.1 | 78.5|78.2|93.6 | 88.3 | 78.8

Con un nivel de significacion del 10 %, ;son fundadas nuestras sospe-
chas de que en jovenes con mayor propension a la delincuencia las puntua-
ciones en el test son superiores a 72 puntos?
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(a)

(b)

(d)

Planteamos el contraste
Hy:p="72
Hl LU > 72
Como o es desconocida, el estadistico del contraste es
X — po
d= texp = T\/ﬁ
C

Sustituimos en la expresion anterior g = 72,7 = 76.64y S, =
10.59, ambas obtenidas de la muestra, y n = 36, se obtiene

76.64 — 72
— T T2 /36 = 2.6289
da 10.59

La region critica o region de rechazo, con un o = 0.10 es

Reo = (th-1;1-a, +00) = (35090, +00) = (1.3062, +00)

Como dyr = 2.6289 € Re, ya que dyy = 2.6289 > 1.3062,
entonces rechazamos la hipotesis nula con un nivel de significacion

del 10 %.

Podemos afirmar que la puntuacion media en el test de los jovenes
con mayor propension a la delincuencia es superior a 72 puntos con
un nivel de significacion del 10 % .

Para concluir con el p-valor tendremos que calcular:

p=Pld> dy] = Pld > 2.6280] = P[t3; > 2.6289] = 0.00631938

Como p = 0.00631938 < a = 0.10 entonces rechazamos Hy con un
nivel de significacion del 10 %. Se trata de un contraste muy significativo

al ser su p-valor inferior a 0.01.
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El anterior contraste de hipotesis puede calcularse directamente con
R commander. Una vez introducidos los datos basta con pulsar los menus
Estadisticos — Medias — Test t para una muestra....
Después marcamos las opciones:

» Hipdtesis alternativa: media poblacional >mu0
» Hipétesis Nula: mu =72

El nivel de confianza no hace falta modificarlo ya que no interviene en el
calculo del contraste.
En este caso obtendremos del programa el siguiente resultado

> t.test(datos$x, mu = 72, alternative = "greater")
One Sample t-test

data: datos$x
t = 2.6284, df = 35, p-value = 0.006327
alternative hypothesis: true mean is greater than 72
95 percent confidence interval:
73.65695 Inf
sample estimates:
mean of x
76.63889

Observamos que obtenemos los valores p-valor= 0.006327 y d); =
2.6284 como los obtenidos de forma manual.

| I—

Poblacién no necesariamente Normal, y muestra con n > 30

En este caso, y en base a lo expresado en la observacion 6.3, en ausencia de la
hipotesis de normalidad y para muestras grandes (n > 30), la distribucion del
estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, seria aproximadamente normal.
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Es decir,

d = Zoyy = %\/_NN(O,U

Y, para un nivel de signiﬂcacién o, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:
p ) )

’ Contraste H Region critica ‘
g? Z ; Zg (=00, Zaj2) U (21-a/2, +0)
H . > H : =
Hy < | Hyip< (00, Z)
. < : =
FI I (21, +00)

Ejemplo 93.3 %\

En el articulo "Fear of Crime Among Korean Americans in Chicago com-
munities” [LUOO] se analiza el temor ante el delito entre los ciudadanos
estadounidenses de origen coreano que viven en Chicago. Para valorarlo
los investigadores idearon cierta medida cuyos valores pueden oscilar en-
tre 11y 110 unidades. Se tiene la sospecha de que en la poblacion en estudio
la puntuacion media es inferior a 82 puntos. Tomada una muestra de 721
ciudadanos la puntuacion media muestral fue de 81.05 con una cuasides-
viacion tipica de 23.43. Usando un nivel de significacion a = 0.01, reali-
zaremos el oportuno contraste para ver si es cierta la sospecha planceada.

(a) Planteamos el contraste

HO,U/Z82
Hy:p< 82

(b) Teniendo en cuenta que no sabemos si la poblacion sigue 0 no una
distribucion Normal y como n = 721 > 30, el estadistico del con-
traste es

X — o

d:Zezp: S

vn
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Sustituimos en la expresion anterior p9 = 82,7 = 81.05, s, =
23.43 yn = 721, obteniendose

81.05 — 82
= —V72l = —-1.
dy SEWE 7 0887

(¢) Laregion critica o region de rechazo, conun a = 0.01 es

Ro = (=00, 24) = (=00, 20.01) = (—00, —2.3263)

(d) Como dy = —1.0887 ¢ R, ya que dyy = —1.0887 > —2.3263,
entonces no tenemos evidencias para rechazar la hipotesis nula con
un nivel de Signiﬁcacién del 1%.

(¢) Podemos afirmar que la puntuacion media en el test considerado es
mayor, o igual, a 82 puntos con un nivel de significacion del 1% .

Si utilizamos el p-valor tendremos:
p=Pld < dy] = Pld < —1.0887] = P|Z < —1.0887) = 0.1381

Como p = 0.1381 > a = 0.01 entonces no rechazamos Hy con un nivel
de significacion del 1%.

Enla figura 9.2 representamos graficamente la relacion entre el p-valor,
el nivel de significacion y la region critica.
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0.4

0.3

0.2 1

0.1+

0.0 1

Figura 9.2: El area sombreada en negro corresponde con el nivel de significa-
cion (@ = 0.01) y delimita claramente la region critica en el ¢je horizontal
(R = (—00,—2.3263)). La linea punteada indica el valor de la medida de
discrepancia en el eje horizontal (dyr = —1.0887) y el final del drea que se
corresponde con el p-valor obtenido (p = 0.1381).

9.3.2 Contrastes para la varianza
Media poblacional, 11, desconocida

La distribucion del estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, sera:

n—1)S?
d= =% e
0

y, para un nivel de significacion «, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:
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Contraste H Region critica ‘
HQ . 0'2 = 08 2 2
H, : o2 ?é 0.(2) [07 Xn—l;a/2> U (Xn—l;l—a/27 +OO)
Hy:0* >0} Hy: 0% =0} 0,52_,.)
H,:0%< ag H,:0%< 0[2) 1An—lia
Hy:0* <o} Hy: 0% =0} (2 +00)
H,:0%> 0[2) H,:0%> US n-lil—a

Ejemplo 9.3.4 %\ \4E|

Utilizando los datos proporcionados enel ejemplo 9.3.2 vamos a plantear y
resolver un contraste para la varianza poblacional con el objetivo de estu-
diar si podemos asumir que o? < 200. Recordando que X'= “puntuacion
obtenida en el test” se distribuye normalmente, y que la informacion ob-
tenida a partir de la muestra es la que se ofrece en la tabla siguiente:

87.7170.6 | 66.0 | 80.5 | 77.9 | 82.7 | 88.2 | 98.7 | 89.4
67.2|64.7]73.2|83.1|782]80.7|63.9 753|644
87.9163.3 | 76.7|59.8|84.269.9|83.2|61.4]|76.2
63.8 | 68.8 193.9|60.1 | 78.5|78.2|93.6 | 88.3 | 78.8

Con un nivel de significacion del 5%, ;son fundadas nuestras sospe-

chas?

(a) Planteamos el contraste

Hy : 02 > 200
H, : 0? <200

(b) El estadistico del contraste es
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Sustituimos en la expresion anterior o2 = 200, s. = 10.59 yn =
36, obteniéndose

~35-10.59°

= 19.6259
200

dn

(¢) Laregion critica o region de rechazo, con un o« = 0.05 es

Re = [O,X§5;0.05) = [0, 22.46)

(d) Como dpyy = 19.6259 € R, ya que dpyy = 19.6259 < 22.46,
entonces rechazamos la hipotesis nula con un nivel de significacion

del 5%.
(e) Podemos asumir o2 < 200 con un nivel de significacion del 5 %.

Utilizando el p-valor tendremos:
p=Pld < dy] = P[d < 19.6259] = P[\% < 19.6259] = 0.0168

Como p = 0.0168 < « = 0.05 entonces rechazamos Hy con un nivel de
significacion del 5%. En este caso se trata de un contraste estadisticamente
signiﬁcativo ya que su p-valor es inferior a 0.05 Yy Nno es muy signiﬁcativo
al ser superior a 0.01.

El anterior contraste de hipotesis puede calcularse directamente con R
commander. Una vez introducidos los datos pulsamos los menus
Estadisticos — Varianzas — Test de varianza para una muestra.
En la ventana emergente indicamos:

» Hipétesis alternativa: varianza poblacional <o}
= Hipétesis Nula: o% =200

De nuevo hacemos notar que el nivel de confianza no hace falta modifi-
carlo ya que no interviene en el calculo del contraste. Obtendremos como
resultado:
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> sigma.test(datos$x, sigma = sqrt(200),
alternative = "less")

One sample Chi-squared test for variance

data: datos$x
X-squared = 19.624, df = 35, p-value = 0.0168
alternative hypothesis: true variance is less than 200
95 percent confidence interval:
0.0000 174.7057
sample estimates:
var of datos$x
112.1362

Por tanto, al obtener dj; = 19.624 y p-valor= 0.0168, podemos realizar

la misma conclusion que la expuesta con anterioridad.

Media poblacional, p, conocida

En el caso de que la media poblacional, y, sea conocida la distribucion del es-
tadistico del contraste, supuesta Hy cierta, sera:

y, para un nivel de significacion «;, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:
& &

‘ Contraste H Region critica ‘
P )
Z(l) Zz ] Z(% [0, Xi;a/Q) U (Xi;lfa/? +00)
Hy: 0% >0} Hy:0? =0} 0,12
H1:02<0(2) H1:02<0§ [ ’Xn?a)
Hy:0? <o} Hy:0? =0} 9
H,:0?> 0(2) H,:0?> 08 (X’"“l_a’ +00)
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o/ 4
9.4. Contrastes para la proporcion en una poblacmn
Bernoulli
Los siguientes contrastes son asintoticos en el sentido de que la distribucion del

estadistico la obtendremos pasando al limite y por tanto necesitaremos tama-
fios de muestras suficientemente grandes para que puedan ser tomados como

validos.
Sea una poblacién descrita por la variable aleatoria X ~ Be(p) = B(1, p)
y consideremos (X1, X, . .., X,,) unam.as. extraida de dicha poblacion. Sabe-

mos que el estimador proporcion muestral de exitos es el dado por la expresion,

/ .
n° de éxitos en la muestra

~

p=p=

n
y usamos como estadistico del contraste, supuesta Hy cierta:

d=Zppy = —2L0  CN(0,1) si n— o0
po (1 —po)
n
‘ Contraste H Region critica ‘
Hy:p=po
—00, 2q/2) U (Z1-a/2, +00
H, :p# po ( )V (21, +00)
Hy:p>po Hy:p=po
—00, 2
Hy:p<po Hy:p<po ( )
Hy:p<po Hy:p=po
Z1—a, 100
Hi:p>py | Hi:p>pg (=2 )

OBSERVACION 9.5 Enla prdcrica, para obtener una buena aproximacién suele usarse
como criterio que i 2> 30.

Ejemplo 9.4.1 %\ \ﬁ

Una fundacion patrocina un nuevo programa educativo que se ha implan-

tado en las prisiones de cierto pais. La fundacion sostiene que serd exitoso
en el 65 % de la poblacion reclusa matriculada, considerando exito el hecho
de que se complete un curso de seis meses de duracion del citado programa.
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Se decide tomar una muestra aleatoria simple de tamario 36, de la que se
obtuvo:

EX | FR|EX | EX | EX | EX |EX | FR | FR
EX|FR|FR |EX |EX |EX |EX |EX | EX
EX |EX |EX |EX |EX |EX |EX | EX | EX
EX | FR|FR|FEX |EX |EX |EX |EX | EX

donde EX representa exito y FR fracaso. En nuestro caso son 29 reclusos los
que completaron satisfactoriamente el curso (29 exitos). Con un nivel de
significacion del 5%, ;qué puede decirse acerca de la afirmacion realizada
por la citada fundacion?

(a) Para plantear el contraste debemos tener en cuenta la informacion

muestral p = — > 0.65. Entonces proponemos:

36
Hy:p=10.65
Hy:p>0.65

(b) Comon = 36 > 30, el estadistico del contraste es

D — Po
Do (1 —Po)
n

d= Leyp =

Sustituimos en la expresion anterior pg = 0.65,p = 36 =~ 0.8056,

obtenida de la muestra, y n = 36. Se obtiene

~0.8056 — 0.65

day — 2200 7 200
M 0.65 - 0.35
V" 36

(¢) Laregion critica o region de rechazo, con un a = 0.05 es

= 1.9573

RC = (Zlfa, +OO) = (20.95, +OO) = (16448, —|—OO)
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(d) Como dy = 1.9573 € Re, ya que dyy = 1.9573 > 1.6448,
entonces rechazamos la hipotesis nula con un nivel de significacion

dC] 5 %.

(¢) Podemos afirmar, con un nivel de significacion del 5%, que el pro-
grama serd exitoso en un porcentaje superior al 65 % de la poblacion
reclusa matriculada.

Usando el p-valor tendremos que calcular:
p=Pld> dy] = Pld> 1.9573 = P[Z > 1.9573] = 0.0252

Como p = 0.0252 < a = 0.05 debemos rechazar Hy con un nivel de
significacion del 5%. En este caso como el p-valor es inferior a 0.05 se trata
de un contraste estadisticamente significativo, pero no es muy significativo
al ser superior a 0.01.
Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o directamente ejecutando instrucciones de R.
Si quisiéramos realizar este ejercicio en R commander primero intro-
ducimos los valores de la misma forma que en el ejemplo 7.4.1 y despuces
pulsamos en el menu
Estadisticos — Proporciones — Test de proporciones para una
muestra. . .
Aparecera una nueva ventana con dos pestanas; en la primera elegimos la
variable en la cual estan los datos; en la segunda pestana elegiremos:

= Hipdtesis Alternativa: Prop. de la poblacidén >pO
» Hipétesis Nula: p =0.65
» Tipo de prueba: Aproximacidén Normal

El nivel de confianza dejamos el marcado por defecto.

Para resolver el problema mediante instrucciones directas nos basta
con conocer el niimero de ¢éxitos en nuestra muestra (29) y el nimero total
de datos (36). Utilizando la instruccion
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prop.test(29, 36, p=0.65, alternative = "greater",
correct = FALSE)

En ambos casos obtendremos el resultado mostrado a continuacion

1-sample proportions test
without continuity correction

data: 29 out of 36, null probability 0.65
X-squared = 3.8291, df = 1, p-value = 0.02519
alternative hypothesis: true p is greater than 0.65
95 percent confidence interval:

0.6774022 1.0000000

sample estimates:

%
0.8055556

En el resultado podemos observar que el p-valor= 0.0252 coincide con
el obtenido de forma manual.

9.5. Relacion entre intervalos y contrastes

Una vez finalizado tanto el estudio de los intervalos de confianza como el de los
contrastes de hipétesis paramétricas enuna poblacién, parece adecuado realizar
una importante reflexion sobre la relacion entre ambas técnicas.
Para una mejor comprcnsién vamos a verlo con un Cjcmplo. En concreto
usaremos el contraste
Ho : p= pio
Hy:p # po

para una poblacién N (1, o) con o conocida, compardndolo con el correspon-
diente intervalo de confianza para el parametro p.

Sea el intervalo I1C)_o (1) = X — Zl_a/gi X + Zl_a/gi . Siun
n

/i Vn
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determinado valor de 1, digamos pg, pertenece a IC_,(pt), se tiene que

— o — o

X =21 ap—F—=<p0o <X+ 21 0p—F
vn vn

. . .

Si pretendemos contrastar las hipotesis

Ho : pp = po
Hy:p# po

X — 1o
recordemos que el estadistico del contraste es d = Zexp = —\/ﬁ y que
o

la region critica asociada a dicho contraste, usando un nivel de significacion a,
es (—00, Za/2) U (21—a/2, +00).

Sid ¢ RC, no debemos rechazar Hy para un nivel de significacion o Esto
querria decir que

X - Ho
Zaj2 < Y Vn < ziiae
y teniendo en cuenta que Za/2 = —21-a/2, SC tiene que

X - 21704/2i <o <X+ 2’1704/2i
n vn
Es decir, o € 1C1—o ().

En caso de que d € RC para ese nivel de significacion , la hipotesis nula
debe ser rechazada y, siguiendo un razonamiento similar, concluiriamos que
po & 1C1 ().

En resumen, los valores del parametro no rechazados por el contraste para
un nivel de significacion a, son los puntos del intervalo calculado con un nivel
de confianza 1 — a, y viceversa.

OBSERVACION 9.6

(a) En los intervalos se contesta a la pregunta de con qué precision conocemos el
pardmetro y en los contrastes a la pregunta de si el parametro pudiera tomar un
valor determinado.

(b) Los intervalos tienen la ventaja frente a los contrastes de que siempre nos dan
una idea de la zona en la que se va a encontrar el parametro poblacional.
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10.1. Contrastes de hipotesis para dos poblaciones

Normales

A continuacion se obtendran contrastes de hipétesis en el supuesto de que las
variables de interes sigan distribuciones Normales independientes. Se conside-
raran dos poblaciones descritas por las variables aleatorias independientes X

~ N(ulagl) eY ~ N(,UQaO-Q)'

10.1.1 Contrastes para la comparacion de medias

Sean dos variables aleatorias X ~ N (p1,01) e Y ~ N (12, 02), independien-
tes, y consideremos que de cada una de ellas se extrae una m.a.s. que notaremos

(X1, Xo, ..o, X)) e (Y1, Ya, ..., Y,,,), respectivamente.
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Varianzas poblacionales Uf y Ug conocidas

El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

y, para un nivel de significacion a, las regiones criticas para los diferentes tipos

de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

’ Contraste Region critica ‘
Hoy @ pn = po
—00, 2a/2) U (21_a/2, +00
H13/i17é,u2 ( /2) (1 /2 )
Ho:pn > o Ho @ pn = o
—00, Zg
Hy oy < po Hy oy < po ( )
Ho @ py < o Hoy @ py = po
Z1—a, 100
Hy oy > o Hy oy > po (21 )
Ejemplo 10.1.1 &,

Se desean comparar las edades medias de los reclusos de los centros peni-

tenciarios de dos CCAA. Se consideran las variables:

X =“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. A7,

Y =“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. B,

de las que se conoce que se distribuyen segtiin una Normal con desviaciones

tipicas 9 y 5 anos, respectivamente. De cada comunidad autonoma se selec-

cionan al azar 50 reclusos, obteniéndose T = 41 afios e j = 38 afios. A la

vista de la informacion proporcionada, queremos estudiar si pueden con-

siderarse iguales las edades medias poblacionales en ambas comunidades

autonomas con un nivel de significacion del 5 %?

(a) Teniendo en cuenta la informacion muestral T = 41 > 3 = 38,
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Para COl’lC]uiT U,SaﬂdO 6] p—VZl]OT tendremos que ca]cular:

p= P[d > dy] = Pld > 2.0604] = P[Z > 2.0604] = 0.0197

CAPITULO 10
Contrastes de hipotesis para dos poblaciones Normales

planteamos ¢l contraste

Ho @ py = pio
Hy oty > po

El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

X-Y
d= Zegp = > >
o1 | 02
+ i
ny N2
Sustituimos en la expresion anterior 07 = 9, 09 = 5, T = 41,

Yy = 38,11 = 50 y ny = 50, obteniendose

41 — 38
92 52
50 50

La region critica o region de rechazo, con un oo = 0.05 es

RC = (Zl_a, —|—OO) = (20_95, +OO) = (16448, —|—OO)

Como dy; = 2.0604 € R¢, entonces rechazamos la hipotesis nula
con un nivel de significacion del 5%.

Por tanto, podemos decir que la edad media de los reclusos de los
centros penitenciarios de la comunidad autonoma A es superior a la
edad media de los de la comunidad B, con un nivel de significacion

del 5% .
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Como p = 0.0197 < a = 0.05 entonces rechazamos Hy con un nivel de
significacion del 5 %. Se trata de un contraste estadisticamente significati-
vo al ser el p-valor inferior a 0.05, pero no es muy significativo ya que es

superior a 0.01.

| —

Varianzas poblacionales 07 y 03 desconocidas y pueden suponerse iguales

En este caso el estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

X-Y
d = te:pp - 5 5 ~ tn1+n2—2
(n1 = 1)SE + (n2 — )55, ni+ny
ny + ng — 2 ning

y, para un nivel de significacién a, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

| Contraste | Region critica |
Z(l) 51 :é //Z (_OO’ tm;a/2) U (tm;l—a/zy +OO>
. > : —
R (o0t
. < : —
B | (- 19

siendom = ny +ng — 2.

OBSERVACION 10.1 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras gran-
des (n1 > 30y ng > 30), el estadistico del contraste seguiria, aproximadamente, una
distribucién N'(0, 1) y en las distintas regiones criticas se sustituiria el punto critico
de la distribucion t-de Student por el correspondiente de la distribucion Normal.
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Ejemplo 10.1.2

Se desean comparar las edades medias de los reclusos de los centros peni-
tenciarios de dos CCAA. Se consideran las variables:

X =“edad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. A”,
Y =“cdad de los reclusos de centros penitenciarios en Comun. Aut. B,

de las que se conoce que se distribuyen normalmente con desviaciones tipi-
cas poblacionales desconocidas, aunque pueden suponerse iguales. De ca-
da comunidad auténoma se seleccionan al azar 50 reclusos, obteniéndose
T = 41 anos, S., = 8.5 anos, ¥ = 38 anosy S., = 9.6 afios. A la vista de
la informacion proporcionada, queremos estudiar si pueden considerarse
iguales las edades medias poblacionales en ambas comunidades autonomas
con un nivel de significacion del 1 %?

(a) Teniendo en cuenta la informacion muestral 7 = 41 > y = 38,
planteamos el contraste

Hoy : pin = iz
Hy:py > po

(b) El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

X-Y
d=tezp =
(m = 1)SZ + (na = DSE ny +ny
ny + ng — 2 ning

Sustituyendo en la expresion anterior s., = 8.5, 5., = 9.6,7 = 41,
Yy = 38,n1 = 50 y ny = 50, obtenemos

41 — 38
dy =

\/49 -8.524+49-9.62 50+ 50

50 + 50 — 2 50 - 50

= 1.6544
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(¢) Laregion critica o region de rechazo, conun a = 0.01 es

Re = (tmia—a, +00) = (t9s,0.99, +00) = (2.3650, +00)
(d) Como dy; = 1.6544 ¢ R, entonces la muestra no proporciona

evidencia suficiente para rechazar la hipotesis nula con un nivel de
significacion del 1%.

(¢) Asies que, no podemos rechazar la igualdad de las edades medias
de los reclusos de los centros penitenciarios de ambas comunidades
autonomas, con un nivel de significacion del 1%.

Para concluir con el p-valor tendremos que calcular:
p=Pld> dy] = Pld > 1.6544] = Pltes > 1.6544] = 0.0506

Como p = 0.0506 > a = 0.01 entonces no rechazamos Hy con un nivel
de significacion del 1%.

| —

Varianzas poblacionales 07 y 03 desconocidas y se pueden suponer distintas

En este caso el estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

(X-Y)

siendo ¢ el entero mas proximo a
(Ty +T5)°
T? N T
ny — 1 Nog — 1

conT; = 57 /n; parai =1,2.

Para un nivel de significacion «, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:
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Contraste H Region critica ‘
Z? Zi ; Zz (_Oo7tg;a/2) U (tg;l—oc/% +00)
. > : —
B < | (20t
. < : e
Il I (ty1—s +00)

OBSERVACION 10.2 En ausencia de la hipotesis de normalidad, y para muestras gran-

des (n1 > 30y ng > 30), el estadistico del contraste seguiria, aproximadamente, una

distribucién N'(0, 1) y en las distintas regiones criticas se sustituirta el punto critico
de la distribucion t-de Student por el correspondiente de la distribucion Normal.

Ejemplo 10.1.3 S “F

Supongamos que dieciocho personas con problemas de drogadiccion son
asignadas aleatoriamente a dos formas de recibir un tratamiento. El grupo
Lesta formado por aquellos que son hospitalizados, mientras que el grupo 2
lo componen aquellas personas que reciben un tratamiento extrahospitala-
rio (ambulatorio). Durante un mes se recoge informacion sobre el nimero
de positivos en el test de drogas. Se obruvieron los siguientes resultados:

Grupo 1

1

3

2

2

4

2

0

Grupo 2

112

7

4

5

0

3

8

Suponemos que ambas poblaciones siguen aproximadamente distribucio-
nes Normales independientes con desviaciones tipicas poblacionales que
pueden suponerse distintas (posteriormente se comprobara con el adecua-
do test). Vamos a plantear un contraste para comparar las medias pobla-
cionales entre los grupos 1y 2 con un nivel de significacion del 5 %.

Consideremos las variables:

X =“numero de positivos de los reclusos bajo tratamiento hospitalario”,
Y =“numero de positivos de los reclusos bajo tratamiento ambulatorio”,

(a) Realizados los calculos oportunos con la informacion muestral se
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tiene T = 1.8889 <y = 3.4444, plantcamos ¢l contraste

Ho :pi = pio
Hy:pn < o

El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

X-Y
d=tesp = - -

Scl _|_£

1 %)

Sustituyendo en la expresién anterior 52, = 1.3611, s2, = 7.7778,
T = 1.8889,y = 3.4444, n1 = 9y ny = 9, obtenemos

1. — 3.4444
5589 — 3 = —1.5436

M \/1.3611 PEE -
9 9

La region critica o region de rechazo, con un o = 0.05 es
RC = (—OO,tg;a) = (—OO7t11;0.05) = (—OO, —].7959)

Los grados de libertad g = 11, se han obtenido usando el entero
mas proximo al valor de

T, + Ty)* 0.1512 + 0.8642)
(2 1+ T) — = ( s )2 =10.7172
Ik 15 0.1512 . 0.8642
ny — 1 g — 1 8 8
donde 77 = 1.3611/9 y T, = 7.7778/9.
Como dyr = —1.5436 ¢ R, entonces la muestra no proporciona

evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula con un nivel de
significacion del 5 %.
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(¢) No podemos rechazar la igualdad del nimero medio de positivos en
ambas formas de recibir el tratamiento, con un nivel de significacion

del 5 %.
Para concluir con el p-valor tendremos que calcular:
p= Pld < dy| = Pld < —1.5436] = P[t;; < —1.5436] = 0.0755

Como p = 0.0755 > a = 0.05 entonces no rechazamos Hy con un nivel
de significacion del 5 %. Este contraste no es estadisticamente significativo
al ser el p-valor superior a 0.05.
Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o directamente ejecutando instrucciones de R.
En el caso de que hagamos el ejercicio con R commander, introducire-
mos los datos tal y como se explicaba en el ejemplo 8.1.3. De esta manera,
podemos seleccionar el ment
Estadisticos — Medias — Test t para muestras independientes
En la venta emergente que aparecera tendremos la variable Grupo en la
casilla Grupos, y Variable en la casilla Variable explicada. En la
pestana Opciones elegimos las siguientes opciones:

» Hipétesis Alternativa: Diferencia <0
» jSuponer varianzas iguales? No

El nivel de confianza dejamos el que viene por defecto.
Para resolver el ¢jercicio directamente con instrucciones de R debemos
introducir los datos del problema utilizando
x1 <-c(2, 1, 3,1, 2, 2, 4, 2, 0)
x2 <-c(1, 2, 7, 1, 4, 5, 0, 3, 8)
y para obtener el contraste indicamos
t.test(xl, x2, var.equal = FALSE, mu=0, alternative='less')

En ambos casos obtenemos lo siguiente

Welch Two Sample t-test
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data: x1 and x2
t = -1.5437, df = 10.717, p-value = 0.07583
alternative hypothesis:
true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 0.2585195

sample estimates:
mean of x mean of y

1.888889 3.444444

Observamos que los resultados son similares a los obtenidos de forma

manual.

| —

10.1.2 Contrastes para la comparacién de varianzas

El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta es:
2

C1
d= fe:ljp = 8_2 ~ Fnl—l,nz—l
Cc2

y, para un nivel de significacion «, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

’ Contraste H Region critica ‘
Hy: 0% = 03
Hl . 0% ?é O'% [07 fn,m;a/Q) U (fn,m;l—a/% +OO)
Hy : 0} > 03 Hy : 0} = 05 0. Fo )
H1 ZO'%<O'§ H1 IO’%<O’% VY e
2 2 R R
H1 : O'% > O'g H1 : O'% > O'% L=

siendon =n; —lym=mny — 1.

OBSERVACION 10.3 Con el objetivo de escoger el contraste o el intervalo de confian-
za adecuado para la comparacion de medias poblacionales, es habitual realizar pre-
viamente un contraste o un intervalo para comprobar si se pueden asumir varianzas
poblacionales iguales.
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Ejemplo 10.1.4 &,

Diversos estudios criminologicos se centran en el estudio de la edad del
primer ingreso de un individuo en prision y en ellos, ademas interesa com-
parar la media de edad del primer ingreso entre reclusos reincidentes y no
reincidentes. Para cierta comunidad auténoma se consideran las variables
de estudio:

X=“edad del primer ingreso en prision entre los no reincidentes”,
Y= “edad del primer ingreso en prision entre los reincidentes”.

Una m.a.s. de 68 reclusos no reincidentes arrojo T = 21.9 afios y s, = 7.2
anos. De una m.a.s. de 89 reclusos reincidentes se obtuvo 7 = 16.9 anos y
Se, = 4.2 anos. Supuesta la normalidad e independencia de las variables
consideradas interesa realizar un contraste para comparar las edades me-
dias del primer ingreso en prision entre reclusos no reincidentes y los que st
lo son. Como son desconocidas las desviaciones t{picas pob]acionales, de-
bemos en primer lugar hacer un estudio para ver si, aunque desconocidas,
estas se pueden considerar similares o no.

Esta misma cuestion fue resuelta con la téenica de los intervalos de
confianza. Ahora vamos a realizar el mismo cjercicio pero siguiendo los
pasos aprendidos para realizar el contraste de hipétesis OpOrtuno.

(a) Para nuestro objetivo planteamos el contraste

Ca2 2
HO.O'%—U%
Hy : oy # 03

(b) El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

2

Sz,
d:]:emp:S_Q
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Sustituyendo en la expresion anterior los valores arrojados por la
muestra S, = 7.2y S., = 4.2 obtenemos

2

7.2
dy = — = 2.
M= 5 9388

(c) Laregion critica o region de rechazo, con un @ = 0.05 es
RC - [Oafnl—l,nz—l;oz/Z) U (]:nl—l,ng—l;l—a/Qu +OO)
= [0, For.88:0.025)U(For.88:0975, +00) = [0,0.6314)U(1.5618, +00)

(d) Como dy € Re, entonces la muestra proporciona evidencia sufi-
ciente para rechazar la hipotesis nula con un nivel de significacion

dCl 5%.

(¢) Podemos rechazar la igualdad de varianzas poblacionales, con un
nivel de significacion del 5%.

Ejemplo 10.1.5 %\ \4E|

Con los datos proporcionados en el ejemplo 10.1.3, y mediante el oportuno
contraste, estudiese si las varianzas poblacionales pueden considerarse si-
milares con un nivel de significacion del 5 %.

(a) Para nuestro objetivo planteamos el contraste

o2 2
.42 2

(b) El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

S2
d:Fexp:ST
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Sustituyendo en la expresion anterior los valores arrojados por la
muestra 821 =136y 822 = 7.78 obtenemos

1.36
dy = —— = 0.1
M= g =010

(¢) Laregion critica o region de rechazo, con un a = 0.05 es
Re =10, Fo—1na—t130/2) U (Foi—1ns—151—a/2, +00) =
= [0, Fs,5:0.025) U (Fs.8,0.975, +00) = [0,0.2256) U (4.4333, +00)

(d) Como dy € Re, entonces la muestra proporciona evidencia sufi-
ciente para rechazar la hipotesis nula con un nivel de significacion

del 5 %.

(¢) Podemos rechazar la igualdad de varianzas poblacionales, con un
nivel de significacion del 5 %.

Para resolver el ejercicio con el programa podemos usar dos opciones,
mediante R commander o mediante instrucciones de R.

Siutilizamos R commander, en primer lugar seguiremos los pasos des-

critos en el ejemplo 8.1.3 para apilar los datos. Una vez hecho esto, segui-
remos los pasos indicados en el ejemplo 8.1.5, pulsando los ments
Estadisticos — Varianzas — Test F para dos varianzas.
En la ventana emergente elegiremos la variable que queremos analizar, ast
como la variable de agrupacion. Tendremos una pestafia mas, Opciones,
en la que dejaremos marcadas las opciones predefinidas en el programa,
Hipétesis alternativa: Bilateraly 0.95 para el nivel de confian-
za.

Siutilizamos instrucciones directas de R debemos seguir los pasos des-
critos en el ejemplo 10.1.3 para introducir los datos y ejecutar la instruccion
var.test(x1l, x2, conf.level = 0.95).

En ambos casos el resultado obtenido sera

F test to compare two variances
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F =0.175, num df = 8, denom df = 8, p-value = 0.02359
alternative hypothesis: true ratio of variances is not
equal to 1
95 percent confidence interval:
0.03947434 0.77582048
sample estimates:
ratio of variances
0.175

En este caso obtenemos el mismo valor dy; = 0.175 y un p-valor de
0.02359. Interpretando la informacion obtenida concluiremos que no po-
demos asumir varianzas poblacionales igua]es con una signiﬁcacién del
5%, dado que p = 0.02359 < « = 0.05. Se trata, por tanto, de un

contraste estadisticamente significativo.

10.1.3 Contraste para la comparacién de medias con muestras parea-
das

En este apartado vamos a estudiar un contraste de hipotesis para comparar las
medias de dos poblaciones normales que no pueden suponerse independientes.
Como ya se comento en el tema de intervalos de confianza para dos poblacio-
nes, si por ejemplo se pretende estudiar la efectividad de cierta terapia, trata-
miento o accion sobre cierto tipo de delitos o delincuentes, las muestras suelen
obtenerse evaluando a los mismos individuos antes y despucs de la aplicacion
de la citada rerapia, tratamiento u accion. Recordemos que a las muestras ast
obtenidas se les denomina muestras pareadas.

Sean (X1, Xo, ..., X,,) e (Y1, Y, ..., Y,) mas. tcomadas de las poblacio-
nes no independientes N (pu1, 01) y N (2, 02), respectivamente. En este caso
suele reducirse la informacion a una sola muestra (Dy, Do, ..., D,,), en la que
cada D; = X; —Y;, 1 =1,2,...,n. El estadistico del contraste, supuesta Hy
cierra, es:

D

d=toyy = ——= ~1t,_
P S /Vn !
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n n

S b > (D - D)’
donde D = izln y 82 = = 3

Para un nivel de significacion a, las regiones criticas para los diferentes tipos

de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

’ Contraste H Region critica ‘
gﬁﬁﬁiﬁi (=00, tma2) U (tmi1 a2, 400)
: > : —
i< | < (=20t
. < : —
B e | (o 409

SiGl’ldO enestecasom =n — 1.

Ejemplo 10.1.6 %\

Supongamos que un departamento de policia selecciona aleatoriamente
una muestra de 35 zonas de alto nivel de criminalidad en cierta ciudad. El
departamento asigna un oficial de policia para patrullar durante un mes
en cada una de las zonas seleccionadas. Se quiere estudiar si la medida es
efectiva para reducir el nimero de llamadas solicitando el servicio de la
policfa.

Se tiene informacion sobre el nimero de llamadas de emergencia a la
policia para el mes anterior a la presencia policial y para el mes durante
el cual la policia estaba presente. Los datos proporcionaron el siguiente

resumen muestral: 7 = 30,y = 20y S, = 9.2259.

(a) Como se desean comparar el nimero de llamadas a emergencia en
el mes anterior a la presencia policial (X) y el numero de llama-
das después (Y), se trata de datos pareados. Teniendo en cuenta la
informacion muestral 7 = 30 > 7 = 20, planteamos el contraste

Hoy : pp < po (Lamedida no es efectiva)
Hy:pp > po (Lamedida es efectiva)
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(b) El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

D

d=toyy = —— ~t,_
P Sy /Vn '

Sustituyendo en la expresion anterior S.,, = 9.2259, D =7 -y =
10 y n = 35, obtenemos

10

dyy = —————— = 6.4125
M 9.2259//35

(¢c) La regién critica o regién de rechazo, conun & = 0.05 es

Re = (th—1;1—a, +00) = (t34,0.95, +00) = (1.6909, +00)

(d) Como dyr = 6.4125 € R¢, la muestra proporciona evidencia sufi-
ciente para rechazar la hipotesis nula con un nivel de significacion

del 5 %.

(e) Podemos decir que la medida adoptada es efectiva (el nimero me-
dio de llamadas de emergencia a la policfa €s superior antes de la
presencia policial) con un nivel de significacion del 5 %.

Para concluir con el p-valor tendremos que calcular:
p = Pld > dy| = Pld > 6.4125] = P[ts; > 6.4125] = 1.26073 - 10"

Claramente rechazamos Hj con un nivel de significacion del 5%. El con-
traste es muy significativo.
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10.2. Contrastes para la comparacién de proporcio-

nes

Nos disponemos ahora a obtener contrastes de hipotesis en el supuesto de que
las variables de interes sigan distribuciones de Bernoulli independientes.

Consideremos dos poblaciones descritas por las variables aleatorias inde-
pendientes X ~ Be(p1) = B(l,p1) e Y ~ Be(p2) = B(1,p2) de las que
extraeremos las m.as. (Xp, Xo, ..., Xy, ) e (Y1,Ys, ..., Y,,), respectivamen-
te. Los contrastes que se obtendran seran aproximados y se requeriran tamanos
de muestras suficientemente grandes.

En este caso el estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

A= Ty = —e P2 L N(0,1)
\/pl(l—p1)+p2(1—p2)

ni no

cuando ny — 00y ngy — 00.
Para un nivel de significacion a, las regiones criticas para los diferentes tipos
de contrastes aparecen recogidas en la siguiente tabla:

’ Contraste H Region critica ‘
Ho 2 (=29 20/2) U (s1-02: +20)
H . > H : —
H(1) 21131 < ];z H(l) :zi < gz (=00, Za)
. < : =
Z(l] zi > iz Z? zi > gz (#1-a, +00)

OBSERVACION 10.4 En la practica, para obtener una buena aproximacion suele usar-
se como criterio que ny > 30 y que ng > 30.

Ejemplo 10.2.1 N “H

En un estudio llevado a cabo en cierto condado de Arizona los investigado-

/ . . . .

res pretendian examinar si la realizacion de controles de drogas a aquellos
acusados que eran dejados en libertad antes del juicio tenta algin impacto
en cuanto a posibles faltas por incomparecencia a las vistas. Compararon
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dos grupos de acusados. El primero de ellos fue monotorizado con contro-
les de drogas dos veces a la semana, mientras que el segundo estaba formado
por acusados que se dejaron en libertad sin haber pasado ningin tipo de
control. La seleccion fue realizada a lo largo de seis meses y los acusados se
asignaban a uno u otro grupo al azar. Se obtuvo una m.a.s. de 118 sujetos
del primer grupo y de 116 del segundo (grupo control). E1 30 % del primer
grupo v el 38 % del grupo de control no comparecieron a las vistas durante
el periodo de seguimiento. Los investigadores estaban interesados en saber
si se puede inferir a nivel poblacional una diferencia significativa entre las
proporciones de incomparecencias de los dos grupos de acusados, con un
nivel de significacion del 5 %.

(a) Para nuestro objetivo podemos plantear el contraste

Hy:p1 = ps
Hy:py #po

(b) El estadistico del contraste, supuesta Hy cierta, es:

D1 — Do
\/]_)1(1 _ﬁl) + ﬁQ(l _ﬁ2>

ni na

d= Zegp =

Sustituyendo en la expresion anterior los valores arrojados por la

muestra p; = 0.30, Dy = 0.38, ny = 118 y ny = 116 obtenemos

0.30 — 0.38

dy =
\/0.30 -0.70 N 0.38 - 0.62
118 116

= —1.2959

(¢) La regién critica o regién de rechazo, conun & = 0.05 es
Ro = (—007 Za/2) U (Zl—a/27 +00)

= (—00, 20.025) U (20.975, +00) = (—00, —1.96) U (1.96, +00)

248




CAPITULO 10
Contrastes para la comparacién de proporciones

(d) Como dy ¢ Re, no tenemos evidencia suficiente para rechazar la
hipotesis nula con un nivel de significacion del 5%.

(¢) Conelnivel de significacion considerado no rechazamos la igualdad
de proporciones poblacionales. Es decir, los investigadores conclu-
yeron que los tests sistematicos de drogas no consiguen un cambio
signiﬁcativo en las faltas por incomparecencia a las vistas.

Si queremos concluir con el p-valor tendremos que calcular:
p=2-Pld< —12959] =2 P[Z < —1.2959] = 2-0.0975 = 0.1950

Como p = 0.1950 > a = 0.05 entonces no rechazamos Hy con un
nivel de significacion del 5%. Este contraste no es estadisticamente signi-
ficativo.

En la figura 10.1 representamos graficamente la relacion entre el p-
valor, el nivel de significacion y la region critica.

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1+

0.0 1

Figura 10.1: El drea sombreada en negro corresponde con el nivel de signifi-
cacion (e = 0.05), donde se identifican facilmente las dos partes dela regién
critica en el eje horizontal (Rg = (—00, —1.96) U (1.96, +00)). La linea
punteada indica el valor de la medida de discrepancia en el eje horizontal

(dy = —1.2959) y el final del area que se corresponde en este caso con la

mitad del p-valor obtenido (p/2 = 0.0975).
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Para resolver el problema utilizando R, utilizaremos la siguiente ins-
truccion donde indicamos en primer lugar el nimero de ¢éxitos y despucs
el tamario de muestra de cada grupo, en el mismo orden.
prop.test(x = c(35.4, 44.08), n = c(118, 116),
alternative="two.sided", correct = FALSE)

Obtenemos como resultado

2-sample test for equality of proportions
without continuity correction

data: c(35.4, 44.08) out of c(118, 116)
X-squared = 1.6691, df = 1, p-value = 0.1964
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.20099021 0.04099021
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.30 0.38

Observamos que el p-valor obtenido es similar al calculado de forma
manual, por lo que obtendriamos la misma conclusion en ambos casos.

| —

250



Apendice A
Primeros pasos en R

En las dltimas decadas hemos asistido a un gran avance en los sistemas de adqui-
sicion de datos. Esto ha provocado que podamos acceder a un volumen ingente
de informacion, que junto a la complejidad en los formatos, hace necesario el

. ! . ~ /1. . ! .
uso del ordenador para realizar, de forma rapida y eficaz, los analisis estadisti-
Cos.

Por tanto, es prioritario que el estudiante de Criminologia adquiera com-
petencias en el manejo de una herramienta informatica que le ayude a la resolu-
cion de problemas a partir de fuentes de datos relacionadas con la criminalidad.

En este sentido, la gran variedad de software estadistico disponible en el
mercado, hace que nos planteemos que tipo de programas seria el adecuado

. !/ . li . . . .
para aplicar las teenicas estadisticas estudiadas. En nuestra Universidad se han
utilizado, entre otros, SPSS, Statgraphics, Matlab, ctc. Sin embargo, nosotros
optaremos por el proyecto de estadistica computacional R junto con la interfaz
de usuario R commander.

A.d. ;Por qué utilizamos R?

Actualmente hay gran cantidad de software que podria ser valido para realizar
analisis estadisticos. Sin embargo, algunos programas estadisticos van mas alla
de aplicar una serie de funciones a un conjunto de datos, pudiendo extender las
funciones predefinidas en el programa base a otras de interés para el andlisis.
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En la actualidad Python y R son dos de los lenguajes de programacion mas uti-
lizados en el analisis de datos, pudiendo encontrar entornos de programacién
completos que facilitan la creacion de funciones y librerias para los estudios
mas avanzados (Rstudio, Rodeo, Spyder, etc.).

Brevemente podemos decir que R es un entorno estadistico multiplatafor-
ma (lo podemos utilizar en sistemas Windows, GNU-Linux 0 MacOSX) con
licencia GNU, es decir, soﬁware libre. Existe un equipo ﬁjo que desarrolla el nu-
cleo del programa, y un gran nimero de desarrolladores voluntarios creando
librerfas que facilitan a los investigadores sus andlisis.". Existen varias razones
a favor del uso de R en el ambito universitario. Los principales beneficios para

un estudiante podrian resumirse en:

R es gratuito.
Los analisis pueden ser reproducibles desde el punto de vista cientifico.
R tiene un excelente sistema de ayuda.

R tiene un excelente sistema grafico.

G W D

Los usuarios puede migrar facilmente de software comercial (SPSS, Stat-

graphics, S-Plus) a R.

6. R posee un sistema de programacion muy potente, incluyendo funciones
estadisticas preinstaladas en el programa.

7. Los estudiantes de R pueden ampliar el potencial del programa utilizan-

do funciones programadas por ellos mismos.

Sin embargo, no todo son beneficios, tambien existen inconvenientes:

1. Tiene una interfaz grafica muy limitada. Esto significa que sera “duro”,
al principio, aprender a utilizar la consola de comandos por st sola.

2. No hay soporte comercial. Sin embargo, hay que reconocer que los fo-
ros, y las listas de distribucion suelen aportar mas ayuda que el servicio

tecnico de los programas.

3. El lenguaje utilizado en la consola de comandos es un lenguaje de pro-
gramacion, y por tanto, el estudiante debe aprender la sintaxis basica de
programacién

'Pagina web del proyecto R es http://www.r-project.org
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El paquete R-UCA

A.1.1 ;Qué es R commander?

Como hemos apuntado anteriormente, el primer inconveniente con el que se
encuentra un usuario no experimentado es la limitacion de la interfaz grafica.
Podemos encontrar varias soluciones para este problema, es decir, interfaces
graficas “amigables” que permiten al usuario trabajar mediante el uso de menus
y ventanas emergentes. De dichas interfaces graficas, cabe destacar: R comman-
der ? y Jamovi .

La Universidad de Cadiz, y en concreto el Departamento de Estadistica e
Investigacion Operativa, ha apostado fuerte por el paquete estadistico R y la
interfaz grafica R commander, creando, a partir de ella, un proyecto propio

llamado R-UCA, disponible para Windows y Linux. *

A.2. Elpaquete R-UCA

El proyecto R-UCA nos ofrece el software estadistico R, la interfaz grafica R
commander y una seleccion de paquetes de uso frecuente. Los paquetes son ex-
tensiones del programa que facilitan en algin sentido la funcionalidad del mis-
mo. Las ventajas de usar R-UCA podrian resumirse en:

1. Se instala en un Unico paso.

2. Permite instalar R en un ordenador sin conexion a Internet.

3. Lainterfaz grafica R commander se activa al iniciar el programa.
4

. En caso de desinstalacion se borran todos los ficheros de R-UCA.
La ultima version estable del paquete puede descargarse en
http://knuth.uca.es/R/R-UCA
El proyecto R-UCA proporciona una pagina web con informacion deta-

llada de manuales y libros propios °, ast como una muestra de materiales con
posibilidad de acceso a Internet:

*M4s informacién en http://knuth.uca.es/moodle/course/view.php?id=51

*Més informacién en https://www.jamovi.org/

“Mas informacién en http://knuth.uca.es/R/doku.php

*Debemos tener en cuenta que en el tiempo de elaboracién de estas practicas
pueden haber aparecido nuevos manuales de ayuda.
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http://knuth.uca.es/R/doku.php?id=documentacion

Cabe destacar el manual Estadistica Bdsica con R yR commander [Arr+08] ast
como el curso Introduccién a R y R commander en dicha pagina web.

A.2.1 Instalacién del paquete y primera pantalla

Una vez accedamos a la direccion http://knuth.uca.es/R/R-UCA, apare-
cerd automaticamente una ventana para descargar un archivo ejecutable. Guar-
damos este archivo (en el escritorio por ejemplo), y una vez descargado, lo eje-
cutamos y procedemos a instalar el programa.

Si hemos instalado el paquete R-UCA, cada vez que iniciemos el programa
se activara automaticamente R commander. En caso de que la ventana de R
commander no aparezca, prucbe a teclear lo siguiente en la consola de comandos:

> library(Rcmdr)

Sino obtiene ninguna respuesta con la instruccion anterior, signiﬁcar;’l que
el paquete R commander esta cargado, pero la ventana principal no se ha acti-
vado aun. Pruebe entonces a teclear:

> Commander ()

El aspecto de la ventana principal puede verse en la figura A.1. Los elemen-
tos que la componen son: titulo de la ventana, barra con menus desplegables, barra
para el tratamiento de datos, ventana de instrucciones (con boton ejecutar), ventana de
resultados y mensajes. El acceso a cada uno de los elementos anteriores se realiza
mediante el raton. Especificamente, la barra de ments desplegables contiene:

Fichero... Cambia el directorio de trabajo, abre/guarda las instrucciones dadas
en una sesion de trabajo, guarda los resultados obtenidos en la sesion de
trabajo, guarda el entorno completo de trabajo.

Editar... Opciones para cortar, copiar, pegar, borrar, buscar, etc.; para las ven-
tanas de instrucciones y resultados.

Datos... Gestion de datos.
Estadisticos Calculo y aplicacion de tecnicas estadisticas.

Grificos... Representacion de graficos.
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@ R Commander - a

Fichero Editar Datos Estadisticos Gréficas Modelos Distribuciones Control de calidad Herramientas Ayuda

(R conjunto de datos: || <No hay conjunto de datos activo>| |/ Editar conjunto de datos| [l Visualizar conjunto de datos| Modelo: | % <No hay modelo activo>

R Script |R Markdown

salida ‘ g Ejecutar

Mensajes

[1) NOTA: Versién de R Commander 2.7-1: Mon Apr 04 17:35:15 2022
Figura A.1: Ventana principal de R commander

Modelos Aplicacion de modelos especificos para el analisis de datos.

Distribucion... Creacion de muestras, calculo de cuantiles, probabilidades de
modelos probabilisticos (continuos y discretos).

Herramientas... Carga paquetes y establece las preferencias de R commander.

Ayuda... Ayuda de R commander.

A.2.2 Instalar paquetes adicionales

Como hemos apuntado anteriormente, el proyecto R-UCA trae instalados de
forma predefinida varios paquetes especificos para su uso. Sin embargo, el es-
tudiante podria necesitar paquetes adicionales diferentes a los instalados de
forma predefinida. Veremos a continuacion los pasos para instalar y cargar,
por ejemplo, el paquete llamado samplingbook®.

La siguiente instruccion instalara el paquete mencionado:

install.packages("samplingbook", dependencies = TRUE)

Si nos apareciese una ventana para el e]egir Secure CRAN mirrors debere-
mos seleccionar una de las opciones disponibles (por ejemplo 0-Cloud [hteps])

®M4s  informacién  en  https://www.rdocumentation.org/packages/
samplingbook/versions/1.2.4
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y pulsar Aceptar. Debemos esperar unos segundos a que se lleve a cabo la ins-
talacion. El tiempo de espera dependera del paquete a instalar.

Una vez instalado el paquete, para utilizarlo debemos cargarlo primero. Pa-
ra cargarlo tenemos dos opciones:

» UsarelmenuHerramientas ->Cargar paquetes,seleccionarel nom-
bre del paquete y pulsar Aceptar.

» Urtilizar la instruccion: library ("samplingbook")

Hemos utilizado como ejemplo el paquete de nombre samplingbook pero
se podra instalar cualquier otro paquete utilizando el nombre correspondiente.

A3. El conjunto de datos

R commander dispone de tres modos fundamentales para la carga de conjuntos
de datos: (1) de forma manual, (2) mediante la importacion de archivos con
formatos externos y (3) haciendo uso de los datos de ejemplos presentes en
los paquetes instalados. La opcion de cada uno de estos modos dependera del
usuario, y del estudio que se est¢ llevando a cabo.

A.3.1 Carga de datos de forma manual
Cargar datos dados POT extensién

Para crear un nuevo fichero de datos, pulsamos en el menu
Datos — Nuevo conjunto de datos... (figura A.2).
Aparecera una ventana que nos pedird un nombre para el conjunto de datos que
vamos a crear. De forma predefinida, dicho nombre es Dataset, pero es conve-
niente cambiarlo por uno mas acorde al tipo de estudio que estemos realizando.

Cuando aceptamos el nuevo nombre, aparece otra ventana, al estilo de las
hojas de caleulo clasicas. En esta ventana, cada columna corresponde a una va-
riable estadistica, y cada fila a un individuo al que se le han medido las variables
(figura A.3). En algunas instalaciones puede darse el caso de que esta ventana
aparezca vacia, esto se debe a que en el sistema falta la libreria Tktable, y tendra
que ser instalada manualmente por el usuario segiin el sistema operativo que
tenga.
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Nuevo conjunto de datos...

Cargar conjunto de datos...
Fusionar conjuntos de datos...

Importar datos

Conjunto de datos en paquetes

Conjunto de datos activo

Modificar variables del conjunto de datos activo

Figura A.2: Creando nuevo conjunto de datos

r N

Editor de datos: Dataset X

Fichero Editar Ayuda
Afadir fila | Afadir columna

m
r Dof

®Ayuda % Cancelar < Aceptar

Figura A.3: Matriz de datos

Tendremos que afiadir una columna por cada variable estadistica que tenga-
mos en el estudio, y una fila por cada individuo. Si para alguno de los individuos
no hubi¢ramos medido alguna de las variables (dato faltante), introduciremos
NA en dicha casilla (del ingles Notr Available).

Se deben introducir los nimeros decimales mediante el punto, y no la coma.
Vamos tecleando los datos en la columna correspondiente a la variable tratada.
Pasaremos de una celda a otra con las teclas Enter, flecha arriba o flecha aba-
jo. Para movernos entre columnas, pulsaremos la tecla tabulador. Finalmente, y
muy importante, hay que cerrar esta ventana para poder hacer los diferentes
analisis estadisticos.

Ejemplo A.3.1k4|j

Se recoge informacion ¢ relativa a las victimas de violencia de género me-
nores de 18 afos (con orden de proteccion o medidas cautelares) que se
produjeron en las comunidades autonomas de la cornisa cantabrica en afio
2013. La informacion se resume en la siguiente tabla de frecuencias:
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| Comunidad Auténoma | Ntmero de victimas (n;) |

Asturias, Principado de 3
Cantabria 8
Galicia 16

Pais Vasco 11

El nombre para el conjunto de datos sera DatosViolenciaGenero.
Ademas, cambiaremos el nombre y tipo de la variable estadistica vari,
llamandola Comunidades. Observe que la variable es de tipo cualitativo;
R commander reconocera este tipo de variable una vez hallamos metido
texto en una de las casillas.

“Fuente: Expl()tacién estadistica del Registro central para la proteccién de las victimas
de la violencia doméstica y de genero.

| —

Cargar datos dados por tabla dC frecuencias

En determinadas ocasiones los datos vendran recogidos en una tabla de frecuen-
cias, bien porque la cantidad de datos disgregados resulte prohibitivo para la
propuesta de un ejercicio en el libro de texto, bien porque el ejercicio propuesto
provenga de un estudio donde ya se ha realizado un analisis basico previo. En
esos casos, el conjunto de datos habra que darlo de alea a traves del terminal.
A continuacion ilustraremos a traves de dos ejemplos como: (1) cargar los da-
tos dados por una tabla de frecuencias para una variable y (2) cargar los datos
dados por una tabla de frecuencias conjuntas para dos variables.

Ejemplo A.3.2L/E

La siguiente orden sirve para introducir los mismos datos que en el ejem-
plo anterior. Es decir los datos de una variable dados por una tabla de
frecuencias.

valores <- c("Asturias", "Cantabria",
"Galicia", "P.Vasco")
frecuencias <- c¢(3,8,16,11)
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Datos <- data.frame(
Comunidades = rep(valores, frecuencias)

)

Las ordenes anteriores crean un conjunto de datos llamado Datos que
tendra una variable llamada Comunidades donde se repetiran las palabras
Asturias, Cantabria, Galicia y P. Vasco; un total de 3, 8, 16 y 11 veces,
respectivamente.

Ejemp]o A.3.3L/E|

Vamos a trabajar ahora como introducir una tabla de correlacion. Supon-
gamos que en una empresa se toma una muestra de 100 trabajadores con
la finalidad de realizar un estudio sobre la posible relacion entre la edad,
expresada en afos, X, y el nimero de dias que estan de baja al afio, Y. Los
datos recogidos son los que se presentan en la siguiente tabla:

‘ xi\yj H 10 ‘ 30 ‘
24 28| 6
35 36 | 25

Para introducir los datos de manera intuitiva podemos transformar
esta tabla en la siguiente tabla auxiliar:

T ||241241351]35
y; || 10|30 | 10 | 30
ng; || 28| 6 | 36|25

A continuacion utilizamos las siguientes instrucciones:

xi <- c(24, 24, 35, 35)
yj <- c(10, 30, 10, 30)
nij <- c(28, 6, 36, 25)
Datos <- data.frame(X = rep(xi, nij), Y = rep(yj, nij))
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Las ordenes anteriores crean un conjunto de datos llamado Datos que
tendra una variable llamada X (donde se repetiran los valores 24, 24, 35, 35;
un total de 28, 6, 36, 25 veces, respectivamente) y otra variable llamada Y
(donde se repetiran los valores 10, 30, 10, 30; un total de 28, 6, 36, 25 veces,

respectivamente).

tabla auxiliar) pero quizas menos intuitiva para el estudiante es utilizando
las siguientes instrucciones:

xi <- c(24, 35)

yj <= c(10, 30)

nij <- c(28, 6, 36, 25)

vars <- expand.grid(list(yj = yj , xi = xi))
tabla <- data.frame(vars, nij = nij)

X
Y

Datos <- data.frame(X,Y)

cjemplo.

Otra forma posible para introducir los datos mas directa (sin utilizar la

<- rep(tabla$xi, tabla$nij)
<- rep(tabla$yj, tabla$nij)

En ambos casos habremos cargado los datos proporcionados en este

Guardar los datos cargados

Es recomendable guardar los datos para no volver a teclearlos en la siguiente

sesion de trabajo. Tenemos dos formas de hacerlo:
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1. En formato R, para Cargarlos directamente en la siguiente sesion
Datos— Conjunto de datos activo—r Guardar el cojunto de
datos activo...

2. En formato facilmente legible por otros programas estadisticos

Datos— Conjunto de datos activo—r Exportar el cojunto
de datos activo...
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infracciones.csv - LibreOffice Calc X

File Edit View Insert Format Sheet Data Tools Window Help X

EH-BEH-Mea DB 4& S

i| LiberationSa | v | | 10 v aa a 2 = - = = = = >
cLc2 v | & I = 583 s
A B
Infraccion_Penal |Robos_con_violencia_e_intimidacion |Robos_con_fuerza_en_domicilios
2011 244
3 2012 236 M
4 2013 262
5 2014 270 ﬂ
6 2015 188 -
7 2016 214 ®
8 2017 217,
9 ‘ x
10
11
12
18]
14
15
16 |
17
18
19 I I
20\ | .
M 4 > ¥ o | Sheet1 |
Sheetlofll mes,lcolumnsselectedl Defaultl | -Il Bl | Average: 583; Sum: 583 | = e +| 1

Figura A.4: Ventana con los datos formateados en el programa LibreOffice Calc.
Las columnas representan a las variables, las filas a cada uno de los valores por
afio. Observese que los nombre de las columnas no tiene tildes ni separaciones

para evitar problemas de lectura en R commander

A.3.2 Carga de datos mediante importacién

Generalmente, el conjunto de datos con los que vamos a trabajar no tendran el
formato R (extension de archivo acabada en .Rdata). En su lugar tendremos
archivos en otros formatos de algin software especifico (LibreOffice Cale, Mi-
crosoft Excel, iWork, etc.). En este caso, sera recomendable exportar los datos
a un formato facilmente legible por R, por ejemplo el formato CSV 7.

Para que el proceso de exportacion y posterior carga en R se realice con
exito, cada variable debe estar registrada en una columna, y cada fila debe con-
tener a un individuo de la muestra en estudio. Ademas, es conveniente que cada
columna esté encabezada con el nombre de la variable. La ﬁgura A4 muestra los
datos en el programa LibreOffice Calc. Es conveniente que los datos ausentes
se tecleen como NA, del inglés Nor Available.

’CSV proviene del inglés Comma Separated Values.
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R Commander

Fichero Editar [SEI%H] Estadisticos Graficas Modelos Distribuciones Herramientas Ayuda

® Conjunto cNuevo conjunto de datos... Editar conjunto de datos | «Visualizar conjunto de ¢
R Script R Maicargar conjunto de datos...
Fusionar conjuntos de datos..
Importar datos desde archivo de texto, portapapeles o URL...
Conjunto de datos en paquetes -desde datos SPSS...
Conjunto de datos activo rdesde un archivo SAS exportado...

Modificar variables del conjunto de datos activo -desde un archivo SAS b7dat...
desde datos Minitab...
desde datos STATA...
desde un archivo de Excel...

Salida

Figura A.5: Caracteristicas de los datos a importar.

Una vez que los datos hayan sido exportados a un archivo con formato
CSV, por ¢jemplo Infracciones.csv, podran ser cargados por R comman-
der mediante los ments Datos — Importar Datos — desde archivo
de texto, portapapeles o URL... (figura A.5). En este punto aparecera
una nueva ventana en la que habran de especificarse las caracteristicas de los
datos en el archivo. Es importante saber qué tipo de separador se utilizo en la
exportacion a CSV y qué simbolo se ha utilizado para los decimales (coma o
punto).

En nuestro caso, el separador de valores fue el punto y coma, y la separacion
entre decimales la coma. Asi pues, seleccionamos estas opciones en la ventana

(figura A.6):

Nombre del conjunto de datos: Infracciones
Nombre de variables en el fichero: seleccionado
Indicador de datos ausentes: NA
Localizacion del archivo de datos: Sistema de archivo local
Separador de campos: Punto y coma ;]
Caracter decimal: Coma [,
Al pulsar Aceptar aparecera una ventana para la busqueda del archivo a
importar. Seleccionamos el directorio que contiene a Infracciones.csvy
lo elegimos aceptando de nuevo la ventana. Inmediatamente en la ventana de

R commander aparecen instrucciones, resultados Y mensajes en sus respectivas
ventanas. Obs¢rvese que la instruccion
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Leer archivo de texto, portapapeles o URL X

Introducir el nombre del conjunto de datos:|Infracciones
Nombres de las variables en el archivo:
Indicador de datos ausentes: NA
Localizacién del archivo de datos
« Sistema de archivo local

Portapapeles

Direccién URL
Separador de campos

Espacio en blanco

Comas [,]
* Punto y coma [;]

Tabuladores

Otro Especificar:
Caracter decimal

Punto [.]
«Comal,]

®Ayuda | [ ®xCancelar < Aceptar

Figura A.6: Caracteristicas de los datos a importar.

infracciones <- read.table("infracciones.csv",
header=TRUE, sep=";", na.strings="NA", dec=",",
strip.white=TRUE)

es el codigo necesario que habria que utilizar (jy aprender!) en la consola de
comandos de R si no tuviéramos R commander.

A.3.3 Carga de datos mediante paquetes instalados

En la instalacion basica de R se instalan gran cantidad de paquetes cuya mision
es, entre otras muchas, facilitar/evitar al usuario la tarea de la programacion de
funciones complejas®. Estos paquetes contienen conjuntos de datos que sirven
para comprobar que las funciones contenidas en ¢l funcionan. Sin embargo,
el usuario puede utilizar estos conjuntos de datos para otros propositos, y por
tanto sera conveniente saber como acceder a los mismos. Para comprobar a qué
datos podemos acceder basta con seleccionar los mentis Datos — Conjunto
de Datos en Paquetes — Lista de conjunto de datos en paque-
tes. Se abrira entonces una ventana que mostrara el nombre del conjunto de
datos y una pequena descripeion del mismo.

Si estuvieramos interesados en alguno de ellos, basta con seleccionar los me-
nisDatos — Conjunto de datos en paquetes — Leer datos des-
de paquete adjunto, y sc abrira la correspondiente ventana, eligiendo de

SPueden encontrase en https://cran.r-project.org/web/packages/
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cllael paquete en cuestion. En caso de pulsar sobre Ayuda sobre el cojunto
de datos seleccionado obtendremos una ventana con una breve descrip—
cion de los datos que queremos cargar.

A4. Modificacion del conjunto de datos

Los datos que se han introducido pueden necesitar modificaciones. Basta pulsar
cliconoEditar conjunto de datosyapareceradenuevo el editor de datos
para introducir mas filas, o definir nuevas variables. Observe que el editor de
datos tiene las opciones tipicas de edicion: Copiar, Pegar o Borrar.

En otros casos, necesitaremos generar otras variables a partir de las existen-
tes. Para ello utilizaremos la opcion Modificar variables del conjunto
de datos activo del ment Datos.

A.4.1 Recodificar variables

Opcion utilizada para recodificar variables numericas y factores en nuevos fac-
tores (por ejemplo mediante la combinacion de sus valores). En caso de elegir
varias variables, el nombre utilizado para la recodificacion se utilizara como
prefijo de las variables recodificadas.

Ejemplo A.4.1\4E|

A partir de los datos en la figura A4 vamos a realizar una recodificacion
de la variable Robos_con_fuerza_en_domicilios para transformarla
en una nueva variable cualitativa (factor) llamada RobosFactor con tres
niveles: Bajo, Moderado y Alto.

Paraello pulsaremos en losmenisDatos — Modificar variables
del conjunto de datos activo — Recodificar variables,ver
figura A.7. Observemos que la casilla Convertir cada nueva variable
en factor esta activada. Ademashemos tenido que introducir unas
directrices de recodificacion en la casilla correspondiente, es decir, tenemos
que decir al programa como queremos que salga la nueva variable a partir
de la antigua. En este caso hemos optado por:

400:600 = "Bajo"
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Recodificar Variables X |

Variables a recodificar (elige una o mas)
Infraccion_Penal Fi

Robos_con_fuerza_en_domicilios
Robos_con_violencia_e_intimidacion
RobosFactor 4

Nuevo nombre o prefijo para variables multiples recodificadas: RobosFactor
v Convertir cada nueva variable en factor

Introducir directrices de recodificacion

400:600 = "Bajo" B

600:750 = "Moderado"

750:850 = "Alto"

"\ - - - —— m— - —— '[T—

[ ®Avuda | [ %Reiniciar [ e@Aplicar [ %Cancelar |/ « Aceptar |

Figura A.7: Recodificacion de las variables en la base de datos.

600:750
750:850

"Moderado"
|lAlto n

Es decir, los valores entre 400 y 600 robos seran asignados en la nueva
variable al nivel/etiqueta Bajo, entre 600 y 750 robos al nivel Moderado,
cte. Dejamos al estudiante que investigue y responda a la pregunta, ;que
nivel se asignard a un nimero de robos con fuerza en domicilios igual a

7507

| I—

A.4.2 Calcular una nueva variable

Mediante una formula matematica pueden calcularse nuevas variables a partir
de las variables en el conjunto de datos activo.

Ejemplo A.4.2‘/E

Siguiendo con el mismo conjunto de datos del ejemplo anterior, crearemos
una nueva variable a partir de otras mediante operaciones matematicas
entre ellas. Este procedimiento se realizara a través del ment Calcular
una nueva variable, ver figura A.8. Solo con fines explicativos, hemos
dividido dos de las variables que hay en el conjunto de datos. Asi pues, en
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la casilla Expresién a calcular hemos introducido

Robos_con_fuerza_en_domicilios/Robos_con_violencia_e_intimidacion

| I
Calcular una nueva variable X W
Variables actuales (doble clic para enviar a la expresion)
Infraccion_Penal i
Robos_con_fuerza_en_domicilios 3
Robos_con_violencia_e_intimidacion
RobosFactor [factor]
asaRobos L
Nombre de la nueva variable Expresion a calcular
TasaRobos [Robos_con_fuerza_en_domicilios|
K1 I D]
[ ®Avuda | [ %Reiniciar I[ eAplicar | ®Cancelar || « Acepotar |

Figura A.8: Calculo de una nueva variable. En este caso hemos dividido dos varia-
bles existentes en el conjunto de datos.

A.4.3 Convertir variable numérica en factor

En el caso de que tengamos una variable cuantitativa con un nimero peque-
fio de valores, puede ser conveniente recodificarla como un factor con distin-
tos niveles. Si bien la recodificacion puede llevarse a cabo siguiendo lo pa-
sos explicados en el ejemplo anterior, existe un mend que agiliza el proce-
so en la asignacion: Datos — Modificar variables del conjunto de
datos activo — Convertir variable numérica en factor.

Ejemplo A.4.3L/E|

En este caso, queremos convertir la variable numericaRobos con fuerza
en domiciliosenun factorllamado RobosConFuerzaFactor con tan-
tos niveles como valores haya. Ademas los niveles de este factor se crearan
automaticamente ya que hemos elegido la opcion Utilizar nimeros,
ver figura A9.
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Convertir variables numéricas en factores b
Variables (seleccione una o mas) Niveles del factor
Infraccion_Penal © O Asignar nombres a los niveles
Robos_con_fuerza_en_domicilios @ Utilizar nGmeros
Robos_con_violencia_e_intimidacion
TasaRobos -
Nuevo nombre o prefijo para variables multiples: |RobosConFuerzaFactor |
[ % Cancelar |[ « Aceptar

Figura A.9: Creamos un nuevo factor a partir de una variable numérica. En este

. . ! .
caso los niveles se han asignado automaticamente.

A.4.4 Segmentar una variable numérica

En alguno de los estudios que llevemos a cabo, nos podria interesar segmen-
rar una variable numérica en un determinado nimero de clases (intervalos).
Es decir, crear un factor a partir del agrupamiento en clases de la variable nu-
merica. Este proceso se realiza mediante el ment Segmentar una variable
numérica.

Ejemplo A.4.4K4E|

Queremos segmentar la variable Robos con fuerza en domicilios
del ejemplo anterior en tres intervalos (clases). Para ello utilizaremos los
mentusDatos — Modificar variables del conjunto de datos
activo — Segmentar variable. Llamaremos a la nueva variable

RFDsegmentada, eligiendo uno de los Métodos de segmentacién
que nos proporciona R commander. El programa nos ofrece tres:

Segmentos equidistantes: intervalos con la misma anchura.

Segmentos de igual cantidad: intervalos que contengan la misma canti-
dad de elementos (misma frecuencia).

Segmentos naturales: intervalos en los que sus elementos se agrupan por
el algoritmo de las K-medias.

En nuestro caso elegiremos los Rangos y Segmentos equidistantes,
ver la figura A.10.
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Segmentar una variable numérica X }
Variable a segmentar (elegir una) Nombre de la nueva variable
Infraccion_Penal ~ RFDsegmentada

Robos_con_fuerza_en_domicilios
Robos_con_violencia_e_intimidacion
asaRobos 4

p 3
Ndmero de clases: ;7
Nombres de niveles Método de segmentacion
o Especificar nombres  © Segmentos equidistantes

© Ndmeros © Segmentos de igual cantidad
© Rangos . Segmentos naturales

~ (mediante agrupacién por K-medias)
[ _®Ayuda ] [ $Reiniciar ][ % Cancelar ][ __« Aceptar

Figura A.10: Segmentamos una variable numerica con tres clases/intervalos en los

que aparezcan los rangos de segmentos equidistantes.

Ademas de las opciones comentadas anteriormente existen otras que no
necesitan mayor explicacién:

Anadir namero de observaciones al conjunto de datos... anade unanueva va-
riable numerica (ObsNumber) que contiene el numero de observacion
para cada uno de los elementos de la muestra.

Tipificar variables... Tipifica la variable designada y crea una nueva variable
con media 0 y desviacion tipica 11lamada Z.nombredevariable.

Reordenar niveles de factor... se reordenan los niveles de un factor, pudien-
dose asumir ordenados.

Renombrar variables... cambia los nombre de una o varias variables.

Eliminar variables del conjunto de datos... no necesita explicacion.
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