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Pròlogo
El origen de estos apuntes está en atender parte de las necesidades de dos 

asignaturas cuatrimestrales de la Licenciatura de Matemáticas de la Universidad 
de Cádiz (UCA). La primera asignatura es Análisis Funcional I y es una asignatura 
troncal. La segunda asignatura es Análisis Funcional II que es optativa. Entre 
las dos asignaturas suman doce créditos (el equivalente a cuatro clases semanales 
durante un curso académico). En los futuros planes de estudio estas asignaturas 
pasarán a denominarse, respectivamente, Análisis Funcional y Teoría de Espacios 
Normados con seis créditos cada una.

El Análisis Funcional es una parte importante y amplia del área del Análisis 
Matemático. El número de textos en castellano sobre este tema es escaso. Por otra 
parte la mayoría de los textos que tratan sobre Análisis Funcional están dirigidos 
a un lector licenciado e interesado en la investigación. Hay que destacar que bajo 
el nombre de Análisis Funcional se acogen una gran cantidad de temas que no es 
posible recoger en un texto. Por tanto, se hace necesaria una selección de temas y 
esto, no cabe ninguna duda, entraña un riesgo.

En la Licenciatura de Matemáticas de la UCA existen otras dos asignaturas, 
optativas y cuatrimestrales, relacionadas con este tema como son Ecuaciones Fun
cionales I y Ecuaciones Funcionales II (los nuevos planes de estudio tienen sólo 
una asignatura de Ecuaciones Funcionales). Esto motiva el que pueda darse a la 
asignatura de Análisis Funcional I y Análisis Funcional II un contenido más teórico 
y alejado de las aplicaciones. -

El marco de estudio que hemos escogido es el de los espacios normados. Tene
mos un gran respeto por aquellos profesores que prefieren arrancar desde un marco 
más general como es el de los espacios vectoriales topológicos, pero pensamos que 
es más sencillo recorrer el camino desde lo concreto a lo general. Se ha dedicado 
un breve capítulo de introducción a los espacios vectoriales topológicos y avisamos 
que ciertos teoremas de este capítulo engloban como caso particular a otros que 
ya han sido estudiados con anterioridad para el caso de espacios normados.

Para el estudio de estos apuntes será de gran ayuda unos buenos conocimientos 
de topología de espacios métricos y topología general. Estas disciplinas junto con 
la teoría de la medida y el desarrollo histórico de los conceptos del análisis forman 
parte también de nuestras muy personales preferencias. Es muy recomendable el 
libro de J.M. Díaz "Topología de espacios métricos", ya que este libro termina 
situando eficazmente al lector dentro de los espacios normados.

La principal preocupación que se ha tenido a la hora de redactar estos apuntes 
es que sean adecuados para estudiantes que inician el segundo ciclo. Son pocos los 
libros que sobre estos temas se han escrito con esta intención. En nuestra opinión el 



libro de Jameson "Topology and Normed Spaces", es muy cuidadoso y expone con 
sencillez los temas que trata. Es este el motivo por el que hemos escogido este libro 
para que nos sirva de guía en la elaboración de los apuntes. Queremos reconocer 
que en los apuntes hay partes deliberadamente similares a algunos temas del libro 
de Jameson, en ocasiones hemos preferido sacrificar la originalidad en beneficio de 
la eficacia docente.

La sección 8.6 sobre la compactificación de Stone-Cech ha sido realizada por 
nuestro alumno Antonio Gutiérrez Dávila a partir de las notas que nos tomó de 
clase y algunas aportaciones personales, son también muy estimables las colabo
raciones de mis alumnos Fernando Rambla y Óscar Aragón.

En la bibliografía se recogen espléndidos libros dedicados al Análisis Funcional. 
Recomendamos a nuestros alumnos a que se acostumbren a estudiar en cualquiera 
de estos libros ya que el provecho que sacarán será muy superior al que obtengan 
con la lectura de estos apuntes.

Intencionadamente no hemos incluido ningún tipo de relaciones de problemas 
pero con frecuencia se plantean ejemplos donde el alumno queda estimulado a 
hacer “pequeñas investigaciones".

Estos apuntes comienzan a cocerse en Septiembre de 1.996, es nuestro deseo 
ir perfeccionándolos constantemente (tal como están más que un deseo es una 
necesidad). Son todavía muchos los temas que quedan por elaborar y esperamos 
hacerlo en sucesivos cursos.

Agradezco especialmente la ayuda de J. L. Romero, su ánimo y su atención son 
de gran ayuda. Quiero destacar mi agradecimiento a J. Pérez por su constante dis
posición, su ayuda ha sido muy importante. A Quico siempre le estaré agradecido 
por su amistad y porque siempre está dispuesto a charlar de matemáticas. Hay 
muchos más compañeros con los que estoy en deuda por soportar mis continuas 
peticiones de ayuda: F. Martínez, J.M. Díaz, J. Ramírez, A. Gómez Parra,...

Entre mi casa (Cádiz) y la Facultad (Puerto Real): 
de nuevo en el Puente de Carranza, Septiembre de 2000.

vm



Las Matemáticas son importantes, sobre todo para las per
sonas sensibles a la belleza. Es posible que algunas otras 
actividades humanas puedan ser más importantes: el arte, 
la poesía, la filosofía, ... Pero es seguro que para mí existen 
otras cosas más importantes.

A mi familia.





Tema 1

Introducción a la teoría de 
espacios normados

1.1 Espacios normados: propiedades elementales
Se supondrán conocidos los aspectos elementales de los espacios métricos y topo- 
lógicos, también suponemos que son conocidos los aspectos básicos del Álgebra 
Lineal. Los espacios vectoriales que aquí trataremos serán siempre espacios sobre 
el cuerpo de los números reales (R) o bien sobre el cuerpo de los complejos (C).

Definición 1.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C). Una 
norma en X es una aplicación de X en 1 que denotamos por w w ·. X ي I لأ que 
para cada مد ر ع ر٦,  cada a؟I rarifica las propiedades:

T 11^11 ؤ 0ذ

2. = 0 si y solo si X = 0

3. Ihll = ICE111عئI[;

·r + y||<IMI + ||y|l||؛í

Un espacio vectorial ٦ dotado de una norma se denomina espacio normado. 
Para cada £ e X al número se le denomina norma de X. Si la condición 2 de 
norma es cambiada por

2.’six = Q entonces INI = 0

diremos entonces que اا اا  es una seminorma en X. Un espacio vectorial X 
dotado de una seminorma se denomina espacio seminormado.

Sea X un espacio vectorial y اا اا  una norma en X, consideremos la aplicación 
LíxX-íR definida por (+٣,) = Es sencillo comprobar que d es una
métrica en X. A la métrica d se le denomina métrica inducida por la norma II II y 



se define como topología inducida por la norma en X a la topología que induce la 
métrica d en X.

Si tenemos definida en un espacio vectorial X una métrica d nos podemos 
preguntar si ésta métrica puede estar inducida por alguna norma, el siguiente 
teorema resuelve esta cuestión.

TEOREMA 1.1.2 Sea X un espacio vectorial y sea d una métrica en X entonces d 
está inducida por una norma en X si y sólo si para cada x,y,z g X y cada a € K 
se verifica:

i- d(x + z,y + z) = d(x, y);

ii- d(ax,ay) = |a|d(a?,y).

Demostración Supongamos que d está inducido por la norma || ||, entonces si 
x,y, z E X y a EK tenemos que d(x + z,y + z) = || (z + z) — (y + ٥) || = || x — y || = 
d(x, y), d(ax, ay) = ||o؛a; — ay\\ = | ٥؛ | ||a; — y\\ = |a|d(؛r, y)■

Supongamos ahora que la métrica d verifica las condiciones i y ii del enunciado 
y definimos ||x|| = d(x,0), para cada x € X. Demostraremos que || || es norma 
en X. Es claro que se verifica 1) y 2) de la definición de norma, si x,y e X y

= \\r + y||؛ ,||rr|| ٥|؛| = (0 ,c)؛d؛|a e K tenemos que ||aa:|| = d(ax, 0) = d(ax, a0) = |a
d(x + y, 0) = d(x, —y) < d(x, 0) + d(0, —y) = ||x|| + \\y ||. Si denotamos por d' a la 
métrica inducida por || || tenemos que d'(x, y) = ||؛r — y|| = d(x — y, 0) = d(x, y). ■

Si X es un espacio vectorial y p es una seminorma en X entonces debe ob
servarse que la aplicación d : X x X ٩ R definida por d(x,y) = p{x — y), para 
x,y E X, es una seudométrica. Se considera como topología inducida en X por 
la seminorma a la topología que induce la seudométrica d en X. Es sencillo com
probar que se puede enunciar un teorema análogo al anterior para el caso de una 
seudométrica.

Nuestro objetivo inmediato es el estudio de los espacios normados. Si X es un 
espacio normado usaremos la siguiente notación:

B٢X,T ١ : ٢٧٤ ٦ :
X صا ع =U^r١ 

-)ت,•( ٢٧ ع :

X — y\\ < r} Bola cerrada de centro 2 y radio r 
x — y II < لم Bola abierta de centro £ y radio r 
x — y II = لم Esfera de centro •ت y radio r

Bx = B(0,1) bola unidad de X
Ux = U(0, 1) bola unidad abierta de X
Sx = S(0,1) esfera unidad de X

Las siguientes relaciones son evidentes:

11 = u (تح,),
A{U{x,r)) = B{x,r),
,(r ,)لا u(x, r) 8 = (r ,م•)

donde denotamos Int - interior y el ة clausura.

2



Si X es un espacio normado y E G X es un subespacio vectorial de X es 
claro que la norma de X induce en E una norma, se dice entonces que E es un 
subespacio normado de X.

Si X es un espacio vectorial y A C X denotaremos por £(A) al subespacio 
vectorial generado por A.

Sea X un espacio normado, es sencillo comprobar que para cada x, y £ X se 
verifica que

HMI ■ \\y\\\ < l|z -y\\■

Es también fácil demostrar que la aplicación || || : X ٩ R, x ||؛٩ ؛ r||, es continua 
cuando se considera en R la topología usual. Si (j;n)neN es una sucesión en X se 
verifica que lim؛rn = £q si y sólo si lim ||٤rn — a?o|| = 0 y en esta situación también 
se tiene que lim ||؛rn|| = ||،ro||.

y ser falso que ؛|ro||؛ = ||rn||؛Es sencillo comprobar que puede suceder que lim
limxn = xo■ Finalmente, es sencillo probar por inducción que si {aq,..., xn} G X 
se verifica que ||؛ri + · · ■ + ؛cn|| < llalli + · · · + ||؛rn||, para n £ N.

Recordemos que dado un espacio seudométrico (X, d) se define el diámetro 
de A G X por

d(A) = sup{d(x,y) : x,y £ 4ر},

Se dirá que A es acotado si d(A) < +oo.
Dada una sucesión ؛r,Jí٠q en X, se dice que la sucesión es de Cauchy 

si para cada e > 0 existe no £ N tal que d{xp,xq) < e si p, q > no٠ Esto es 
equivalente a afirmar que dado s > 0 existe m £ N tal que d(xm, xn) < s si n > m. 
Toda sucesión convergente es de Cauchy y toda sucesión de Cauchy es acotada (su 
recorrido es acotado).

Se dice que (X, d) es completo si cada sucesión de Cauchy de X es convergente.
Sea X un espacio normado y sea A G X, tenemos que

d(A) = sup {||x — y\\ : x,y £ A}.

Es sencillo comprobar que A G X es acotado si y sólo si {||u|| : a £ A} es un 
conjunto acotado en R.

Si es una sucesión acotada de X y («™)™eN es una sucesión de escalares
n)neN es una0 (٥؛. Si = ,,؛,'،؛convergente a cero entonces se verifica que lima

sucesión acotada de escalares y (^„)neN es una sucesión de X convergente a cero 
entonces también se verifica que lim c،n؛rn = 0.

Finalmente, si (؛rn)ncN es una sucesión en X que converge a cero demostrare
mos que lim + · ■ · + xn) = ٥· En efecto, para cada n £ N tenemos que

y si aplicamos, por ejemplo, el criterio de Stolz deducimos que

lim llalli + ٠٠٠ + IMI = lim .̂0 = ر٠ 
٦٩٥٠ n٩oo



Sea X un espacio normado es evidente que ٦ es conexo por caminos, pues 
si a,b ع X y g : [0,1] —> X está definida por g(t) = ta + (1 — ٤)0, es claro que g

11■ Al conjunto اي| — ي2«||ا - ة = I (وا — ا)ت،(و*[( es uniformemente continua ya que
imagen de و se le denomina segmento de extremos a y ؤ y se le denota por 
[a, b] = {ta + (1 — t)b : t G [0,1]}. Finalmente es sencillo comprobar que si 
dimX > 1 (dimensión de X) y X ح د  entonces X \ 1* sigue siendo conexo por 
caminos.

1 .1.1 Algunas propiedades de los subconjuntos de un espa-
cio normado

1 .- Sea X un espacio vectorial y sea A c X, se dice que A positivo y homogéneo 
si para cada a G A y cada a G R con a > 0 se tiene que aa G A. Es claro que 
cualquier subespacio vectorial de X constituye un ejemplo de conjunto positivo y 
homogéneo.

Vamos a demostrar que si X es un espacio normado y A C X es positivo 
homogéneo entonces si A ٢l Bx es cerrado se verifica que A es cerrado. En efecto, 
sea (؛rn)n€N una sucesión de A que converge a x € X. Si x = 0 tenemos que x & A

cn) es una0 (٦،٢٦؛ (podemos suponer xn A 0 si n G N) se verifica que 7؛ y si x
sucesión de AnBx que converge a ¿؛r. Por consiguiente, ¿؛c € AC\Bx y como 
A es positivo y homogéneo deducimos que x G A.

2 .- Sea X un espacio normado entonces se verifican las siguientes propiedades.

1. Si A C X es abierto entonces para cada B C X tenemos que A + B es 
abierto. En efecto, tenemos que A + B — ٧ (A + 6) y para cada b G X es

A + b abierto.
b^B

2. Si A C X y B C X son compactos entonces A + B es compacto. En efecto, 
como la aplicación suma de X x X en X es continua y A x B es compacto
en X X X deducimos que A + B es compacto en X.

3. Si A C X es compacto y B C X es cerrado entonces A + B es cerrado. 
En efecto, sea (xn + una sucesión de A + B que es convergente a 
z G X. Como A es compacto existe una subsucesión {xnk)kE^, de (sn)raeN 
que converge a un cierto a & A. Para cada k G N tenemos que ynk — 
(xnk + ynk) — xnk y deducimos que (ynfc)fceN converge a z — a. Como B es 
cerrado será z — a G B. Entonces z = a + (z — a) es un elemento de A + B.

4. Consideremos ahora en R2 los conjuntos cerrados A = {(؛c,0) : x e R} y 
B = {(؛r, i) : x & R,a; > 0}. Para cada n G N sean an = (—n, 0) G A 
y bn = (n, P) G B, tenemos que (an + bn) es una sucesión de A + B pero 
lim(an + bn) = (0, 0) y (0, 0) A + B. Así pues, la suma de conjuntos
cerrados 00 65 necesariamente 00 conjunto cerrado.
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5. Veamos otro ejemplo en la misma dirección pero con subespacios vectoriales. 
Consideremos en l¡ los subespacios

A = {a € ¿i : a(2n) = 0 para cada n € N}
B = {b e li : b(2n) = ^b(2n — 1),

si n e N}. Es claro que A y B son cerrados y para cada n e N sean
On = 61 + 63 + ' ' + 62r،-l E A y bn — ttn + ٠C2 + ^64 + ■ · · + € B.
Tenemos que (bn — an)n€N es una sucesión de A + B que converge a c € h 
donde c(2n — 1) = 0 y c(2n) = ¿ si n 6 N. Demostraremos que c A + B. 
En efecto, si fuese c = a + b con a e A y b E B tendrá que ser b(2n) =
si n G N. Entonces sería b(2n — 1) = 1 si n € N y esto no es posible ya que

6. Sea X un espacio normado y sean A, B dos subespacios vectoriales de X 
tales que cl(A) A B = {0} y A + B es cerrado. Demostraremos que en esta 
situación se verifica que A es cerrado. Sea una sucesión de A que
es convergente a x E X como (؛r„)neN es también una sucesión de A + B 
tenemos que x G A + B y será x = a + b con a € A y b E B. Tenemos 
que (xn — a)nSN es una sucesión de A que converge a x — a = b. Así pues, 
b £ cl(A) A B y será b = 0, por tanto x = a E A.

3- Sea X un espacio normado y sea A C X, demostraremos que

cl(A + Bx) = {x E X : d(x, A) < 1}.

En efecto, si x E A + Bx será x = a + c con a E A y c E Bx, entonces d(x, A) < 
 r — a|| = ||c|| < 1. Si x E cl(A + Bx) existirá una sucesión (a;n)ngN en A + Bx؛||
tal que lim®„ = x. Como para cada n E N es d(xn,A) < 1 es fácil deducir que 
d(x, A) < 1.

Supongamos ahora que x E X y d(x,A) < 1, si x E cl(A) es claro que x E 
cl(A + Bx). Supongamos que x cl(A) (será d(x, A) > 0). Tenemos que para 
cada n E N existe an E A tal que

0 < d(x, A) < d(x, an) < d(x, A) -I— < H—· 
n n

Es sencillo comprobar que (an)ngN es una sucesión acotada. Consideremos la 
sucesión (zn)n€N donde para cada n E N es zn = (x — an) + an. Tenemos 
que

Así pues, es claro que limzn = x y que x E el(A + Bx).■
Como consecuencia de este resultado vamos a demostrar que si A C X entonces 

son equivalentes:

i) A + Bx es cerrado,
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ii) Si x E X y d(x,A) = 1 existe a E A tal que ||x — a|| = 1.

En efecto, supongamos que A + Bx es cerrado y que d(x,A) = 1. Entonces 
x E cl(A + Bx) = A + Bx y será x = a + c, con a E A y c E Bx٠ Así pues 
1 = d{x,A) < ||؛r — a|| = ||c|| < 1 y por tanto ||x — a|| = 1.

Recíprocamente, supongamos que se verifica ii) y que x E cl(A + B٨٢). Es claro 
que d(x, A) < 1. Si fuese d(x, A) < 1 existirá a E A tal que ||x — a|| < 1, entonces 
si b = x — a es b E Bx yx=a+bEA+ Bx٠ Si d(x, A) = 1 tenemos, por 
hipótesis, que existe a E A tal que ||؛r — a|| = 1, así pues si b = x — a será b E Bx 
yx=a+bEA+ Bx.

1.2 Ejemplos
1,- Sea ñ([0,1]) el espacio vectorial de las funciones reales definidas en [0,1] e 
integrables Riemann. Definimos ||/|| = |/(í)|dt, para f E B([0,1]). Se verifica
que || || es una seminorma en B([0,1٦) que no es norma. Si consideramos C([0,1]), 
el espacio vectorial de las funciones reales definidas y continuas en [0,1], se verifica 
que 1111ر = \f(t)\dt es una norma en C([0,1]), pero C٠([0,1]) no es completo para
la topología definida por esa norma.

2 .- Sea S un conjunto y sea B(S) = {f : S —> K : f es acotada}. Tenemos que 
B(S) es un espacio vectorial con las operaciones usuales: f + g y af, (o؛ E K). 
Definimos ||/|| = sup{|/(t)| : t E S}; es sencillo comprobar que || || es una norma 
en B(S) (llamada del supremo o de la convergencia uniforme). Observemos 
que si la sucesión (fn)ne^ converge a /o será lim fn(t) = f0(t) para cada t E S-, es 
decir, (fn)neü converge a /o puntualmente en S pero además esta convergencia es 
uniforme en t E S (dado e > 0 existe n0 E N tal que |/n(í) — /o(i)| < ٤ para cada 
t E S si n > no).

Observemos que puede suceder que converja puntualmente a fo en S
pero ser falso que lim \\fn — /0|| = ٥■ P°r ejemplo, si S = (—1,1) y para cada 
n E N es fn(t) = tn si t E (—1,1) se verifica que (fn) converge puntualmente a 
fo = 0 en S pero no lo hace uniformemente.

En el caso en que S = N tenemos que B(N) es exactamente el espacio vectorial 
de las sucesiones acotadas de escalares y la correspondiente norma es

H(«n)neN|| = ٠{|«n| n € N}.

Este espacio normado suele ser denotado por 1^. Es también usual denotar, para 
cada n E N, por en al elemento de /٥٥ definido por

1 si i = n }f 0 sii n e٠ ٢ر

Si S = {1,..., n} tenemos que el espacio normado B(S) puede ser identificado 
con K٦ con la norma

||(a;i,..., xn) || = máx{|x¿| : i E {1,..., n}}.
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El espacio B^S) suele ser denotado por B(S, R) cuando K = Ry B(S, C) cuando 
K = c. En general si no se especifica el caso RoCse entiende que la afirmación 0 
el estudio que se haga es válido en ambos casos. Entenderemos también lo mismo 
en los casos de los espacios Co, c, 11, Ip que posteriormente definiremos. Si T es un 
espacio topologico entonces BC(T) denotará el espacio de las funciones escalares 
acotadas definidas y continuas en T; usaremos la notación BC(T, R) para el caso 
real y BC^T,[) en el caso complejo.

3 .- Denotamos

h : ((»)»اء : Xn G K si n € N y 2 < oo}.

Tenemos que 11 es espacio vectorial con las operaciones usuales

a(؛Tn)neN (a G K). Se verifica que ||( |سج„د;ل = 5 اتها  es una norma en /].

4 .- Sea n ج N y sean [ رس ,...يي ] c K, {yi,..., yn} c K. Suponemos que son 
conocidas los siguientes casos particulares de las desigualdades de Holder y de 
Minkowski. Sea p e (1, +oo) y sea q e (1, -too) tal que 1 = ل + ل , entonces:

Sean n G N y p G (l,oo). En el espacio vectorial K" se define ||(xi,... , ؛r„)||p = 
٢٠٢ر 1ر  , se verifica que || ||p es una norma en Kn. Si p = 2 a || ||2 se le 

denomina norma euclídea.
5 .- Sea cq el espacio vectorial de las sucesiones escalares convergentes a cero, 

definimos ||(ai)¿6N|| = sup{|a¿| : i G N}. Se verifica que || || es una norma en c0. 
Es claro que Cq es un subespacio (normado) de /٥٥٠

Denotamos por c el espacio vectorial de las sucesiones escalares que son con
vergentes. Es claro que c C ؛٠٠  y por tanto c, con la norma del supremo, es un 
espacio normado.

6 .- Sea T un espacio topológico. Denotamos por C(T) al espacio vectorial de 
las aplicaciones escalares definidas y continuas en T. Por BC(T') se denota, como 
ya comentamos, el correspondiente subespacio vectorial de (?(T) formado por las 
aplicaciones que además son acotadas. Tenemos que BC(T) es un subespacio de 
B(T). Consideremos la norma del supremo y veamos que BC(T) es un subespacio 
cerrado de B(T). En efecto, sea (/،era una sucesión de elementos de BC(T) que 
converge a /٥ e B(T). Demostraremos que / es continua en cada ،0 G T. Sea 
£ > 0 y sea m G N tal que \\fm — /oII < ٠؛  como fm es continua en í0 tenemos que 
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existe u, entorno de 10, tal que si t € u es I fmft) - /29, (0) < 5 entonces si t e u

.ع > lo(¿) - fm^X + l^m(í) - /m(¿o)| t l^m(ío) - /0 (¿0) I ك 0(10) - (í)ا 0
Recordemos que si T es un espacio topologico compacto entonces BC(T) = C(T).

7 .- Sea M la bola unidad cerrada de ¿1 Tenemos que M c Zoo y demostraremos 

que M es cerrado en Zoo. Sea * = (*:) ٤: ج ارام!  es claro que E ا2ا  o bien

٠"٠„
es +00 o bien es mayor que 1; asi pues, existe zv € N tal que > 1. Sea

a = E ,£¿1 - 1 y sea y e B (x, ت); tenemos que

E ا«ا 2 بأ المء *-«-2--»

Por tanto deducimos que Zoo \ M es abierto y que M es cerrado.

8 ,- En h sea (2* ٤) ء  h : 0 = ٢م٠ }. Demostraremos que 4 no وم

cerrado. Tenemos que 61 د y encontraremos una sucesión (a;")„eN en A tal que
lim ا|6ا — اااماً؛ = 0.

Sea ء ,ل ل, ,... 2.0 ٠٠٠ر٠")-*.  Tenemos que

1ا|آ6ا — "®lli = ئ لل(٠٠٠)...,شل

9 .- En 71 sea

M = {x e : X = es real, decreciente y > 0 para i e [1.

Es evidente que d(M) 2 y probaremos que d{M) - 2. Tenemos que 61 e M y 
consideremos la siguiente sucesión de M. Para cada n € N sea

لآ«(" 3 و« 0 )

donde ح]. Observemos que lia;”!!! = = 1 — ٦ Para cada n se verifica que

= (1 - )لعيلأ + لج(+ ·■■ +لي

1 2*1) ب 32 — 1 عصت ثا+ مم2 ٠



Asi pues, lim ||2 = 1|| اع — ي  y esto prueba que 4(1) = 2.
10 .- Sea 4 un subconjunto acotado de Zoo (caso K = R). Vamos a probar 

que existe 2 ع ما  tal que sup{||a — z|| : a e 4)24 = زد). En efecto, para cada 
ieN sea Mi = ٢4(ة) : a 41 ع: es claro que Mi es un subconjunto acotado de 
R. Sean ai = inf Mi /صن sup Mi, tenemos que A — ai < d(A). Para cada 
jeN sea Zi = *, tenemos que para cada a e A es \zi — a(i)| < %٨.. Por 
tanto, si z = (zí)igN se verifica que para cada a e A se cumple — a|| < لألآي. 
Si fuese sup{||z — a|| : a e A} < a < 4 tendremos que para cada aM A seria 
lia — &|| < 16 - zII1 ||2> || غ - ة a < 1(4), lo cual es una contradicción. Por tanto, 
sup{||z — a|| : a e 4)21 = زد).

Proponemos que, como ejercicio, se estudie esta propiedad para el caso com- 
piejo de Zoo y para el caso, más general, del espacio B^S).

Vamos a comprobar que Co carece de la propiedad que acabamos de ver que 
tiene Zoo. Sea A = {a e 0 < ( ج0٠ : غ(  si ¿ € [1, es sencillo comprobar que 

A) = 1. Sea X ع Co; dado £>0 entonces existe m ع N tal que |£(m)| < 5. 
Consideremos b e Co tal que 0(902) = 0 si n ض m y &(m) = 1 — |, tenemos que beA 
y 1/0 — 1<||ت —e; asi pues, — a|| : a e A} > 1 = A).

11 .- Consideremos el espacio Co y sea X e Co tal que Tenemos que existe 
i € N tal que |z(¿)| > 0. Para £ = *ا)ة(*ا existirá -V e N tal que para cada n>N 
es |z(n)| < £, es pues evidente que y por tanto
existe jeN tal que 13 = اأ*اا(). Es sencillo comprobar que esta propiedad es 
falsa en el caso de c y de Zoo■

12 .- Sea (ttnkN una sucesión de números reales no negativos convergente a 
cero. Consideremos en Zoo (con K = R) el conjunto A = {a e Zoo : |a(i)| ك زه  
si لا ج  []. Es evidente que 4 es cerrado y acotado, vamos a demostrar que 4 es 
compacto.

Comenzaremos recordando resultados importantes que se dan en el marco de 
los espacios seudométricos. Si X 05 un espacio seudométrico entonces

i .- Si X es completo y A es cerrado se verifica que A es compacto si y solo si 4 
es precompacto (totalmente acotado);

ii .- 1(4) es compacto si y 5610 si 4 es precompacto y 1(4) es completo;

iii .- Si 4 es precompacto entonces 4 es separable.

Mas adelante probaremos que Zoo es completo; asi pues, en nuestra situación, 
bastará probar que 4 es precompacto. Sea £ > 0; tenemos que existe N e N tal 
que 0 < an < £ si n > N. Sea a = /• ,]ها ٠٠٠, له . Consideremos k números, 
٨1,· ··,Afe, tales que — a = 2 اد < د  < ■ · ■ < Afe = a y de manera que Aid — A¿ < £. 
Consideremos las kN variaciones con repetición de ٢٨,...,] ٨٤  tomadas de en 
ر٧٠  Si a ع A tenemos que existe alguna variación ( ,اود ٠. ٠,ز ) de modo que si 

i 1} ج,..., N} es A ji < (ة) < Ay,. + 1; es claro que si X = (0 , ٨,...,رز ٨ر ,...) se 
verifica que 1• - a|| < £.
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13 .- Sea X un espacio normado y sea d„)ngN una sucesión de subconjun- 

tos precompactos de X tales que DAn) <0 ه04م» 4]* ص  si n e N. 

Demostraremos que لا An es precompacto. En efecto, sea 0 < ج, tenemos que 
neN

existe m G N tal que 7 2 > (،)ا. Sea ي e أا+ه si y G Am+p, con 
i=m+l

p > 1, consideremos ؛El G ابع n به2, ٠. ٠, ج  Am+p-í n Am+p es claro que

(.٤ )« Ai c u لا deducimos que ا»- ٤ر r —£111 + ··■ + llvi؛n> — ا«
i=mü

Para cada G {1,..., m} sea Ri un recubrimiento finito de Ai con conjuntos de 

diámetro menor que ج. Tenemos que R= رن?¿ u {u ن, I)} es un recubrimiento

de لا Ai con conjuntos de diámetro menor que E. Observemos que este resultado 

es válido en el marco de los espacios métricos pero no es cierto si cambiamos 
precompacto por compacto.

14 .- Sea X un espacio normado y sea A c X un conjunto compacto. De- 
mostraremos que existe un subconjunto finito {ai,..., a„} de 4 tal que si c G 
4 \ 04], an} existe iG{l,...,n} con ||a، - c|| < 0(4) y II ai - aj II = 0(4) si

٦ب3-
En efecto, primero probaremos que existen a, b G A de modo que 0-0 = (4). 

Para cada ugN existen ره, bn G A tales que 4(4) كلس H٠n ~bn 11· Para (an)„eN 
existen M c N, infinito, yaGA tales que lim ai = a. Para (bikM existen KM
H c M, infinito, ٧٤ 4 tales que = ة. Es sencillo comprobar que 
ت ة d(A). Denotaremos ai = a y 02 = ا|ة — 110 · Si para cada •02 ,[10 ع es 
||ai— c|| < d^A) entonces o bien < 00(4), en cuyo caso habríamos concluido, 
o es que existe ce4\{01,02} tal que ها] - c|| = (4) y 102 — c|| - 0(4). En 
este caso denotamos 03 = c y reiteramos el argumento anterior.

Si en un número finito de pasos hemos concluido es que tenemos un conjunto
-y para cada ce4 (4)4 ي نج ت si - -ازه tal que II ai ٠ه,ا2ا - ,0ر} finito

{ai, ..., هع cumple زها — c|| < 0(4), para algún G {1,.. ٠,ل . Asi pues, 
habremos conseguido nuestro propósito. Si no se concluye en un número finito de 
pasos habremos obtenido una sucesión (an)neN de 4 tal que ||a؛ — Ujll = 4(4) si 
i نج و  lo que contradice la compacidad de A.

15 .- Demostraremos ahora que si A es un subconjunto compacto de un espacio 
normado X entonces existe c G X tal que 6/0[1 4)0 ام ]ع: ك ). En efecto, 
consideremos el conjunto {ai,02,.. ,a„} c 4 que hemos obtenido en el apartado 
anterior y sea • = *ه] + · · · + a , para cada existe G {1,..., n} tal que 
||a — a¿|| < (4) asi pues ||c - a|| < ا|ل0ا  - a„ t - ٠ ٠  t اؤ a — a|| < 4(4). Si fuese 
sup{\\c — a|| : a G A} = d(A) tenemos que existirá una sucesión (a„)„gN en 4 tal 
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que 4(4) - كل ||c- a„H 4)4 ك) si n € N, pero (a„)neN tendrá alguna subsucesión 
convergente a cierto aUy seria ||c - a|| = 4(4) y esto es una contradicción.

1.3 Espacios
1.3.1 Los espacios هن?د

Sea Q,S,m) un espacio de medida arbitrario. Para p e [1,00[ denotaremos por 
/0() el conjunto de las funciones medibles tales que f /1700 > ر.
En este apartado pretendemos probar, entre otras cosas, que sobre /*(سر), p e 
[1,00), las aplicaciones

f N ٧١ = ٧  ««)

son seminormas.
Pasemos ahora a definir el espacio /96(/). Sea una función medible

y sea

0= ((] د = :اجع{ لع](امج|(ج ٠٠ } = {aeR: 0 = ([ *(سر ع 0 : ا ا)*( > ه }.

Definamos el número

{-)،(ع ج إه 4"*

Si Kg) < +00 entonces como
00 1

ا٥ا٣0(•4)إ*) = لا )»(*(-اها t )اه!*

y cada conjunto del lado derecho tiene medida nula, por definición de K،?), 
resulta que

por lo que K^) e A. El número 07(9) se denomina supremo esencial de و. 
Por ser ٨7(9) ع د  se verifica:

e 62 : (•)ا > Nao (0 = ({(و.

Es decir, para casi todo X e Q se verifica que |٠)| < 77(9).
loo será > )ر٧٥٠ )ج medibles tales que :و -)ك El conjunto de las funciones

denotado por /(/س). Es inmediato comprobar que (سر) es un espacio vectorial 
y que la aplicación 07 : £ ٠٥ علم( )R que se acaba de definir es una seminorma 
sobre /(/ل). En efecto, si L /)ج ج سر ) y a e c entonces

٠ Si a = 0 es evidente que |a|K/) = 0 = (/)همت. Si a yO entonces se 
tiene m({x e 62 : 1٤(30 = ( ٣) > ا  si y solo si p({x 0 = (( ع 62 : /٥٧٤)( > هاها . 
Esto prueba que K«/) = N . K/).
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٠ Claramente se cumple que

؛{r € Q : ؛(/|c) + ٠|) > + ر٧٥٥(5})
C {،r G Q : \f(x)\ > N^f)} U {،r 6 Q : | ٥؛( r)| > N^g)}.

Por consiguiente,

g({x G Q : | ٠) +٠ )| > Noolf) + N^g)})
< g({x 6 Q : |/(x)| > Noo{f)}') + g({x € Q : |٠)| > N^g)}) = 0.

Esto prueba que NX(J + g) < N^f) + N^g) y que f + g & C00^.

A partir de ahora denotaremos ||/||oo = ر٧٥٠  (/)· Se acaba de probar que la apli
cación

11، ||oo : R,

es una seimnorma.
Junto al espacio L°°(g) que ha sido definido anteriormente, en la literatura ma

temática aparece otra definición del espacio ٤٩٨،). Para distinguirlo del anterior 
nosotros denotaremos este otro espacio por ٤،٥٥ (٨ z) y pasamos a definirlo a conti
nuación. Un conjunto A G S será llamado localmente ٨،-nulo si g(A A B) = 0 
para cada B G E tal que g(B) < +00. Supongamos que f : ٩ C es una función
medible. Denotemos por

Sf = {a € R : 1٠1 1ر (]a, 00[ es localmente g — nulo}.

٠ Si Sf = 0 escribiremos = +00.

٠ Si Sg / 0 escribiremos ٨٢٥٥ر (/) = inf Sf.

El conjunto de las funciones medibles f tales que ||/||oo,z < +00 será denotado por 
٤٩ Es inmediato, como antes, probar que la aplicación A٢٥o,í(/) ■ £-oo,i(g) ٩ R 
es una seminorma.

Es importarte reseñar que si el espacio de medida (Q, S, g) es cr-finito entonces 
los espacios ٤٥٥ (g) y C^í^g) coinciden. Sin embargo, en general son diferentes. Por 
ejemplo, sea Q un conjunto arbitrario y E = {0, Q} el ٥٢-álgebra trivial. Definamos 
g : S —> [0, 00] como ٨،(0) = 0 y = +00. Claramente ٢í es localmente ٨،-nulo 
pues el único conjunto de E con medida finita es 0 y g(A A 0) = 0. Sin embargo, 
Q no es ٨،-nulo. Sea / : Q —> R la función constante definida por f(x) = 1 para 
x G Q. Claramente f es medible, de hecho las únicas funciones medibles son las 
funciones constantes, y para cada a G]0,1[ se tiene que / ٩،,«]٩) = ؛٦  y este 
conjunto es !ocalmente ٨،-nulo pues el único elemento de E con medida finita es 0 
y ٨،(/-1(]a, 00[) A 0) = 0. Esto prueba que ٨٢٥٥,z(/) = 0. Sin embargo, para a > 1 
se tiene que 00[)) = ٨،(0) = 0 pero si a < 1 se tiene que ٨í(/~٩]a, 00[)) =
/z(Q) = +00. Por tanto, = 1. Esto prueba que ٤٩٨،) 7؛
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1.3.2 Las desigualdades de HSlder y de Minkowski
Pretendemos ahora probar que, para 1 < p < oo, las aplicaciones Np : ٤١), 
anteriormente definidas, son seminormas.

Dado p ع أهم/[, , se tiene que 0 < 1 > ث, por tanto existe un número real 
G 1,00[ tal que

p q
En este caso diremos que ؟ G R es el exponente conjugado de p.

La noción anterior puede extenderse para p 0[ج, l]yp = 00 ب. Diremos también 
que q = +00 es el exponente conjugado de p = 1 y que q = 1 es el exponente 
conjugado de p = +00. Si 0 < p < 1 entonces el exponente conjugado de p, 
definido como antes, es negativo.

Es conveniente tener a mano algunas relaciones que son equivalentes, para 
1 < p < +00, a la relación 1 = ل + ل :

دت؟١ ٩د=٠

Lema 1.3.1 Si p e]l, 00[ y q G R es el exponente conjugado de p entonces para 
x,y e Ri se verifica

La 7099 07404 65 estricta salo que *8/-ت.
Demostración Para y > 0 consideremos la función:,أكم R definida por 
 solo para ئ(كي) = Se verifica que /() =y~ 37-1. Por tanto 0 .آ — xy = (ت)
¿o = ت/(-). Como p > 1, se verifica que 0 > (٠0)/ ٩ا  y, por tanto, % tiene en 30 
un máximo. Como /(•0 < (م para 0<i<roy %/(*) < 0 para 0 < ن, en 0 la 
función 6 alcanza un máximo absoluto. Es decir:

81ع]0>٠٠[ (2) = /لر(ه 1)) = - آ = *را - ت
= لآلا - ١٤ = الو (1 - )* = 1*

Esto prueba la desigualdad. Además las igualdades anteriores prueban que se 
produce la igualdad en la desigualdad del enunciado si y solo si X = es
decir si y 8610 si y = أس o, equivalentemente, 00 - ر. •

Teorema 1.3.2 [Desigualdad de Hblder[
Sea (Q,E,٨،) un espacio de medida y sea p G [1, 00]. Sea q el exponente con

V además se ،(٨) ٤٦ entonces f ■ g G (٤١ y g e (٤١ jugado de p. Si f e
verifica

J 1/ ■g\dn< (J \f\pdp^ ■ \g\qdp^ ;
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es decir N f .g١ < N .Nq٢g١.
La desigualdad del enunciado es estricta, salo que existan dos constantes 

no simultáneamente nulas tales que = /39(*)8, para casi +* ع/,
مهى/ ٢ 6.)

Demostración

1. Si p = 1, en cuyo caso q = too, entonces ٤٨1(/)٦٧9 ٤ ل/(• ). Sabemos 
que el conjunto 0 -ئ ل)**( } es (?-finito y el conjunto F = {x e
D : |5 ٠|) > اا  loo} es q-nulo, es decir p(F) - 0. Claramente EnFes 
^-mulo y la desigualdad

اه(د|٠ا)م(/ا،ا|ج||<ا)

se verifica para casi todo *ع). Por tanto, f-geC 1(m) y además

/1/.سه|ج < / ماوا ,|/ل٠ = اوا .٨٢.)ن(ذ

2. Si p = too, en cuyo caso q = el teorema se prueba como antes, inter- 
cambiando los papeles de f y g.

3. Si p ell, أمم entonces el lema anterior implica que

para ieQ.

٠ Si /,(ع) = ly Nq(g) = 1 entonces integrando ambos miembros de la 
desigualdad anterior obtenemos

/ . »ا« ردك ٧«4» ردب ١٥٢٥» ٦لاجب

con lo cual el teorema quedaría probado en este caso particular.
« Si Np(f) = 0 entonces / = 0 en casi todo punto de Q, lo mismo le 

ocurre a /() . 9(تط) y entonces ambos miembros de la desigualdad del 
enunciado serian nulos. La misma situación se presenta si Nq(g) = 0.

٠ 5 Npkn ح Nq٢g١ > 0 entonces las [000305 i = 75 = 9 ]كي لا  
verifican 1 : (5) ,إ y Nq(g) = 1. Según se probo anteriormente,

De aquí se sigue inmediatamente la desigualdad del enunciado

14



Analizaremos ahora cuándo se produce la igualdad en la desigualdad de Holder. 
Según el lema anterior, en el caso Np(f) > 0 y Ng (g) > 0 la igualdad se produce

Elevando a q ambos miembros 1 ؟٦٠ en casi todo x G ٠٢ (r|/)؛ = | (r)،٥| si y sólo si
de esta igualdad, debería ser

en casi todo x € í٦. Esto ocurre si y sólo si |/(؛r)|p y |p(j؟)|l? son proporcionales, 
con constante de proporcionalidad no nula, en casi todo punto x G ؛٦٠

En el caso en que Np(f) o Nq(g) se anulen, resulta que la desigualdad del 
enunciado es una igualdad si y sólo si existen dos constantes a, ß 6 R+ no simul
táneamente nulas tales que a\f(x) |p = , para casi todo x G ؛٦٠  ■

Teorema 1.3.3 ¡Desigualdad de Minkowski]
Sea ( ؛٦ , S,p) un espacio de medida y sea p G [l,o ٥]٠  Si f,g G £pßi) entonces

٢ر  v^y < ٢ر  m^y+ ٢ر  ]g^y.
Es decir, Np(f + g) < Np(f) + Nq(g).

Para p > 1 la desigualdad es estricta si y sólo si existen dos constantes a, ß G 
R٣ no simultáneamente nulas tales que a|/(؛r)| = )٠؛ r)|, para casi todo x G ؛٦٠

Demostración

1. Si p : 1 entonces la desigualdad del enunciado es consecuencia de integrar 
ambos miembros de la desigualdad ١*(٣ ا٤ا)*( 1 19 > (*)9+ ( (), que es 
válida para cada G D.

2. Si p = (oo y denotamos Af = {x e n : /(•)ا > I|/||oo}, = ي e :
19(2) > resulta que los conjuntos Af y Ag son p-nulos (tienen medida 
nula) y se verifica

I fiad! اسع < ذ|(2|)ت ا  loU < ||/||٠٠ 1 Hall —

para X «ي AfUAg, 5101110/(4 49) < p(Af)+p(Ag) = 0. Por consiguiente,
ااهب/اا0هاساابههاارااكه٠٠

3. Si p y q es el exponente conjugado de p entonces se verifica que
p. Tengamos en cuenta que = (و( - 1

١() 19(1) = 7 ٣ا) /() t g(x!f(x) + g(xr■
t Mxymf^xy + g^ri ا(*)/) >

< 1(٨٣) . Xf^ + g^r¡ ا 1|)يو .
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Utilizando la desigualdad de Hdlder, vamos a acotar las integrales de los 
sumandos del último miembro de la desigualdad anterior:

ا)تق(لرا - را٠)ءذ( كذ ؤ ٠ لرأ^( ؤ

= N٧١ ٧ ل\ ب )»«« = N f١N٧ ب )»٤ .

y análogamente

/19(*) . (2)*»(2) ١٣-١ ٠p(/ + 5)٢)TVp ي «4

Si integramos el primer miembro y el último miembro de la desigualdad 
(1.3.2) y tenemos en cuenta las cotas anteriores tenemos

N f + و) = Np ٧ + و )(N ٧١ + Ng١١.
Si /(0(9+ ل entonces de la desigualdad anterior se deduce que

Np٢HgT١٩ :Np٢hg١p^"iq١ =Np٢Hg١p١ =Np٢hg١<Np٢mNp٢9١.
Si fuese 07, ( t 0 = (ج la desigualdad del enunciado es trivial.

En el caso 1 < p < -1-00 hemos utilizado dos veces la desigualdad de Holder. 
Estas desigualdades son igualdades si y solo existen dos números ai,j3i e 
(resp. «2,^2 ج R+) no simultáneamente nulos tales que

ا٤ا)*(2 = )(م] ٣ 0 ()11(٥11-0 ), (resp. ٥22وا)*(ا =

Por tanto, la desigualdad del enunciado es una igualdad si y solo si existen unas 
constantes a, j? € no simultáneamente nulas tales que 0(*)2 = /319 (•)12. •

Como es evidente que Np(af) = اها . Ap(^) si a e c y f e (لر), de la 
desigualdad de Minkowski resulta que la aplicación

إ ك١) ب  R, 
í H Np٧١.

es una seminorma sobre /(ار). A partir de ahora denotaremos 11/llp = Npkf) para 
.CP^)^ con 1 p oo ج
Para l^p^oo, denotemos por /(/ل) el conjunto de las funciones tales que 

 p = 0. Este conjunto es precisamente el conjunto de las funciones que son nulas ابوا
en casi todo punto de Q, y es el mismo para cada l<p< oo. Claramente /(/س) 
es un subespacio vectorial de £P(p). Denotemos por Lp(p) el espacio cociente

)سر([ - //)س/(/(0.)
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Claramente LP{^ es un espacio vectorial cuyos elementos no son funciones sino 
clases de equivalencia de funciones. Si f, g E /(/ل) son tales que [ إذ = و[ ] entonces 
2(+) = 9(3) en casi todo punto de Q. Por tanto, 11/llp = 9. Esto permite definir 
sin ambigüedad la aplicación II .: )را0لر ) - K por medio de 1[]9 = 11/llp. La 
aplicación asi definida es una norma sobre )مل م  pues اا . es una seminorma 
sobre /ل y si ||[/]||p = 0 es porque [1 es la clase de equivalencia nula.

De forma análoga a la expresada anteriormente, denotaremos por el
subespacio de /(لر) formado por las funciones tales que = lÁf) = 0, 
que está formado por las funciones que son nulas salvo en un conjunto localmente 
/¡-nulo. El conjunto cociente ][•(/ل) = es un espacio vectorial y,
como se hizo para el espacio 796(/), 105 رر una norma en este espacio, que 
dota a 7%6(/) de estructura de espacio normado.

Aunque los elementos de sean clases de equivalencia de funciones, en 
los niveles de este curso y para cuestiones relativas a la integración de funciones, 
no supone problema alguno considerar a los elementos de 70(/) como si fuesen 
funciones. Con este convenio, algunos de los resultados sobre estos espacios se 
simplifican en su formulación.

1.4 Normas equivalentes
Definición 1.4.1 Seaun espacio vectorial y sean اا واا اا اا / dos normas en X, 
se dice 06 estas dos normas 507 equivalentes 6 existen a,3 el con 3 l a ٠ 
de modo que para cada X e X es < 313/ > '| اا2ا .

51 77 son las correspondientes métricas asociadas tenemos que ad{x,y) < 
)لا ك /3(0٣,*)/ ,) y por tanto las métricas d y d' son equivalentes; asi pues, d y 
d! inducen la misma topología (son topologicamente equivalentes). Es conocido 
que dos métricas pueden inducir la misma topología y no ser equivalentes. En el 
próximo teorema veremos que esto no sucede en el caso de los espacios normados.

Teorema 1.4.2 Sea X un espacio vectorial. Si اا واا اا ااا  son dos normas en + 
906 inducen ه misma topología entonces w w لأ ٦ ااا  son equivalentes.

Demostración Supongamos que II II y اا II' son dos normas en * que no son 
equivalentes. Podemos suponer que, por ejemplo, no es posible encontrar el número 
^3 > 0 tal que ||¡r||' < ^| ا2ا | para cada X&x. Entonces, para cada 72 ع لا  
existe Xn G X tal que Ikill' > n||؛r„n٠ Para cada n E N sea Zn = [**٣*». 
Tenemos que II :„ir = ly 2الاة < *. Como lim:„ = 0 en (*, II II) deducimos que 
u = {z € X : < 1} no es entorno de cero para (I, اا II); sin embargo, u si
que es entorno de cero para ( ٦, اا  II'). Por tanto las topologías inducidas por estas 
normas no pueden coincidir. ٠

Consideremos en el espacio 7] las normas 1|| اا y اا Iloo, estas normas no son 
equivalentes ya que para cada n e N es . - te„||oo 11 -ه ■ ا||„جا[.  = n.
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En 2" consideremos las normas ا Iloo y ا ... ٨»ااء« = (٤)*«  *") donde 

p e [1, 00). Se verifica que اا Iloo y اا son equivalentes y la topologia que inducen 
en K" es denominada topologia usual.

Sea X un espacio vectorial y sea N la familia de todas las normas en 1لد. Es 
inmediato comprobar que la equivalencia de normas es una relación de equivalencia 
en X.

Sean ( الوت اا ) y (*,اا II') dos espacios normados. Es sencillo comprobar que 
las siguientes son normas equivalentes en el espacio vectorial X xY : ||(x,y)Hp = 
(||z||p + 2ر)* con p e [1,00), ر,(ا(ماا : IMI). Podemos también
comprobar que la topologia que inducen estas normas en X X Y es precisamente 
la topologia producto de la inducida por اا II en د y la inducida por 11 اا' en Y. Es 
claro que estas afirmaciones son generalizables al caso de cualquier familia finita 
de espacios normados.

1.5 Concepto de espacio vectorial topològico
Definición 1.5.1 Sea ٦ un espacio vectorial sobre K (K C) j( sea T una topo- 
logia 07 X. Diremos 9067 es una topologia rectorial en X, 0 bien que X,T١١ es 
un espacio vectorial topologico, si son continuas las aplicaciones

٠: X X حر ب  I , (;y) —>x + y
كل ا »-*و (٧, )م - تديه

donde 09 se considera la topologia usuai لأ en X لا X لأ^^ X las correspondientes 
topologías producto.

1.5.2 Si X es un espacio normado لأ T es la topologia que induce la 
norma en X entonces X T١ es un espacio vectorial topologico.

Demostración Sea ((xn,yn))neN una sucesión en X X X que es convergente a 
(x,y)&XxX, tenemos que lim Xn = X, lim yn = y. Para cada neN tenemos que 

- (*+/)< + \\yn-y\\ y deducimos que lim(x„ + yn) =x + y.
Sea ((a„, ؛r„))ngN una sucesión enKxX que converge a (ه, X) e Sxi, tenemos 

que lim an = a y lima:„ = X. Para cada n e N se verifica que II anXn - الحه =
allibii y podemos deducir que - رها t اه - > ||r،؛M + anx - c، -

limck„2:„ = Oía:. ٠

1.6 Sucesiones y series en espacios normados
El concepto de sucesión convergente tiene sentido tanto en el marco de los espacios 
métricos como en el marco de los espacios normados. Es evidente que el concepto 
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de serie convergente, que veremos a continuación, no tiene sentido en el marco 
general de los espacios métricos.

1.6.1 800 X 07 espacio normado. Dada una sucesión (1] ه٠),٤ح  en X 

se llama serie de término general *», [ا se denota •*ر, a la sucesión 

(5,)٤ para cada n =[,por ي,. A Sn se le denomina

suma parcial n-esima ءا ب *,. Si = 2 diremos que la serie

oc ٥٥

٦٢ر „ es convergente axo bien que su suma es X لآ pondremos ١٢ر  xu = X. Si 

la sucesión (5 ٤-)٤  no tiene limite se dirá que la serie es divergente.
Diremos que una serie es de 600079 si la correspondiente sucesión de sumas 

parciales es de 08 2.

Si X es un espacio normado y 5 *٣» es una serie en ٨ que es convergente 

entonces se verifica que la serie es de Cauchy y que lima;„ = 0 pero el reciproco 
es, en general, falso.

Ejemplo 1.6.2 Consideremos 67 espacio Co y sea •م = e و demostremos

que١٢x e٠i = X. En efecto, para cada n ]ع آ  es sup{\xj\ : j > n}

por tanto es claro que 111 لآ

Definición 1.6.3 Se dice que un espacio normado X es de Banach si con res
pecto a la métrica asociada es completo, es decir si cada sucesión de Cauchy en X 
es convergente.

En el siguiente teorema veremos que la completitud de un espacio normado se 
puede caracterizar a través de las propiedades de convergencia de sus series.

Teorema 1.6.4 Sea X un espacio normado, entonces X es de Banach si y sólo

converge hacia un elemento de °٥+ > r١٦ll؛íl ؟٦ lue) ر٢ ،٠٧ a;„ en ^٢ si cada serie

Demostración Supongamos que X es de Banach y que ||٢ر ؛ r„|| converge. Para

cada e > 0 existe no G N tal que si p > q > no es ٢ ||x„|| < e; así pues, 
n—g+l
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también sera
20 q
5 Xn 5 Xn

n=l n=l
,ر

n=qi 1
٤ II«' e, por tanto como

X es completo tenemos que 8»» converge en X.

Recíprocamente, supongamos que ( ٥٤),٤  es una sucesión de Cauchy en X. 
Tenemos que existe ni e N tal que si p, q> ni es II Xp - Xq\\ < 2. Existe 902 e 1, 
n > ni tal que 8ر, n es £رسال — ؟ || < De esta manera, procediendo 
inductivamente, obtenemos una sucesión de naturales, (nkkN١ tal que si k e N es

Æn^-till—١|| n es Tenemos que la serie 5 ؟, ؤy sip 4ر* > n

es convergente y por tanto la serie ر(*»» ~Xnk+1) también sera convergente, esto 

k

significa que existe •(» - ín،+i) = Por tanto existe
N es una؛لب) es de Cauchy y »(٤٤,)٤ X tal que lim = X. Como ع r 

جبة كح
subsucesión de es sencillo deducir que lima;„ •

En la siguiente apartado incluiremos ejemplos destacados de espacios de Ba-
nach.

1.6.1 Ejemplos de espacios de Banach
1 .- Si X es un espacio de Banach y z c XI es un subespacio cerrado, tenemos que 
z es también de Banach. En efecto, si (z„)„eN es una sucesión de Cauchy en z 
tenemos que existe lim zn = ة e Xf ya que X es completo pero también tenemos 
que zeZya que z es cerrado. completo y X es normado 05 sencillo
probar que z es cerrado.

“i.- 69 un conjunto no 0620 entonces 67 espacio normado 753(2) es completo.
En efecto, sea (fnkN una sucesión de Cauchy en B(T). Para cada teT tenemos 
que l^p(t) — /()ا < Wfp - الوئ y deducimos que es una sucesión de
Cauchy en ل. Por tanto, converge a cierto elemento de K que denotamos por 
o(í). Sea 0 < ج, entonces existe no € N tal que si p, q > 70 es (و%٤ا) — ه(ها(  < £ 

para cada ¡eb Dejando p fijo y haciendo 9-0050 deduce que \fp(t) — /o(¿)! ك ج  
para cada t e T; asi pues n^p - oli <251 17> ل será fp — fo e B(T\ Como
fp ٠ 0101110110105 ,(7)13 ع fo عB٢T ١ ل  tsmfciifen. ٠ 11111 01 0 = «ؤ BIT .

Observemos que, en particular, ha quedado probado que:

a.- loo es completo;

b.- Si T es un espacio topologico sabemos que 26(2) es un subespacio cerrado 
de BIT) asi pues BClT} es completo.

3 .- Co es completo. En efecto, veamos que Co es un subespacio cerrado de مم. 
Sea (a™)n€N una sucesión de Co que converge a cierto 40 ع ما - Demostraremos
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que 40 e 0 Sea £ > 0 y consideremos m ع N tal que ||٥™ - 00 < Como 
م ج  Co, existe 0 tal que si z > Zo es 14"() < |. Asi pues, si z > Zo es

4 .- De forma parecida a la demostración anterior, probaremos que • es un 
subespacio cerrado 06 ا هه لا  que por tanto es completo. \ma s٦iceAbn
de • que converge ه ع زما  probaremos que 40 es de Cauchy en K y que por 
tanto es convergente. Sea 0 < ح, fijemos m ع N tal que II مه Como am
es convergente será de Cauchy; asi pues existe n٥EN tal que si p, 00 < ؟ entonces 
- laD ا Por tanto, 100(0) - 40(9) < 140(0) - "()1 .ي > am(q) I - ()ا

ا)و( + I)؟(™« - sip>£ (9)00>؟, 00.
La demostración anterior sugiere que si (a")„gN es una sucesión de • que con- 

verge a cierto a ٥ ع  c y, para n > 0, lima71 (ي) = *». entonces se verifica que 
lima;„ = مم. Esta conjetura es válida y el siguiente esquema servirá de ayuda para 
su demostración:

إه :«1(1) 01(2) . 01() -2*1
a2 :«2(1) )ة(

an «"(2) .. )ة(" . Xn ٠ ح

ا :00(1) 00(2) .. 40() -40

Fijamos tenemos que existe no 6 N tal que 114" — a°n < ٠ si n > no- 
Consideremos n > no. Para existe i] € N tal que |a"(i) — xn\ < I si z > اي. 
Análogamente, para 00 existe ¿2 خ N tal que |a٥(z) — ol < 5 si z 2¿ ؤ. Sea و € N 
tal que j > Zo : máx(¿iZ2), tenemos que

„تلذا - تت0ا < 1ر - a |)ئ ا |٠”)ى - 00))( -1 ))(اه - *0 < £٠

Asi pues lim Xn = 0.
Por último nos planteamos la siguiente cuestión, supuesto que estamos en la 

situación anterior: ¿es uniforme, en n e N, la convergencia de (a^)igN a Xn? Es 
decir, dado pretendemos encontrar Zo ع N tal que sea menor que
£ para cada n e N si z > 0  Probaremos que la respuesta es afirmativa. Dado ي٠
£ > 0 existe m e N tal que - 00 < I y I Xn — •*0 < |. Para 00 existe 0 
tal que |a٥(z) — ؛rol < I si z > 0: para 41 existe j 1 tal que |cd(z) — Xil < I si

i > j 1· Asi sucesivamente, para امه existe jm-1 tal que )&(امه| - Xm-1؛ < ٤
si i > jm-1· Sea Zo = siت>^oynع{l,...,m-l}.
Es claro que ا"(;) - Xn I < £■ Si z > Zo y n > 771 tenemos que |a"(z) - ارة <

14"(:) - a٥(z|) ب 100):( - ؛rol ا ا2ت0 - اره < ■£
Finalmente supongamos que (aDieN es convergente a Xn de manera uniforme 

en n E N y que (؛c„)„eN es sucesión convergente en K. ¿Podemos afirmar que 
existe a٥ e c tal que lim an = 40؟
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5 .- Denotemos

c00 = {a £ cq : existe i0 € N tal que a(¿) = 0, i > ¿o}·

Claramente, cqq es un subespacio vectorial de co, que es conocido como el espacio 
de las sucesiones eventualmente nulas, y cqq puede ser identificado con el 
espacio vectorial de los polinomios en una indeterminada. Demostraremos que cqo 
no es cerrado en c٠ y por tanto que cqo no es completo. En efecto, para cada 
n G N, sea a” = ٢1, ٤,..., 0,... J. Es claro que lim an = a° en cq, donde 

a0(¿) = | si i e N. Sin embargo, pero ٥° cOo٠
Denotamos por cc = {a e c : existen io e N y a € K tal que a(?) = a si i > Íq}, 

cc es un subespacio vectorial de c que no es cerrado y que es conocido como el 
espacio de las sucesiones eventualmente constantes.

6 .- Sea p e [1, +oo) y sea

lp = {a = (a(í))ieN ؛ a( ٤) £ ٦ K, para i e N, y ٢ |a(z)|p < ٥٥}·

/ O٥ \ p
-Demostraremos que lp con las opera 1ر ٠ )،(Ia ٢٢ر — Si a G lp denotamos ||a||p

ciones usuales (de suma de sucesiones y producto de una sucesión por un escalar) 
es un espacio vectorial y que || ||p es una norma en lp. Sean a,b £ lp y a £ K, para 
cada n G N deducimos de la desigualdad de Minkowski que

Asi pues 5 )*(ا ا ا»)( " es convergente y será +١٤٤: además ا ا اا« » < 
IHIp ب أرار *.

Por otra parte, si n G N tenemos que

0^( = 0^! ا)¿.(«!^0سااماا(^اإا)^ا^ا٠

Asi pues, es convergente y aa G lp; además es claro que „aa||p =

Finalmente, observemos que si a G lp entonces ||a||p = 0 si y sólo si a(i) = 0 
para cada i G N.

Demostraremos ahora que el espacio normado (lp, اا llp) es completo. Sea 
(a")„gN una sucesión de Cauchy en lp. Sea ي € N, tenemos que si m, n G N 
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es I a٦z) - )|ص = س)¿(! (¿) - a"(z)|P)p < II am - asi pues deducimos 
que (a"(í))nsN es de Cauchy en K y existe (ة) = lim (ا). Denotemos 
٠٥ - (00(٤))=!. Tenemos la intención de probar que «0 e Ip y que lima" = 40 en 
existe n ,ج > Sea 0 .م] ٥؛ N tal que 14" — am II < ع si a,m 0„ ؤ. Fijamos

y TV ع N, tenemos que E |a"(z) - a™(¿)|P < (e)p para cada m > Asi pues, 

tomando limite para m—*oo deducimos que El«"(¿) —«٥(¿)|P^ (ء). Como esto 

es cierto para cada /٧٤٢, tenemos que, para n > 70, E ك )(٤ : es

decir ( ٤٣-)(٥ 0()): e Zp y ١(٥(«٤ ) — a٥(T))ígN||p < ح si n > مر. Por tanto, como 
٠٥ - deducimos que además < ع
si n > 90. Esto prueba que lim an = 60.

Sean /,1,100] و ع ). Demostraremos que si p < q entonces Ip c Iq y Ip و. 
Sea a; ع Ip, entonces existe no e N tal que si n > no es I n)| <ly por tanto

 |n؟|) < «)»(* y podemos afirmar que * ء Iq. Observemos que وب( ء
لل\’ص/

lq\lp. Finalmente *أ*» tenemos, para cada m 5 N, que (2اءع")ا - ٤" » =

٤ . . y )(»» ي )ت«) . asi pues podemos deducir que la serie ««) es convergente 

en lp a X.
7 .- La completitud de los espacios del tipo Zp, l<p< loo, puede ser probada 

como consecuencia inmediata de la completitud de los espacios de Lebesque L(y¿).

Teorema 1.6.5 Completitud de los espácios
Sea (Q, S, p) un espacio de medida y sea 1 < p < +oo. Se verifica que el 

espacio normado (Lp(p), || · ||p) es completo.

Demostración
Sea fk una serie en 72(/) tal que حع] ||/fc||p es convergente.
Supongamos en primer lugar que p = +00. Para k ع N sea Nk

Q : 111*1 < (30ا*)ئ . Claramente /0 = (*)ا. La serie 591 ث*() converge para 
X CA y este último conjunto tiene medida nula. Sea / : Q ب c la aplicación 
definida por

4)i/fc }با = ج x£\h Nk, 
zeu TVfc.

La función f es medible y está esencialmente acotada por =٤] ll^klloo. Además 
11/- ELi fk Iloo < ||/fc||oo tiende a 0 para n > oo.

Supongamos ahora que l<p< loo. Sea 9 * )ن = (59ر  Por la
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desigualdad de Minkowski, para cada n e N, podemos escribir:

Por el teorema de la convergencia monótona,

/ -اه« /بلار٧\ط\د١ <(٤ )

Por tanto, g es integrable, g(x) < +oo para casi todo x £ Q y la serie 2؛^! fk es 
absolutamente convergente para casi todo x € Q. Sea

(/ ) = ا ٨,)®( < مذ

La función f es claramente medible y verifica que \f\p < g, por lo que f e 
Lp(g). Como en casi todo punto de x 6 ٢٤ se verifican las relaciones

/٤)»(/-)«(< )ئ(ج١

el teorema de la convergencia dominada implica que lim || ٢ ر٨؛  — f\\p = 0. Con

lo que el teorema queda demostrado. ■
Puede probarse, como en la demostración anterior, que el espacio L ٣(٨ í) es 

también un espacio de Banach.
8 .- Sea I = [—1,1] y consideremos el espacio vectorial C(I) (consideramos 

funciones reales), en C{I) definimos ||/|| = ر \f(t)\dt. Es sencillo comprobar 

que || || es una norma en C(I) y demostraremos que C(/) con esta norma no es 
completo.

Consideremos en C(T) la sucesión (fn)n& donde para cada n 6 N es

0 si — 1 t 0 ؤ 
nt si 0 < í < ل
1 si ل < í < 1

Vamos a ver que (fnY ieN es una sucesión de Cauchy en 6(7). Si p > q tenemos
que

— fq١٢tطلم ١
0
٢p-q١t 
 qt — د
0

si — 1 < í < 0
si 0 < t < -

1 > t > ؟ si
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y \\fP ~ fg\\ = j ÍP ~ q)tdt + í (1 — qt)dt = - --- ٤, así pues es claro que2q 2P ؛Jo J

es una sucesión de Cauchy.
Supongamos que existe /0 € C(T) tal que lim ||/„ — /□ || = 0. Sea k > 0 tal que 

|/o(í)l < k si t € I. Tenemos que

Zo ر٠
٢M/|| > 1+ ر٠ <٤ر٠

Zo
|/o(í)|dí = 0 y deducimos que /٠(،) = 0 si t G (—1,0).

Por otra parte para cada n G N tenemos que

\\fn~fo\\ = \fo(t)\dt +\nt - fo^dt + ٠ر٨  |l-/0(٠í,

pero \nt—/o(¿)| < l+ ٨؛  para i G [0, y deducimos que lim í \nt— fo(t)\dt = 0.
n n^oo Jq

0,1) tal que) ٤ Supongamos que existe ،0 ·٥ = )،(|1 — /o| ر٦ Por tanto lim 

existirán pues ،i,،2 € K tales que 0 < ti < ¿o < ،2 < 1 y 1| > ٥؛ — /o(،o)| = a 
1 entonces؛ > es i |1 — /o(،)| > f si t G (،i,،2)- Sea no G N tal que si n > n٠

|1 — fo(t)\dt > ٠٨ \1 — fo^dt >—(t2 — ti).

si n > no٠ Esto es una contradicción. Por tanto, hemos demostrado que /b( ٤) = ٥  
si i G (—1,0) y 1 = (،)0ر si t e (0,1) pero esto no es posible ya que /0 € C(I).

9 .- Sean (X, || ||), (Y, || ||') dos espacios normados. Si ambos espacios son com
pletos probaremos que X x Y también es completo. En efecto, sea ((،in,٥n))neN 
una sucesión de Cauchy en X x Y (es claro que esta sucesión será de Cauchy para 
cualquiera de las normas que inducen la topología producto). Si p, q G N tenemos 
que ||ap — aQ|| < ||(ap,bp) — (aQ,6Q)||o٠ y deducimos que la sucesión (a„)n£N es de 
Cauchy y por tanto convergente a cierto a G X. De manera similar se demuestra 
que (6،؛=^ es convergente a cierto b G X. Por tanto lim(an, bn) = (a, b) en X x Y.

Recíprocamente, supongamos que XxY es completo. Probaremos que también 
lo son X e Y. Sea (an)neN una sucesión de Cauchy en X, fijamos b G Y y si p, q G N 
tenemos que ||(ap, 6) — (a6,؟)||oo < ||ap — aQ||, por tanto deducimos que (an,b) es 
de Cauchy en X x Y y será convergente a cierto (x, y) G X xY, es claro que b = y 
y que lim an = x. De forma similar se ve que Y es completo.

El resultado que acabamos de probar es fácil de generalizar al caso de un 
número finito de espacios normados.

10 .- Denotemos por .٨4(íl, S, R) (resp. Y, C)) el conjunto de las medidas 
signadas finitas (resp. medidas complejas) sobre el espacio medible (٢1, S). Es 
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inmediato comprobar que estos conjuntos tienen estructura de espacio vectorial 
respecto de la suma de medidas ((n٦ + ^)(A) = ٤ر٦  (A) + ^(A)) y el producto por 
un escalar ((٨n)(A) = Xv^A)), donde ٨ es un escalar real o complejo (según el caso) 
y donde ٤,ر ٤ر٦  y 12ر son medidas signadas finitas o medidas complejas. Para tratar 
de estudiar simultáneamente ambos espacios, los escribiremos como Aí(٢l, S,K), 
donde K = R o K = C.

Es fácil comprobar que la aplicación [( · || : S, K) ٩ R definida por
||z/|| = |n|(Q) es una norma sobre el espacio (Q, S,K). Esta norma se denomina 
norma de la variación total. No es tan sencillo probar que con esa norma el 
espacio (٢1, S, K) es un espacio completo.

Supongamos que { ٤ر ،,} es una sucesión de Cauchy en M(٢2, S, K). La desigual
dad

l^m(A) nn(A)| = ٤ói||
prueba que, para A G E, la sucesión numérica { ٤؛رر , (A)} es una sucesión de Cauchy 
en K. Como K es completo, esta sucesión numérica converge hacia un número que 
denotaremos por n(A). Es decir ¡;(A) = lim^oc i^k(A). Trataremos de probar que 
v define una medida signada finita o una medida compleja y que limرcه□o = v 
para la topología de la norma de la variación total; es decir, limk٩o٥ ||nk — 10 = ر1؛ .

Es sencillo comprobar que í/(0) = 0 y que ٤ر  es finitamente aditiva. Para probar 
que v es numerablemente aditiva, comprobamos que la convergencia lim ^(A) = k—^OQ
p(A) es uniforme en A e S. En efecto, por ser { ٤ر ،} una sucesión de Cauchy, dado 
e > 0 existe un e N tal que si m,n > n0 entonces se verifica que ||z/m — nn|| =

 e > (٢٤)!„^ — Se verifica también que |z٧m(A) — nn(A)| < \um ·؛ >
para cada A € S, supuesto que m,n > no■ ٥e aquí resulta evidente que {^(A)} 
converge a n(A) uniformemente en A e S.

Para probar la aditividad numerable de v es suficiente probar que si {A،؛,} es 
una sucesión decreciente en S tal que ٩fceN Ak = 0 entonces limfc٩0o v{Ak) = 0. 
Sea e > 0 y sea n٦ G N tal que si n > ni se verifica que ؛٤ر ( A) — isn(A)l < ٠ para 
cada A g S. Por ser ٤ر „ numerablemente aditiva, existe un «2 6 N tal que si 
k > n2 se verifica ¡٩(Afc)| < ٠. Combinando resultados, si k > se verifica que

.Afc)| < - + - = e) ١! + (|nni(Afe — (,Afc)| < |n(A؛٨^)

Esto prueba que lim٨,٩oo ٤ر ( A،,) = 0 y por tanto v es numerablemente aditiva.
Veamos ahora que limfc^٥٥ ||n n|| = 0. Sea, como antes, e > 0 y el corres — ٨؛

pondiente número natural no■ Si m,n > no entonces para cada partición finita 
{Ai, · ■ · , A„} de ؛٦  se verifica que ٤X=1 \vm(Ak) - vn(Ak)| < ||nTO - p„|| < e. 
Tomando límites en esta expresión para m 00 ه tenemos también que

.vn(Ak)\ < e - ،؛,(RA؟

Como el supremo, entre todas las posibles particiones de ٢٦, del primer miembro es 
precisamente — pn||, resulta que si n > no entonces — vn\\ < e. Esto prueba 
que lim^oo ||n — 20 = || *ر, lo que prueba que (٢٦, S,K) es un espacio completo.
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1.7 Completitud y separabilidad en espacios 
normados

A continuación expondremos una serie de resultados sencillos sobre espacios nor
mados.

espacio normado entonces X es homeomoro aUx (س X م[ 1.7.1 060••

Demostración Sea /:*- Ux definida en cada xeX por (*) = اااإ٠+  Es 
claro que f es continua. ؟Trataremos de estudiar si esta aplicación tiene inversa. 
Sea y = entonces X = y( 1 + اأساا) y será IHI = I|y||(l ٠ اأ*اا ), por tanto 
IMI : y será 2 = ه. Desde aquí se deduce que, si definimos g : Ux*
por 9(1) = ه, se va a verificar que 0((2)) = X y /(٠)) = y- Por tanto, / es 
biyectiva y claro está que también lo es 9. Es evidente que g es continua. ٠

Proponemos estudiar si este resultado seria cierto si se cambiase Ux por Sx٠

٢سأ 1.7 .2 960 * 00  espacio normado. Si x,p مع 40ر  entonces

X y < 2 استغلا
11*11 llyll 11*

Demostración Basta observar que

ااائ=2اا,إاا*أ^

= «الا - ا«ا«اا*«ا»ا

: ي(ا»ااآساايآ )ا ل (M - ا»)ا«ما

yaque |||i|| - ||y||| < ||x-y||.
Si consideramos la aplicación f : X \ {0} ه Sx definida por f(x) = T٢٦٣ se 

deduce, del teorema anterior, que / es continua.

Teorema 1.7.3 Sea X un espacio normado. Entonces X es completo si y sólo si 
Bx es completo.
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Demostración Es claro que si X es completo entonces Bx es completo. Supon
gamos que Bx es completo y que (،r„)„eN es una sucesión de Cauchy en X. Si 
existe alguna subsucesión (٤cníí)neN contenida en Bx tendremos que existe x G Bx 
tal que lim (xnk) = x- Es sencillo probar que entonces también es lima;„ = x. 
En otro caso podemos considerar que los elementos de la sucesión (؛r„)ngN son de 
X\Bx٠ Si p, ؟ G N tenemos que

Asi pues, لادا es de Cauchy en Bx y por tanto existe 5 ء Bx tal que 

lim -¿م tenemos que ا»«اا - اا««ا  < II Xp - ابت y por tanto

la sucesión (1رر) es también de Cauchy y existirá a e R tal que lim ١رر  - a. 
Entonces es sencillo probar que lima;„ : az. ٠

Proponemos que se demuestre que ٦ es completo si y sólo si 5* es completo.

TíAHA 1.7.4 Sea X 70 espacio normado. Si E G. X es subespacio sectorial 
entonces cl(E١ es subespacio ectorial.

Demostración Sean قل E 1(7) y a G K. Tenemos que existen en E dos 
sucesiones (؛Tn)neN؛ (y„)„eN, de modo que 1112 = «ر y limyn = y. Entonces 
(» t yn)n& y («®„)„eN son sucesiones de E tales que lim(؛r„ t yn} = X + y, 
limcnr„ = ax. Por tanto X + y ع el(E) y ax e cl(E). ٠

1.7.5 Sean X un espacio normado لآ E c X un subespacio sectorial 
propio (E٠X). Entonces Int E -0.

Demostración Supongamos que B(a,r) c E, con r > 0. Sea •٣٤٦ {0} y 
sea a>0 con a < * entonces etaiE 1«. 2) y por tanto ax G E y X € E, 

deducimos que entonces E = X. ٠
Recordemos que si (٦,) es un espacio métrico y A c X entonces, para X G X, 

se define la distancia 10+24 por 0(+,4) = in/{٠,a) : a G A}. Suponemos 
conocidas las propiedades básicas de este concepto y que 0(*,4) = El
siguiente teorema tendrá posteriormente diversas aplicaciones.

Teorema 1.7.6 [Teorema de F. Riesz (1918)1
Sea X un espacio normado لو sea 2ر < subespacio vectorial propio لو cerrado. 

Entonces, para cada ع G (0,1) existe a: G Sx tal que E) > 1 — e.

Demostración Sea y G X \ E, como E es cerrado será ؤ, E) = a > 0. Es 
sencillo comprobar que ( ,لا ث] ) consideremos z G (لا, ñ) n E. Sea
X : (لأ - z). Si a G ج es a; - a = ٢٢( - =
tenemos que ؤ ع ج  y por tanto ||لأ - > a. Deducimos pues que ||x — a|| >

ر٤  > a1 = —؛ — £. Por tanto ٠,E) > 1 — £. Finalmente observemos que 
, .1 ya que 0 G E > (E ,ت)
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1 .7.1 Otras propiedades de algunos subconjuntos de espa
cios normados

1 .- Sea X un espacio normado. Si E C X es subespacio vectorial que no es denso 
en X entonces para cada ٤ 6 (0,1) existe x G Sx tal que d(x, E) > 1 — e.

2 .- Sea X un espacio normado, sabemos que si A C X es compacto entonces 
A es cerrado y acotado pero el recíproco es falso en general. Es conocido que un 
subconjunto de Kn es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. En su momento 
probaremos que si X es un espacio normado n-dimensional entonces se verifica que 
A C X es compacto si y sólo si A es cerrado y acotado, en esta situación si E C X 
es subespacio vectorial propio tenemos que se puede deducir de la compacidad de 
Sx, que existe x G Sx tal que <٠,B) = 1.

3 .- Sea X un espacio normado, sean a G X y a G .K(c، 70 ؛). Es sencillo 
comprobar que la aplicación traslación fa : X —> X, fa(x) = x + a, y la aplicación 
homotecia ha : X —> X, ha(x) = ax, son homeomorfismos. Si A G X se define

r : x G A}. Es claro que si A4.؛,} aA = ha(A) — {oر x G ؛ x + ٠} = (a + A = fa(A
es abierto o cerrado o compacto o acotado o precompacto entonces los conjuntos 
a + A y aA tienen la correspondiente propiedad. Si A y B son subconjuntos de X 
se define A + B = {a + b ·. a G A-,b G B}.

4 .- Sea X un espacio normado y sea A G X un subespacio vectorial cerrado. 
Sea a G X, probaremos que A + £(a) es cerrado. Si a G A es A + £(d) = A, 
por tanto vamos a suponer que a A. Consideremos una sucesión (an + A„«}،¡ 
(an G A, Xn G K si n G N) de A + £(a) que sea convergente a cierto x G X. 
Probaremos primero que la sucesión (An)n6N es acotada, si (An)ngN no es acotada 
existe alguna subsucesión, (Arafc)/؛eN, tal que lim|A„fc| = 00. Entonces es claro

que lim -—(a„. + An,a) = 0 y por tanto lim -—an. = —a, como A es cerrado
k A، k Xnk

deducimos que — a G A lo que no es posible. Por tanto (Ara)n£N es acotada y existirá 
alguna subsucesión, (An٠j/،(, que será convergente a cierto A G K. Tenemos que 
lim(Anfca) = Xa y como ank = ank + Xnka — Xnka deducimos que lima„،. = x — Xa, 
pero como A es cerrado será lim ank = b G A y por tanto x = b +Xa gA + 
C{a). Partiendo de este resultado es sencillo probar, por inducción, las siguientes 
cuestiones:

i .- Si A G X es subespacio vectorial cerrado y B G X es subespacio finito 
dimensional entonces A + B es cerrado.

ii .- Si A G X es subespacio vectorial finito dimensional entonces A es cerrado.

1.7.2 Compacidad en espacios normados
Teorema 1.7.7 Sea X un espacio normado, si Bx es precompacto entonces X 
es finito dimensional.

Demostración Como Bx es precompacto existe {ai,..., an} c Bx tal que Bx G 

٧B(a؛,-). Sea E = £(ai,a2,... ,an), tenemos que E es subespacio vectorial 
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cerrado de X tal que para cada x G Sx es d(x,E) < ~. Por tanto, según el 
teorema anterior, E no puede ser subespacio vectorial propio y será E = X. ■

Teorema 1.7.8 Sea X un espacio normado. Si existe A C X que sea precompacto 
y con interior no vacío entonces X es finito dimensional.

Demostración Tenemos que existe B(a, rfir > 0) tal que B(a,r) c A. Deduci
mos que a + rBx = B(a, r) es precompacto y por tanto también lo sería rBx y 
Bx٠ Así pues X es finito dimensional. ■

Teorema 1.7.9 Si X es un espacio de Banach infinito dimensional entonces las 
bases algebraicas de X tienen cardinal no numerable.

Demostración Suponemos que es conocido que todas las bases de un espacio 
vectorial tienen el mismo cardinal (a las bases algebraicas se las denomina también 
como bases de Hamel). Supongamos que {an : n G N} es base de X. Para 
cada n G N sea En = £(٩,..., an) tenemos que En es cerrado de interior vacío. 
El teorema de Baire afirma que un espacio métrico completo no puede ser la 
unión numerable de conjuntos diseminados (conjuntos con el interior de la clausura 
vacía), pero con nuestra suposición obtenemos que X = ٧ En lo que está en 

ngN
contradicción con el teorema de Baire. ■

Nota 1.7.10 1.- Si X es un espacio vectorial infinito dimensional con base infinito 
numerable, como por ejemplo cqq,. entonces no existe norma en X de modo que X 
sea completo.

2.- Sea X un espacio normado. Tenemos que X = ٧ nB% y si X es ñ-

nito dimensional podemos afirmar que X es unión numerable de una familia de 
compactos.

Sabemos que cOo es infinito dimensional pero si para cada n G N es Fn = 
٤(ei,..., en) se verifica que Coo = ٧ Fn y deducimos que cqo es unión de una 

neN
familia numerable de compactos. Supongamos que X es un espacio de Banach 
infinito dimensional demostraremos que X no se puede obtener como unión de 
una familia numerable de compactos. En efecto, si X = ٧ An donde para cada 

n G N es An compacto deducimos del teorema de Baire, que existe n G N tal 
que Int(An) A 0, pero sabemos que esto no es posible en un espacio infinito 
dimensional.

Teorema 1.7.11 Sea X un espacio normado, entonces X es separable si y sólo 
si existe A C X numerable tal que es denso en X.

Demostración Supongamos que A c X es numerable y que £(A) es denso en X. 
Denotamos A = {a„ : n G N}. Supongamos que K = C (el caso real es similar). 
Sea M el conjunto de los elementos de X que son de la forma ٨i«i + · ■ · + Xrar 
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donde r e N y si 1} € و,..., r} es رد = زله  +Í&3 con ز/,زه ع  Q. Es claro que M es 
numerable y demostraremos que M es denso en X. Sean X e X y £ > 0, tenemos 
que existen 1 لاع/] ,...,^„}cCde modo que Ha; - ^μlal i- - - -1 /,»0») < I, 
para cada 1} € ق,... ,n} existe ز = aj + iPj con aj,Pj e Q y tal que > زلرا — ارد  
٢ si aj 0 ص, entonces ||( اعاد + ··· + ز„مد  - x\\ < ||( اعاد +٠٠٠  - 
(*11 + ■·■ + 1 ( ر٤٤  IKMiai + ··· + finan) ٠

Obsérvese que si X es un espacio normado finito dimensional entonces X es 
separable.

Recordemos que en un espacio seudométrico las propiedades separable, Lindelóf 
y segundo axioma de numerabilidad son equivalentes. Por tanto en un espacio 
seudométrico las propiedades separable y Lindelóf son hereditarias y esto no es 
cierto en el marco general de los espacios topologicos.

Dado un espacio normado Xyun subconjunto د de عر denotaremos al conjunto 
1/(4) por [A]. Si (:Tn)„gN es una sucesión de * denotaremos al conjunto 67/(٣, : 
n e N) por [inJnEN.

Teorema 1.7.12 Sies un espacio normado tal que 9* es separable entonces 
X es separable.

Demostración Sea A = {an : n € N} C Sx un conjunto denso en Sx٠ De
mostraremos que M = {qan : q e Q, n e N} es denso en X y que por tanto
que 4 es separable. En efecto, sea عد Sx con sea £ > 0, para

٦ y آي existe n e N tal que

٤0! Consideremos .| > اا
£. > a„H؟ - „imilla ا£ا|٠||„ ا| - T-

 entonces ه >

tal que || ا0ا | - <?| I entonces

1.7.3 Otras propiedades de los espacios separables
1 .- Si عد es un espacio normado donde existe algún entorno de un punto que sea 
separable entonces ٦ es separable. En efecto, se deducirla que existe B(a,r) = 
« 1 rBx que es separable y por tanto también seria separable Bx y

2 .- Sea لد un espacio normado de modo que existen k 0,1) ج) y un conjunto
.a„ II < k — تل؛N con II ج existe n عر N} c X tales que si X e ع n : 4 = 04ر numerable

Demostraremos que en esta situación * es separable.
En efecto, sea E = si E es subespacio propio tenemos que existe

X ج Sx tal que 0(2,٦) > k pero entonces seria — an|| > ج para cada n ج N, asi 
pues 10-٨٢٧٨ 05 separable.

3 .- Sea T 070 600*90*0 inJini to demostraremos que entonces BIT no es sepa- 
rabie.

En efecto, tenemos que el conjunto 2(2), de los subconjuntos de T, no es 
numerable. Para cada 4 e 0(1) sea XA la función característica de 4 (xa(í) = 0 
si t ي A, Xa(،) = 1 si t e 4), es claro que si A ص B es II XA - xbII = 1. Por tanto 
{u (xa, P(T)} es una familia no numerable de abiertos disjuntos dos a dos
y esto implica que B(T) sea no separable. Consideremos ahora 7- 2)13 ث): 
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toma un número finito de valores}. Tenemos que 1 es un subespacio vectorial de 
B(T) y demostraremos que E es denso en ج(?) (por tanto E no es cerrado). En 
efecto, sea f e y ε > 0, como Im أ es precompacto en K existe {،1,... J،n}c

K definida ب T : و Consideremos la aplicación )،؛(,£(. T tal que Im / c u

por ( ٤) = أ( ،) si i es el primero de{!,..., n} tal que f(t) ع لا  (fitil 2), es claro 
que g & E y \\g — f\\< ε. Es sencillo comprobar que este resultado no es cierto en 
general si T es un espacio topologico y consideramos BCF).

4 .- Del apartado 8 deducimos que مم no es separable.
Consideremos M = ه, : n ع N{ tenemos que (11) = 600 y es sencillo probar 

que Coo es denso en Co.
También es sencillo probar que Coo es denso en Ip si p e [1, oo).
Consideremos ahora el espacio c y sea e la sucesión constante 1, tenemos que 

 Cc y Cc es denso en c. En efecto, sea a e c y ε > 0, tenemos que : (u {e} /ال)
existe ao e K tal que lima(¿) =407 existirá no ج N tal que ا() — aol < ε si 
i > no. Sea b - (a(l) — مه)] + ··· + (α(ηο) - aoho + همه, entonces ؤ € Ce y 
IIة - α|| < ε. Por tanto ha quedado probado que los espacios Co, cy Ip (p & [1, oo)) 
son separables pero que [مم no es separable.

5 .- Sea X 1111 0 ع٠ة  normaào. Si A لآ B 900 subconjuntos separables de 
demostraremos 90 A ب B es separable.

En efecto, sean M = اره : n ج N} y Af = 10, : n e N} subconjuntos densos de 
Ay B respectivamente. Consideremos p : {a,i + bj : i & Μ e 11. Sean a € A y 
b 6 B, sea ε > 0, entonces existen tales que — a¿ Il < I y ا ة| — وة  II < ٤ 
asi pues II(a + ة — زه( ب اا)وة(  < ε.

Si χ,γ son dos espacios normados, es sencillo probar que X X y es separable 
si لو solo si X eY 500 separables.

6 .- Consideremos L y sea

M — {x e l oo : lim * )](ا ( ... ( ))( = م .

Demostraremos epre M es cerrado رو no separable.
Sea (x”)neN una sucesión en M que converge a 20. Sea ε > 0 y consideremos 

m ج N tal que - * ال < ٤ , como I™ e M tenemos que existe η٥ Ε N 
tal que si „ 0„ ؤ es * )](""ا + ·■· + ؛ rm(n)| < 5. Sea pues n > /0, tenemos que

n|x٥(l) + ٠ · +·ήη|) < ذالη£°) + · · · + (1)0)) - (م( 1) + · ■ · |)»تعب + مال(1) ب
... t ήη) ا < 2(*١20 - ا|اس  η). +120 - ا|س ب(  I < ε.

Para cada 4 7 ج([) sea XA la sucesión obtenida situando en los lugares de 4 
el 1 y — 1 de forma sucesiva y 0 en los demás, es claro que • م : 4 ع  Ρ(Ν)} cMy 
es no numerable, además si A نج B es 1*4 - 1 = الود, por tanto M es no separable. 
Observemos que el conjunto M no es acotado.
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1.8 El Teorema de Stone-Weierstrass
El clásico teorema de Weierstrass afirma que si f : [a,&] ٩ R es una aplicación 
continua entonces existe una sucesión de funciones polinómicas (Pn)neN tal que 
lim |/(t) — Pn(í)| = 0 uniformemente en i ؛ [a, b]. Este importante teorema ha n—>٥٥

conocido diversas demostraciones desde diversos puntos de vista. Aparte de la 
demostración original de Weierstrass, quizás la demostración más conocida sea la 
que se obtiene como consecuencia del teorema de Fejer■ sobre sumabilidad Césaro 
de series de Fourier. Ese teorema también ha tenido importantes generalizaciones. 
La más importante se éstas se debió a Μ. Stone y es expuesta a continuación.

1.8.1 Sea T un 000 ر0700 لع  sea A un conjunto 16 aplicaciones 40 T 
en K. Si para cada f,g G A y cada a ج K se verifica que {f + g, f ■ g,af} c 4 
diremos 96 A es un álgebra 06 aplicaciones deT 60< (subálgebra del algebra de 
todas las aplicaciones de T en رعل. (Por abreviar, aquí diremos que 4 es un álgebra 
sin entrar en consideraciones sobre el concepto general de álgebra). Diremos que 
A separa puntos 00 T si para cada ti,2 ج ع ٦  con *] - t existe i G A tal que

Teorema 1.8.2 Teorema de Dini
Sea T un espacio topologico compacto. Sea ٢fn١neK una sucesión de ClTW) 

que es decreciente (es decir / ٤(]+٤ ) < fn(t١ para cada /٤[ cada t G T) P sea 
entonces se Si para cada t G T se reria que 111 = fo٢t١ .C(T,I١ع 0
verifica que lim fn = ئ en C(T, R).

Demostración Sea 0 < ح y para cada neN sea Gn = (teT: /n(í) -/o(í) < لع, 
tenemos que Gn es abierto y Gn c G„(]. Si t G T, como lim/n(í) = o(i), existirá 
n G N tal que t G Gn■ Por la compacidad de T existe M cN finito tal que 
T= u Gi y si m > *(ز : i G M} tendremos que 7 = Gmj por tanto para 

iEM
cada í€fy cada n > m es T = Gn, asi pues 0 /„(i) — < £ si n ؤ m y
t eT. Por tanto II fn - oll < £ si n > m. ٠
Nota 1.8.3 El teorema anterior también es cierto si cambiamos decreciente 
por creciente; pero en general no es cierto sin las hipótesis de monotonía. Como 
ejemplo, consideremos T = [0,1] y, en C(T, R), la sucesión (/n)n€N definida para 
n G N por

si 0 < X < ج,
لآب ب 2"2— , si د غكلك-
0, si 1 ه.

Sea f la función definida, para •ع, por (•) : 0. Tenemos que = ( /اذا(٣  
 para cada gT pero es falso que lim fn = / en C(T, R) ya que para cada (/(تبك
n ع N es II/„-/11 = 1.

Lema 1.8.4 Sea la aplicación definida en cada t G [0,1] por = (*)ى
£٢Pn١n ■ Entonces existe una sucesión de polinomios ·خملا ١١ ١  tal que Lim ا٤) ) - 
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pn(t)\ = 0 uniformemente en t e [0,1] y p 0) = 0, para cada n؛N (observemos 
que se afirma que lim Pn = f en C( 0 IR),).

Demostración Definimos, de manera recurrente, la siguiente sucesión de poli- 
nomios: Po(í) = 01ر (i) = F0(i) t (Po(¿))2] = ؤ¿, ...,Pnti(¿) = Pn(t) + 
|[í— (Pn(،))2],.... Es claro que para cada n € N es pn(t) una función polinomica. 
Probaremos, por inducción, que Pn(¿) < ص si í e [0,1] y n e N. En efecto, 
dicho resultado es cierto para n = 0 y n = 1. Supongamos que Pn(¿) ١/^ si
t e [0,1], tenemos que /2 - , )(]س = ٢٧/٤  — Pn(¿)][ 1 - ^(Pn(¿) + ص)]. Como 
Pn(t ١ + ٧/ك*/٤/+٤ك2 واو )(]س•/ < ٧ /*.

Probaremos por inducción que Pn(¿) >0sin€Ny¿e[0,1]. En efecto, eso 
es cierto si n = 0 y n = 1. Supongamos que pn[t) 0 ؤ si t e [0,1], entonces 
seria 0 ك Pn(¿) ك/* deducimos que (Pn(¿))2 ك ا . Por tanto será Pn + 1(¿) =

[.0,1] 2] > 0 si t e)؛((Pn(¿) (Pn
Como para cada n € N y í e [0,1] es 0 < ,(٧/2 > (أ deducimos que (Pn(¿))2 < 

t y por tanto ٤),7 < (*)[-,ط) si n € N y t e [0,1]. Para cada t 0,1] ع] tenemos que 
es una sucesión creciente y acotada superiormente por /ث. Existe, por 

tanto, /(٤) = limPn(¿). Como •*](ا) = Pn(¿) 1 ]٤ا  - (Pn(¿))2], deducimos que
0,1.] La convergencia] ٧٤!«٤ - (2] y por tanto será (1(()ار)(٤) = (٤) ب [+٤- ؛

uniforme de Pn a ر se deduce del teorema de Dini. ٠

1.8.5 Sea A س) algebra de aplicaciones reales 906 están definidas sobre un 
conjunto T. Supongamos que A separa puntos de T لأ que en cada t ع T no se 
anulan simultáneamente las aplicaciones de A. Sean ٤],*2 *[-*(ع و لا  sean 
2 لئ,0غ  dos números reales. Entonces existe f ع A tal que f ti ١ ]- أ([ )) = OI؛.

Demostración Tenemos que existe 9/,2,[ك) c A tal que 2¿)1/ اي(ار ء( ) 
/2(٤]) * Q y 0 و (2) ء . Mt ١ = (]٤ )%9( ٤) - اضل١يةلل١  A t ع T, tena-

mos que %4(٤]) = 0 y ^(¿2) 0. Sea /5( ٤) = )*(ء/)(]/ - ا(] ,)(*), tenemos que
si ¿ e T. Se )؛( 0 (٤) = ٤5(٤) 1 1ر4. Consideremos ة/ ل)0 = (2 )اي y)ا5؛

verifica que f e Ay /(¿1) = ai, 2،)ر) = a2. ٠
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Teorema 1.8.6 Teorema de Stone-Weierstrass
Sea T un espacio compacto y sea A G C(T, R) un álgebra. Si A no se anula 

simultáneamente en cada t E A y A separa puntos de T se verifica que A es densa 
en C(T,^).

Demostración Consideremos B = cl(A), es fácil comprobar que B sigue siendo 
álgebra y demostraremos que B = C(T).

a) Sea f G B con f 70 ؛. Sea g = f, tenemos que g2 toma valores en [0,1]. 
Sea una sucesión de polinomios que converge en C([0,1]) a la aplicación
Jx y con Pn(0) = 0 si n G N. Tenemos que (Pn(52))neN es una sucesión en C(T) 
que converge a y/g2 = |p|. Como B es un álgebra tenemos que para cada n G N 
es Pn(g2) € B y como B es cerrada será |^| G B, por tanto también será |/| G B. 
Es sencillo comprobar que si f, g son aplicaciones reales definidas en T entonces

así Pues si /, 5 G B tenemos ’٤2٤ ~ ^29؛ = )/,^(mín <٠ر٢؛ + = (máx(/,g
que {méx(f,g),mín(f,g)} G B.

b) Sea f G C(T), veamos que f G B. Sea e > 0 y fijamos a G T, para 
cada t G T existe g* G A tal que gt(a) = /(a) y g*^) = f(t). Consideremos 
Vt = {z G T : g^z) > f(z) — e} que es entorno abierto de t. Por la compacidad 
de T deducimos que existe {t^,... ,tn} G T tal que T = Vtr U · · ■ U V)„. Sea 
ga = max^1,... gtn), tenemos que ga G B y se verifica que ga(a) = fía) y 
fíz) — e < ga(z) si z G T. Consideremos la familia {ga : a G T}, para cada a ET 
tenemos que Wa = {z G T : ga(z) < f{z) + s} en un entorno abierto de a, así pues 
existe {ai,... , am} C T tal que T = Wai U ■ · ■ U Wam ٠ Sea g = min{gaí,..., gam }. 
Tenemos que gEBy si zeT existe i G {1,..., m} tal que z G Wai, con lo cual 
será g^íz) — £ < f(z) y por tanto g(z) — e < fíz). Por otra parte, es claro que 
también se verifica que f(z) < g(z) + s. Como B es cerrado deducimos que f G B.

Si en las condiciones del teorema anterior consideramos C(T, C) y M = {p+iq : 
p, q G 4ر} es claro que M es denso en CÍT, C), sin embargo para el caso complejo 
existe el siguiente teorema: Sea T un espacio compacto y A C CÍT, C) un álgebra 
que separa puntos y que en cada t ET no se anula simultáneamente, supongamos 
que además si f E A también es f E A (J(t) = f(t) sit E T), entonces A es denso 
en C{T, C).

Pasamos a demostrar este resultado. Sea A’ = {f E A : fíT) G R}, veamos que 
A' está en las condiciones del teorema anterior. Si f = Ref + Im f es un elemento 
de A tenemos que f = Ref — ilmf E A y deducimos que {Ref, Img} C A y

2) es claro/)، 2,،1) 7؛ E T y f E A es tal que /(íi؛ ?,t 7؛ Ref,Im/} c A'. Si P} 
que o bien Refíp) 7؛ o bien (Reffc 7؛ ti)Im/(i2)· Además si f) 7؛ 0

o bien es Refí^) 70 ؛ o bien es Im/(ti) 70 ؛. Así pues, si f G C(T,C) y s > 0 
tenemos que existen p, q E A' tal que ||7?e/ —p|| < |, Hlm/ —g|| < ٠, es claro que 
h = p + iqEAy que \\f — h\\ < e.

Si tenemos un intervalo [a,٥] de R y consideramos el conjunto C([a, &],R) te
nemos que A = {f : [a, b] ٩ R : f es polinómica} G C([a,&],R) es un álgebra que 
no se anula simultáneamente en [a, &] y que separa puntos de [a, b]. Así pues, A es 
densa en C([a, b], R) y por tanto queda probado el clásico teorema de Weierstrass.
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Si consideramos el conjunto de funciones polinomicas B =
tenemos que B es numerable y que (2) = A, asi pues C([a,٥],K) es separable. 
Es sencillo deducir que 6(14,7, 0) es también separable.

Podíamos pensar que las funciones polinomicas son también densas en C(T, C) 
donde T = {z e c : \z\ < 1}. Es conocido, en variable compleja, que el limite 
uniforme de funciones complejas que son diferenciables es también diferenciable, 
por tanto si / : T —ر c es continua y no diferenciable no puede ser uniformemente 
aproximada por polinomios.

1.9 Conjuntos equicontinuos. Teoremas de Ascoli 
y Arzelá

-consideremos 61 corres 1.9.1 لا SeaT 07 espado métrico compacto ]][[[ط آ]؟]
pondlente espacio de Banach, de las junciones escalares definidas / conti- 
nuas enT. Si s c 6(2٦) se dice que s es equicontinuo en t ح T si para cada 
.para cada f e s ج > (/)/ - f(t) ا existe 6 > 0 tal que si d(t,y) < 6 es ج > 0

Teorema 1.9.2 [Teorema de Ascoli (1883)1
SeaT un espacio métrico compacto. Si s ع(() es puntualmente acotado en 

T p equicontinuo en cada t T entonces s es precompacto en C(T١ (por tanto s 
es uniformemente acotado enT).

Demostración Por el hecho de que s sea puntualmente acotada en T se entiende 
que para cada t € T se verifica que 11(5 € " ٤) : ر } es un conjunto acotado. Sea 
£ > 0. Para cada ١٤1 existe <5، > 0 tal que si y e (5 »أ ٤ ) es < e, para

f e s. Por la compacidad de T existirá ( ,...,ا ٤ا»  c T tal que [لاء BQti, ة،،). 
Para cada í e existe o?¿ > 0 tal que si f € s es /(,,) أ < ه . Sea 
a = máx{aíi, Si y&TyfeS existe ز e tal que

aا(ا٤ا)زا(/أ+ا)ز ؛/(-/) > (|y portanto I^(y>£ |/ت،(/-)ن(| será (, )،5دت y e
Asi pues 5 será uniformemente acotada en T (es decir 5 es subconjunto acotado 
de 6(2٦)).

Sea A = (A ج K : اλا a}, tenemos que A” = A X - - - X A es un subconjunto 
compacto de K". En K" consideraremos la norma ||ااا- Para cada feS denotamos 
...,Existe un número finito de bolas abiertas, El .ج 1 = (2)0
,Vm, en K" con radio menor que e y de modo que A” c Vi u · ■ · u Vm. Para 
cada ,عل{1...ل ر  escogemos fj 5 ح tal que (/ )ز ع ز/آ  si es que Vj n ٢0() : 

Sea fes entonces e 5} e s no vacio. Probaremos que Sc٧ ص

existe [,...,ز = ل  tal que ه() & Vj y será (*22 > /ت)ز - الي(  para cada 
ع {1.,,..ل ¿ . Si í e T tenemos que existe í 1} ح,..., n} tal que t ع 2,( ر :) 
pero entonces ا - (٤٤) عك ١(٤) - (٤) < ع)( . Por tanto ا - ٨)( (í) I <

4: de aqui deducimos = (/ - ٤(٤+) ١)ز(/ - ا)¿¿(^ 1 ١(/٤٠) ج<ا)،(و/- + 2ع + ع¿(I
que 1(5) es compacto. ٠
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Teorema 1.9.3 [Teorema de Arzela (1889)]
Sea T un espacio métrico compacto y sea S C C(T) es equicontinuo en cada 

t 6 T y es puntualmente acotado. Cada sucesión de S tiene alguna subsucesión 
que converge uniformemente en T a algún elemento de C(T).

Demostración Es una sencilla consecuencia del teorema de Ascoli, ya que en la 
situación del teorema sería cl(S) compacto en C(T). ■
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Tema 2

Aplicaciones lineales y 
continuas entre espacios 

normados

2.1 Aplicaciones lineales y continuas
El estudio de las aplicaciones lineales entre espacios normados es una cuestión 
esencial tanto en el Análisis Funcional como en el estudio de sus aplicaciones. Aquí, 
cuando hablemos de una aplicación lineal entre dos espacios normados, estaremos 
suponiendo que ambos espacios tienen el mismo cuerpo de escalares.

Teorema 2.1.1 Sean A, Y dos espacios normados y sea T : A * T una aplica- 
160 lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es uniformemente continua en X;

2) T es continua en,

3) T es continua 671 0 : ج ٦

٧) Existe M a, M > 0, tal que 12(3اا)ي < Afilan para cada X & X.

Demostración 3) =4 <؛)| Tenemos que T(0) = 0 así pues existe 3 > 0 tal que si
Æ ع A y ة se verifica que 

ا٢ف٢ا* ق  y por tanto )ا٤٢7ة ») 
tomar Μ = |.

 II < 1. SireXyx^O tenemos que (يا7
< 1 es decir ا7اا)*( < ا£ا|ؤ |, asi pues basta

4) : 1)1 Es evidente, ya que 11(]) — T(æ2)|| < /1 ٣] - ئ2|ا٠
Las restantes implicaciones son triviales.
Sean A, Y dos espacios normados y sea T : A ه Y una aplicación lineal. En 

ocasiones, por comodidad, si x 6 A denotaremos a T(x) por Tx. Es también usual 
denominar a las aplicaciones lineales con el término de operador.
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Diremos que la aplicación lineal 1 es acotada si transforma conjuntos aco- 
tados de X en conjuntos acotados de y. Es sencillo deducir, del teorema anterior, 
que si T es lineal entonces T es continua si y solo si T es acotada. Observemos 

que en el caso en que T sea lineal y continua se verifica que si 2 Xn es una serie

en X que converge aentonces ة Txn es una serie en Y que converge a Tx.

Supongamos que T : X ب Y es lineal de modo que además es continua en cierto 
X 0}\ ج ءد }, demostraremos que entonces 1 es continua en X = 0 y por tanto que T 
es continua en X. En efecto, sea (•,,),إح una sucesión de كو que converge a cero, 
tenemos que lim(^n د-ب)-• por tanto deducimos que lim (Txn + Tx) - Tx, asi 
pues lim Txn = 0.

2. 1.1 Espacios de aplicaciones lineales. Dual de un espacio 
normado

Sean X, Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K, denotamos por /(, Y ) 
al espacio vectorial de las aplicaciones lineales de X en Y. Es sencillo comprobar 
que si e ٨(+,*)  son continuas y a e K entonces ]-021 ل son 
continuas. Denotaremos por y) al espacio vectorial de las aplicaciones 
lineales y continuas de X en Y. Si X = Y denotaremos /(*)  = y

• Es claro que II Til = 0 si y 8610 si T : 0.

0(*)  = 6/(٦,٦) (suponiendo, en este caso, que la norma que se considera en 
* como espacio inicial es la misma que la que se considera en ٨ como espacio 
final).

Si y = K denotaremos por X' a que se denominará dual algebraico
de X y por X*  a 6 ٨(٦ك, ) que denominaremos dual topologico 10 ٨٥ bien 
simplemente “dual de X".

Sea T /)ع ت ,*),  sabemos que existe M > 0, M e R, tal que < 4/ 
sizeX, asi pues el conjunto

ب{ ء: {0}} = اءمةا( )ء«:

está acotado superiormente y a su supremo lo denotaremos por 11. Es claro que 
117 < M sea cual sea el M escogido tal que /٦1* > الج si X e X. También es 
claro que ||Tz|| ك ااا  ||a:|| si X e X. Es sencillo comprobar que ااا  es exactamente 
el infimo de los números M> 0 tales que ||T؛r|| < si X ع X.

Comprobaremos ahora que si ه() = : X ع *ل  entonces = ()ه
*En efecto, si X e 7 .اطأ  es 112 < 111 asi pues 11 > ()ه pero como 
Sx c Bx es claro que 1[ < ه().

Vamos ahora a demostrar que con la definición de ||TII tenemos definida en 
C£\X, y) una norma. En efecto:
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٠ Si a ع K para cada tenemos que ||(ctr)(x)|| = asi pues será
HarHlalIlTlI.

٠ Si 21,72 e para cada • e Sx, es 1(71+22)(*) < ١12] + امدا,
por tanto || لآ +12 < 11ر  t 1122.

Siempre asumiremos que (o bien ٦*) está dotado de esta norma.
Observemos que si / e X* yK = R entonces

*5 7*1 = 51011(2) : 2 e ل* = )*(/إ :ت• ج e •11ر11 = 590117(3) :م

- )*(/لا مد: ٤ 5*1.

Los elementos de X* serán también denotados, en ocasiones, por'2:* y es usual 
que se les denomine con el término de “funcionales" o formas lineales .

Sea X un espacio vectorial complejo, sabemos que X puede ser considerado 
como espacio vectorial real tomando como operación externa a ax con a ع R, en 
esta situación a este espacio vectorial lo denotamos por *3. Una aplicación de 
ر : عر en R que sea lineal será denominada lineal real y si لآ  —> c es lineal la 
denominaremos aquí, para evitar confusiones, como lineal compleja.

Consideremos و : Cr ب R definida por 9(2) : Re z (parte real de 2) tenemos 
que و es lineal real. Si consideramos لآ c * c, /(2) = Re 2, es claro que f no es 
lineal compleja, pues /(1 + ¿) = 1, ( ة(1 + ٤)) = —1, (/1 ا  ¿) = L

Si ر : عر ب  c es lineal compleja es claro que 9 - 10/11 -م (parte real 
y parte imaginaria de ٤٤) son aplicaciones lineales reales.

Es importante observar que si g y h son lineales reales no tiene porque ser 
cierto que /-9+27 sea 719647 compleja; es preciso que se verifique cierta relación 
entre g لا b para que podamos afirmar que f es lineal compleja.

En efecto, si ر : عر ب  c es lineal compleja y 2 )لآر = لآو 1 ()/غ٣ ) si X ع عر  
con و = Re L h = Im f y 9,/ formas lineales reales. Entonces, para cada ٣٤*,

tenemos que لآلآ = 9*(٣+)٤7*(٣) = •(٣) = —لآولآلآ asi pues )م()/ = —لآ(و
 X. 10] tío si g es lineal real la única posible aplicación lineal compleja ع X ة
f tal que 700 = g es la que esta definida por لآل ح لآلا  - ig^ لآ. Xamos 
a demostrar que efectivamente la aplicación ث definida de esta manera es lineal 
compleja. Sea a = A + ددي e c, con A, يد e R, entonces

( A و—سد ا) - ((٨ ٠ /0)٣) = "لآو + )لآ 
: ٨9(2٣) ب لآ(ويد 1 ٤/09ط(٣) - غ٨9)تة(
(-٨ iμ١gلآ - لآ + الالآ لآ ب\ا:

Demostraremos ahora que si X 69 normado y f : X c es lineal compleja y 
continua entonces

\\f\\ = suplf^x) : /(x) € R,x G Bx} = sup{f(x) : f(x) G R,x € S.x}.

En efecto, basta observar que si x G X y 6 = arg f(x) será /(x) = |/(x)|e٤٥ y por 
tanto si z = e-í٥x es ||z|| = ||x|| y f(z) = |/(x)|. Si f : X ٩ C es lineal compleja 
y es continua es claro que g = Ref y h = Im f son continuas.
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Finalmente demostraremos que lineal de modo que g = Ref
es continua entonces / es continua y 11/11 = ||اج|. En efecto, si X e X y /(®) 0 ل 
consideremos a = 1[ entonces será )(ا ا  = /(a®) = 9(02) ك IMIlkll = 
( اا||ىا3ت ||, asi pues / es continua. Por otra parte es claro que si X e X es 19() - 
\Ref(x)\ < (ا٣ا) . Por tanto deducimos que ||اا = و/|| ||.

Recordemos que si (٨,00) e (1,/) son dos espacios métricos entonces se dice 
que una aplicación T de X en Y es una isometría si para cada !!,^eXse verifica 
que /((• ,)]م ))د( = في في,! . Es claro que toda isometría es uniformemente 
continua.

Es sencillo comprobar que si X, * son dos espacios normados y T : X ي Y 
es lineal entonces 2 es isometríay solo si / المج = اا2ا; | para cada X e X. En 
esta situación es claro que 11 : 1. No obstante, observaremos más adelante 
que puede suceder que sea m = 1 y no ser T isometría; mas aún, incluso puede 
suceder que ||T|| =ly /1 > الند si X e 9*.

Si X, 7, z son tres espacios normados y tenemos T 2 , ج 6(/٦, 7,) ع ط(/ ) 
es claro que la correspondiente composición ST es un elemento de (2,ت), en 
esta situación para cada X e ط* tenemos que ||STx|| < 11517 ك y
por tanto 119 < 115 111.

Si X es un espacio vectorial y T : X ي X es una aplicación lineal denotaremos, 
para n e N, por Tn a la aplicación obtenida al componer T con T n veces. Si X 
es un espacio normado y Te 6(*) es claro que 11"" ٤ ||T||n si e N.

Sean X, Y dos espacios normados y sea T e se dice que T alcanza
la norma si y solo si existe ته e 73* tal que ||T؛r|| = 17. Observemos que en 
esta situación se verifica que •م e 5* ya que si |1 > ا2اا  tendríamos que 12 = 
||T|| < 17 < 11, lo que no es posible. Más adelante probaremos que si * 
es normado finito dimensional entonces 2* es compacto, asi pues, en este caso, 
es sencillo comprobar que si Y es otro espacio normado y T ج (٦ ,*) tenemos 
que T alcanza la norma.

Finalmente observemos que si T e 0 ٨(٦,٦ ) (T 0 نج) y a > 0, a e R, entonces 
existe X ع X tal que I T II : a; en concreto, existirá un X e X tal que I T II = ||T II, 
pero esto no significa que 1 alcance la norma.

2.2 Ejemplos de aplicaciones lineales y continuas
1 .- Sea s un conjunto no vacio, para cada tes definimos la aplicación Iflt : B(S) > 
[, ٤(٤  : (2) ه٤ ). Esta aplicación es lineal y continua y puede ser denominada

aplicación evaluación en t. Para cada ا ع tenemos que (5)3 |)/(،يا = 17(٤) ك
11/11. Sea e 5)3 ع) la aplicación constante 1, se verifica que ٧ر (٥ ) = e(t) = 1 y es 
ya fácil deducir que 1 = ٧٤)ه( = الرهاا ; asi pues, رص alcanza la norma.

2 .- Consideremos C{[a, 0]) y la aplicación 1 ي : 6(10, 0)] ح  definida por هيا(/) = 
la /«)» Tenemos que ء es lineal y para cada / e •«» »)) es ٧(/) < II/IK&—a), 

asi pues ااهاا <b — a, pero si e es la aplicación constante 1 se verifica que 0)ه) - 
0-0, por tanto ( ٥) = ا¥ا| .
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3 .- Consideremos 600 y sea ي : Coo ب R la aplicación definida por (٣) : 

p(i), tenemos que % es lineal pero si para cada n e N es 2„ = 61 I · ■ ■ ا e„ 

tenemos que |1 = ;„|ا2ا  y ١(٤ ) = n, asi pues ص no es continua.
4 .- Sea : مم - مما ها  aplicación definida por Sx : (0, *٠(··· ,(2)^ ,([)م Tene- 

mos que 5 es una isometría lineal con (/0 = (1)/1 : )م ممعلا- }.
5 .- Consideremos ala aplicación definida por Tx = (*(2),*(3),...).

Es claro que 111 < 1. Como = 1 = اا]ها, se cumple 71 = 1.
6 .- En relación a los dos últimos ejemplos, observemos que TS = 7 pero ST -ط I, 

donde I denota la aplicación identidad.
Sin embargo, sabemos que si 2 es un espacio vectorial finito dimensional y 

s, T e /(<) son tales que ST = 7 entonces TS - I. Hemos comprobado, por 
tanto, que este resultado no es cierto, en general, para el caso en que X sea de 
dimensión no finita.

5 .- Sea (an)neN una sucesión acotada en un éspacio de Banach Y. Sea M = 
6 ر9[ 0ر  : n ع N}. Si £ 1¿ ع tenemos que

E x^a¡  ة Ai ح ز(تا
2-101

para q>p con p, q e N. Asi pues, deducimos que ؛)(ء es convergente en

٥٠
Y. Podemos considerar la aplicación ٢بة:٢  definida por Tx = E^Wa¿. Es

claro que T es lineal y اليتا < E (*اا٤اله) ك  M|H|. Por tanto, 7 ك M.

6.- Sea /:٥* definida por (8) = E **. Tenemos que / es lineal y 

١(/٥ا) = الا  si X e . Para cada n € N es | ا6ا  +■ · ■ + e„n : 1 y /( + .. =

E 1=1-* por lo que 11/11 = 1. Pero, para ء ع *٤ . tenemos que *(») < 1
"ا ج

si n e N y además existe N € N tal que si n > N es |z(n)| < ث; asi pues, 

.Tenemos, por tanto, que / no alcanza la norma ■خ < E 1 ا *4(*)/
٢١ر 1 اردى

7,- Sean X, Y dos espacios normados. Fijados ا ح  X* مع definimos 
El^yen cada ٣٤* por (0( )ته = (٣ . Claramente T es lineal ysiseX 
es 111* < Por tanto, T es continua con ||T|| < Dado 0 < ج
sabemos que existe X 121*5 ع que 11/11 - ٢٤٢ < أ (*) (suponemos a 0 ص). Entonces 
l|T|| /)*(ح = ا  llall > 11/11 ||a|| -تع deducimos que ||T|| = 11/11 ||a||.
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2.3 Isomorfismos entre espacios normados
Sean X ,Y dos espacios normados ٦) T ·. X —ج Y una aplicación 

lineal, diremos 107 es un isomorfismo topologico siT es bipectiva لا se verifica 
queTCXYT-^ ٤0(7,+), donde T١ es la aplicación inversa de T.

Un isomorfismo topologico es por tanto un isomorfismo algebraico que es tam- 
bién homeomorfismo, aquí abreviaremos denominándolo solo por isomorfismo.

Si son tres espacios normados y T e C£ÁX, Y),s ع COY^Z) son 
isomorfismos entonces ST es isomorfismo y el isomorfismo inverso es

Si existe algún isomorfismo entre dos espacios normados X eY diremos que ٨ 
e Y son isomorfos y pondremos ٦ = Y. Es claro que si X — Y e Y = z entonces 
X z.

 sea T una aplicación lineal لا dos espacios normados ,٦ Sean ثاه2.3.2]
p sobrepectiva de X en Y. Entonces T es isomorfismo si p solo si existen 0 > 
0,/3> o,a,,0 08 ع tales que < /المد < si X ج X.

Demostración Si 1 es un isomorfismo tenemos para cada xeX que < 
irill®„ y IMI = r»H < ا٢ا^ا|ااذ  Basta tomar 73 = imi حه د

Supongamos ahora que existen a > 0,/3 > 0 tales que < /3
si X ج X. Si Tx = 0 será a||،r|٦ por tanto T es biyectiva. Es claro
que T es continua, veamos que también lo es 7-1. Sea y&Y y sea X e X tal que 
Txzy tenemos que 7)1-17 = ()1-1 ا*) = II® I < *17* = ل IMI- ٠

Una isometria lineal sobreyectiva entre dos espacios normados es un caso par- 
ticular de isomorfismo.

Si X, Y son dos espacios normados y T : X ب Y es una aplicación lineal tal 
que para ciertos a>0y/3>0se verifica que < / الد < الحا/  entonces T es 
un isomorfismo entre X y TX. Por tanto, los espacios normados ٦ y ■TX serán 
isomorficos. Por otra parte, si T es isomorfismo de ٦ en TX existirán a > 0 y

/tales que o 0 < 3؛n||® < ك /33.

"Ejemplo 2.3.3 Vamos a probar 06 c es isomòrfo a 0. Primero estudiaremos 
la aplicación :•-]ا ك  definida, para cada X ع c, por (70)1101 = (ج). Es claro 
que l 08 lineal p que 17(2 ٣) ك اامهاا  si X ج c. Si e es la sucesión constante 1 tenemos 
que = 1 asi pues, 7 = 1.

Definimos :,وم para X ع c, de la siguiente forma: ()( )ط - ٠١ , 
(Tx)(n) = ٣(0 — 1) — ¿ي) si n > 1. Es claro■ que T es lineal y que 2 > اا2ااتد *. 
Demostraremos que llTxll > 2**. En efecto, si fuese |/(®)| > jlHI entonces

= (2/)1 que 0 اللا < otro coso existirá s «٢ كااحاا ٥ (؛:x؛،) > |ااعاا
flMI — 6 y existirá n emal que ٨(٤٤ ) > - 5 Tenemos que 1(1*)(» = 1(1 ب

))(*ا — ا)®(/ > ا٣(0ا) - ا)(اا  > INI -6- +6- |٠اا£ا .
Finalmente probaremos queT es sobrepectiva. Seap لاع consideremos 

donde x٢n ١ = ا(/1) ب pfn ٩-١١ , es evidente que ٠١ = p٠ p que T(• )م = لا .
Pudiéramos pensar que c٠ p c pueden ser linealmente isométricos; sin embargo, 

vamos a ver que esto no es posible.
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Supongamos que la aplicación T c ١c٠ es una isometria lineal sobrepectiva. 
Sea Te = X, tenemos que X ع SCo لا sea j G tal que \x٢j١\ < 1, es sencillo 
comprobar que existen ز/,ز ع  K tales que = (' زه ء ,ز/ ازها < 1, از ك 1 كل ئ£  

زه * ز/ *· Sean لآ ة ع,  c٠ definidos por ل(:) = z(i١ = x(i١ si i ب j, , )ت(ل = زه  
 y, z G Seo. Sean y',z' G c tales que ,ا *Tenemos que 2; = ^y 2 .(ز) -5
Ty' = y, 72 = z, sera ||y'H = = 1. Como 7-1 = t 2-12 974

ع = ٠ y' + 22. Para cada i G N se verifica que 1 = !//(٤) t 2z'(i)■ Como 
٧(/٤) ك ا٦ت\ ا)( ه ا  es fácil deducir que 1 = ( "لا )( - اء ا(  (incluso en el caso 

[-0). Asi pues, لآ = ي'  = e. por tanto لآ — z = T لأع' — z' ١ = ه , en contradicción 
con que

Si X e Y son dos espacios normados y T : X ب Y lineal entonces se verifica 
que el núcleo de T (1011) es el subespacio 1-1(00]). Si además T es continua es 
claro que kerT es cerrado. Sin embargo, en el ejemplo que sigue se prueba que 
puede ocurrir que sea kerT cerrado sin queT sea continua.

Ejemplo 2.3٠4 Sea X = C"([o, 1]) el espacio normado (norma del supremo) de 
las funciones reales definidas 6010, 1] لا que tienen derivada continua 6/10, 11. Sea 
Y = 6(10, 11) لا consideremos la aplicación T ■٠ X ٩Y definida en cada f ج X 
por Tf١ = f (función derivada). T es lineal pero no es continua 0ر que si para 
cada n G N es fn(t) = م tenemos que 11= رر y 1/2/ر = n. Observemos que el 
núcleo deT (هك*) esta formado por las funciones constantes لا es claramente un 
subespacio cerrado de X .

En el siguiente teorema (teorema 2.3.5) demostraremos que la situación del 
ejemplo anterior no es posible cuando y = K.

Vara probar ese resultado, vamos a ver en primer lugar que sies un espacio 
deBanach,Y es 1 espacio normado لآ T es un isomorfismo de X sobre Y entonces 
Y es completo. En efecto, tenemos que existen a > 00 < ش tales que الهاله < 

< /3 si X G X. Sea (yn)neN una sucesión de Cauchy en y y para cada 
n G N sea Xn G X tal que Txn = yn- Si p, q G N tenemos que 01 - <

- •9) < II yp — y, II y deducimos que (x„)„eN es de Cauchy en X, asi pues 
existe 2; G X tal que lim xn = مد, es claro que lim y„ = Tx.

Observemos también que si X es un espacio vectorial y / : X —ح K es una 
aplicación lineal no nula entonces existe z G X tal que (2) - 0. Consideremos 
e = tenemos que /(٥) :ly para cada X G X se verifica que X - (*)٥ G 
ker f. Es claro entonces que ker f + (ه) = X.

Sea + un espacio normado لآ sea f ■٠ X — ب أ  una aplicación 
lineal, entonces f es continua si رو solo si ker / es cerrado.

Demostración Si / fuese no continua tenemos que existirán una sucesión (2?n)„gN 
de X y 0 < ق de modo que limx„ = 0 y > s si n G N. Consideremos e G X 
tal que (٥) = 1 y, para cada n G N, sea Zn = e — *آ*. Tenemos que (z„)„gN 
es una sucesión de ker f pero lim z„ = e y e ي ker . • 
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Teorema 2.3.6 Sea ٨ un espacio normado y sea /:دل K una aplicación 
lineal لآ continua. SiE = kerf entonces para cada X ًا X

Demostración Si / = 0 el resultado 06 evidente. Supongamos que 0 ا نج  y sea 
£ e حد. Para cada y e E tenemos que |/(x)| = \f(x—y)\ < 1•- y deducimos 
que 4(, 7٦) > Sea a > 1, tenemos que existe 2 € Bx tal que 11/11 أا(2ا) > ل · 
Sea e = *]ء, tenemos que 2 - أ لع)*(  d{x,E) = (6(2) ك - أ  

ااع)*(/اا ك لت!  < aH y de aquí deducimos que ٠, 75) < ٠
En la siguiente nota trataremos algunas cuestiones algebraicas que mas ade- 

lante serán de gran utilidad. واع las formas lineales que se consideran no son 
necesariamente continuas.

2.3.1 Algunas propiedades de las formas lineales.
T- Sea X س espacio vectorial. Sean ئ١  g ·. X مl dos aplicaciones lineales con el 
mismo núcleo. Demostraremos que existe a ع وكمل  a نج ٢١ , tal que g = af.

En efecto, si ker / = kerg = X es claro que 2-9-0. En otro caso existe 
e e X tal que /(e) = 1, tenemos que ة(ج ت(  a 0 نج. Si X e X será x — f^e ج ker / 
y por tanto 9( - /(؛ele) = 0 es decir 9(23)0 = (م), por tanto g : af.

T- Sea X un espacio vectorial, se dice que un subespacio vectorial E de X es 
maximd si E es propio E ء ٦) لآ  si F es un subespacio vectorial de X tal que 
E c F y E * F entonces se verifica que F = X.

Sea / : X ب K una aplicación lineal no nula, demostraremos que ker / es 
subespacio vectorial maximal de.

En efecto, sea E subespacio vectorial de ٦ tal que ker ا م ك-ر  ker /. 
Sea Z&E tal que 2 يء ker /. Consideremos e = fkz, si ئ ج حد  tenemos que 

e} c E y deducimos que £ e E, asi pues E = X.
Supongamos que M c X es subespacio vectorial maximal de X, demostrásemos 

٠ existe una aplicación lineal وكمآ tal que 10] f =" M.
Sea ٥٤٦ M, entonces M t ٨(6) -٦ cada X € X se puede expresar de 

forma única como X = a + ae con a e M y a e K. Si definimos / : X ب K, por 
.a es claro que / es lineal no nula y ker/ = M = (م*)/

Es sencillo comprobar que M será subespacio vectorial cerrado maximal de un
lineal, continua ,م ح: كمت espacio normado X si y solo si existe una aplicación

. no nula tal que M = kerf لآ
-ean f g 1... g aplicaciones lineales no nu لا Sea X un espacio vectorial -.لآ

entonces f es combinación lineal de د 9؛ f ها] las de X en tales que

Demostración Para n = 1 seria ker/ D kerpi y por tanto ker/ = *و] y en 1 
vimos que existe ai e K \ 00 tal que / - «151■ Supongamos que la afirmación 
es cierta para cualquier espacio vectorial yKn-ljUN. Sean /, g 1,... ,5„ 

aplicaciones lineales no nulas de حد en K de modo que ker / D n ker دج . Conside-
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remos 7 = kergn y las restricciones // = 2,91 = 1 .ج|اج ..لخل,  = Por
la hipótesis de inducción, es claro que sera . اك = اع دو +···+ ه ,,-]-] en ج y

„.ker5 - »( —٢ )يي/tenemos «« /-»،« se anula en E = kergn es decir ker

Por tanto existe ه ء«  « tal «» ر - [ دوي« = ه »»» .

4.- Sea X un espacio vectorial أر sea Y un subespacio vectorial de X' (dual 
algebraico de X) diremos que Y separa pwatos en X si dado • *ع ر  existe 
f Y tal que J(x ١ ٠ Q.

Vamos a ver que silijjeXy •] 2 22 entonces existe feY tal que
)ائ(ر نج ر02■)

Observemos que si X e X \ {0} y ر e Y es tal que 0 ئ لر)*(  entonces 7*7 = و 
es un elemento de Y tal que 9() = 1.

Supongamos que Y es un subespacio vectorial de X' que separa puntos de X, 
vamos a demostrar que dado un sistema libre ٢3],.. . enexiste un sistema 
libre {زد---,ار en Y tal que fdxj) = زفة si 1} ز ز ع, ,...,„} donde 08- زنة 

آ * ,ن ذأن = ١ - si i =ذ
Haremos la demostración por inducción sobre n ج [. Para n = 1 es claro ya

1. Supongamos = )*1 )]م/ tal que *٤[ 0 sabemos que existe اتت ي Ti € Y y؛ que si
que la afirmación es cierta para sea ...,•*ر un sistema libre en
X. Por la hipótesis de inducción existe un sistema libre, {او, ..., Qk-1}, en Y tal 
que نتة(;و = زنة(  si 1}. Sea z = Xk - ( ]•)**(]و ا ج2ض£(2 ا

Como •م],...,* es libre es claro que 2 0 نج y existirá 
g e Y tal que 9(2) = 1. Sea gk = g - (9 (*]) ]و + +··■ 9 *(٣٤-و)] *-]), es sencillo 
comprobar que 1 = وي)اتت( = 0,9+(*2) = 0.., ٠ إنجدو,1) = 0, 92 (٣)* = ه(و . Para 
concluir, consideremos ر1 = او  - gÁXkjgk, 2ر = gi - >و2لحس ..., fk-1 = - [-زو 
e Si 'و,¿ ij siمأ()) = gk■ Ahora ya es claro que 5 = *-(*)*,أ

fuese E aifi = 0, para cada 1} و ج' ,..., fc}, deducimos que 0 = E aifi{xj) = زه:

asi pues, [1..., ٨} es libre
5.- Sea X un espacio vectorial, al dual algebraico del correspondiente dual 

algebraico X' se le denota por X" y se le denomina bidual algebraico de
Sea X ع Y y definimos la aplicación por ¿2) = (ى). Es claro

que si X : {x : X & X} entonces X es un subespacio vectorial de X" que separa 
los puntos de X', ya que si ر e X' \ {0} entonces existe X e X tal que /(•0 ت نج(  
pero entonces será *([) 0 نج. Por tanto, podemos deducir que si { ر1.,,..ع/ ] es 
un sistema libre en X' entonces existe un sistema libre, * ,]م ,...ل, , en + tal que 
.dij si id e {1,... ,n} = (زد)

c X' entonces لآ espacio vectorial. Si dimX > n اله» Sea X -؟٠<
Qker 0} در نج }.

En efecto, supongamos que { ر1.,,.. يئ ] es libre (en otro caso consideraríamos el 

47



correspondiente subconjunto libre maximal), entonces existe ,•ل, sistema 
libre en X, tal que fí(xj) = ود si ¿, 'و ع  {!,...,n}. Como dimX > n existe

0* tenemos que »-أبإ)»(« : ، Sea ٤ (ء .. , )„£٠ » aeH-{0} tal que

y/1(®) = ■··= .0= (مك

 -ها Sea X un espacio normado. Si F y G son dos subespacios ..]••]ج
tonales maiimales لو cerrados de X entonces F لا G son isomórficos.

Demostración Supongamos que FyG son distintos y sean ,9٤** tales que 
F = مه y G = 10*9. Tenemos que /,لو es libre en X* y por tanto existe un 
sistema 0*1, •21, libre en ٦, tal que (]) = 9(2) - 1, = ٠ 1) - 0- Sea
a = aq i 2, tenemos que a - 0 y /(4) = 9(0) = 1. Consideremos la aplicación 
p : X » F definida en cada xeX por =1-(3٣)4. Es claro que p es lineal y 
continua y denotaremos por ار a la correspondiente restricción a G. Consideremos 
la aplicación definida en cada X G X por g(®) - 9 (•م). Se tiene
que q es lineal y continua; denotaremos por او a la correspondiente restricción a 
F. Es sencillo comprobar que si X G G es ئت(ك(ص)) = X y si X G F es /(و/(*)) = a: 
y esto prueba que p' y q' son biyectivas siendo q' : (p')~ 1 •

Vamos a ver ahora que si ٦ 65 un espacio normado y F,G son dos subespa- 
cios uectoriales cerrados maiimales entonces FyG son isomorficos pero no son 
necesariamente isometricos.

En efecto, consideremos el espacio c y las aplicaciones f : c—> K, (= (٠ 
ر ٧ K, 9(*) = lima:(¿). Tenemos que F = ker ب c : ج (- kerp 60 ت son 
subespacios cerrados maximales de • que no son isométricos.

Proponemos estudiar esta cuestión en un espacio normado finito dimensional 
o bien en ٢" con cualquiera de 166 normas usuales.

2.4 Aplicaciones lineales y espacios de dimensión 
finita

Teokia 2.4.1 Sean ٦,* dos espacios normados لو sea T X —* Y una apli- 
cación lineal tal que ker T es cerrado y T X es finito dimensional entonces T es 
continua.

Demostración Sea لا], ... ,] una base de 2(٨). Para cada i G {1,. sea 
Xi G X tal que Txi = g. Para cada ¿e{l,...,n} definimos por
٤(2) = i -esima coordenada de Tx respecto de {y 1,..., yn}, es claro que fi es lineal

y si X G X es Tx = خ ٧٤)**(٤ . Vamos a demostrar que las aplicaciones hrJn

son continuas. Por ejemplo, paraveremos que ker 1ر = kerT + ت(ك2ل ... .٤٤ ) y 
por tanto ker 1ر es cerrado. Si X = y+a2Xi + ·. ■+anXn con y G kerT tenemos que 
h{y) = 0 ya que Ty = 0 pero también es 1(•) -0812*1 por tanto 2 G ker 1ر·
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Recíprocamente, si X £ ker fi tenemos que será Tx = f2(x)y2 ٣٠٠٠+ إ»(خ  
Sea 2 = 2(3٣)*2 + ··■ + MxK', tenemos que Tz = Tx y, por tanto, x — z E ker T 
y como X : ي — z) + z tenemos que a; será un elemento de ker T 4 ,... , ا ه•( ).

Finalmente demostraremos que T es continua. Sea (zkkN sucesión en ٦ que 
converge a z & X, para cada و{€1م...ل } tenemos que lim fÁZkyyj = ÍÁzyyj k—iOQ
y por tanto

.12) = fi^yi + ·■■ + fnh = Tz(2٤) +٠٠+ limdfcM = (*)*إنا

12.4.2 * •ر تتج]  Sean ٨,* dos espacios normados لآ sea T '. X Y una aplica- 
cion lineal. Si X es finito dimensional entonces T es continua.

Demostración Como kerT c X y X es finito dimensional tenemos que kerT es 
cerrado. Además ل:() < dmA; por tanto, T será continua. ■

El ejemplo que sigue muestra que el teorema anterior no es válido si ٦ no tiene 
dimensión finita.

.Existencia de aplicaciones lineales no continuas ر11010 1102.4.8
Sean X e Y dos espacios normados. Demostraremos que si X es infinito 

dimensional entonces existe una aplicación lineal T de X en Y que no es continua.
Sea ٢xn١nE^ una sucesión linealmente independiente tal que \\xn\\ = ل sin, El 

Sea B una base algebraica detal que XnEBsinE^y sea لآ E Sy . Definimos 
una aplicación T de B en Y de la siguiente forma: T٢b١=ny
sib٠Xn para cada n. Podemos extender 1 por linealidad a todo X لآ es claro que 
T es una aplicación lineal de X en Y que no es continua.

Teorema 2.4.4 Sean X, Y dos espacios normados finito dimensionales. Si dimX 
= dimY entonces X eY son isomorficos.

Demostración Sabemos que existe una aplicación, T : X ب Y, que es lineal y 
biyectiva. Del teorema anterior deducimos que 7 y 7-1 son continuas. •

Yeha 2.4.5 Sea X un espacio vectorial. Si X es finito dimensional entonces 
todas las normas enson equivalentes.

Demostración Sean II - II y II - II' dos normas en X. consideremos la aplicación 
I : (X, II . ()اا٦ , II .= X si X e X, como 7 es lineal y continua existe 
a > 0 tal que 7(*)/ = اا2ا |' < alMI■ Consideremos la aplicación ل : (٦و  II . II') (*, II . II), 7(*) = X si X E X, como ل es lineal y continua existe que

زاا(2اا)  = ||z|| ك ٠اا£ا|ق  Por tanto si X E X tenemos que ا|ؤ2||: < < ا|به2ا |. •
Consideremos el espacio normado K"; sabemos que si A c K" entonces 4 es 

compacto si y sólo si 4 es cerrado y acotado. Si X es un espacio normado con 
dimX = n tenemos que + será isomorfico a K" y por tanto también podemos 
afirmar que dado A c X entonces 4 es compacto si y solo si 4 es cerrado y 
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acotado. Además como K” es completo deducimos que X es completo. Vamos 
ahora a construir explícitamente un isomorfismo entre X y K”.

Sea {a؛x,..., x„} una base de X y definimos T : K71' —٦٠ X por T(ai,. ٠ ٠ , an)

Consideraremos en Kn la norma ٠¿r¿؛a ٢ر =

|| (αχ,..., an) || = máx{|a¿| :í e{l,...,n}}.

Es claro que T es lineal y biyectiva, por tanto T es isomorfismo, pero demos
traremos esto último directamente. Sea Μ = ||τχ|| + ··· + ||؛r„||, tenemos que

Η ΚΙΙΜΙ < Μ||(α1;..., αη)||, así-----τχ|| +|||؛αχ| > ||؛r٢¿؛a|| = ||(Τ(α1;...,αη||

pues T es continua. Tenemos que T(Sf^) es compacto en X y como 0 Τ(5κ^) 
será d(0, TS^) = 0 < ٥؛ . Por tanto, si (αχ,..., an) G es ¿(0, T(ai,..., an)) = 
||7٦(ai,... , an|| > a. Así pues, ||؛Γ(αι, ٠ ٠ ٠  ,αη)|| > α||(αχ,... , αη)||, si (αχ,..., an) G 
K٦ de donde deducimos que T es un isomorfismo.

Teorema 2.4.6 Sea X un espacio normado y sea {ατχ,..., xn} un sistema libre en 
X. Existe δ > 0 tal que si {yi,... ,yn} C X satisface ||y¿ — ؛c¿|| < δ si i € {1,..., n} 
entonces se verifica que {؟/x,. · ·, yn} es libre.

Demostración Sea Z = C{x\,... ,xn\ Consideremos K" con la norma 
||(«i,..., αη)|| = |αχ| + ■ ■ ■ + |αη| y sea T : Z —> Kn la aplicación definida por 

T(٠٢α^χβ = (αχ,...,αη). Tenemos que T es lineal y como Z es finito dimensio

nal tenemos que T es continua, por tanto existe β > 0 tal que si (αχ,..., an) G K" 

es ll ؛٢(٢٠ i)l| < β\\ ٢a٠¿a:i||; es decir |αχ| 4-------Η |αη| < β\\αγχι -I-----+ anxn\\. 

Consideremos δ = ٠ y sea {yx,..., yn} C X tal que \\y¿ — a٦|| < δ si i G {1,.. ٠ n}. 

Probaremos que {yi,...,yn} es libre. Por reducción al absurdo, supongamos que 

٠٢ üíPí = 0 con algún a، 70 ؛, i G {1,..., n}; tenemos que

\\ηΙΙΙ^η-yn!،؛h------yJH < |αι|||^ι -yiII o- ٢|| = || ٢،٠αίΧί||

< ٠ |(٥ ι I + ■ · · + |an|).

Esto es una contradicción. ٠
Sea X un espacio normado con dimX — η, n G N. Sea {αχ,.. ., αη} una base 

de X con ||a¿|| = 1 si i G {1,. ٠. ,n}. Consideremos para cada j G {1,...,n} la 

aplicación j -ésima coordenada, fj-.X^ K, / ر٠ (٢ ^ a¡a،) = a■¡. Es claro que /  es ر٠

lineal y continua. Tenemos que {/χ,..., fn} es libre en X* y si i,j G {1,... ,n} es 
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/( )ز = ز : asi pues, ٠ل será 11^11 >lsiie{l,...n}. Pero no podemos 
asegurar que sea 11/ill = 1 si i 1} ع,...,«}. Vamos a demostrar que es posible 
encontrar una base, {5],...,رم), de X y {/1,..., fn] c X* de modo para cada 

sea I|/i|| = 100 = 1 y fí(bj) = 5ij.
Sea (41» ٠٠٠» ل  c una base de X. Consideremos la aplicación 7:* K" 

definida por T(5 a¿a¿) = (ا ,... »). Tenemos que 1 es un isomorfismo y defi- 

nimos la aplicación 0 : *» م K por ( ري ,... ٤ ,) = determinante(^],..., Txn) 
(matriz por columnas), claramente D es continua por ser suma de productos 
de funciones continuas. Como 9* es compacto tenemos que (لآ)" es com- 
pacto y por tanto |ئت,...,ات(م„)| alcanza en (5٦)" el máximo valor en cierto 
(0], ... bn)■ Tenemos que a = 0)7 ...,,(ما حا)اة, ], ..., an) = ly deducimos 
que ا . ٠,. لر[,  es base de X. Para cada definimos ;:٦-[[ por

٤٤)( : ل٠ل---لا 2 ة,..., „). Es claro que زؤ es lineal. Si X € لآ tenemos 
que )(ا ا  <ly como |/1 = أ)ية(ي será 1 -ي/|ا ح|| ; además si / e {!,..., n} es 
D\ = óij■

Es sencillo comprobar que {/],..., / es base de X'. Finalmente considera- 
remos, para cada ز e [],...,ر, a bj = 6“،%■ con 0 = arg ( زع(0ز )) si IK = c 
0 bien زرا = Ojbj con = sig (JjfbjY) si K = R, tenemos que /;(0) = 5ij si

2.5 Aplicaciones lineales inversibles
Concluimos este capitulo viendo algunos resultados importantes sobre las aplica- 
ciones lineales y continuas. Los dos próximos capítulos también estarán dedicados 
a esta cuestión.

Sea X ا espacio de Banacb. Si para 4 ٦)6 ع) resulta que 
es convergente entonces I — A es un isomorfismo de X en X.

Demostración Entenderemos que 40 = I. Sea ٣٤٦, tenemos que ا الند  <
es convergente y como X es de Banach !الآلمرا, N, por tanto ج c|| si n؛m"||H

n> 0
deducimos que 5 4"• converge a un elemento de X que denotamos por Bx. 

00
Tenemos que B es lineal y también es B continua ya que | |اتقجا = د['||4لآ || <

IN( ٢ ادا؛ ). Finalmente, si X e X es ABx = 4(5 Anx) = 5 = Bx - X
n>0 n>0 n>l

y también BAx = Bx - X, por tanto Bx — ABx = xy Bx - BAx = X, es decir
(-ل٠=٠/=)د-.

Observemos que el isomorfismo inverso de I — A es B y que en 6(٦) se 
verifica que 73 = د An. ,
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Sea X un espacio de Banach y sea 4 6 ع/(*), si 4 < 1 entonces como 
 mil", si n € N. Deducimos, por tanto, que 5 es convergente y > ||"د||

n>0
que I - A es un isomorfismo. Si A e /(ت) es tal que 17 tenemos que
A es un isomorfismo. oo 1

En K se verifica que si الا < ا  entonces ]٨" = خ  obsérvese que en 

0٤(*) hemos demostrado que si E 14"" converge (lo que sucede cuando mil <
ها•

1) entonces el inverso de I — A es E An.
720

Ejemplo 2.5.2 Consideremos y sea {an)n^ una sucesión de l± tal que existe 
p < 1 de modo que ||en — «n|| < p sin E N. Consideremos la aplicación T : Zi ٦ l^ 

definida en cada x e h por Tx = ؟٦ ؛ r(n)a„٠ Observemos que, como (a„)„gN es

o٠
una sucesión acotada en li, ^^x(n)an es convergente en Zi y por tanto T está

oa
bien definida. Sea A : li —> li definida por Ax = ٢؟  x(n)(en — an). Observemos

que si x e li es x = ٢٦ x(n)en, así pues T = I — A y como ||٧4|| < p tenemos que

T es un isomorfismo.

Teorema 2.5.3 Sean X, Y dos espacios de Banach
a) Si T : X —> Y es un isomorfismo y T' £ CC(X, Y) es tal que ||T' —T|| < 

||T-111“1 entonces T' es también un isomorfismo.
b) Si I(X,Y) es el conjunto de los isomorfismos de X en Y se verifica que 

I(X,Y) es un subconjunto abierto de C£(X,Y).

Demostración a) Tenemos que T^T' e C£(X) y T~XT' — I = t^T'—T~rT = 
T_1(T'—T) y la correspondiente norma será menor o igual que HT“11| ||T' —T|| < 1, 
así pues del teorema anterior deducimos que T~^T' es un isomorfismo y por tanto 
también lo será T(T~XTA = T'.

b) Si T es un isomorfismo será L٢(T;r) c I(X,Y) donde r = ||T“1||“1. ■

2.6 Extensión de aplicaciones lineales y continuas
Teorema 2.6.1 Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X —> Y una aplica
ción lineal y continua. Si E es subespacio vectorial denso en X entonces ||7٦|| =
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Demostración Es claro que 112 < ||T|| y supongamos que r^o. Sea 0 < ح, 
tenemos que existe 3 e /9* tal que 117 > 11 - ٤, como E es denso enes 
fácil comprobar que Ue = E n Ux es denso en 75* y por tanto existe e ]ع ر  tal 
que - e|| < ه, por tanto

11سل1 > الرا - ا7=ا)«-ء( IITII -5- اامه = II ·ج-ا
■Esto prueba que ||?س| > ||T||. Asi pues ||T|| = ||Te||. .

 sea لو espacio de Banach س X I espacio normado, sea Y ت2.6.2 060•
E س) subespacio vectorial denso en X . Sea Tq '. E i Y una aplicación lineal 
p continua entonces existe una única aplicación continua que
Te : Tq, ademas T es lineal لا \\T\\ = 110.

Demostración Sea X e X, tenemos que existe una sucesión (®„)„gN en E de 
modo que lim Xn : X. Si p, q e N es ١٢*- •11 701 11 > ما - 70ر••  deducimos 
que (ToXnkN es una sucesión de Cauchy en Y, por tanto existe y e Y tal que 
limToXn = V Definimos Tx = y. Veamos que Tx no depende de la sucesión de E 
que se escoja convergiendo a X. Sea una sucesión de E tal que 100 2ر = ,
tenemos que lim(z„ - Xn) = 0 y por tanto será 11110(2» — X„) = 0; asi pues 
limToZ„ = limTo;r„.

Consideremos la aplicación T : X لا Y, definida en cada ٤٦ por Tx = 
 donde (r„)„gN es una sucesión de E que converge a X. Veamos que 7 es رر10010
continua en cada 20 e X. Sea 0 < ج y consideremos u : *آ*(0, ز)[؟  sea X ع u. 
Sean (2,) dos sucesiones de E tales que lim yn =i٠y limz„ = X, tenemos 
que existe 700 tal que si n > no es yn,zn ج u. Entonces si p, q > no será II yp ill < آي y - 7%2 ااو < ع . Fijando p > no y haciendo tender 4 ممض 
deducimos que 1120 ك ع ل como esto es cierto para cada p > no deducimos رر 
que 11*0 - TY|| < ح.

Supongamos que F : í ؛ F es una aplicación continua de modo que 72 = 
Te = 20. Sea xeXy sea (a;„)„gN una sucesión de E tal que lim Xn = X, tenemos 
que +٧ = lim T'xn = lim Toa;„ = T X, por tanto 7/ = T.

Finalmente demostraremos que T es lineal. Sean x,y e X y a e L Sean 
k), (yn) dos sucesiones de E de modo que lima;„ = a; y limy„ = لا, entonces 
T(x+y) = limT0(x„+y„) = lim Toa;„+lim Toyn = Tx+Ty, (تهه) = limToax„ = 
 = ||limToa;„ = aTx. Por tanto T es lineal y según el teorema anterior será ||Tع
I|Te|| = ||To||.

Supongamos que (٨, 4) es un espacio métrico y que (y, d') es un espacio métrico 
completo. Sea A c X denso en X y sea fo : A لا Y una aplicación uniformemente 
continua. Entonces existe, y es única, una aplicación V * Y tal que f es 
continua y fA = fo■ Además se verifica que f es uniformemente continua. La 
demostración se puede hacer siguiendo, en parte, los pasos de la demostración 
anterior.

Mas adelante probaremos que el dual de un espacio normado es completo. Sea 
X un espacio normado y sea E un subespacio vectorial de X. Consideremos la
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es lineal y ي Tenemos que = (ه٤) definida por :*"ه **ج aplicación
ها(2اا)  = IITII < 1111ر■ Por tanto ه es continua con 1 ااهاا ك . Pero si E es denso 

en X entonces اا)ع(ها = ا|جراا = العاا  y tendremos que ه será isometría, además 
según el teorema anterior ص será sobreyectiva.

2.7 El principio de la acotación uniforme
Sean X, Y dos espacios normados y consideremos una sucesión, en el
espacio /(ت,*). Es claro que si (12) converge a T en 6/(2, *) entonces, como 
para cada £ e Ales - TxII < 112 - tendremos que limTnX = Tx si 
.Veremos ahora que el reciproco es falso .عتد

Consideremos en (•,5 = (كل la sucesión (/„)„gN donde para cada «eN 
la aplicación fn está definida por fn^x) = *٣(0) si n e N. Sea ر0 ع  Cq la aplicación 
constante 0. Para cada tenemos que = o(#) pero es falso que
lini = 0 ya que 1 = ||„راا si n e N.

2.٦ A Sean ٦, 109 espacios normados لا sea M ٢ C٤٢X,Y١. 70 - 
remos que M es acotado (0 wa ijormemente acotado en X) si M es acotado 
en el espacio normado CE X,Y١. Diremos 96 M puntualmente acotado en

es 07 conjunto acotado Mن• ع: ١ A se que ًا A c X si para cada X
de Y.

Ton 2 أر ح  Sean ٦,٢ dos espacios normados. Sea ٢T١ una sucesión aco- 
tada de CCÁX١Y١ de modo que para cada X ع X existe en Y el limite de la 
sucesión Tx 69 puntualmente convergente en X) entonces la aplicación
T '. X Y definida en cada X ج X por Tx = es lineal لا continua.

Demostración Para cada لآ,ل e í y cada Oí e K tenemos que T(x + y) : 
limTfT t y) = limlT t lim Tny = Tx + Ty, (ته) = limTn(oíx) = a limlT = 
aTx. Finalmente si : n E N} = lf entonces para cada X e X es

التدا : ذا المحا  < Afilan y por tanto 2 ع (en concreto 11 < M). •

Teorema 2.7.3 Sean X, Y dos espacios normados, si Y 66 completo entonces 
C£٠x Y es completo.

Demostración Sea (T)„eN una sucesión de Cauchy en CTA, Y). Tenemos que 
(Tn) es acotada y si X ع X tenemos, para p, q e N, que
por tanto deducimos que (?في)) es una sucesión de Cauchy en 5. Por hipótesis, 
(TaTgN tendrá un limite que denotamos por Tx. Según el teorema anterior 
tenemos que T ع Veremos que limT„ = T. Sea e > 0, entonces existe
no € N tal que si p, q > n0 es 111 — Tgll ك £. Fijamos p > n0 y para cada

a oo deducimos ؟ haciendo tender ا£ا|ج|, > ;||X e A y cada T fio es IITpX - Ta
que /و• - Ta;|| < e||x|| y como esto es cierto para cada 3٤* tenemos que 
||7’p-T||^£sip^ 0 ■

Obsérvese que como RyC son completos deducimos que si X es cualquier 
espacio normado se verifica que su dual X* 06 un espacio 40 Banach.
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Teorema 2.7.4 Sean X, Y dos espacios normados. Seá (Tn)ne-^ una sucesión 
acotada de C£(X,Y) que converge puntualmente en X a una aplicación T de 
X en Y. Sea A un subconjunto precompacto de X, entonces (Tn)nEK converge 
uniformemente a T en A. Es decir dado e > 0 existe ng G N tal que si n > ng y 
a & A es ||Tna — Ta|| < e.

Demostración Sea M = : n ع [, sabemos que 7 e cax, y) y
que 1/1 < M. Sea A c X un conjunto precompacto y sea E > 0. Tenemos 

que existe c 4 tal que 4 c \ju(ai,^). Por otra parte, existe

no G N tal que si n > no es < ء para cada Sea
a&A entonces existe ¿ G {1,..., &} tal que تع (4٤, غ ) y será 117110 - 78 < 
II Tna - r„a¿|| ب2ب ا ب ||2٦ض - 10 1 1170» - 710 ك  * = £ si n > ng. •

Obsérvese que, en la situación del teorema anterior, si X es de dimensión finita 
podemos deducir que limi; = T en CE{X,Y).

Teorema 2.7.5 (Principio de la Acotación Uniforme)
Sean X,Y 008 espacios normados لا sea F c 6٨(*,2) 09 conjunto puntual- 

mente acotado en X. Si X es completo se "cerifica que F es acotado (es decir F 
es uniformemente acotado en X).

Demostración Sea M = {x G X : HTzII 1 ة si T G 7ر, tenemos que M es 
cerrado ya que M= n ٢i(By)· Para cada *ع* existe n G N tal que

F؛T

n si T e F. Por tanto مئ G M y X G nM. Esto prueba que لا í = X. 
n€N

Como X es completo, del teorema de Baire se deduce que existe m G N tal que 
Int(rí) 0 ل. Por tanto existe alguna bola, B(a,r), tal que B(a,r) c mM, será 
(* ,ه )ت ء  M. Denotamos •0 = *0 ي-ال, tenemos que B(ío,t) cMysi 
Igíes tal que | ا2ا | < t será Xg + X ج M y Xg — X ع M. Deducimos que para cada 
Te Fes ||2T|| = 11^ ا Txg - h - 1*٣) < 1 17(2 - 20) < 2.
Asi pues, para cada ع مم  ||T|| < 1 si ||a:|| ك. Si X e 75* ]اع será 
||T(to)|| ^ly por tanto llTxll < Tenemos pues que imi < I para cada TeF

Teorema 2.7.6 [Teorema de Banach-Steinhaus]
Sean X un espacio de Banach e Y un espacio normado. Sea (12)[٢ una 

sucesión de ٨(٨ ,*) tal que para cada )ه م•**). Entonces, si T
es la aplicación de X en Y definida en cada *٤٦ por مد se
queTCXY.

Demostración Es evidente que el conjunto {Tn : n G N} es puntualmente aco
tado en X por tanto será acotado en C£ÁX. Y) y podemos deducir que T G 
C£(X,Y).
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Ejemplo 2.7.7 Consideremos en Cqo, para cada n £ N, la aplicación lineal y 
continua fn : c ٥٥ -٠  K, definida en cada x € cqq por fn(x) = ،r(l) + ■ · · + x(n), 
tenemos que (fn'lneK es puntualmente acotada en cqo pero no es uniformemente 
acotado ya que = n si n € N.

Pudiera ser que para un espacio normado X se verificase el teorema de acota
ción uniforme. Más adelante se estudiarán este tipo de espacios normados.
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Tema 3

Introducción a la convexidad.
Teoremas de la aplicación 

abierta y de la gráfica cerrada.

3.1 Algunas propiedades de los conjuntos 
convexos

Con objeto de probar más adelante diversos resultados importantes sobre las apli- 
caciones lineales y continuas, necesitaremos algunas propiedades de los conjuntos 
convexos. Algunos de los teoremas que veremos pueden tener demostraciones más 
cortas pero hemos pensado que los caminos que aquí se siguen son interesantes 
por si mismos, además de por sus consecuencias.

Definición 3.1.1 Sean X un espacio vectorial y A c X. Se dice que 4 es con- 
ب لمع — *)A se verifica que 74,7 - (0 0 ع si, 000 cada 4,7 مده t 0,1] ع] es 0) 
subconjunto de A.

Veamos ahora algunas propiedades elementales de los conjuntos convexos. Sea 
:un espacio vectorial. Se verifica خ

a.- Si A c X es convexo yaeK entonces 04 es convexo.

b.- Si A y B son subconjuntos convexos de X se verifica que A ا ة  es convexo.

c.- Si A c X es convexo y X es un espacio normado tenemos que 4 será conexo 
por caminos (por tanto conexo) pero el reciproco es falso.

d.- Sea Y otro espacio vectorial y sea T : X Y una aplicación lineal, sidcA 
es convexo entonces 1(4) es un subconjunto convexo de Y. Si B c Y es 
convexo entonces es subconjunto convexo de X.
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-probare !D3.1.2 4- ٢)ا,ت( : 32 ؛١ Consideremos enf el conjunto [هز[•••[
mos que A 66 convexo.

Sean 01,1/1), ( تل2ل ص  dos elementos de A y sea t 0,1] ع] entonces tyi + (1 — 
t)y2 - [tx 1 1(1- )212(/ -1) + []ء بدئ[ = t(l -1) (2] - 32)2 > 0
esto prueba 9 لأ ٥٤,](٧ ])+(1-٤)(32,1٧2) es un elemento de A.

Ejemplo 3.1.3 Consideremos, para cada n e [, el conjunto An = o ع -Seo : 
ة٣(٤) = 1, < ول/  tenemos que (4 ٤٤[ح,,)٢  es una sucesión decreciente de cerrados 

acotados لأ convexos لأ se verifica que ٢١ 4 = 0.

Observemos que esto no hubiese sucedido si la sucesión hubiera sido de con- 
juntos compactos.

Algunas propiedades de los conjuntos convexos de un espacio vectorial X, en 
relación a la unión e intersección de conjuntos, son las siguientes:

a.- La intersección de cualquier familia de subconjuntos convexos de ٨ es un 
conjunto convexo.

b.- Si A c X, tenemos que la intersección de todos los conjuntos convexos que 
contienen a ع es un conjunto convexo y es precisamente el menor conjunto 
convexo que contiene a A.

c.- La unión de conjuntos convexos no es necesariamente un conjunto convexo.

3A.^ Sean ٦ un espacio vectorial لأ A c X. Se llama envoltura 
convexa de A al menor conjunto convexo que contiene a A. Este conjunto se 
denota por OÍA).

60(4) = 01/3 :BcXjAcByB convexo}.

Se llama combinación convexa de elementos de A a cualquier elemento de 
X que sea de la forma 4141 +.. ٠+٥«٤ » donde (41,..., a„} c A 141 لآ: ..., an} c 

[0,1] es tal que 5 ai = 1.

Teorema 3.1.5 Sean X un espacio vectorial y A c X un conjunto convexo. 
Entonces A contiene cada combinación convexa de sus elementos.

Demostración Lo probaremos por inducción sobre el número n de sumandos de 
la combinación convexa.

Si n = 2 la afirmación es trivialmente cierta.
Supongamos que la afirmación es cierta para 185 combinaciones convexas de 

k — 1 sumandos, hN. Sea X = [ه]ه + · ■ · + donde {ai,..., 0% cAy

c [0,1] es tal que 5 ai = 1. Sea a = ail'"t Ofc 1 suponemos (*ه, ...,1»}
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que a 0 نج y sea 0 = 1(010] t - - - ا Como a es combinación convexa
de k — 1 elementos de 4 tenemos que aedy como ak = i — a tenemos que 
X = aa + (1 — ah; asi pues, X e A. ٠

3.1.6 9007 X 00 espacio vectorial pAcX. SiMesel conjunto de 
105 combinaciones conejas de elementos de A,

Ai = a,a ٠ ؛ neN, »ل...لاج ال  c A, {«1,..., ا»ه c »
se verifica que M = co A١.

Demostración Demostraremos primero que اال es convexo. Sean * = 2 a¿u,» = 

n
٤ ء [dos elementos de M. Sea 0,1 «أ ], tenemos que tx + (1 — (٤اا  = 
m n m n

^ta¿a¿ t 2(1 - /)ا» pero como ٤)٤  í + (1 — í) = 1 = أها + 2(1 - 

tenemos que tx + (1 — ؤ ج  M. Como M es convexo y A c M se verifica que 
0(4) c M. Para cada convexo B tal que A c ج es claro que M c B, por tanto

M c 5: )مcA,AcB|B convexo } = •0(4).

Asi pues, cokA) = M. ,

لو 4,...,] رر Sean X un espacio vectorial هاتا 3.1.7]  una familia /5020 de 
subconjuntos de 070609 de X. Si

M = ( : ai = 4, i ج {],..., n} y (٤. ..., a„} c [0,1], con 1 = ٨ ه },

56 verifica que co(A] u ٠ ٠ ٠  u 4٣) = M.

Demostración Probaremos que M es convexo. Sean ء = [٥»«« = [٩ »

dos elementos de M y sea t e [0,1]. Para cada ¿ ا}ء٠  «} tenemos que

¿“إس -ا(* ٥)M٦¿ -1) )« = «4 »»اج( ب )»*لم .
Denotemos )٤ = tai ب (1 — ٠ن  Como بيا t 1 = جيه deducimos que Ci = 
90*+240» es de asi pues, Entonces +(1- ٤اا)  =n n n n

/)Ci y será un elemento de M ya que 5٧» = (1 - )1 = إ.

Finalmente es claro que M c cofAl u ٠٠ u A„); pero como M es convexo y 
Al u · · ■ u An c M también tenemos que C٥(A1 u · · ■ u A„) c M ■ •
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Teorema 3.1.8 Sea X un espacio normado. Si A c X es convexo entonces cfiA) 
es convexo.

Demostración Sean x,y dos elementos de cl(4ر) y sea t G [0,1], tenemos que 
existen dos sucesiones (؛Cn)neN> (yn)neN de A tales que lima:„ = x y lim yn = y. 
Para cada n e N tenemos que txn + (1 - t)yn & A y como lim(ta;n + (1 - t)yn) = 
tx + (1 — t)y deducimos que tx + (1 — t)y G cl(4ر). ■

Teorema 3.1.9 Sean X un espacio normado y A c X un conjunto convexo con 
interior no vacío. Entonces si a G A y x € IntA se verifica que (x,a) C IntA, 
donde

(x, a) = {x : x = tx + (1 — t)a, t G (0,1)}.

Demostración Sea z G (؛r,a), será z = tx + (1 - fija con t G (0,1). Tenemos que 
existe r > 0 tal que B{x,r) C A. Demostraremos que B(z,tr) C 4ر y que, por 
tanto, z & Int A. Si y G B(z, tr) tenemos que y = t{x + |(y — 2)) + (1 — í)a; como 
x + |(y — z) G B(x, r) C 4ر se tiene que y G A. ■

Teorema 3.1.10 Sean X un espacio normado y A c X un conjunto convexo con 
interior no vacío. Entonces IntA es convexo.

Si B C X es abierto entonces co(B) es abierto.

Demostración Sean x, y e Int 4ر, por el teorema anterior tenemos que (x, y) c 
Int 4ر y como [.r, y] = (x, y) U {a:} U {y} deducimos que [x, y] C Int 4ر,

Sea x G coB entonces existen {bi,..., bn} C B y {ai,..., an} C [0,1] tales que 

٠٢ afii = x, tenemos que {،>1,..., bn} C B = Int B c Int co(B), como Int co(B) 

es convexo deducimos que x G Int co{B) *

Teorema 3.1.11 Sean X un espacio normado y A,B dos subcorijuntos compactos 
y convexos de X entonces co(AuB) es compacto.

Demostración Sea I = [0,1] y consideremos la aplicación f: AxBxI-^X 
definida por /(a, b, í) = ta + (1 — t)b. Es claro que f es continua y como Ax B x I 
es compacto será Im f — co(A U B) un conjunto compacto. ■

Obsérvese que si X es un espacio vectorial y 4ر C X entonces tenemos que 

co(A U {0}) es el conjunto de las combinaciones de la forma ٢ر  a¿ a¿ donde n G 
i=l

N, {ai,..., a„} C 4ر, {ai,... a„} C [0,1] y ٢ a¿ < 1.

Si a > 0 tenemos que acó( A) es el conjunto de las combinaciones de la forma 

٢٦ a،a¿ donde n G N, {ai,..., an} C 4ر y {ai,...,a„} C [0, a] es tal que ٠٢ a¿ = 
a.1
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Ejemplo 3.1.12 Consideremos en R2 los conjuntos A = {(0,0)} y B = {(1, y) : 
y G R} tenemos que AüB es cerrado y probaremos que co(A U B) no es cerrado.

Sea (a, b) = í(l, y) + (1 — ¿)(0,0), t G [0,1], y € R, un elemento de co(A U B). 
Tenemos que o bien (a, b) = (t, z) con t G (0,1] y z G R o bien si t = 0 es 
(a,b) = (0,0), por tanto deducimos que co(AUB) no es cerrado. Observemos que 
AU B es un conjunto cerrado pero co(A U B) no es cerrado y también observemos 
qué A es compacto y B es cerrado pero sin embargo co(A U B) no es cerrado, 
veremos que esto no hubiese sucedido si B hubiese sido además acotado.

Teorema 3.1.13 Sea X un espacio normado. Si A es convexo y compacto y B 
es convexo, cerrado y acotado entonces co(A U B) es cerrado.

Demostración

Para cada t G I = [0,1] denotamos Mt = M+(l—t)B, sabemos que co(ÁUB) = 
Ut6j٠٠ Supongamos que x co(A U B) y sea t G I. Vamos a probar, por 
reducción al absurdo, que existen Ut(x), entorno de x y Vt, entorno de t en I, tales 
que Ut(x) A Mr = 0 si r € Vt.

En efecto, en caso contrario tenemos que para cada n G N, si consideramos 
los entornos B(x, -) y (A — -, A + -), podemos hallar tn & (t — -,t + -) ٢١ I de 
modo que existe xn G B(z, (٦ Mtn. Así pues será xn = tnan + (1 — tn)bn con 
an G A, bn G B si n G N. Como A es compacto existe una subsucesión de (a„)„ew, 
que denotamos igual, que es convergente a cierto a G A. Como lima:„ = x y 
limt„ = t podemos deducir que la sucesión (&„)„eN es convergente a cierto b G B 
(con la salvedad del caso t = 1 que es sencillo de tratar, ya que B es acotado), 
tenemos que x = ta + (1 — tjb y esto contradice que x £ coíA U B).

Consideremos para cada t G I los correspondientes entornos Ut(x) y Vt■ Por 
la compacidad de I obtenemos {،i, ٠ ٠ ٠ , tn} C I de modo que I = Vtl U · · · U Vtn. 
Consideremos los correspondientes (؛c),..., Utn (x) y sea U = (x) ٢١ ■ · ■ ٢ l
Utn(x')■ Veamos que U ٢١ co(A U B) = 0.

En efecto, si z G U ٢l co(A U B) será z = ra + (1 — rjb para ciertos r G I, 
a G A y b G B, pero entonces existe j G {1,... ,n} tal que r G V^, así pues será 
z & Utj (x) ٢l Mr lo que no es posible. Por tanto podemos afirmar que co(A U B) 
es cerrado.

Nos planteamos ahora si la demostración anterior puede ser simplificada en el 
caso particular en que X sea un espacio de Banach. En este caso puede seguirse 
una técnica demostrativa sustancialmente diferente.

Sea H > 0 tal que ||،>|| < H si b G B. Sea (a:n)„eN una sucesión de co(A U B) 
que converge a cierto x G X. Para cada n G N existen an G A, bn & B,tn G [0,1]
tales que xn = tnan + (1 — tnybn. Como A es compacto existe M G N infinito
tal que es convergente a cierto a G A; también existirá P C M infinito
tal que (tiji^p converge a cierto t e [0,1]. Tenemos que lim„ep(l — tn)bn = 
lim„ep(a؛„ — tnan) = x — ta. Si fuese t = 1, como ||(1 — í„)٥„|| < M|1 — í„| si
n G N, deducimos que x — ta = 0 y será x = a G co(A U B)(x = la + 06).
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Supongamos que í<ly sea a 1 , ع (٤ ). Podemos suponer que tn < a si n e p. 
Entonces si ج p tenemos que

(1 1 3) 1: tq)bq)II7 ه؛( ب ؛ íp)bp ~ )؛يياا ب ل< = \\bp-bq\\ I + n،&p - tqbql )■■(|¡٥٠(11(1 - íp)، - (1 - tg >

tq I ■ De - -ا- bqW 9ر ك زردا 111 ر¿ م pero tqbqW : tpbq + tpbq
(3.1.1) se deduce que

(1 - 0)0 — |اية < bp - (1 — í(tp — 1)11؟&)؟|| + M\tp — اوظ

y como ((1 - ٤)0محز)ز y (tí)iep son sucesiones de Cauchy deducimos que ((1 - 
aybikp es de Cauchy. Por tanto (0)• es de Cauchy; asi pues, ()عز• sera 
convergente a cierto b&B y 10: •(1 - ;)1— 1) = ز)&. Por tanto x — ta= (1 —í)& 
y será X = ta + (1 — ٠ ع  co(A u B). •

Nota 3.1.14 Sea ٦ un espacio normado y sea A c X un conjunto acotado. Es 
fácil probar que

5wp{||a|| : a € A} = : b e 60(4):

asi pues, 0(4) es también acotado.
Sea ahora xeXy sean p = : b ج co{A)},q : sup{||a — x\\ لع•:

demostraremos que [-و.
En efecto, como 4 c 60(4) tenemos que q < p. Si ة e 60(4) existen 

{ai,..., an} c A y (*,..., a„} c [0,1] con ٤ Oj = 1 de modo que b = ٤ ٩٤٩ ، 

y entonces ا — ات«  = II ٨« - ا)* < »• - ات < ٥ » = «: asi pues 

p<٩-
Demostraremos ahora que d(A) = d(co(A)). Es claro que 4(4) < 4(0(4)).

Sea 0 < ح, entonces existen 4)0 م ع, ) tales que

(0(4)) — I < lk — الا < sup{\\x -4)0• ال :2ع )) = sup{\\x - 4).

Existe a e A tal que 6/011 ؤ|| y, para b 4)60 ع), será

اه ي ا(»«ه - a|| ة - ((4)0) » — z|| : z 4)0 ع)) = sup{||a — z|| : z e A}.

Finalmente existe c € A tal que - c||. Por tanto
1(0(4)) -£^||a- c|| < 0(4) y esto prueba que 6(4) = d(co(A)).

Veremos ahora un teorema que, aunque no sera usado en lo que sigue, es 
realmente hermoso.

Teorema 3.1.15 [Teorema de Caratheodoryj
Sea X un espacio vectorial real 70 -dimensional لا sea AcX. Entonces todo 

elemento de CO٢A١ se puede expresar como combinación conexa de k elementos 
de A donde k ئؤ n A V
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Demostración Sea x un elemento de co(A), podemos poner x = Aiai + · · ■ + Xk^k 

donde {ai,..., afc} C A, {Ai,..., Xk} C (٥, 1) y ٢، ٨ i = 1 (suponemos que x A). 

Si k < n + 1 ya hemos concluido y si k > n + 1 probaremos que podemos poner 
a x como combinación convexa de a lo más k — 1 elementos de A, repitiendo el 
razonamiento se obtendrá la conclusión deseada.

Supongamos pues que k > n+1, tenemos que {ai -٠,..., ak-i — a/؛} es ligado, 
por tanto existe {/ ٠ ٠ ٠  Pk-i} C R, donde no todos los números son cero, de modo ,ر1, 

que ٢ Hitai — a/0 = (؛. Sea //٨, = ~(/،i + · · ■ + Pk-i) y observemos que entonces 

alguno de los números ٨،i,..., pk-i,ñk tiene que ser mayor que cero Sea p = ٢ 
el mayor de los números de { ٦٢٢,..., ٨٢ر , sea R — {1,..., k} \ {m}. Es evidente 

que ٢;U¿ = 0, ٢٨،¿a¿ = H-------h - (٨،i ٩------ H ^k-i^k = ٥· Así 

pues ١ ٩ y am ١ ٦  ~a¿. Entonces Amam ١ ٦  a¿ —
ieR ieR ieR ™٨

٢ — —ai٠ Por tanto,
ieR p

= ٢ Xiai + ^am = ٢ A¿a¿ - ٢ —a¿ = ٢(A¿ - —)a¿ 
ieR ieR ieR ieR ر٠ر

Veamos que esto es efectivamente una combinación convexa de k — 1 puntos de A. 
Como ٢ — ٢  > 0, para cada i G R, se tiene que A؛ — -fe > 0, es decir A¿ — ٢٢ > 0 
si i E R y además

m ٨ر

3.2 Conjuntos homogéneos
Definición 3.2.1 Sea X un espacio vectorial y sea P C X.

1. Se dirá que P es homogéneo positivo si para x E P y a > 0 se cumple que 
ax G P. En este caso también se suele decir que P es un cono.

2. Se dirá que P es una cuña (wedge) si para cada x,y 6 P y cada a G R con 
a > 0 se verifica que x + y E P y ax E P. (A este tipo de conjuntos también 
se les denomina cono convexo).

Veamos algunas propiedades elementales de los conjuntos que acabamos de 
introducir sobre un espacio vectorial X
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 X es una cuna es evidente que p sera 0/0020. Si p c X es ح Si P .د
homogéneo positivo لو convexo entonces p es una cuna.

En efecto, si x,y & p tenemos que h + G p y por tanto 2( + ا)) = 
X + y G p.

2. Si A c X وه convexo entonces p = u {aA una cuna.

En efecto, siiePyí>0 tenemos que existe a > 0 y a G A tal que 
X = ae. Entonces es claro que tx = taa G p. Si y /30 son dos elementos 
de p (a, ة G A, a > 0,،5 > 0) entonces aa + @b = {a + /)(ج*» t منبة) y 
deducimos que 00 -/7 ع:

3. Sea A c X y sea

p = ] ]ه ا - - -1 ,,ه ٩ر  : n G N, {«1, ...,لره c [0, oo), 10],..., 0ر c A}.

Es claro que p es una cuna y que A c p. Si Q es otra cuna y A c Q es 
sencillo comprobar que p c Q, asi pues p 66 10 menor cuña que contiene a 
A. Es fácil probar que p = LLo aco(A).

4. Si p c X es una cuna tal que ط-* entonces si a ج IntP se verifica que 
—a^p.

En efecto, supongamos que 15(0, r) G p y -a G p, probaremos que p(o, 7) c 
p. Si X G ج0, م ) será /)ع ه , r) c p y por tanto (x+a) + (—a) =ieP.
Si X G X tenemos que * آ ج  B(o, r) cPy por tanto xeP esto prueba 
que seria ط-.

5. Finalmente observemos que si p es una cuña y Int p 0 تج entonces para cada 
>0 podemos encontrar a G p tal que p(a,r) c p (P tiene dentro bolas 
de radio arbitrariamente grande).

En efecto, sea ؤ(ج, t) G p, sea a : y, si y G 2(0, ٣) sera II y - y II <٤٧ 
por tanto II y — &|| < t asi pues y G p y también será y G p.

3. 2.2 Sean X un espacio vectorial لآ A ح X. Se dice que A es simé- 
trico si para cada a G A se verifica que - ه ع  A.

 لا sea AcXun 6099/000 convexo لآ Sea X un espacio normado ات3.2.3![
simétrico. Si IntA -0 ء entonces 0 ع InA).

Demostración Observemos que si a G A como 0 = + |(—a) tenemos que
0 G A. Supongamos que a G IntA y sea r > 0 tal que B(a,r) G A. Sea 
x G B(0, r) entonces [a + x, a ~ x] C B(a, r) por tanto [x + a,x — a] C A y como 
x = I(x + a) + ^(x — a) tenemos que x G A. ٠
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3.3 Aplicaciones abiertas; el Teorema de la 
aplicación abierta

3.3.1 Aplicaciones abiertas
Recordemos que una aplicación f entre dos espacios topologicos, X e Y, se dice 
que es abierta si para cada lEly cada entorno u de X se verifica que (77) es 
entorno de ث(3ت ) o, equivalentemente, siBcXes abierto entonces م() es abierto 
en Y.

Veremos que en el caso de aplicaciones lineales entre espacios normados hay 
una sencilla caracterización de las aplicaciones abiertas. Observemos que si X, Y 
son espacios normados y T : X 4 Y es lineal y abierta entonces T{Ux) c TX 
y (آ*) es abierto, por tanto TX no puede ser subespacio propio 10 ٦٧ será 
TX : Y, es decir T será sobreyectiva.

Teorema 3.3.1 Sean X, Y dos espacios normados y sea T una aplicación lineal 
de X en Y. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es abierta.

ii) Existe a > 0 tal que aBy C T(Bx).

iii) Existe M > 0 tal que dado y & Y existe x G X con Tx = y y ||؛r|| < 
(M será denominada como la constante abierta de T).

Demostración i) => ii) Tenemos que 0 G T(Ux) c T(BX) y T(UX) es
(.aBy c T(Ux) C T(Bx = 0(0, ٥)؛ tal que B < ٥؛ abierto, así pues existe

ii) => iii) Sea y G Y \ {0} y denotemos y' = ٦٠ . Entonces existe x' G Bx
basta ||٦,||/؟ > ||r||؛ entonces Tx = y y ;٦٢٧ = Sea x ٦٠·/؟ = 'tal que Tx’ = y

pues tomar M = ٦
iii) => i) Sea x G X y sea V entorno de x probaremos que TV es entorno 

de Tx. Existe £ > 0 tal que B(x,e) C V, consideremos B^Tx,^) y sea z G 
B(Tx, ٠), tenemos que \\z — 7٦r|| < -^ y existe a G X tal que Ta = z — Tx 
y ||a|| < M\\z — Tx\\ < e, entonces z = T(a + x) y a + x G B{x,e), por tanto 
B(Tx, c TV.

Obsérvese que si X es un espacio vectorial y || ||, || ||' son dos normas en X, 
podemos considerar la aplicación I : (X, || ||') ه (X, || ||) definida en cada x G X 
por I(x) = x. Si no existe /? > 0 tal que ||؛r||' < X?||؛r||, para cada x e X, 
tendremos que I es lineal y sobreyectiva pero I no es abierta. Si existiese a > 0

,r G X, tendríamos que I sería continua؛ si ١||r||؛ > ||r؛||؛tal que o
Como caso particular de lo que acabamos de decir, podemos considerar la 

aplicación I : (ly, || ||i) ٩ (Zi, || Hoo),!(□?) = x; tenemos que I es lineal continua y 
sobreyectiva pero I no es abierta.

Teorema 3.3.2 Sean X, Y dos espacios normados. Si existe una aplicación T : 
X —> Y lineal continua y abierta y X es completo entonces Y es completo.
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Demostración Sea M la constante abierta de T. Sea E Vn una serie en Y tal 

que E \\yn\\ es convergente. Para cada neN existe *»ء tal que 1("») : yn 

oc
y IMI < M||y„||. Tenemos que E <<x>y por tanto, como ٦ es completo, 

la serie E xn será convergente a cierto X e X. De la continuidad de T deducimos 

que la serie E Un 06 convergente 27. Esto prueba que Y es completo. ■

3.3.3 Sean *,7 dos espacios de Banach لا seaT :*-٨* una aplica- 
ción lineal continua لو abierta. SiT' ع ٨(٨  ,*)\\T donde M es la
constante de abierta de T, se rijlca que T’ es también abierta.

El conjunto de las aplicaciones lineales continuas لا abiertas es un subconjunto 
abierto deCCÁX,Y١.

demostraremos ؛y لآ0 ج y sea k = 0115 < 1. Sea -ا = Demostración Sea s
que existe z e X tal que T z = o, siendo I|z|| < ]*0. Sea tal que
Tx 0 = yo y Ikoll < Sea *]٤٨ tal que Tx 1 = 5^0 y llalli < <
&|| ت0ا |. Sea عءم tal que 7* = 5] y ||20% > [* > ع2|ا ك . 
Supuesto que hemos obtenido م] ,...,£„} c A tal que siie{l,...,n}es Txí = 
Sxi-1 y |0* > اا£ا escogemos ٣رر +] e ٦ tal que 1ر+] = Sxn y 110] < 
M||Sain|| < ! ك De esta forma inductiva hemos conseguido una
sucesión en X, tal que Tx0 = yo y si n ع N es Txn = د-] con

٥٥
Para .*ء es claro que la serie 2«» es convergente a cierto = ال«ا

N

cada ٨٢ e N es HExill ك asi pues ةاا < ا^|0ئ < ||ج 0 ا||

También para cada n e N es 2/(0+٠. ■+in) = (7 = ر*-ملا ا—5ي)0■ب ·  ].
Como lim Txn = 0, deducimos que /(ة) = yo■ •

3.3.2 El Teorema de la aplicación abierta
A continuación abordamos el estudio de uno de los pilares del Análisis Funcional. 
Antes de abordar su enunciado y demostración necesitaremos el lema que sigue.

LlN 3.3.4 Sean E y F dos espacios de Banach لا 507 ع  E١F١. Supongamos 
que existe un ٣>٠  tal que T 09 ا1,للال٨١١١  denso en 23(0, ٤) ٢  F . Para cada e 
se ueria que

5(0, (l-e)r)c 7(5(0,1)).
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DEMOSTRACION
Sea y ٢ ,0) ح ج ) cFy sea 1 , ع ع [. Por hipótesis existe un 2] ح B(o,1) tal que llrTzill < ٤٠ Como T es lineal 1 (0,1)جع)) = eT(B(0,1)) es denso en 0)جع, r) c 

F. Podemos encontrar un •2 e 23(0,1) tal que — Tx^w < ع.. Procediendo 
inductivamente, podemos encontrar una sucesión (*«ل» con * e "-13(0, 1) para 

cada n e N, tal que II y - 21 < ء" Como *2» < أ-"ع y E es completo la 

serie عجت ي * converge hacia un elemento ي ع . Por la continuidad de T y la 
desigualdad anterior, Tx = y. Claramente I|z|| < ح] ll^fcll < ح؟]
Por consiguiente (1 - )2 e 73(0,1) y (1 - = (1 - 1 ,0)3)2 رأ)ع ج )). Es decir,
(1 - e)B(0,r) c 1(73(0,1)), lo que prueba el lema. •

Teorema 3.3.5 [Teorema de la aplicación abierta.]
Sean EyF 006 espacios 06 Banach, لا sea T /)ع ل ,) tal que T٢E١ = F. Se 

aerifica que T es una aplicación abierta.
Como consecuencia, cada aplicación lineal continua لا biyectira entre dos espa- 

cios de Banach siempre tiene una inversa continua.

Demostración
Sabemos, por hipótesis, que

F = T(E)=٧T(B(0,n)).

Si todos los cerrados T(B(0, n)) tuviesen interior vacío entonces sus complementa
rios serían abiertos densos y su intersección, por el teorema de Baire, sería densa, 
por lo cual el complementario de esta intersección, que es F, tendría interior va
cío, lo cual es falso. Por tanto, para algún n e N se verifica que T(B(0,n)) tiene 
interior no vacío.

Supongamos que B^y,^ C T(B(0, n)). Esto significa que

T(B(Q, n)) = T(nB(0,1)) = nT(B(Q, 1))

es denso en la bola B(y,r). Por tanto T(B(Q, 1)) es denso en la bola B(^y, 
Como

B(\ ٤) - B(\ = (^y + B(0, ٤)) - (^y + B(0, ٤)) c 2٠, ^r), 

resulta que T(B(0,1)) es denso en B(0, -e). Por tanto, por el lema, para cada 
á se verifica que B(0, ú) C T(B(0,1)). Como cada abierto U C E es una 
unión de bolas, resulta que T(U) contiene una bola alrededor de cada uno de sus 
puntos. Por tanto T(U") es abierto. ■

Nota 3.3.6 1.- Sea X un espacio de Banach y sean Y un espacio normado y
/’ : X —> Y una aplicación lineal y continua. Si T es sobreyectiva entonces T es 
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abierta si y solo si * es completo. Por tanto si y no es completo podemos afirmar 
que T no es abierta aunque 7 sea sobreyectiva.

Si T : X ب Y es lineal continua y no sobreyectiva tenemos que la aplicación 
 TX es lineal continua y sobreyectiva y por tanto pudiera ser que fuese لاعر:?
abierta pero para que esto suceda será necesario que TX sea completo (por tanto 
tendrá que ser TX cerrado en y).

2 .- Si ٦,٦ son dos espacios de Banach y T : y » y es una aplicación lineal 
y continua se verifica que TX es cerrado si y solo si la aplicación 7:*» TX es 
abierta.

3 .- Si X, y son dos espacios de Banach y T : X ب y es una aplicación lineal 
continua y biyectiva entonces 7-1 es continua (es decir 2 es isomorfismo). En 
efecto, tendremos que T es continua abierta y biyectiva lo que significa que T es 
homeomorfismo y por tanto 7-1 es continua.

 sea Y 07 espacio normado. Si لا Banach هت Sea X 90 espacio ج3.3.7[•
T ■٠ X —ج Y es una aplicación lineal son equivalentes:

i) Existen a > 0, > 0 tales que 313/ > 111 > ||عاا؛ه si X e X;

ii) T es inyecta لا continua لا T X es completo.

Demostración Si i) es cierto tenemos que la aplicación :2 *م* es un 
isomorfismo y por tanto es abierta; asi pues, 2* 05 completo.

Si ii) es cierto tenemos que la aplicación 2:* 2* es lineal, biyectiva 
y continua entre espacios de Banach; por tanto, será un isomorfismo y existirán 
a > 0, 0 < م tales que < 17 < /3 •

8.8.8 SiT '. X Y satisface cualquiera de las dos condiciones equi- 
0700166 del teorema anterior diremos que T es isomorfismo en su imagen لا 
también es usual decir que Y tiene copia de X por medio de T (2 fija en Y 
una copia de X).

Se dice que Y tiene copia de X si existe un subespacio de Y que es isomorfo

Nota 453.3.9
1 .- Una isometría lineal es un caso particular de isomorfismo en su imagen y 

fijará en el segundo espacio una copia del primero.
2 .- Sea X un espacio vectorial y sean اا II y اا II' dos normas en X de modo 

que ( م٦, اا  II) y (٦, II /) son espacios de Banach. Supongamos que las normas son 
comparables; 09 decir, por ejemplo, existe a > 0 tal que < a||r||' si X e X■ 
Demostraremos que entonces las normas son equivalentes. En efecto, consideremos 
la aplicación 7 : (+, IIII')(٨, II اا), f(r) : X. Tenemos que 7 es lineal continua y 
biyectiva por tanto la aplicación inversa ن د  será continua y existirá /3 > 0 tal que II¡-< /3* siieT. Por tanto tenemos que < /3•
si X € X.

3 .- Sea X un espacio de Banach y sean 4, B dos subespacios cerrados de X■ 
Consideremos la aplicación 1:4 3-, 4 4 75 definida por T((a, ة)) = a ب b. 
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tenemos que T es lineal continua y sobreyectiva además dxBesun espacio de 
Banach (ya que es cerrado en X X Y). Es sencillo comprobar que T es abierta si 
y solo si A + B es cerrado.

En el caso en que A+B sea cerrado tenemos que, si M es la constante abierta de 
T, para cada y e A + B existe {a,b)^AxB tal que a + b = xy 1(0,0) مماا < 1ر , 
asi pues será IHI < M\\x\\ y 10 < /111

Por tanto 91 2 ٤ Ba+b podemos poner z = a + b, donde a e A, << 
M'b e M y 117 < M, asi pues será a ج MBa, b e MBb■ Podemos afirmar que 
existe M > 0 tal que Ba+b c M(Ba 1 22).

Más adelante veremos que el Teorema de la Aplicación abierta no es válido 
para aplicaciones entre espacios normados (no de Banach).

3.4 El teorema de la gráfica cerrada
Sean X, Y dos conjuntos una aplicación, se define el grafo, 0 gráfica,
de T por GT = (•ت•,م) : a; e X} que será un subconjunto de X X Y.

Supongamos que X e Y son espacios topologicos y que en X X Y consideramos 
la topología producto, demostraremos que si Y es de Hausdorff y T es continua 
entonces ت es cerrado. En efecto, si (* ,ه )لا 1ر  es una red de (ت que converge 
a cierto ( ,تلغ ٧ ) tenemos que • م ج  = y y ••ب = y« si a ع E Comoael
1 es continua será 1![ = Tx, y como 1 es Hausdorff será Tx = y, es decir 

(i١y١GT٠
Consideremos ahora la aplicación u : 1 م R definida por ؤح = ل(  si X 0 نج y 

[7(0) - 0, tenemos que GU es cerrado pero que u no es continua. En el teorema 
del grafo cerrado demostraremos que esto no sucede si T es una aplicación lineal 
definida entre dos espacios de Banach.

Si R es un subconjunto deXxYyAcX, B cY denotaremos por ñ(A) y 
R(B) a los conjuntos ل() = {yeY:(x,y)eR para algún x e 41, R(B) -عمد 
X : (x,y) e R para algún y e 73.

Teorema 3.4.1 [El Teorema de la gráfica cerrada.]
Sean EpF dos espacios de Banach لا sea T '. E ١F una aplicación lineal tal 

que su gráfica
G^z^x^xV-xeE}

es un subconjunto cerrado de E X F. Se verifica queT es continua.

Demostración
Sea 7٢1 : G(E)E (resp. 72 : G(E) - F) la aplicación definida por 

7 ٣((]٨٣ ,1*)) = X (resp ,((•,ت)) = Tx). Claramente la aplicación 7] es bi- 
yectiva y las aplicaciones 71 y 72 tienen norma menor o igual que 1, si en E X F 
56 considera la norma del máximo H(íE,y)|| = (IMI, llyl).

Por el teorema de la aplicación abierta, la aplicación 7[1 es continua. Como 
tiene que T es continua. •
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Nota 3.4.2
1 .- Las tesis de los teoremas de la aplicación abierta y de la gráfica cerrada no 

son, en general, válidas para aplicaciones entre espacios normados. A continuación 
se presentan ejemplos de que prueba esa afirmación

En X = loo consideremos una base de Hamel B = {٥، : i € 1} tal que B C Sx y 
{en : n 6 N} C B (esta base existe como consecuencia del lema de Zórn y sabemos 
que será no numerable). Si x & X y x = otibi, M c I finito, definimos 
c||' si؛|| > ||r؛|| ٥i|, claramente es || ||' una norma en X tal que| = 'r¡I؛||
x € X (donde ||؛r|| denota la norma del supremo). Para cada n € N tenemos 
que ||ei + · · · + en||' = n pero ||ei + · · ■ + en|| = 1, así pues no existe a > 0 tal 
que ||x||' < a||x|| si x G X■ Esto significa que (X, || ||') no es completo ya que 
dos normas completas en un mismo espacio vectorial tiene que ser equivalentes. 
Consideremos I: (X, || ||') ه (X, || ||), I(x) = x, tenemos que I es lineal continua 
y biyectiva pero no es abierta. Por tanto el teorema de la aplicación abierta no 
es cierto, en general, si el espacio inicial no es completo aunque sea completo el 
espacio final.

Consideremos J : (X, || ||) (X, || ||'), J(x) = x. Claramente J es lineal y biyec
tiva pero no es continua. Demostraremos que GJ es cerrado. Sea {(a;„, yn)}nGN 
una sucesión de GJ (será yn = xn si n G N) tal que es convergente a cierto 
(x,y) G X x X, tenemos que || || — lima:n = x y || ||' — lima:,؛ = y, pero entonces 
también será || || — lim xn = y y por tanto y = x es decir (x, y) G GJ. Ha quedado 
probado que el teorema de la gráfico cerrada no es válido, en general, si el espacio 
final no es completo aunque sea completo el inicial.

2 .- Sea X = C1 ([0,1]) el espacio de las funciones reales· definidas en [0,1] y 
que tienen derivada continua. Sea Y = C{[0,1]), consideremos en X e Y la norma 
del supremo y consideremos la aplicación T : X ٩ Y definida en cada f G X 
por T(J) = f' (función derivada). Sabemos que T es lineal y que no es continua. 
Demostraremos que GT es cerrado. Sea {(/n, gn)}ngN una sucesión de GT que 
converge a cierto (f,g) G X x Y. Tenemos que para cada n G N es gn = 
además lim \\fn — /|| = 0 y lim ||/، — ٥|| = 0. Es conocido que entonces g = /', por 
tanto GT es cerrado en X x Y. Observemos que C،([0,1]) es completo, por tanto 
deducimos que (?1([O,1]) con la norma del supremo no es completo. Además el 
teorema del grafo cerrado no es cierto si el espacio inicial no es completo, aunque 
sea completo el espacio final.

Demostraremos que, no obstante, el espacio X = (?1([0,1]), con la norma 
 es completo. En efecto, si (fn)ne^ es una sucesión de Cauchy ؛II f II, s + ر1111 = ||/||
en X tendremos que (/n)neN y (/،)«sn son sucesiones de Cauchy en Y = C([0,1]) 
con la norma del supremo, por tanto existen f y g, funciones reales y continuas 
en [0,1], tales que lim/n = f y lim/، = g uniformemente en [0,1], pero entonces 
sabemos que g = f y se deduce que lim /„ = / en X.

3 .- Consideremos ahora la aplicación T : (¿i, || ||i) —> (¿i, || ||٠o), T(x) = x, 
tenemos que T es lineal continua y sobreyectiva pero T no es abierta, así pues 
deducimos que (¿i, || ||o٠) no es completo y que el teorema de la aplicación abierta 
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no es cierto, en general, si el espacio final no es completo aunque sea completo el 
inicial.

3.5 Series convexas
3.5.1 Conjuntos cs-cerrados
Definición 3.5.1 Sea X un espacio normado y sea A c X. Se llama serie 

convexa de elementos de A a cada serie de la forma ر٦  anan donde an € A, an €

[0,1] si n e N y ٢ an = 1. Se dice que A es cs-cerrado si la suma de cada serie 

convexa de A que sea convergente es un elemento de A.
Se dice que A es cs-compacto si cada serie convexa de A converge a un ele

mento de A.

Es claro que todo cs-compacto es cs-cerrado y que cada cs-cerrado es convexo.

Teorema 3.5.2 Sea X un espacio normado. Si A c X es convexo y cerrado 
entonces A es cs-cerrado.

Demostración Sea A c X un conjunto convexo y cerrado. Sea ٢٦٧ anan una 

٠o
serie convexa convergente de A con ر٦  anan = x. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que ai 0. Si n € N denotamos Sn = ر٦  Q ,¿؛ = ر٦ ct¿a¿٠ 

Tenemos que 0 para cada n e N y lim ٢ = l,lim١ = x. Por tanto,

V como A es convexo y ر٦ ٢٥؛ = lim = x, pero para cada n € N es

ر٦ ٢ = 1  deducimos que ^bn 6 A si n E N. Como A es cerrado tenemos que 

x G 1ر, ■

Nota 3.5.3
1 .- Sea X un espacio normado y sea Aun conjunto acotado con sup{||a|| : a E 

ر٦ M, si = {ر4  UíOí = x es una serie convexa convergente de A es evidente que 

OO o٠ o٥
١٢٦ llajUjH es convergente, por tanto ||x|| = || ر٦  aiOi|| < ر٦  a¿||a¿|| < M. Si para 

algún i E N fuese ||a¿|| < M deducimos que < M. Desde aquí es sencillo 
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deducir que la bola unidad abierta Ux es cs-cerrada y también podemos deducir 
que cada bola abierta, de * es cs-cerrada. Por tanto un conjunto que no
es cerrado puede ser cs-cerrado.

demostraremos ٠ cualquier abierto que sea conuco es cs-cerrado.

En efecto, sea u un subconjunto abierto y convexo de د y sea Diai = • 

una serie convexa de u que es convergente a cierto X ع X. Es sencillo entender 
que podemos suponer que λl yOcq ?0 y λ2 ?0 Consideremos la sucesión 

» de X donde para cada «»ا»*) »««ء سيريم  

que lim xn = 0 y también que 0 : ا 1 -٨) ا -
Sea £ > 0 tal que S(ai,£) c u. Tenemos que existe m e N tal que 112» < 5

yaque ( يل٠ااال+ا ء entonces بييجية = ه-y|l

ا-ى II1 II < -ج
[٨

٦١٩٣٣«١»«* دهاد + 2٤٤4] دد
Observemos que

-تق (٨ + «يتدو()*» + ٨٧٣٨)»»»
’ M + ٨،؛ ٨ر٦i) (ax+E ٢٨i + Eí>m+i +

. Así pues, x e U, ya que x es combinación convexa de dos elementos de U.
2 .- Sea X un espacio normado y sea P C X una cuña, entonces P es cs-cerrado 

si y sólo si cada serie convergente de elementos de P tiene su suma en P.

En efecto, supongamos que P es cs-cerrado y que ٢٠ ai = a es una serie

1 ٥٥convergente de elementos de P. Entonces 2) — ٠٢ر '،«j) = a es una serie convexa 

convergente de P y por tanto a € P.
Recíprocamente, supongamos que cada serie convergente de elementos de P 

tiene su suma en P y sea ٢ر  cnai = a una serie convexa convergente de P, como 

P es una cuña tenemos que a¿a, 6 P si i € N, por tanto a € P.
En particular ha quedado probado que si E es subespacio vectorial de X en

tonces E es cs-cerrado si y sólo si E es cerrado.

Sea A C X un conjunto cs-cerrado y sea x = ٢c ٠؛ nan, con an 6 A,an e

[0, +oo) si n € N y ٢؟  an = a. Se verifica que ٢٠ € A. En efecto, tenemos que
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E *«» = * es una serie convexa convergente de 4, por tanto * ع A. 
n=l

Si A G A es un conjunto acotado y 2 a؛a؛ es una serie convexa de A entonces

٠٥
es de Cauchy. En efecto, sea Ai > 0 tal que 4 ب» الا ك٧أة٣ع٠  tenemos 

que IIa¿a¿|| ا ه/ » si p > q,p,q = N.

Teorema 3.5.4 8607 2 un espacio normado y A G A. Si A es cs-compacto 
entonces A es cs-cerrado لو acotado. ,9 X es completo لأ A es cs-cerrado لا acotado 
entonces A es cs-compacto.

Demostración Si A c A es cs-compacto es claro que A es cs-cerrado. Supon- 
gamos que 4 no es acotado entonces para cada neN existirá a ح A tal que

1 ٥٥llalli > 2™ entonces 2 es una serie convexa de 4 que no es convergente ya 
n=l 

que n^a„|| > 1.
Supongamos ahora que 2 es Banach y que A G X es cs-cerrado y acotado.

oc هم
Sea E ca una serie convexa de A. Como 4 es acotado tenemos que E 
será de Cauchy y por tanto convergente a cierto تن ج  A, pero como A es cs-cerrado 
será X & A. ٠

3.5.5 Sea X un espado normado. Sean A P B dos subconjuntos 00 X. 
Si, A es cs-compacto 9 769 cs-cerrado entonces 4+ 3 لا colA B١ son cs-cerrados.

Demostración Sea 2 ٩٤«(٤ +٤ )=* una serie convexa convergente de A 1 5 

(a¿ e A, دة ح  B si z e N), tenemos que E aiai es una serie convexa en A y como 

4 es cs-compacto será convergente a cierto a ج A. Como para cada ¿ ح N es 

aibi = a¿(a¿ + ٤) - a؛a؛ deducimos que yajbi =s-a. Como B es cs-cerrado 
existirá b € B tal que X — a = b, entonces; = a + beA + B.

Supongamos ahora que E ٥٤*٤  = es una serie convexa convergente de 

CO(A را B). Para cada : ع N existen ¡3i = [0,1], a¿ e A y bi e B tales que

es convergente en R a cierto 73 — 1 »ه.) Tenemos que) + /ه = :
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h > 0. Como A es es-compacto, será ٢٦ o؛i/3¿a¿ convergente a un elemento ha 

de hA. Para cada i € N tenemos que «¿x¿ = «¿Aai + «،(1 — /3t)bi y deduci

mos que ٢ a¿(l — (3i)bi es convergente. Como B es cs-cerrado será convergente

a cierto tb donde b 6 B y t = ٢٦ o¿ (/3¿ — 1). Entonces será x = ha + tb, con 
oc ' oo

■ (.a¿ = 1· Así pues x € co(A U B ٠٢ر = ،(h + t = + (J3i — l)a

Es conocido que la clausura dé un conjunto puede tener puntos interiores y 
el conjunto tener interior vacío (por ejemplo Q en R) comprobaremos ahora que 
esto no puede suceder con un conjunto cs-cerrado en un espacio normado, más 
adelante se sacará provecho de esta propiedad.

Teorema 3.5.6 Sea X un espacio normado. Si A C X es cs-cerrado entonces A 
y cl(A) tiene el mismo interior.

Demostración Es claro que Int A C Int el( A). Si demostramos que Int el (A) C A, 
como Int el( A) es abierto, podremos deducir que Int el (A) C Int A y por tanto que 
Int A = Int cl(A).

Sea x E Int cl(A). Existe r > 0 tal que B(x,r) c Int cl(A). Buscamos una 
oo ٦

sucesión (٠n)n€H de A de modo que ر٦  — an = x y, en esta situación, quedaría 
n=loo ٦

probado que x € A. Como ٢٦ — x = x, lo que buscamos equivale a encontrar una

OO 1
sucesión («n)neN de A tal que 7 ٢ر ٢ (a™ — x) = 0■ Probaremos, por inducción,

que existe una sucesión (an)n^ de A tal que || ٢٦ ٢(٠ .II < - si k e N(؛2 — ¿

Como x € cl(A) existe ai e A tal que ||٥i — ؛r|| < j, por tanto |||(٥i — x)|| <
Como x — 2(ai — x) € B(x, r) C cl(A) podemos obtener a¡ E A tal que 

||a2 - x + 2(٠i — ؛c) || < ٤, por tanto ||٠(ai - x) + ^j(a2 ~ 2OH < ^s■ Supuesto que 
hemos obtenido {ai,..., C A cumpliendo la condición deseada, tendremos

(.a» - x) E B(x,r) C cl(A)٢ ٤ 2n - 11^( “ 2 2ر y p°r tant01؛ ؛ que

Como consecuencia, podemos obtener an E A tal que ||an — x+2n ٢ ٤ (a¿ —z)|| <

٢, así pues || ٢ ٤ (a¿ — x) + ٢(an - ٢٦٢٢ > 011ر■ Finalmente es claro quei2 22؛n 2n 2 -^٠ر

74



o ٦ ٠
.0 = (a¿ - z)؛٦

Nota 3.5.7
1 .- Sea X un espacio topológico y sea A C X, se dice que A es semicerrado 

si IntA = Int cl(A). Por tanto hemos probado que en un espacio normado todo 
conjunto cs-cerrado es semicerrado. Sea X un espacio normado y sean A, B dos 
subconjuntos cerrados convexos de X donde una de los dos es cerrado. Sabemos 
que en general no podemos afirmar que A + B o co(A U B) sean cerrados pero ha 
quedado probado que ambos son cs-cerrados (y por tanto semicerrados).

2 .- El último teorema sugiere que estudiemos propiedades similares en los con
juntos convexos.

Consideremos en Cq el conjunto A = Cqq tenemos A es convexo y que Int 0 = 1ر 
pero clA = cq y Int clA = c٥. Si el conjunto A fuese cs-convexo esto no hubiera 
sucedido y tendríamos la igualdad Int A = Int el A, es decir podríamos afirmar 
que Int el A = 0 y esta propiedad es una característica importante de los conjuntos 
cs-cerrados.

Sea X un espacio normado y sea 1ر c X un conjunto convexo tal que Int A^ 0 
probaremos que entonces se verifican las siguientes propiedades:

i .- el A = el intA.

En efecto, es claro que c\(IntA) c cl(A). Sea b & cl(A), para cada n € N existe 
bn g B(b, ٢l 1ر· Fijo a g Int A, tenemos que xn = (1 — + ¿٢٥ € IntA
si n g N, pero como lima:„ = b, deducimos que b g d(IntA').

ii .- Si a € IntA y b E el A entonces (a,b) c IntA.

En efecto, sea a g (0,1) y sea z = aa + (1 — a)b, demostraremos que z g IntA. 
Sea f : X —> X la aplicación definida por f(x) = z — ٣؛ (x — z), tenemos que f 
es un homeomorfismo tal que f(z) = z y /(a) = b, además si x g X se verifica 
que (1 — d)f(x) = (1 — a)z — a(x — z) = z — ax, es decir ax + (1 — a)f{x) = z si 
x g X. Sea V entorno abierto de a tal que V C IntA, será /(V) entorno abierto de 
f(a) = b, como b g cl(A) será /(V)nA 70 ؛, así pues existe y g V tal que f(y) g A. 
Consideremos la aplicación g : X —> X definida por g(x) = ax + (1 — a)/(y), 
tenemos que g es homeomorfismo y g(y) = z. Como V es entorno abierto de y 
será g(y) entorno abierto de g(y) = z. Demostraremos que g(V) C 1ر, pero si 
x g V es g(¿) = ax + (1 — a)f{y) una combinación convexa de x g 1ر y f(y) g A 
así pues g(x) g 1ر·

iii .- IntA = Int el 1ر·
En efecto, es claro que IntA c Int cl(A). Supongamos que x g Int 011ر· Por 

medio de la traslación —x no se pierde generalidad si suponemos que 0 g Int el 1ر, 
demostraremos que 0 g IntA. Existe r > 0 tal que B(0,r) C el A = el IntA, así 
pues existe a g B(0,r) n IntA. Si a = 0 hemos concluido, en otro caso tenemos 
que —a g B(0,r) C el A y 0 = |a+ |(—a), por (ii) deducimos que 0 g IntA.
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3.5.2 Conjuntos cs-cerrados y aplicaciones lineales y conti
nuas

Sean X, Y dos espacios normados y T : X ٩ Y una aplicación lineal y continua.
Si A c X es cs-compacto entonces T(A) es cs-compacto. En efecto, si 

O٠ <X>
٢٦ aiT^üi) es una serie convexa de T{A) tenemos que ٢٦ o؛¿،z¿ es una serie convexa 

oo ' oo
en A, por tanto existe x £ A tal que ٢٦ o؛¿a¿ — xi entonces ٢٦ c ٠؛ ¿T(a¿) — T(x) y

T(x) € T(A).
Si B c Y es cs-cerrado entonces T-1(B) es cs-cerrado en X. En efecto, sea 

oo oo
٢٦ = x una serie convexa convergente de T٩B) entonces ٢٦¿?/ ؛٢ (aJ ~ Tx

es una serie convexa convergente de B, por tanto Tx 6 B y x e T٩B).
Supongamos que X e Y son dos espacios normados y que R C X x Y es 

cs-cerrado. Vamos a demostrar que si A C X es cs-compacto entonces R(A) es 

un subconjunto cs-cerrado de Y. En efecto, sea ٢٦ = b una serie convexa

convergente de elementos de R(Á), para cada i e N sea a¿ € A tal que (ai,bi) € R. 

tenemos que ٢؟ ٠؛  es una serie convexa de A y por tanto será convergente a

OO
cierto a G A. Así pues tenemos que ٢٦ □:¿(a¿, b¿) es una serie convexa de R que 

es convergente a (a,b), pero como R es cs-cerrado tenemos que (a,b) € R y será 
b e ر٠

De forma similar se probaría que si B C Y es cs-compacto y R C X x Y es 
cs-cerrado entonces R(B) es un conjunto cs-cerrado de X.

3.5.3 Aplicaciones a los teoremas de la aplicación abierta y 
de la gráfica cerrada

A continuación presentamos nuevas demostraciones de los teoremas de la aplicación 
abierta y de la gráfica cerrada, basándonos en los conceptos de esta sección. No 
obstante, el “espíritu” de las demostraciones sigue siendo el mismo. Se observará 
también que aquí se obtiene el teorema de la aplicación abierta como consecuencia 
del de la gráfica cerrada, mientras que en la sección segunda el de la gráfica cerrada 
se probó como consecuencia del de la aplicación abierta.

Teorema 3.5.8 [Teorema de la gráfica cerrada.]
Sean X, Y dos espacios de Banach y T : X ه Y una aplicación lineal. Si el 

grafo de T es cerrado entonces T es continua.
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Demostración Tenemos que *لات nri^By) y como ٦ es completo existe 
neN

m ع N tal que Int clm٢i(.By) 0 ء. Entonces se verifica Int clT“](Dy) •0 ل. 
Como y es de Banach tenemos que By es cs-compacto y como GT es un subespacio 
vectorial cerrado será 69-011010. Entonces T~i(By) = ى(/) es ccerrado y 
por tanto 77*7-1(731-) = Int el T^^By) 0 ء. Como además T~1{By) es convexo 
y simétrico, tenemos que 0 e IntZrAkBYy). Por tanto existe r > 0 tal que 
/3(0, ٤) c T-I(-Bv). Si X e X y X 0 ص, tenemos que ٣ ,0)23 ت ج• ), por lo que

Teorema 3.5.9 [Teorema de la aplicación abierta.]
Sean ٨,* dos espacios de Banach. 91 :,م una aplicación lineal 

continua لا sobreyectiua entonces T es abierta.

Demostración Tenemos que GT es un subespacio vectorial cerrado delxy. Por 
tanto (2 es cs-cerrado y, como 2 es de Banach, tenemos que 15* es cs-compacto. 
Por tanto,

GT(Bx) = {y ع y : (aqy) e GT para algún 3 مه ج *) - T(Bx)

es cs-cerrado en Y. Como 7 es sobreyectiva, tenemos que y=u nT{Bx) y, 

al ser y completo, podemos deducir, del teorema de Baire, que existe m ع N
0. Si B(a,r) c 01(07(*)) es claro que 73(0,) c ك?ئ(،(ك ل( tal que Int

clT(Bx); asi pues, Int CT(-Bx) 0 ء. Dado que T^Bx) es cs-cerrado, tenemos 
que IntT(Bx) 0 ء. Como T(Bx) es convexo y simétrico, deducimos que existe 
r > 0 tal que rBx c T(Bv). Por tanto T es abierta. •

 Sea Y un espacio de Banach, separable entonces demostraremos que ا 3.5.10
existe una aplicación 2:7]-* que es lineal continua لو abierta.

En efecto, sea ٢ر» : n ج N} c By un conjunto numerable y denso en By.

Definimos T : h ب y por T (*) = 2 ٩(٤ )». Observemos que si p, ؟ e N con q>p 

q q
entonces اا 5 اازلا)ة(* < 5 ا £¿ y por tanto T está bien definida y ademas es claro

que < 2 (*ا٤الءاا) < 2 اءءا  = Es sencillo comprobar que T es lineal, 

asi pues T también es continua ya que ابه[ا < ا2اا . Veremos que T es abierta, 
para cada n e N tenemos que (ه,) = yn y por tanto clT(Bq) D By. Como 
Bh es cs-compacto será T(0q) cs-compacto y por tanto ( ),ر د ا(*/[ -) =

I By y deducimos que 7 es ا( د( Uy. Asi pues = ]/ا)]( Int c!T(B،j) D
abierta.
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Tema 4

El teorema de Hahn-Banach y 
los teoremas de extensión y 

separación

4.1 Introducción
Después de los anteriores capítulos es lógico que nos hagamos la siguiente pregunta 
¿Dado un espacio normado X (por ejemplo real) existe alguna aplicación f : 
X —؛· R que sea lineal y continua? Esta existencia está garantizada si X es finito 
dimensional pero todavía nada sabemos en el caso infinito dimensional. Está claro 
que parte del sentido de los capítulos anteriores quedaría en entredicho si en general 
no pudiéramos garantizar, en el marco de los espacios normados, la existencia de 
aplicaciones lineales y continuas.

Del estudio de la topología general sabemos que en un espacio completamente 
regular está garantizada la existencia de aplicaciones continuas que no sean cons
tantes. Dado un espacio normal, el lema de Urysohn nos permite separar dos 
cerrados disjuntos por una función continua que toma en los mismos valores cons
tantes distintos. El teorema de Tietze, por otro lado, asegura que en un espacio 
normal toda aplicación real y continua definida en un subconjunto cerrado puede 
extenderse a todo el espacio, conservando la continuidad.

Quizás el teorema de Tietze podría darnos alguna pista para solucionar nuestra 
pregunta inicial, fijamos un subespacio finito dimensional E de X, entonces existe 
una aplicación T : E —٠ R que es lineal y continua, como E es cerrado el teorema 
de Tietze nos asegura la existencia de una extensión continua a X. Pero, claro está 
que no nos garantiza que esta extensión sea lineal. Por otra parte hay resultados 
de álgebra lineal elemental que nos permiten obtener una extensión lineal de T a 
X, pero nada nos garantiza que la extensión sea continua.

La solución a nuestra pregunta la obtendremos con el histórico teorema de
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Hahn-Banach.

4.1.1 Sett X 00 espacio vectorial 600 لو p ■٠ X اي una aplicación, se 
dice que p es sublineal si pa a cada *,لا eXpa se verifica 900:

i .-p^x + y^p^+p^y).

ii .- 0(•) = ap٢x١.

Cada seminorma en * es una aplicación sublineal aunque el reciproco es falso.
Si E es un subespacio vectorial de X y / : D ي R es una aplicación lineal 

diremos que f está dominada por p si f(x) < p^x) para cada X ج E.

Lema 4.1.2 Sean X un espacio vectorial real لأ p ■٠ X يl una aplicación subli- 
neal. Sean E c X un subespacio vectorial de X لأ 9ن  '. E ي l una aplicación lineal 
dominada por p. Sea a ج X — E entonces existe una aplicación g ·. E ب ٨(4) اي  
lineal لآ dominada por p tal que 9(٣) = gafqij si X ع E.

Demostración Para cada 4)/ اةعل) tenemos que existe un único y e E y un 
único a € R tales que X = y+aa, definimos g : E+C{a) ي R por )٠) = و0هب)لأ  
donde h = 9(6) e R decidiremos después qué valor tendrá. Es claro que g es lineal 
y que ٠) = yo(» si X e E.

Se verifica que 9() 0] ك() para cada xeE + ٨(0) si y solo si se verifica 
que 90(/) — ah < [0( — 08) y go(y) + ah < p(y t 00) para cada y ع E y cada 
a > 0. Dividiendo por a obtenemos que la expresión anterior es equivalente a 
que se verifique, para cada a > 0 y cada y e E, que 00(*) — pk^y ~ a) — h < 
 go^y)■ Como E es un subespacio vectorial esta expresión equivale a -(لأؤ(و +0
que para cada y & E se verifique que ( )/ا - 0( ك)ك)ه-  p(y t a) — 5o(y). Si 
yi í y2 6 E entonces

a90]( + )لا < ]لا( عن 1ل2) - 10]رأ(( )ه- + + ١١ = go^Jif عد g-u
^p^-ay+p^ + a).

Si fijamos yz e E deducimos que para cada yi e E es 5o(yi) - p(yi — a) ة 
p^+a^-go^)■ Asi pues, { o(y)—p(y —«) : y e E} está acotado superiormente y 
tendrá supremo que denotamos por ه, será a < P(y2ta)-yo(y2) para cada ج E. 
Por tanto, {p(y+a) -90()) :عا) está acotado inferiormente y tendrá ínfimo que 
denotamos por /3, es claro que /ه ك ل  por tanto podemos afirmar que existe fi ع R 
tal que para cada y € E se verifique que 5o(y) - p(y p(y + 0)- 5o(y) y
con esto se concluye la demostración. ٠
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4.2 Versión analitica del teorema de 
HahnBanach

Teorema 4.2.1 [Teorema de Hahn-Banach[
Sea X t espacio 'uectorial real لا sea /:*-آ una aplicación sublineal. Sea 

E un subespacio vectorial لاهس sea go ■٠ E هl una aplicación lineal dominada 
por p. Entonces existe lineal لا dominada por p tal que g٢x١ = 90(3) si
xGE.

Demostración Consideremos la familia P de los pares ordenados (F, g) tales que 
F es subespacio vectorial de X con EcFyg-.F^Res una aplicación lineal 
con gE = go y g(x) < p(x) si ·T e F.

En P definimos la relación (Fi,٥i) < (Fz,gz) si y sólo si Fi C F¿ y gzF = ^i٠ 
Tenemos que < es una relación de orden en P y que P y0 ؛, ya que (F,٥q) G P. 
Demostraremos que toda cadena de P (subconjunto totalmente ordenado) tiene 
cota superior. Sea H = {(F¿,^) : i e 1} una cadena de P. Tenemos que F = 
UitiFi es un subespacio vectorial de X. En efecto, si x,y € F y a E R tenemos 
que existen ii,¿2 £ 1 tales que x G Ft^y G F¿2. Como H es una cadena podemos 
suponer que, por ejemplo, es F^ C F¿2 y entonces x + y G F¿2 y ax G F¿2. Así 
pues, x + ytFyaxtF.

Definimos g : F ٩ R por g(x) = gi(x) si x G F¿, i G I, tenemos que g está bien 
definida ya que si x G Fi y existe j G I tal que x G Fj podemos suponer que, por 
ejemplo, es (Fi,gF) < (Fj,gj) y será claro que gj(x) = gi(x)■ Es sencillo demostrar 
que g es lineal y además si x G F tenemos que existe i G I tal que x G Fi y por 
tanto será g(x) = gi(x) < p(x)■ Si x G E entonces para cada i G I es x G Fi y será 
g(x) = 9i(x) = 9o(x)■

Finalmente para cada i G I es Fi C F y si x G Fi es gi(x) = g(x), Por tanto 
tenemos que (Fi, gi) < (F, g) y (F, g) G P. Así pues la cadena H tiene cota superior 
y como consecuencia del lema de Zórn podemos afirmar que existe un elemento 
(F,g) de P que es maximal. Es decir, si (F^g') &P y (F,g) < (F’,g') entonces 
(F, g) = (F' ,g'). Si demostramos que F = X habremos concluido. Supongamos 
que F y؛ X entonces si a G X ٦ F deducimos del lema anterior que existe una 
aplicación g' : F' = F + P(a) —> R lineal y tal que g'(x) = g(x) si x G F y 
g'(x) < p(x) si x G F' pero entonces sería (F,g) < (F',g') y (F,g) y؛ (F',gr) lo 
cual es una contradicción. ■

4.2.1 Versión analítica compleja del teorema de Hahn- Ba- 
nach

Vamos a estudiar ahora el caso de que X sea un espacio vectorial complejo. En este 
caso va a ser necesario asumir que p es una seminorma en X. En esta situación, 
si E es subespacio vectorial de X y f : E ٩ K es lineal diremos que / está 
absolutamente dominada por p si |/(z)| < p(x) para cada x e E.
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TEOREMA 4.2.2 [Forma compleja del teorema de Hahn-Banach]
Sean X un espacio vectorial complejo y p una seminorma en X. Sean E 

un subespacio vectorial de X y fo : E C una aplicación lineal absolutamente 
dominada por p. Entonces existe una aplicación f : X C lineal y absolutamente 
dominada por p tal que f(x) = /0(^) si x £ E.

Demostración Si g0 = Re f0 tenemos, para cada x e E que /o(؛c) = —
igo(ix) además go(x) < < p(x)· Por el teorema anterior deducimos que
existe g : X —> R lineal tal que g(x) = go(x) si x € E y g(xj < p(x) si x € X.

Sea f : X —٠ C definida por f(x) = g(x) - ig(ix) es claro que f es lineal y si 
x e E es f(x) = fo(x)■ Demostraremos que |/(؛c)| < p(x) si x G X. En efecto, 
si x G X es tal que ^x} 70 ؛ sea a = ٤ر٠ , entonces f(ax) = |/(،r)| y como este 
número es real será |/(؛r)| = f(ax) = g(ax) < p(ax) = |< ٠؛( r) = p(x\ ■

Nota 4.2.3 Sean X un espacio vectorial real y p una seminorma en X. Sean 
E C X un subespacio vectorial y /٥ ■ E ٩ R una aplicación lineal dominada por p, 
observemos que si x G E se verifica que < p{~x) = P^}■ ٨s؛ pues, —p(x) < 
f0(x) < p(®) y deducimos que |/o(؛r)| < p(x)■ Es decir, /0 está absolutamente 
dominada por p. En esta situación sabemos que existe una aplicación lineal f : 
X ه R tal que fix) = fo^x) si x & E y f está dominada por p, razonando como 
antes deducimos que f está absolutamente dominada por p, por tanto el teorema 
anterior es válido en el caso real incluso si fQ está solo dominada por p.

4.3 Teoremas de existencia de formas lineales y 
continuas

El próximo teorema resuelve nuestro problema de existencia de aplicaciones lineales 
y continuas.

4.3.1 Sea X /0 espado normado. Sean E c X un subespado vectorial 
طلأ٦  una aplicación lineal لا continua entonces existe una aplicación lineal

y continua, que ( )ند = تج( ) si X G E y = 1/0.
Demostración Definimos p : د ب  R en cada ٣٤٦ por 70(2 ٣) = ا/0اا*اااا , 
tenemos que p es seminorma en X y que 1/0(3) < 0(•٣) si X G E, por tanto existe 
una aplicación lineal / : I —ج K tal que /(3) = /0() si x G E y 2)0/ > )٣ا)د ) 
si X G X. Por tanto / es continua y 11/11 < ll/oll pero como - ا|ج/اا < ا/اا | 
tenemos que اااا = ,

Teorema 4.3.2 Sea X un espacio normado. Si Xo G X entonces existe / G 9* 
tal que f(x0) = Iko .

Demostración Suponemos que ío^Oy definimos la aplicación /0 : (0) ح K 
por fo(axo) = Para cada aeK tenemos que /0(٣0) - ¡a¡¡¡ 0 00 = ا 
y deducimos que 1 = ااا0اا . Sabemos que existe una aplicación lineal y continua 
/ : X ه K tal que / )ي = ا0ن ) si X G Eko) y ¡1/11 = ااا0اا - •

82



4.3.3 860 X 07 espado normado. Sea conjunto no rae 0 لا
sea fo٦ A—أب una api, acón. Las siguientes afirmaciones son equivalentes'.

i) Existe una aplicación f ·. X ب أ  lineal لا continua tal que f = fo en A.

٤٩) Existe M > 0 tal que si n e N, {ai,., .,a„} G K y {؛El,··· , u c 4 
entonces |«1 0(^1) /)*,(ا - - - ا ٥٧,ا  < t - - - ا anxn 11·

Ademas, si se cumple ii١, se tiene puede escogerse f en i de modo que\\f\\<M.

Demostración Es claro que ٤) implica ü). Veamos la otra implicación. Definimos 
la aplicación م : م () - K por 50(0]3]+.. ■ + a؛nxn) = «1 o(2q)t -. ■ + anMxn)■ 
Veamos que مك está bien definida independientemente de la combinación lineal 
utilizada.

En efecto, si ٥]] ا - - - ا  anXn y piyi ا - - - ا  bm son dos elementos iguales 
de (4) tenemos que:

(|o؛l/o(xi) + ■·■+ anMxn)) - )]لا(/]/( ا - - - ا صع0|))إ( ك

Claramente es f 0 lineal en ٨(4) y además es continua con 110 < M. Para 
concluir la demostración consideremos la extensión / : عر ب  K lineal y continua 
tal que / = /o en د(ك) y 11/11 = ||/0||. •
Teorema 4.3.4 [Teorema de Helly[.

Sea X un espacio normado. Sean {/1,..., /] c X* لا {ci,..., لر c K. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Existe • م ع  X tal que fj٢x٥١ Cj si j 0, ... ع.
ii) Existe M > Q tal que si n y {ai,... a} c K es ,ac +··· + ancn I <

7/1 ]]ه ا - - - ا .الره

Si se cumple ٤) se tiene entonces dado >0 podemos escoger 20 de modo que
٠£ + eo|| = m؛II

Demostración ة - ة( ) ¡aiCi t - - - ا a c I = |ai/i(a:o) 1- - - ا anfn(x0)l =.1 a„/„H- - - ك •٣0٥]] ا (|1/1 + ·■· + a„fn)(x o“!)
٤) ح- ٤ ) Sea £ > 0. Si cada Cj es igual a cero basta con escoger 20 = 0. 

Supongamos que para algún j ع es c = 0 y supongamos también
que estamos en la situación de que {/1,..., fn} es libre. Sabemos que existe un 
conjunto libre {yi,... c X tal que Myj) = دة. Consideremos la aplicación 
T de V en K" definida por 1( ٣) = ,)(](.. ٠  se verifica que 2 es lineal
y que Tyi = e si i ع {],..., n}. Por tanto, T es sobreyectiva y existirá yo e X 
tal que 70 = (•],...,,)ز es decir, (/i(yo),...,/„Co)) = (ci,...,c )٠ Como 
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yo ٤ ٢ ker existe /ع* tal que = 1 y 0)ذ) = ¿(ío,ri iker^) y 

/(0 = ( تسلاث+م ر٤ , esto último significa que existe {/51,...,,ا c K de modo que

Observemos que

n n

d(y٥, n 8 )رأم = ا)»( =8ر  < M = M.

Por tanto existe 0 e n;=i ker زئ tal que 2 + - 0اا. Si fuese ||yo -ااا = 
M + e para مم = yo - 0 tenemos el resultado deseado. Si fuese 19/0-:oU<M + e 
escogemos y e م٦نم=تو  con llyll = 1 y definimos la aplicación ه م: «- por 

)د(ي = ر0 -20+ الا . Tenemos que 0) - ا 0 - 0اا  < t ع y (2(1 1 £)) - ||yo - 0 1 2(1 t e)y|| > M + ع. De la continuidad de ه se deduce que existe λo e R tal que ||yo -20+ اللام para xo = yo - Zo + 0د y tenemos el
resultado deseado.

Supongamos ahora que estamos en la situación en que {٨,...,/„} no es li
bre y después de una reordenación podemos suponer que {٨,..., fm} (m < n) 
es subconjunto libre maximal de {٨,..., fn}. Para cada k G {1,..., n} existe

( ,...,أ ه *) e K™ de modo que ؤ يري*- . Para fm} existe *0 ع٨  

tal que •0 = M + £ y صءور = Cj si ت € {l,..., m}. Si ke {1,...م} se verifica

que ا[*(*) - ck I = [ هو - •٤
-1

Como consecuencia del teorema de Helly tenemos que 517 X* es tal que 
> h entonces para cada a G K es |a/i| < y podemos afirmar que existe 

e كد con = 1 tal que (٣) = h.

Aehn 4.5.5 Sea X 07 espacio normado. 5600 E ح X un subespacio sectorial 
tal que Hx0 Sx٠ ع Xq G X tal que d^XoE entonces existe f لآ ١ لاه-
Í٢x١:QsíxgE.

Demostración Sea El = E + £يo): Cada X G El tiene una expresión única en 
la forma x = y + con y & E, X a. Definimos la aplicación 0ر : El ب K 
por 0(y 1 λxo^ = λa; tenemos que 0 es lineal con o(ao) = ay 0(*) = 0 si 
X G E. Demostraremos que 11ر] II = 1. Sea ٨-*0 entonces 5 ٤٧ ٤  E ج - 06 
y por tanto n^o + Xyll > ه, asi pues II y + ٨ئت0|ا > ٥٨  - I o(y 1 λxo^ا y sera 
II oll 1 ك■ Por otra parte si 0 < ج existe y G E tal que 11^0 — y|| < a + £ y como 
0^0-y) : a deducimos que II oll > 10(٢*4 ٢) > •٤ , por tanto será IIZoll > 1.

Asi pues 1 = | ر|ا0ا  y si consideramos la correspondiente extensión lineal y continua
• .0 y 11^1 - 1/0 habremos concluido la demostraciónر = / con :-,كآ
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4.4 Algunas consecuencias del teorema de Hahn- 
Banach

1 .- Sea X un espacio normado. Siyelyjj/y tenemos que X ب y / Oy por 
tanto existe f e 9*» tal que (م - y) = \\x - y II 7 0, asi pues /(1) = (تلك/).

Sea X ع X y consideremos a = : f ع ل  es claro que a < ||a;||.
Como existe f ع لآ * tal que /0) = deducimos que

x\\ - sup{|/(x)| : f e *ل = sup{/(x) : f G لآ*}.
2 .- Sean X un espacio normado y E C X un subespacio vectorial. Si x 6 X 

entonces x G cl(£7) si y sólo si para cada / G X* con f(E) = {0} se verifica que
■٠) = ٥

En efecto, si x cl(E) será d(x, E) = a > Q y entonces existe / G X* tal que 
f(E) = {0} y f(xo) = a.

3 .- Vamos a probar que a cada sucesión acotada, (،zn)neN, de K le podemos 
hacer corresponder un elemento de K, que denotamos por ^í(«n),،c?J, de modo 
que si (an)neN es convergente se verifique que <p((«n)neN.) = liman y además para 
cada par (a„)neN y (٥n)neN de sucesiones acotadas y cada a G ٦K se verifique que

٠(٥V((an)neN = (٦eN?(an)٥ ٧/٥؛n)neN) = i//n)n,-1:) A y) ٠ eN،/؟))،^^(^
En efecto, consideremos la aplicación : c ٩ K definida por y٠o((an)n6N) = 

liman. Tenemos que yo es lineal y continua con ||<po|| = 1, P°r tanto existe una 
aplicación lineal y continua <p : / ٥٠ ه  K tal que ipc = yo y ||(p|| = 1.

4 .- Sean X, Y dos espacios normados. Sean E C X un subespacio vectorial y 
Tq : E —> Y una aplicación lineal. Si Y / IK no se puede afirmar que exista una 
aplicación lineal y continua T : X ٩ Y tal que T(x) = Tq(x) si x E E. En el 
próximo teorema veremos que para los espacios del tipo B(S) sí se puede realizar 
la afirmación.

4.4.1 Sean, X I espacio normado لا E ح X 1 subespacio sectorial. 
Sea s un con unto لو consideremos 67 espacio BIS). Entonces siTo : E ح B(S١ es 
una aplicación lineal لو continua existe una aplicación lineal لا continua 
B(S) tal que ( )مد = م•( ) si X G E y ||T|| = 1110.
Demostración Para cada tes definimos la aplicación (؛:E,K por (لا) = 
Toy(/. Tenemos que اك es lineal y ١٤() = |Toy(¿)| ك sup{|Toy(í)|l|Toy|| < IITollllyll. Asi pues 11/11 1110 ك y /اك es continua. Por tanto para cada t G 
s existe una aplicación lineal y continua gt : X و K de modo que 9*() = /(y) si

*3٤ 3(5) en cada ?:!1110 > 11/11 ب. Definimos la aplicación = ||ا|،و y ع ج y
por Tx:S^l, د = و*)*( (). Para cada t e 5 es I?x(t)| = 1110 > (2) ,وا, 
asi pues Tx es efectivamente una aplicación acotada. Además es claro que 1٦ es 
lineal y que si X G X es y será 1[ 1110 ك. Si X G E entonces
para cada t G s es ٤)*70 = ( )(مع - )لآج = لآبر ) asi pues Tx = To - Por tanto, 
como T es extensión de و será 11 > الا. Por consiguiente, ITII = 110. •
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4.5 Separación de conjuntos convexos
Después del siguiente lema, de carácter técnico, entraremos en el estudio de los 
teoremas de separación (que también son denominadas como las “versiones geo- 
métricas del teorema de Hahn-Banach").

- sea p una 1/70 propia de *(7 لا A Sea X 0 espacio normado real هوت 4.0]
con IntP x١ ء entonces existe ٤٦* tal que f Q en p y ه!

Demostración Como p es una cuña con IntP 0 نج tenemos que existe e G p 
tal que B(e, 1) c p. Para cada X 0 نج tenemos que e - ٧= '3ق por tanto 
Iklle — X G p. Para cada *٤* definimos (•ت) = inf{a > 0 : ae — X e ل, sera

c||. Observemos que si X G p entonces p(—:r) = inf{a|؛I 0 ك )م•( ك
P} = 0. Si د € IR y X G X son tales que 70(2) < λ tenemos que existirá A G R tal 
que p(x) < A' < A y / ه — ئ  G p, pero entonces como Xe — X = /0(/ ٨ - ه 
deducimos que Ae — X G p.

Demostraremos que p es sublineal. Si p = 0 tenemos que p(^a;) = p(0) = 
infla > 0 : ae € p} : 0 y también /(*0 = (م. Supongamos que /3 > 0 y sea 
,para A = p^x) + e es Ae — Px G p y por tanto Por tanto ,ح > 0
para A = 0(2) t £ tenemos que ,ء pU3x) t ك (2)37/ (2)0

Ae -/ع• asi pues /٨ > 0(32) y será p(x) *0(92). Todo esto prueba 
que )(/•300/ = (ت(•) si p > 0. SiaqpGl tenemos que para cada A > 70(٣) y

p) G p y + ل/ -- ي(ه t ٨) es Ae — X G p y A،e — y G p, asi pues •)ا( < cada M
ة زت(و (y ا *)Por tanto, /0 + م•)  -* p(p).

Sabemos que si una cuña es propia y ae IntP entonces —a ٤ p, asi pues —e ج 
p. Si fuese p(e) < 1 podemos considerar /3 G R tal que 0(6) < p < 1 y entonces 
Pe — e G p. De aqui deducimos que (1 —^3)(—e) eFy —e e p lo que no es posible, 
por tanto será (1 < (ه. Definimos la aplicación )٨ : ه ) —> R por /( )ه = ه( ), 
es claro que 0ر es lineal. Si A > 0 es o(Ae) = (ه) = Ae). Si A < 0 tenemos 
que Ae) = 0, ya que —Ae e p, mientras que o(Ae) = Ap(e) < 0. Asi pues 0ر 
está dominada por p y por H-Ba existe una aplicación lineal dominada
por p y de modo que /(•٤ 81 ( )ت = ر0 تلغ(  £(e). Por tanto, ر( e) = o(e) = p(e) [ 0 
y tenemos que ر no es idénticamente cero en p. Además, para cada X G X es 
/(2) < y -/(*) = /(-) < ا|تد|ا, asi pues 1(2٣) < IMI y ر es continua. Si

.0 < (٣)7 r) = 0 y será؛—)p > /)-ت( lEPe s
Finalmente observemos que si ج = رش  entonces g G لآ* y 4(20 ٣) ؤ  si a; G p.

Teorema 4.5.2 |Forma geométrica del teorema de Hahn-Banach]
Sea x 70 espacio normado real. Sean ApB dos subconuntos conexos, dis- 

)untos لا no aios de modo que B es abierto, entonces existe 7٦* tal que
ح)( ع;)( .ع/لا

Demostración Tenemos que A — B = {a — b : a G A, b G B} es abierto y 
convexo. Sea p = هلا( — B) : a > 0}, tenemos que p es una cuña de interior 
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no vacío ya que A — B G P. Probaremos que P X. En efecto, si a G A y 
b G B se verifica que b — a P. En caso contrario, sería b — a = a(a' — b') donde 
a' G A, b' G B y a > 0. Entonces dividiendo por 1 + a deducimos que el elemento 
Y^a' + = es a vez de A y B lo que no es posible. Por
tanto existe / G X*, f 0, tal que /(x) > 0 si x G P. Así pues si a G A y b G B 
será /(a) > f(b). Supongamos que aGAybGBy f(a — b) = 0, consideremos 
e G P tal que /(e) > 0, como A — B es abierto existirá algún e > 0 tal que 
x = (a — b) — ee G A — B G P pero entonces sería f(x) < 0 lo que no es posible. 
Por tanto para cada a G A y b G B tenemos que /(a) > f(b) y f(a) y؛ f(b). ٠

Observemos que si g — ٦٢ر٦٢ر  tenemos que g G Sx· y que g(a) > g(b) si a G A 
y b G B.

Teorema 4.5.3 Sea X un espacio normado real. Si A y B son dos subconjuntos 
convexos de X no vacíos y con d(A, B) = a > 0 entonces existe f G Sx· tal que 
inf f(A) = sup f(B) + a.

Demostración Sea V = U(0, a). Si G = B + V entonces G es abierto y convexo. 
Si x G A(~}G será x = b + c con b G B, c G V y tendremos que d(A,B) < d(x,B) < 
||(& + c) — d|| = ||c|| < a, pero esto no es posible y por tanto será A O G = 0. Por 
el teorema anterior existe f G Sx· tal que /(a) > f(P) para cada a G A y cada 
x G G. Sean p = inf f(A) y q = sup/(B) entonces para cada aGAybGB es 
p — q < f(a) — f(b) < ||a — 6|| y por tanto p — q < inf{||a — b\\ : a G A,b G B} = a. 
Por otra parte, si z G V entonces para cada bGB es b + zGGy f(b + z) < p. Así 
pues, f(b) < p — f(z) para cada b G B y será q < p — f(z) es decir f{z) < p — q si 
z GV. Observemos que sup{/(¿) : z G V} = asup{f(x) : x G Ux} = ٥؛ ||/|| = a. 
Por tanto a < p — q y será p — q = a. ٠

Nota 4.5.4 1.- Obsérvese que, en la situación del último teorema,

sup/(B) = inf/(A) - a;

así pues, si a G Ay b G B es f(b) < f(a) — a y-podemos afirmar que |/(a) -/(&)| >

2.- Si en los dos últimos teoremas hubiese sido X un espacio normado complejo 
entonces hubiéramos obtenido:

i) En el primer teorema una aplicación g : *18 - ج lineal y continua tal que 
ص : د لا y 9(4) > 9(0) si aGAybGB, entonces si او| = 1||  c es la 
aplicación definida por (٣) = 9(2*) — 2 ٤ز(و *) podemos afirmar que f G 9*

٢ غعط (4) > ثه)(51 8 ٤ 4 ع75.
ii) En el segundo teorema una aplicación g : ت لا  R lineal y continua tal 

que ||٥|| = 1 y inf د(ج) = supج(و) t a entonces si f : X لا c es la apli- 
cacion definida por (3) = 9(3) - 19(12) podemos afirmar que f e 9- y 
inf Ref^A) = sup Ref^B) ا a.
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3 .- Sea X un espacio normado real. Sean B un conjunto convexo no vacío y 
x e X■ Si x $ el B será d{x, B) > 0 y, aplicando el último teorema a los conjuntos 
.y B, deducimos que existe f G Sx· tal que f(x) = sup/(B) + d(x,B) {z} = ر1

4 .— Sea X un espacio normado real. Sean A y B dos subconjuntos no vacíos de 
X y convexos con IntB y0 ؛ y A A IntB = 0. Si aplicamos el penúltimo teorema a 
A y IntB deducimos que existe / G Sx- tal que /(a) > /(ò) si a G A y b G IntB. 
Es sencillo deducir que si x G clB y a G A se verifica que f(x) < f(a).

5 - Sea X un espacio normado real. Supongamos que A y B son subespacios 
cerrados de X tales que A + B es propio y A + B es denso en X. Sea z E X tal 
que z A + B, probaremos que A es disjunto de B' = B + z.

En efecto, si b + z G A, co٩٠& G B, tenemos que b + z G A y — b G B así 
pues z G A + B lo que no es posible. Tenemos pues que A y B' son cerrados 
convexos y disjuntos y demostraremos que no existe / G X* tal que f / 0 y 
inf f(A) > sup f(B'). En efecto, supongamos que existe / G X* tal que inf /(4) > 
sup/(B') = f(B) + sup/(B). Como A es subespacio vectorial si existe x E A 
con f(x) y0 ؛ deducimos que no existe inf f(A), por tanto /(0} = (4ر} y será 
sup/(B) < /(—z), pero de nuevo como B es subespacio vectorial deducimos que 
f(B) = {0}. Por tanto, /(4ر + B) = {0} y, como 4ر + B es denso en X, será / = 0.

Veamos ahora un ejemplo de la situación que aquí hemos descrito. Considere
mos en h, A — {a E h : a(2n) = 0 si n E N}, B = {b E h : b(2n) = ^b(2n — 1) 
si n E N}, tenemos que 4ر y B son subespacios vectoriales cerrados y disjuntos de 
¡i y en su momento se probó que el subespacio 4ر + B es propio. Observemos que 
{e2n-i :n C Ac A + B y para cada n E N es ،e2n + e2n_i E B E A + B así 
pues ^e2n + e2n-i + (-e2n-i) = ¿٢e2íl E A + B, por tanto {e„ : n G N} C 4ر + B 
y 4ر + B será denso en

Definición 4.5.5 Sea X un espacio vectorial y sea A E X. Se dice que A es 
equilibrado si para cada a E A y cada A G K con |A| < 1 es Xa E A.

Obsérvese que si 4ر c X es equilibrado entonces 4ر es simétrico. Si X es un 
espacio normado tenemos que Bx y Ux son equilibrados y es fácil probar que si 
.es equilibrado رC X es equilibrado entonces el 4 ر4

En la próxima nota veremos que para los conjuntos equilibrados se consiguen 
buenos resultados de separación en los espacios normados complejos.

Nota 4.5.6 1.- Sea X un espacio normado complejo y sean A,B dos subcon
juntos no vacíos de X que son convexos y disjuntos y de modo que B es abierto 
y equilibrado, sabemos que existe g : Xr ٩ R lineal y continua tal que ||p|| = 1 
y g(a) > g(b) si a E A,b E B. Consideremos la aplicación f : X —> C definida en 
cada x G X por f(x) = g(x) — ig^ix) entonces / E Sx*. Si aEAybEB tenemos 
que |/(u)| > g(a) y si 0 = Argf(b) será f(b) = \f(b)\e1B y ؛)&(/؛  = f(e~i0b), pero 
como e~l6b G B será |/(ò)| = f(e~l(>b') = g(e~ieb} < g{a) < |/(a)|. Por tanto para 
cada a E 4ر y cada b E B es |/(٥)| < |/(a)|. Es evidente que este resultado es 
también cierto en el caso de un espacio normado real.

2 .- Sea X un espacio normado complejo. Sean 4ر y B dos subconjuntos convexos 
de X tales que B es equilibrado y d(A, B) = a > 0. Sabemos que existe una apli
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cación lineal g : Xr —> R tal que ||p|| = 1 y infg(A) = sup5(B) + a. Consideremos 
la aplicación f : X ٩ C definida en cada x G X por f(x) = g(x) — ig(ix) tenemos 
que f G Sx·. SiaGÁy&GB tenemos que |/(a)| > g(a) y si 9 = Arp/(&) 
será e^b G B y \f(b)\ = f(e~ieb) = g(e~ieb) < g(a) - a < \f(a)\ - o؛. Sean 
q = sup{|/(&)| : b E B},p = inf{|/(a)| : a E 4ر}, Ha quedado probado que 
q < p — a es decir a < p — q. Sea £ > 0, entonces existen a E A y b E B tales 
que ||٥ - b|| < a + e, tenemos que p - q < |/(a)| - \f(b)\ = \\f(a)\ - \f(b)\\ < 
|/(a) — f(b)\ < ||a — 6|| < a + e. Así pues tenemos que p — q = a.

Es sencillo comprobar que este resultado es también cierto para el caso de 
espacios normados reales.

3 .- Sean X un espacio vectorial complejo y M un subconjunto de X. Se dice 
que M es C-simétrico si para cada x E M y cada A G C con |A| = 1 se verifica que 
Xx G M.

Es evidente que los resultados de los apartados 1 y 2 son válidos si cambiamos 
la hipótesis de que B es equilibrado por la hipótesis de que B sea C-simétrico. En 
el caso real bastaría la hipótesis de que B sea simétrico.

Pero observemos que en el caso complejo si B es convexo y C-simétrico entonces 
B es equilibrado. En efecto, supongamos que x E B y que A G C es tal que | A| < 1, 
podemos poner A = |A|e’e donde © = ArgX. Tenemos que |A|؛r = o(—x) + (l — a)x 
donde o ؛ = - ٩٨٦  Así pues, Xx = a^—e^x) + ((—a)(eI02;)) y deducimos que 
Xx G B. En el caso real tenemos que convexo y simétrico implican equilibrado.

4.6 Hiperplanos
Definición 4.6.1 Sea X un espacio vectorial real, se dice que H G X es un 
hiperplano afín si existe una aplicación lineal f : X ه R y existe a G R tales que 
H = {x G X : f(x) = o؛}· En este caso, usaremos la notación H = [f — a].

Teorema 4.6.2 Si X es un espacio normado y H es un hiperplano en E entonces 
H es cerrado si y sólo si f es continua.

Demostración Es claro que si f es continua entonces H = /-1({a}) es cerrado. 
Recíprocamente, Si denotamos E = H — x0 se cumple que E es cerrado. Veamos 
que E = Ker (/). Si y G H se tiene que f(y — ؛eq) = f(y) — f(xo) = ٥, P٥r lo que 
H — x0 Q Ker (/). Por otro lado, si x E Ker (/) entonces y = xq + x verifica que 
f(y) = f(xo) + f(x) = ٥؛ ! Por 1° que y G H-, esto prueba que Xq + Ker (/) G H y 
Ker (/) c H — xq. Como Ker (/) es cerrado, necesariamente f es continua. ■

Definición 4.6.3 Sea X un espacio vectorial. Si A,B son dos subconjuntos de 
X diremos que el hiperplano [f = o؛] separa A y B si, por ejemplo, se verifica que 
f(a) > a si a E A y f(b) < a para b E B.

Diremos que [f = ٥؛ ] separa estrictamente A y B si existe e > 0 tal que 
/(a) >a + e si aEAy f(b) < a — e si b E B.

Con estos conceptos podemos afirmar para un espacio normado real X lo si
guiente:
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i) Si A y B son dos subconjuntos de X convexos, no vacíos, disjuntos y B es 
abierto, entonces existe un hiperplano cerrado, H = [f = a], que separa A y 
B.
En efecto, sabemos que existe f G X* tal que /(a) > /(6) si a G A y b e B. 
Consideremos a G R tal que sup{/(h) : b G B} < a < inf{/(a) : a G A}, 
tenemos que basta tomar H = [f = a],

ii) Si A y B son dos subconjuntos convexos de X tales que d(A,B) = a > 0 
tendremos que existe f G X* tal que inf f(A) = sup f(B) + a. Por tanto, si 
p = inf f(A), q = sup/(B) y (3 = ^p + ^q, deducimos que H = [f = /3] es 
un hiperplano cerrado que separa estrictamente A y B.
Sean A y B dos subconjuntos disjuntos de X de modo que A es cerrado y 
convexo y B es compacto y convexo, es fácil probar que entonces d(A, B) = 
a > 0 y por tanto existirá un hiperplano cerrado que separe estrictamente
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Tema 5

Introducción a la dualidad

5.1 Introducción
5.1.1 Duales y biduales. Espacios reflexivos
En lo que sigue el término dual hará siempre referencia a dual 000016100, en otro 
caso se dirá explícitamente que se habla del dual algebraico.

Sea X un espacio normado y sea X* el espacio dual de X. Al espacio dual 
de X* se le denota por X** y se denomina espacio bidual. Es frecuente que a los 
elementos de X* se les denote por aya los elementos de X** por **.

Para cada كعتد denotamos por ع a la aplicación ك : X*K definida en 
cada / e X* por *() = /(•م). Es claro que X es lineal y que |ص(ق)| = |/(x)| < 
||i||||í||. Asi pues X es también continua y podemos afirmar que X *ع و  además ||£|| < 1*. Como sabemos que existe f 5 ع* tal que 1/() = IMI, resulta que 

= 1() = | |)ر(ئ < ة|| || y tenemos que ||¿|| = 12.
Consideremos ahora la aplicación ]:٦ *** definida en cada xeX por 

ز ت•( ) = X. Es sencillo comprobar que j es lineal y como además ز es isometría 
tenemos que ز' es continua. La aplicación j es denominada inclusión canónica 
o natural de X en su espacio bidual X**. Por tanto X puede identificarse, por 
medio de una isometría lineal, con el subespacio ;(*) de X** que denotaremos 
por X. Gracias a esta identificación entre X y X es usual considerar que X c X** 
y denotar a los elementos ئ de د simplemente por X.

Si la aplicación ل es sobreyectiva diremos que X es reflexivo. Por tanto, 
05 reflexivo si y solo si X** X}.

Es sencillo probar que si X es completo entonces X = j(x) es cerrado en X**. 
Por otra parte, si X es cerrado en *"*, como **" es completo, tendremos que 
* es completo y deducimos que X es también completo. Por tanto, si X es un 
espacio reflexivo necesariamente es X completo.

5AA Sea X m espacio 46 Banach, reflexivo si E c X es subespacio 
vectorial cerrado entonces 2 es reflexivo.
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Demostración Sea h 7 ع** y probaremos que existe í٠e£ tal que para f e E* 
e&K٢n = Í٢x٠١.

Definimos حي : X* -» K, en cada / e **, por (٤) = híjE). Es claro que ه 
es lineal y (/) = < 7)7 < //. Asi pues, ه es continua y sera
 = ()٨0 = () es *٦ e ر tal que si *ع* e X**. Como X es reflexivo existe ي

Si fuese *0 7, como E es un subespacio cerrado, sabemos que existirá
 y ه([) = Entonces tendremos que 0 .ء tal que f(E) =0y /(^0) 0 *ع
,E. Finalmente ع y esto no es posible. Por tanto, necesariamente 08 20 غ) 0)
si g € E* existe (por el teorema de Hahn-Banach) una aplicación f e X* tal que 
fE - 9. Entonces será h(g) = جص(ة : (2) = ق0 )ص( = )ن( = يج0) = ة0.)ج( ٠(

5.1,2 Dualidad y la complección de un espacio normado
Sean X un espacio normado que no es completo, tendremos que el correspondiente 
espacio métrico (X, d),٠,y) = 113 — 2/11, no es completo.

Recordemos que se llama complección de un espacio métrico (X, ي) a todo par [(y, 0), h] tal que:
i) (y, d) وم un espacio métrico completo.

ii) h es una aplicación de (X, d) en (y, d) que es isometria.

iii) (ك) es denso en y.
Si [(Z, dyg] es otra complección de (X, d) es sencillo probar que existe una 

isometria sobreyectiva ص : (y, d) - (2,/) tal que ه/] = g. Asi pues, desde este 
punto de vista, podemos decir que la complección de un espacio métrico es única 
salvo isometrias.

El concepto de complección de un espacio normado esta lógicamente relacio- 
nado con la linealidad y es el siguiente.

Dado un espacio normado (X, اا اا ) se llama complección de X a todo par 
[(y, II II'), h] tal que

a) (y, lili') es un espacio normado completo.

b) h 05 una aplicación de (X, اااا) en (y, lili') que es isometria lineal.

c) 7(٨) es denso en y.
Dado un espacio normado X tenemos que X** es completo y consideremos 

y = c X) c X**. Si en y consideramos la norma inducida de ٦» tenemos que y 
es un espacio normado completo. Consideremos la aplicación Y,j(x) = X.
Es claro que [Y,j] es una complección de X. Supongamos que [(2, esotra 
complección del espacio normado X. Definimos 0 : .(*)z por s٥o(») = 
72(*). Se tiene que ه es lineal y ٧0((3))/ = 17(*)/ = |ا£ا| = Por tanto, 
 en z, y, por la densidad de y) en y, podemos (٨) es una isometria lineal de ه
considerar la correspondiente extensión lineal y continua, :-ه و  que también 
será isometria lineal. Por consiguiente, ه(*) es cerrado en z y X) c ه(*). 
Como 7(٦) es denso en z deducimos que ص() = z. Es claro que ه es isometria 
lineal sobreyectiva tal que زه = h.
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5.1.3 Dualidad y separabilidad
A continuación veremos algunos teoremas relacionados con la separabilidad.

TEOREMA 5.1.2 Sean X un espacio normado y E un subespacio vectorial de X, 
entonces existe una aplicación lineal continua y abierta de X* en E*. Como 
consecuencia se deduce que si X* es separable también lo será E*.

Demostración Consideremos la aplicación p : X* E* definida en cada f e X* 
por p(f) = fs, es claro que p es lineal y continua. Además del teorema de H-Ba 
deducimos que dada /٠ £ E* existe f G X* tal que p(f) = f0 y ||/0|| = ||/||. Esto 
significa que p es abierta con, constante abierta 1 (que p es abierta también se 
puede deducir del hecho de que E* y X* son completos y p es sobreyectiva). ■

Teorema 5.1.3 Sea X un espacio normado separable. Entonces:

1. Si E es un subespacio vectorial cerrado de X existe un subconjunto numera
ble, {gn : n G N}, de Sx< tal que E = ker% y d(x,E) = sup{\gn(x) | : 
n € N} si x € X.

2. Existe un subconjunto numerable, {fn : n E N} de Sx· que separa puntos de 
X y es tal que ||z|| = sup{|/n(؛r)| : n G N}.

3. X es linealmente isomètrico a un subespacio de 1^.

Demostración Sea K = {xn : n € N} un conjunto numerable y denso en X. 
Para cada n 6 N existe gn G Sx* tal que gn(x) = 0 si x e E y gn(xn) = d(xn,Ej. 
Consideremos x e X, si y G E tenemos que para cada n G N es |5n(؛r)| = 
\gn(x — y)| < ||،^ — y\\■ Así pues, sup{|gn(؛c)| : n G N} < d(x,E'). Por otra parte si 
£ > 0 tenemos que existe n G N tal que ||zn — ،r || < e/2 y entonces

d(x,E) < díxpxn) + dix^E) = ||a; — x„|| + gn(xn)
< ||x - xn|| + |g„(،r„ - x)| + |5„(z)| < 2||a; - xn|| + \gn(x')| 
< £ + sup{|gn٠r)| : n G N}.

Por tanto, d(x,E) = sup{|5n(s)| : n G N}. Es ·evidente que será E C ٩neNker5n 
y si x G ٩nGNker،٨٦ tenemos que d(x,E) = sup{|٥n(x)| : n G N} = 0. Por tanto, 
como E es cerrado, tenemos que x G E. Así pues, es E = |١eNkergn.

Si E = {0} deducimos que existe un conjunto {fn : n G N} C X* numerable tal 
que si x G X es ||؛c|| = ٠, 0) = sup{|/n(؛r)| : n G N} y además nneNker/ra = {0}. 
Si x,y G X y x p-y será x — y y0 ؛ y por tanto x — y |٩neN ker fn. Esto prueba 
que existe n G N tal que fn(E) 7؛ fn(y)■

Consideremos la aplicación T : X —> l^ definida en cada x G X por T(x) = 
(fn(.x))ne^■ E،s fácil ٧er que T es lineal y que para cada x G X es ||Ta?|| — 
sup{|/n(a;)| : n G N} = ||2:||.

Teorema 5.1.4 Sea X un espacio normado entonces existe un espacio métrico T 
tal que X es linealmente isomètrico a un subespacio de BC(T).
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Demostración Consideremos T = 3*» con la métrica inducida por la norma 
de X*. Consideremos la aplicación ه: BC{T) definida en cada X&x por 
٧() = X, donde X es la restricción de 2 de X* a 79*. Es claro que ه es lineal y

ت س 560  espacio normado. Si, X* es separable entonceses 
también separable.

Demostración Sea K = ٢/» : n 6 N} c 5*» un conjunto numerable que es denso 
en 54.. Para cada neN como WfnW = 1 existirá *» e 5* tal que |2 < ا)„£;(„ر. 
Sean M = •» : n € N} y F : (ال), probaremos que 1 05 denso en X. Si F no 
fuese denso en X existirá ر e -*طه que 0== (*)غsixeF. Por otra parta, para 
cada n e N tendremos que ر/(ا - ()٣٣), > ؤ  y por tanto 112 < 11 „ر - ر , lo que 
contradice que K sea denso en 9*. ٠

En la siguiente nota ponemos de manifiesto que la separabilidad de ٨ no 
implica la de X*.

Nota 5.1.6 Sea T un espacio topologico completamente regular y de Hausdorff 
de modo que el conjunto 2 no es numerable. Demostraremos que el dual de Bcm 
no es separable.

Para cada consideremos la aplicación ه : BCIT) - K definida por 
٧٤)( - (/٤) ره(  se denomina aplicación evaluación en ٤). Es claro que ره e BC (2)

2. Como T > 2 1ر1 - ٧رر, tenemos que، ء T con ti ع y H<p، „ = 1. Si Í1,Í2
es completamente regular existe una aplicación :7 [—1,1] continua tal que 
)1 -2 = 1)١ < y Ik 1í2 II االاا = entonces 1 ,ء) = -y (1 اي(ر) = 1 ا2ى) , asi

no es (2. De la no numerabilidad de T se deduce que 26(7م<اا،ل — الوءه = ٦ pues
separable.

Observemos que si 0,1] : ت] tenemos que 6(7) es un espacio separable con 
dual no separable.

El teorema que sigue tiene una demostración que recuerda el proceso de orto- 
gonalizacion de Gram-Schmidt.

Teorema 5.1.7 [Teorema de Markushevich]
Sea X un espacio normado separable. Entonces existen dos sucesiones 

de X y de X* tales que:

* (Para cada xeXx 00 existe n e N tal que fnQx (:ة لاه رمد  : n € N} e 
denso en X-

Demostración Sea (/),إح una sucesión de 5*٠ tal que para cada X 6 X se 
verifica que كاا| = supnef٠n(x)|. Consideremos un conjunto {yn : n € N} c 

٦ \ ٢ 0] que sea numerable y denso en X. Procederemos por inducción de la 
siguiente forma:

Primer paso: Sea ¡El = الأ y sea fci e N tal que 0 ر )الأ( ء . Sea -ر1 = و *
)الآ(اةج

y sea /2 el menor entero tal que 9 ر اى£ ). Definimos ر2 = 9ر , y ya 
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que /2^0 podemos escoger k2 G N tal que /2(5fc2) 7 ؛ ٥ ■ Sea x2 = (yk2 - 

fi(,yk2)xi)■ Es clar0 ٩ue Mxj) = díj si e {l,2}, además gr G ٤(/i, 2ر) y 
y1 € £(x1,x2f

Segundo paso: Sea hs el menor entero tal que yk3 £(xi,x2). Definimos 
2:3 = yh3 - fi^h^xi - /2(^3)^2· Como 2:3 0 podemos escoger gk3 tal que

gk3(x3) 7؛ 0.

Sea /3 = —٢٦(5fc3 “ 9k3(xi)h - gk3(x2)f2f

Sea el menor entero tal que ghi $ ¿(A,/2, 3ر)· Definimos /4 ·= gh4 - 
ghÁxijh - 9hAx2)f2 - gh4(x3)f3■ Como /4 7٤ 0 podemos escoger k4 G N tal que

- ^yki - fi(yki) - fatyk^ ٠، = ±Definimos x ■4^(4) 7؛ ٥/

Es sencillo comprobar que fi(xj) = si i,j G {1,2,3,4}. Además es claro que 
C ¿(/i,/2,/3,/4) y {51,52} C ¿(x^xz^xi). Procediendo de esta ma {؛51,52-
nera se obtienen dos sucesiones, de X y (fn)neN de X*, tales que fi(xj) =

5ij SÍ i, j G 14 y {51, ■ ٠ ٠ ٤ ٤ {i؟5 ,  (2،1, ٠ ■ · , X2n), (51, ■ ■ ٠ , gn) ٢ ٤ (A, * ٠ ■ , An) SÍ

Nota 5.8

a) Sea X un espacio normado separable. De la demostración del teorema an
terior se deduce que si M = £{fn : n G N} entonces para cada x G X se 
verifica que ||؛r|| = sup{ \f(x) | : f G M}. En este caso se dice que M es un 
conjunto normador.

En el caso en que X* fuese también separable y la sucesión de partida (gn)ne^ 
fuese tal que el£(gn : n G N) = [5„]„^ = ر٢ * hubiéramos obtenido que 
también sería [/n]neN = X* ■

b) Sea X un espacio normado. Se dice que un par de sucesiones, (2:n)neN de X 
y (/n)neN de X* constituye un sistema biortogonal si fi^Xj) = ¿ij para 
cada G N. Una sucesión (؛rn)neN de X se dice que es una sucesión 
minimal si existe una sucesión de X* tal que [(؛cn)nSN, (/„)«en] es
biortogonal.

Demostraremos que una sucesión (١)neN es minimal si y sólo si para cada 
i G N es xt [a:„٦neN,n^i· En efecto, supongamos que (/n)nSN C X* es tal 
que fi(xj) = ¿ij si i,j G N. Si i G N tenemos que [j:n]neNiTl5،i C ker fi y por 
tanto xt [ain]neN n?؛i٠ Supongamos ahora que x4 si i G N.
Por el teorema de Hahn-Banach, para cada i G N existe fi € X* tal que

{·٥} (i؛l’n]n6N,n7)]؛fi^i) = 1 y /i

Un sistema minimal (2؛„)n€N es llamado sistema fundamental si [.c,،]„٢ í = 
X. En este caso entonces es también usual decir que (a:„)n6N es una base 
de Markushevich de A" o bien que (27n)nSN es una M-base.
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Si es minimal es claro que (a؛n)neN es una M-base de [؛rn]neN· Por
esta razón es también usual denominar a las sucesiones minimales por su
cesiones Af-básicas.

5.2 Polaridad
5.2.1 Sea ٦ س / espacio normado. Si 4 es 1 subconiunto de X se 

llama polar de 4 •7 X* y se denota por 40 al subconjunto de X* :40-٤ X* : 
() ا اك  si a & A}. Si B es un subconjunto de ٨" se define el polar de B en X 
y se denota por 20 al subconjunto 2 [ك ع/ز ا٨ :750 - ٢ *مع : ا  ].

En la siguiente nota resumimos los aspectos elementales de estos conceptos.

Teorema 5.2.2 Sea X un espacio normado.

i,) Si A<^ X entonces 40 es COTVoeiEO, equilibrado رو cerrado.

lEx١٥ = Bx٠.
iii) Si A لا B son subcon untos de X y A c B entonces B ٥ ٢ A٥.
0) Si A y B son subconjuntos de ٦ entonces (4 لا B)□ - 40(790

v) Si A Q X entonces 40 = [0(4)10.

vi) Si 4 es subespacio vectorial de X entonces d٥ = y ج X* : (4) = 0 si 
a ج A١ y A٥ es subespacio sectorial de X*, en este caso a 40 se le llama 
anulador de A en X*.

Demostración Las primeras propiedades son inmediatas.
V) Es claro que [ه()] c 40, sea / e A0 y sean {ai,... a } c A, {i],..., *, ctn = 1 entonces + · ■ ■ 0,1 ،1 ب] con]

اعاي(/| + +■■· ا),, ك ا)ا«(ص|اي ؛٠٠٠؛ an)tn\f\) ك 1.

v i) Observemos que si 6ر X* y 0 غ ص)(  para algún a e A entonces existe 
n ع N tal que \nf(a)\ > 1. Como na 4 ج deducimos que f ٤ 40. ,

Nota 5.2.3 1.- Si B c X٠, entonces para el polar de B en X tenemos propiedades 
similares a las vistas para el polar de A c X en ٨*. Se verifica que B 0 es convexo, 
equilibrado y cerrado. (Bx«)o = 3*. Si A c B c ٦* es 20 c 40. Si A y B 
son subconjuntos de X* entonces (4 u B) 0 = Ao n 20. Si B c X* entonces 20 = 
[co(B)]o. Si B es subespacio vectorial de ٦*, entonces Bo = {x e X : ٤(2) = 0 si 
 e B} es subespacio vectorial de X, en este caso a Bo se le llama anulador de B ر
en X.

2 .- Si A c Al es A 0(40) ح. En efecto, 40مذ؟ ٤ 4 ع  será ١() < 1 asi
pues 0(40) مد ج .
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3 .- Si B c X* es B c (30)0. En efecto, si f G B y X G Bo es 1(+) < 1; asi 
pues, 0(730) ا ع .

4 .- Si 41 es subespacio vectorial de ٦ se verifica que (40)0 = el A. En efecto, 
como 4 c (40)0 y (40)0 es cerrado será el A c ()م. Si a; e (;4٥)o entonces para 
cada ع*" tal que %(4) = 00ر se verifica que = 0 ya que / e Aq y esto
significa que X G el A.

5 .- Sea X un espacio normado. Sea A un subconjunto de X. Se llama anulador 
de 4 en **, y lo denotaremos por 48, al subconjunto de X*: 48 - ٢ X* : 
 ,Sea B un subconjunto de X*. Se llama anulador de B en X .ث(•) 41/
y lo denotamos por Ba, al subconjunto de تمد: Ba = {2: G 0 = (*)/ : تمد si / G B} 
Es sencillo comprobar que se verifican las propiedades:

i) Aa es subespacio cerrado de تمد* y Ba es subespacio cerrado de تمد.

ii) ( د١ = د(ك ).

iii) Si 4 es subespacio vectorial de تمد entonces Aa = 40. Si B es subespacio 
vectorial de تمد* entonces Ba = Bo٠

Sean X 70 espacio normado لأ E un subespacio vectorial de X 
entonces (2 n *)0(*2) ا = هج ا .

Demostración Sean / G B° y و G (Bx)٥, si X G E n Bx será ( t ٥()٨ ) = 
٨) ك 1)16 , por tanto E 0 t (Bx) ٥ ح م(  Bx)0. Sea ٤(7م Bx)0, consideremos 
la correspondiente restricción a E, fE : E ب K tenemos que 1/2 <ly por H-Ba 
existe g ع X* tal que || ||و = ج/|| || <ly 9 (3) - فيد) si X € E, por tanto si * e Bx es 19(**) <ly será g G (/5)0, además f = g + u — 9) pero si X G E es 
asi pues En particular ha quedado probado también ,ته) = 0)( - )
que 200 + (Bx) 0 es cerrado. ■

5.2.5 Seanun espacio normado لآ E un subespacio vectorial de X. 
Sea ٤٦* entonces d٧,E٥١ = \\Íe\\.

Demostración Sea g & E° entonces f — g coincide con f en E y será \\f — ٥|| > 
II(/ — 5)e|| = ||/e||; así pues, d(f,E°) > ||/b||. Por otra parte, consideremos la 
restricción fE : E ~ K, por H-Ba existe h G X* tal que hE = fE y ||M = í/c||· 
entonces f — h G E° y d(/,B°) < \\f — (f — h)\\ = ||/r|| = ||/b||. Por tanto, tenemos 
que d(f,E°) = \\fE\\.

Observemos que si 0؛ < d(f,E°) entonces ٥؛ < ||/£;|| = ||/|| y existirá x G Sx
tal que o؛ < (/|٠ ■

Tv.0KE.MN 5.2.6 Sean X un espacio normado لآ M un subconjunto de X convexo 
.equilibrado لا

a) Si x٠ G X es tal que XQ ه el M entonces existe ل G M٥ tal 9٥(*0)> 1.
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b) clM = {M}.

Demostración a) Tenemos que A = لم es convexo compacto, B = el M es 
convexo cerrado equilibrado y 0(4, B) = a > 0. Por tanto existe g ج X* tal que 

و(20) ح  — a si X e M. Por la versión geométrica del Teorema de Hahn-
Banach, consideremos 0 < ي tal que ا)»«(%ا =٥  |p(m)| < م si X e M. أ/-[» 

tenemos que f e M° y ١(0) > 1.
b) Tenemos que M c (AfO)0 y por tanto el M c (M°)o, Á X a y X £ el M 

existe f e /00 tal que (*)1 < ا asi pues 0(410) ه ٤ , por tanto ه)س c •(1). •

5.3 Espacios normados tonelados
En el siguiente teorema el principio de acotación uniforme juega un importante 
papel.

Sea X ا) espacio normado. Si A es un subconjunto 00 X en- 
tonces A es acotado si لو soto si para cada ل ع  X* se rerifica ساو م  A 66 acotado 
en [

Demostración Si A c X es acotado, sea a > 0 tal que si a e A es 0 > الها. Si 
a e A y f e X* tenemos que /(ا)ه < llalla. Recíprocamente, supongamos que 
(4) es acotado en K para cada f ع X*, entonces tenemos que {a : a e A} es un 
subconjunto de X** que es puntualmente acotado en A*. Como X* es completo, 
deducimos del principio de acotación uniforme que el conjunto {a : a € A} es 
acotado en X**; por tanto A es acotado en X. ,

En particular se deduce que si (a„)neN es una sucesión de X tal que (^(a„))ngN 
es convergente en K para cada f ج X* entonces (an)„eN es una sucesión acotada 
en X.

Nota 5.3.2 Sobre el principio de acotación uniforme.
Es lógico que nos preguntemos si la hipótesis de completitud es imprescindible 

para que en un espacio normado se verifique el principio de acotación uniforme. 
La respuesta 08 que no, ya que, por ejemplo, si F es el subespacio de مما formado 
por las sucesiones finito valoradas tenemos que F no es cerrado y por tanto F no 
es completo, pero en F se verifica el principio de acotación uniforme.

Por otra parte, si H es el subespacio de Zoo formado por las sucesiones even- 
tualmente constantes tenemos que H no es completo y además H no verifica el 
principio de acotación uniforme. En efecto, para cada /٤[ sea fn : H ب K la 
aplicación definida, en cada X € H, por /ض) = n(x(n+1) - ٠ر ) es evidente que 
fn es lineal y que WfnW < 2 n pero como /»(ه,*] - e„)| = 2 n será 2 : البؤااn, pero 
por otra parte es claro que si a e H es lim,wo٥ |/n(٥)| = 0. Por tanto, (fn)n& es 
puntualmente acotada en H pero no es uniformemente acotada en H.

Queda puesto de manifiesto la necesidad de caracterizar, de alguna manera, a 
los espacios normados en los que se verifique el principio de acotación uniforme.
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Observemos que todo espacio normado es denso es otro donde se verifica el 
principio de acotación uniforme (todo espacio normado es denso en su complec- 
ción).

Definición 5.3.3 Sea X un espacio normado diremos que X es tonelada si X 
verifica el principio de acotación uniforme; es decir, para cada espacio normado 
Y y cada F C CCÍX.Y) que sea puntualmente acotado en X se verifica que F es 
uniformemente acotado, es decir F es acotado en C £{X,Y).

Definición 5.3.4 Sea X un espacio vectorial y sea A c X. Se dice que A es 
absorbente si para cada x £ X existe ax > 0 tal qué si X € K y |A| < ax se 
verifica que Xx G A.

Si X es un espacio vectorial topologico y A es un subconjunto de X diremos 
que A es un tonel si A es convexo, equilibrado, absorbente y cerrado.

Teorema 5.3.5 Sea X un espacio normado, entonces las siguientes afirmaciones 
son equivalentes:

i) Cada tonel de X es entorno de cero.

ii) X es tonelada.

iii) Si F es un subconjunto de X* que es puntualmente acotado en X entonces 
F es acotado en X*.

Demostración i) => ii) Sea Y un espacio normado y sea F un subconjunto 
de CCÍX.Y) que está puntualmente acotado en X. Consideremos el conjunto
M = {x G X : < 1 si T G F}; es claro que M es convexo, equilibrado y 
cerrado, veremos que M es absorbente. Sea x € X, tenemos que existe 0 < ٥؛  tal 
que si T G F es ||T؛r|| < a. Por tanto /3x G M para cada (3 € K con \/3\ < ٦ Por 
consiguiente, M es un tonel y existirá £ > 0 tal que B(0,£) C M. Así pues, si 
x G Bx y T G F tenemos que ||T(e؛c)|| < 1 y por tanto ||7 ٦|| < ٠  para cada T G F.

ii) => iii) Es evidente pues basta tomar Y = K.
iii) => i) Sea M G X un tonel en X y sea M° = {f G A* : |/(؛r)| < 1 

si x G M°} el correspondiente polar en X*. Veremos que M° es puntualmente 
acotado en X. En efecto, si x € X \ {0} existe, por ser M absorbente, a e K \ {0}
tal que ax e M y será 1 > (٩ا/)١ه , es decir ]ا ا)( < آلم , para cada f ع ا . Por 
hipótesis tenemos que existe H > 0 tal que ||/|| <

· ||/|| > (|r|/)؛ tenemos que (٠ ,si x G B(0 (0, ,)؟B
B(0, ؛) c (M°)o = el M = M.

7751 ٤ M 0. Consideremos 
< 1 si 410 ص ح . Por tanto

5.4 La aplicación dual o conjugada
Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X Y una aplicación lineal y continua. 
Definimos la aplicación T* :Y* ->X*, en cada g G Y*, por T*g = gT, es claro 
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que la composición gT es una aplicación lineal y continua de X en K y por tanto 
es un elemento de y*

Es sencillo comprobar que T* es lineal además para cada g € Y* es 17*9 = 
.Por tanto, T* es continua y 17 < 111 .ك 117 197

Demostraremos ahora que 111 = ا الش . Sea 0 < ج, entonces existe X e Sx tal 
que 71 —£< Como Tx e Y, sabemos que existe g e 9ر» tal que 9(73) = 
7. Por consiguiente, 11 > اا7ا|ئ = 191 > 19(2)• = > 111 - ع .

A la aplicación 7* se la denomina dual o conjugada de T (aqui la llamaremos 
dual). Se verifica lo siguiente:

i) kerT* = (7٦)0. En efecto, tenemos que kerT* = ئ e y* : *-01- و 
.si^eX} = (n)0(و٤7*: 9(7٦) =0

ii) Si TX es denso en Y entonces kerT* = 00ر y T* es inyectiva. En efecto, si 
g e ker T* sera 9(72*) como TX es denso en Y deducimos que

Teorema 5.4.1 Sean X, Y dos espacios normados. Sea T : X ٩ TX c Y una 
aplicación lineal continua y abierta (para TX como espacio final). Entonces T* 
es una aplicación lineal continua y abierta de Y* en (kerT)0 y además se verifica:

i- Si T es inyectiva entonces T*(Y*) = X* (T* es sobreyectiva).

ii- Si T(X) = Y (T es sobreyectiva) entonces T* es un isomorfismo de Y* en

.*SiT 09 isomorjismo de X en Y entonces T* es isomorfismo de Y* en X -انن

Demostración Si g e Y* y X e كا* tenemos que (T*g)(x) = 0 = (•)و. Asi 
pues 1*9 e (kerT)0 y será TT c (ker T)0. Sea a la constante abierta para la

aplicación -ج: TX. Si y € TX existirá ؛reXtal que Tx = y y ¡ه¡¡ <
Sea f ج (kerT)0, demostraremos que existe g e Y* tal que "و = f. En efecto, 
definimos la aplicación 0 : TX —> K de la siguiente forma, si y € TX existe مد* 
tal que Tx : y y ponemos 0ج (y) = /(•م).

La aplicación 90 esta bien definida ya que si اتلع ح د  es tal que Tx' = y será 
x - x' e kerT y como f e (ker T) 0 será (٨٣) = (*/). Es claro que 90 es lineal y 
demostraremos que 90 es continua. 81 ٧ ٤  TX consideremos X e X tal que Tx = y 
y هاا| < a||y||. Entonces, 190() = ¡/( اه < ااتةا|اا/ا| < 0ر : por tanto, 90 es 
continua y جاا0اا ك  a||/H. Aplicando el teorema de Hahn-Banach a la aplicación g 
tenemos que existe una aplicación lineal y continua g : Y ب K tal que grx = 50 y 

اا5اا  = I¡5o||. Si X e X tenemos que (*5 = (*)(و(T) = /(ه y por tanto *و - f. 
Asi pues, 7*7* = (kerT)0 y para f e (ker T) 0 existe 5 e y* tal que * و ات  y 

 I, 68 decir 7* :7* (kerT)0 es abierta y a es constante abierta de¡/„» ك
T*.

Si 7 es inyectiva sera kerT = {0} y (kerT)° - X* por tanto TT - X*.
Si TX = Y sera T* inyectiva ya que ker T* = 00] y por tanto T* es isomorfismo 

de Y* en (kerT)0.
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Finalmente, si T es isomorfismo de X en Y será T* isomorfismo de Y* en 
(kerT)0 ya que TX = Y pero como T es inyectiva será (kerT)٥ = X*, por tanto 
T* es isomorfismo de Y* en X*. ■

Nota 5.4.2 1) Sean ٦,٦ dos espacios normados. Si existe una aplicación
 que es lineal continua y abierta entonces Y* es isomórfico a un مادد:!
subespacio cerrado de X* (concretamente a (ker T)٥). Por tanto, si X* es separable 
deducimos que también lo será Y*.

2) Sean *,* dos espacios normados. Si existe una aplicación lineal y conti- 
nua, T : X ب Y, tal que TBx : By (obsérvese que entonces T será abierta y por 
tanto sobreyectiva) entonces demostraremos que T* es una isometrla. (En parti- 
cular quedará probado que si 2 es isometrla sobreyectiva entonces T* también es 
isometrla). Sea g ع Y*, si X e 5* se cumple que 1(2*9)(*) = < وا|| ya
que Tx e /3, por lo que 17*9 ك ||٥ ||- Por otra parte, dado 0<ج existe y ج Sy 
tal que IIpII — £< 19(/). Como existe z 73 ع* tal que Tz = y, entonces será 
|é)| = |1119 > - |(^)و: asi pues, deducimos que 111 = 19.

Obsérvese que puede suceder que exista una aplicación T ·. X 4 Y lineal لا 
continua que verifique TBx = By, de modo que T no sea isometria. 110 [0000, 
sea consideremos la aplicación T:X^Y definida en cada !دع
por Tx = ([()),*م(), ...). Es claro que T es lineal y continua y que TBx = By, 
pero 1 no es isometrla ya que = 0. En esta situación, no obstante, podemos 
afirmar que la aplicación dual 1٦* es isometrla.

3) Sean X, Y dos espacios normados y sea una aplicación lineal y
continua. Denotaremos por 7** a la aplicación dual de 1:**» ك*, tenemos que 
T** es una aplicación lineal y continua de X** en 7* con 117 = 117 = 17. 
Demostraremos que si X € X entonces = (Tz). En efecto, tenemos que 
7*** Y*؛K está definida, para g e Y*, por (***)(9*1)2 = (و) y 2(719) = 
(٤*9)(2) = = (T)(^).

Consideremos las aplicaciones canónicas )]: ٨ ٨ *" 1*. Ha
quedado probado que = 12 تد) si X € X. Por tanto, deducimos que
7**(]](٨)) = 2(1*). Observemos que si T es isomorfismo de X sobre Y entonces 
también será 1" un isomorfismo de X** sobre Y**. Por tanto, si ٨ es reflexivo y 
٦-(** نر e y** tendremos que existe * e ي  tal que ** ة ه-  será )•ه = م ): 
asi pues, Y también seria reflexivo.

5. 5 Dualidad en algunos espacios de sucesiones

En esta sección trabajaremos con los espacios co, h, loo,lp,■ ■ ·, y trataremos de 
identificar sus correspondientes espacios duales. Las normas usuales de los distintos 
espacios serán indicadas en todo caso por || ■ || y del contexto se deducirá a qué 
tipo de norma se está haciendo referencia.
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El contenido de la siguiente nota inspirará fuertemente los próximos teoremas.

Nota 5.5.1
1 ).- Consideremos R2 con la norma 11 - (| i, y sea f : (R2, || || i) ه R una aplicación 

lineal (será también continua). Vamos a calcular ||/||. Si (ai,a2) £ R2 es tal que 
|ai | + |a2| = 1 tenemos que

Ifa٠g?١l ا0(]0ا)] >  + |a2||/(e2)| < m(|/(ei)|, 1(62)102 + [ا()10ا )
= ma:r(|/(e])|,|/(e2)|)^||/||.

Esto prueba que 11/11 = Consideremos la aplicación T :

(R2 -ا *)اا| ب  (R2,ll m definida por 2(/) = ((6]), (62)), es sencillo ahora 
probar que 2 es una isometria lineal biyectiva.

2 .- Consideremos ahora R2 con la norma II Iloo y sea / : (R2, II Iloo)R una 
aplicación lineal, vamos a calcular ||/||. Si (ai, a2) ج R2 es tal que ma؛c(|ai|, al) = 
1 tenemos que 1/(01,02)1 < + 102(٥2) < /( ٥ا)]  t |/(e)|- Esto
prueba que |1 |/)اا/ا < ا)اع  |/(e2)|. Supongamos que 0 ا نج  y sea (*1,22) e R2 
definido, para i 1,2} ع}, por 2: = للؤعالا si /(e) 0 نج y Xi = 0 si /(٤٤) = 0. 
Tenemos que = ly 11/11 > (••],•) ا = 1ا)]ه( ا  |/(e2)|- Por tanto1 |( ا|/اا = اع(/ا  |/(e2)l٠ Si consideremos la aplicación R : (R2, اا Iloo)* - (R2, 111 اا) 
definida por (ك) = (/(e 1), /(ء)), es sencillo probar que R es una isometria lineal 
biyectiva.

3 .- Consideremos R2 con la norma اا donde p e (1, +00) y sea q e (1, +00) 
tal que 1 = لبل. Sea / : (R2, ا llp) - R una aplicación lineal, vamos a calcular 
HfH.

Si (ai,a2) e R2 es tal que |ai|p+ 027 : 1 tenemos que, usando la desigualdad 
de Hólder, 

l/(«i,a2)l^lail|/(ei)l٠|a2||/(e2)|
.i/g(2؟)i (14121 ٥22)1/2(١(0)]4* ا٠واا)م) = را((6م)ل + ج(صا >

Por otra parte, supongamos que *ل sea ( ت,اع2) ج  R2 el elemento definido, 
para i e {1,2}, por Xi = 0٤* si (0 ع نج(  y Xi = 0 si (٤٤) = 0. Tenemos que

/ ي1تل2) = 1(61!) + ة(/ا2؟ا) , UOrb^llP = 13112 t 1322
: ( ٥ا)]2011(02)40-7 = 1(61)18 ا  l/(e2)|g.

y
االااآ**[ **(4,22=)

= ا (1, *2)12 1.
Por consiguiente, 11/11« > = U(؛E1,X2)||P = |/(1 م)اة |/(e2)|«. Por
tanto podemos afirmar que 11/11 = + 1/4(9 ا(٥2ا) . Si consideremos ahora
la aplicación s : (R2, II llp)*(R2, II II؟) definida por (م) = es
sencillo probar que s es una isometria lineal biyectiva.

Análogamente tendremos que la aplicación S' : (R2, II 19)*(R2, II llp) defi- 
nida por 9/() = (/(ei),/(e2)) es una isometria lineal biyectiva. Observemos que 
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para cada / e (R2, II II؟)* existirá un único vector (ai, 02) de R2 de modo que = 01•] t 02^2 si e R2.
Demostraremos directamente que (*2, II llp) es reflexivo. Sea ه un elemento de 

(R2, II ||)٠ es decir sea ه : (R2, II llp)*R una aplicación lineal; tenemos que 5-1 
es una aplicación lineal de (R2, II 9) enRy por tanto existe un único ه = ماع(2ز ج  
r2 de modo que si (zi,Z2) G R2 es = 01] Veremos que
p) = a; es decir que ص coincide con la aplicación 8 : (R2, II II„)*R definida por 

ة(2) = ماع(/2ح · En efecto, si f e (R2, II llp)* tenemos que f = 
y será ٧() = : 0] ٤(٥ ]) t 2(٥2) = ن (a, ٠2) = álf١.

Es sencillo entender que todo lo que aquí se ha hecho para R2 es válido en el caso 
K" (K = R ó K = C) donde neN; esto es sólo cuestión de puntos suspensivos... 
Es también claro que cualquier espacio normado de dimensión finita será reflexivo.

5.5.2 El dual de 7] es linealmente isometrico a loo.

Demostración Consideremos la aplicación T : l* ب Zoo definida por Tf = 
(( ه٤أ!ع)) . Demostraremos que T está bien definida y que es una isometría lineal11/11, es {؛es sup{|/(en)| :neN ،د ع ت biyectiva. T está bien definida ya que si
evidente que T es lineal y que < 11/11, por tanto T es continua.

= (2/) y por tanto sea ")(2 = »ء tenemos que 1؛، Sean / E ،1 y E E 
م مم

5* ٠(١ ,Por consiguiente .(»)()(م) = («6)(«

|/( اه ك  (sup|/(e„)|) . E ها)| = IIT/lloolHI
لاع -1

y deducimos que 11/11 < 111 م y será = ||/||.
Veamos que T es sobreyectiva. Sea y E Zoo y sea / : ،1 ي K la aplicación 

definida por /(2) = Ey(٠(n). Esta aplicación está bien definida ya que si

N N ٠٠
Es evidente que / es (|·٤)y|lE|z|| — ؛)¿(تذا V E N es E|y(ZM¿)| < llyllE

lineal y que |/(؛r)| < |yn||;r||; asi pues / e Z} y claramente Tf = (/(e„))„gN = y.
Observemos que la aplicación inversa, 7-1 : Zoo ب de T esta definida de la 

siguiente forma: si y E Zoo entonces -لا es la aplicación de Z] en حل definida por 

p[n)í(n); es claro que : («)(«ل)

mr~i١ = ((r y)(e„))„eN = (y(n))„eN = y

y que 2-1 es isometría lineal biyectiva.
Observemos ٠ b es un ejemplo de espacio separable que tiene dual no sepa- 

rabie. ٠
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Tvha 5.5.8 El dal ت• Co es linealmente isomètrico a ].

Demostración Consideremos la aplicación T : c ٥ ٩  definida por T(f) = 
(/(en))٠eN· Demostraremos que T está bien definida y que es una isometría lineal 
biyectiva.

Sea f e Cq- {0}y veamos que Tf € h٠ Observemos que si x € c0 tenemos que 

x = ٢ x(n)en y f(x) = ٢ /(en)x(n). Fijemos N G N y sea xN € c0 el elemento 

definido por xn(í) = 0 si i > N, ٠(«) = 0 si i < N y /(e¿) — 0, y xn(i) ٦ر٩١٠
(٠

N N

si i < N y f(ei) / 0. Tenemos que f(xN) = ٢XN^f^i) = ٢٦ l/(ei)| y, c٥mo

N

f(xx) < |/(z٨٢)| < \\fl deducimos que para cada N G N es ٢ |/(e؛)| < ||/||.

Por tanto Tf G Zi٠ Es claro que T es lineal y que ||T/|| < \\f\\, de donde se sigue
que T es también continua.

Por otra parte, si X G Co es ١(3= (٣ 

اا2ا |||^||. Por tanto, !11^11 اذا ج  y „7/11 =

)«,(/)»(ث

mi■
Veamos que f es sobreyectiva, sea y G h y consideremos la aplicación f : cq

K definida por f(x) = ٢ j/(n)x(n). Tenemos que f es lineal y que |/(؛r)|

mil E = imilim. Claramente, se verifica que

■ngN V((٦)؟en))neN — (y)/) — /؛٢

Observemos que la aplicación inversa, T،1 : Zi ٦ c٥, de T está definida de 
la siguiente forma: si y G h entonces T^y es la aplicación de cq en IK definida 

por (7٩y)(؛c) = 2؛y(n)a;(n). Es claro que T(T^1y) = ((T-1y)(en))neN — 

(٠))„eN = y■ ٠

Nota 5.5.4 1,- De los teoremas anteriores también se deduce que y son 
completos ya que son linealmente isométricos a un espacio dual.

2 .- El espacio c٥ no tiene copia de Z1٠ En efecto, supongamos que existen un 
subespacio cerrado E de co y un isomorfismo, T : E ٩ E c co, de E sobre E. 
Tenemos que la correspondiente aplicación dual T* : ٦ l* será lineal continua
y abierta (ya que T es inyectiva). Por tanto, como c٥ es separable, deducimos que 
E es separable y por tanto que es separable, lo cual es falso. Más adelante se 
probará que Zi no tiene copia de cq.

3 .- Sabemos que si X* es separable entonces también X es separable, por tanto 
podemos deducir que no es separable. Como Cq* es linealmente isomètrico a ¿٥٥ 
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tenemos que cq no es reflexivo. Como l** es linealmente isomètrico a tenemos 
que ¿i no es reflexivo. Tenemos que Z٦. no es reflexivo, ya que c٥ es un subespacio 
cerrado de /٥٠ que no es reflexivo.

4 .- Si / : i«؛ K es una aplicación lineal y continua demostraremos que 

entonces ٢ |/(en)| < H/H- En efecto, consideremos f — fCo. Hemos visto que

OO oo

Wf'W = 52I('/6)« 1؛ p°r tant0’ 121/'(6")! = iimi 11ر11■

Supongamos que y G Ioo\cq, por el teorema de Hahn-Banach, tenemos que 
existe f e tal que /(c0) = {0} y f(y) 0. Por tanto, existe / G Z ؛٥  tal que 

/^0y £|/(en)|=0■

Si f G (Zi)* o f e (cq)* tenemos que la aplicación / y su norma quedan 
totalmente determinadas por la sucesión (/(en))n٠ Sin embargo, según lo que 
acabamos de ver, no podemos afirmar lo mismo si f £ loo■

Es claro que para cada y e h podemos definir la aplicación / : ، ه K por 

.||x(i)y(i), si x G loo■ Tenemos que / es lineal y continua con ||/|| = ||y^'' = (r؛)/

og
Además y = (f(en))ne^ y realmente es f(x) = '^x(i)f(ei) si x G loo■ Sin 

embargo, acabamos de observar que no todo elemento de (Zoo)* es de esta forma.
Nos queda pendiente, por tanto, la identificación del dual de ¿٥٠٠
5 .- Sean X, Y dos espacios normados. Sea T : X ه Y una aplicación li

neal continua y abierta. Hemos demostrado anteriormente que si X* es separa
ble entonces Y* también es separable. Veremos ahora que este resultado no es 
cierto sin la hipótesis de ser abierta. Sea T : cq ٩ la aplicación definida por 
T؛r = ( ٤؛ r(n))neN· Es evidente que T está bien definida, es lineal y ||7٦r|| < ||a;||. 

Sea Y = Tc0, tenemos que T : c ٥ —؛ · Y es lineal continua y sobreyectiva; como 
{en : n G N} C Y deducimos que Y es denso en Z٦ y por tanto que Y* es isomórfico 
a Z؛f Por consiguiente, Y* no es separable mientras que c٥ si es separable (es claro 
que la aplicación T : cq —> Y no puede ser abierta).

6 .- Consideremos la isometría lineal y biyectiva T : c ٥ ٩  Zi que anteriormente 
estudiamos; tenemos que la correspondiente aplicación dual T* : ٩ ٩٢
es también una isometría lineal biyectiva. Consideremos la inclusión natural, j : 
co —> CQ*,j{x) = x. Vamos a probar que si x G ٩؛  entonces T*x = jx = x. En 
efecto, si a? G Zoo tenemos que T*x es la aplicación de c٥ en K definida para f G c٥ 

por T*x(J) = x(Tf*) = x(/(en)) = ٢ x(n)f(en), pero si x G c0 este resultado

OO

coincide con J(٢^ x(n)en) = f(x) = así pues, si x G c٠ es T*x = x.
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.[El espado dual 00 c es lealmente isomètrico a 0 ط]•]* 5.5. 5

Demostración No haremos uso del hecho de que Co y c son isomórficos ni de que 
el dual de Co es linealmente isomètrico a 7]. Nuestra intención es construir, como 
en casos anteriores, la correspondiente isometria lineal y sobreyectiva.

Si y e c, denotaremos al limite de y = (y(n))neN por yH■ Definimos la 
aplicación :/ير *, para cada •م e 11, de la siguiente forma. Consideremos la 

aplicación Tx : c -م K definida por (Tx)(y) : *( ٤اا)•(0(ء+)٤)**١(٤ ). Es claro

م
que 7* es lineal y si y e Bc es !(12)() < 2 ا)ة(*ا = asi pues, Tx e c* y 

اوأ]اا ي  Es evidente que T es lineal y continua; probaremos que
si X ع h

Sea X e h tal que £70 sea N ع N tal que 7 ,®(¿)I 2 ك. Definimos la ¿=A + l
sucesión y de escalares de la siguiente forma. Si i < N — 1 y x(i + 1) 0 نج será 

y(i) = 0 = (1 + )ا٠,ات ن  será 0 = ( (ر٤ ; si z > TV y (1) 0 ي 
x(i + 1)

sera »(٤) = si T ة TV y *(1) = « sera «(٤) = 0. Es claro que 1 ا«ا y que 
tenemos

(TMu) = ٠| 1 ... 1 (2)" 1 (ا)ا("ا| + E (¿ 1 ا )v(٥);

por tanto,

II„® = (*؛t 1(1 - - - ذ(£ا٧)1 ا E 1 ا)ا ة |z(i)l 1... 1 1^(® + ؤ =
= (Txi - E ®1+ ئ M¿) + I :

ا ب2ك ا(72ا»»() *٤ 6)11^11«(١ E^ tا 11««)(»]) >  li.
Finalmente veremos que T es sobreyectiva. Sea f:c^K una aplicación lineal 

y continua; probaremos que E (٤٤) es convergente y que, por tanto, también es 

00
convergente la serie ؛(أ). En efecto, fijamos TV ع N y sea * ٨٢ ع  c definida de 

la siguiente forma. Si z < N y ^(e¿) نج . será «») = لكالا si i < TV y fM) • () 
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sea * ٧(٤ ) = 0 y si ي > ر٧  sera ٤٧(2) = 0. Tenemos que /(*٧) = /(2« ٧(٤ )2٤) =

N N5 ٧(٤()٤٤ ) = Como أ = «(٥٧) < < الا)»( . se tiene 
u N

oo
Sea X la sucesión de escalares definida por **(1) = /)ع(ؤ - 2 ع( ) y *(» 11) =

(ر٥٤ ) si n G N; es claro que و ح ا ,. Consideremos y ج c y detnostraremos que
OO oo

/() = ^(l)y(oo) + 1 ¿ ٢ه  l)y(i). En efecto, tenemos que » = (ا()) -
OO

y(oo))e t / (00). Por tanto fiy) = - y(x))/(e») * م(اا٥(/) ) = V(e) -
OO oo
^(^))!/(oo) +٤(+ l)yW> asi pues Tx = f. .

5 .5.6 Sea p ع entonces 67 سة del espacio es linealmente
isometrico » Iq, donde q 1) ع, too) es tal que 1 : ل + ق .

p q

Demostración Definimos la aplicación T : i; ب Iq por Tf = (/(e„))neN- Es con- 

veniente observar que si f G i; y X G Ip será ٧() = /<E z(n)e„) = 5
Veremos primero que T está bien definida. Sea ر G z;\{o} y fijamos م ح ام , sea 
XN ج lp la sucesión definida por 3 ٣٨٧ة( ) toma 2 ٣/٧(٤ ) de
forma que XN^fiei) -- /(4ا)زه si (0 نه تج(  y •٠٧(;) = 0 en otro caso. Claramente 
se cumple que

N N
)«"(/ )«(ا)*("- = 2 (اأج-م)غ

Para cada 77 tenemos que

\xN^\P\f(ei)\P = me٠ò\qP, l^(i)|” = |^(e،)|P’-P, I M،r = l/(eir·
Por tanto, /h) = (1)0 y

ادااقجك|:1ا~،1’'ي

١١(|٠Í)^| = "'11^11 = ’'-'11^11’ ج ||„®||٠١
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Por consiguiente, 2 ١(/٤٤ ) < oc y Tf ع lq; además, < Wf II- Por otra 

parte, 81 e e ¿p y Af € N deducimos, de la desigualdad de Hólder, que

N N N

Por tanto 1/(2) < 2 |/(مئ||لج)ي)| < ||T/j| ٠ ||rn||- Esto prueba que اااا < ||T/H y 

sera ||T/ll = 11/11
Veamos que T es sobreyectiva, sea y & Iq y sea /: Zp * K la aplicación definida 

por /(2) = »ا(*)"(*) SiVeN, tenemos que

?؛WIMOI < ا««ابإ٣)١(«ابإ«٤)٣»») 2 ااا«ا

Asi pues, / está bien definida, 05 claro que f es lineal y que es continua, además 
Tf = (/(e„))„eN = (y(n))neN = y■

Observemos que ha quedado probado que si 2 e lp,y ج Iq entonces se tiene
0ض(:٠سأ١اء„١اةجل٠ •

Nota 5.5.7 Sean »» 1) ء,•) con 1 = ل + ل . Consideremos la isometría 

lineal y biyectiva definida por Tf = (/(en)kN٠ Tenemos que si
f 6 z; existe un único y e Iq (y : í/k))™eN) tal que la aplicación f es de la 

forma (٠) = si X e Zp. La aplicación inversa de 7 es la isometría

R : lq ب z; definida de la siguiente forma: si y e Iq entonces Ry es el elemento 

de ١» definido por (.Ry) (تلذ) = yy^x^i), si X ج Ip. Si consideramos la isometría 

lineal y biyectiva T : z; ب ¿prefinida por Tg = también podemos
afirmar que si g e i; existe un único 2 = ((,»)), )!ي ج  Zp tal que la aplicación 

g es de la forma é) : 51() ٠(٩ ) si y ع lq. La aplicación inversa de 7" es la 

isometría 9 : مرا ا » definida de la siguiente forma: si X e Zp entonces R'x es el 

demento 4• ا*&eín Ao [0[ (/ ا )اا()* - 2٣(٤()٤,)12 = ا ,.
Demostraremos ahora que Ip es reflexivo. En efecto, seae ٤٣٠, tenemos que 

la aplicación ه:*-[ lineal y continua. Por tanto la aplicación 11 :19 - م 

es lineal y continua, y existe un único X e Ip tal que /3(9) = y^y^xli), si y & lq.
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Probaremos que ص-*. Sea f ع ث , tenemos que y = (/(e„))neN es un elemento 
de ¿٠ tal que Ry = /. Se verifica

ئه١  = T W) = = = i٢x١ = *(0)

Por tanto, ^iy deducimos que Ip es reflexivo.
Observemos que p = 2 entonces su exponente conjugado es q = 2; por tanto, 72 

es isomètrico a su dual (cuando estudiaremos los espacios de Hilbert veremos que 
.(es de Hilbert y que los espacios de Hilbert tienen esta propiedad ا2

Finalmente, si p e (1,(00) entonces Ip no tiene copia de 11 ya que lp tiene 
como dual a Iq que es separable, por tanto todo subespacio de lp también tendrá 
dual separable. Sin embargo, el dual de 7] es [ومم que no es separable.

5.6 Dualidad entre los espacios
5.6.1 El dual de 1 <p< too

Sea (H, 2, /٤) un espacio de medida y sea pefljOo]. Sea q el exponente conjugado
t¿) y؟)L و ج I = 1). La desigualdad de Hdlder prueba que si + ل de p (es decir: 7•(/) » K está definida, para f e )وئ دد ), por

»««./)/ا««

entonces و es una forma lineal continua con norma menor o igual que llsjl؟. La 
cuestión que se plantea es saber si todas las formas lineales continuas sobre [p(m) 
son de la forma anterior y si la representación (5.6.1) es única.

Para el caso p : (oo la respuesta a la cuestión anterior es negativa. Salvo 
casos triviales 71 (سر) no constituye el conjunto de todas las formas funcionales 
continuas sobre )ئ ٥٠ دد ). Sin embargo, para ]0+ كك la respuesta a dicha 
cuestión es afirmativa. Para probar esta afirmación comenzaremos con el caso en 
que p 11, آم. La demostración que presentamos no es la más corta que existe en 
la literatura; sin embargo presenta la ventaja de su carácter constructivo.

Teorema 5.6.1 [Teorema de 1*00100-110221
Sea (62,10 (سروكة espacio de medida, sea p 11, أمم لا  sea q 67 exponente 000- 

gado de p. Se نمه que L ^١١* es isometricamente isomorjo a L٩p١ bajo 10 
correspondencia g ع Lq٢p ١ د و  definida por

-)/ا« «/٨.»

Demostración
Debemos probar que si ض e (LP^y entonces existe alguna g e Lq(^ tal que 
)tal que 11% وب7- •ر س( ))» = IMIg.
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Comenzaremos con el caso en que ٨،(Q) < +٥o.
Definamos la aplicación v : S ٩ C por medio de = ^(xe)■ Veamos 

que i٧ es una medida compleja en (Q, S). Si {An}neN es una colección disjunta 
de elementos de X y A = U،:T entonces xa = 3؛X1 XAn, puntualmente y en 

por ser ٨٤(٢ 7) < oo. Por la linealidad y continuidad de ó podemos escribir:
OO oo oo

(«4) = )م(« = 4(8١٨)« =٤(«٨)« : )»("ح

Esto prueba que V اع una medida compleja.
Si E ع X es tal que /(7) = 0 entonces por la continuidad de 6,

ااء««ا = «١اا« < /( .الها = 0.

Esto prueba que ر es una medida absolutamente continua respecto a
Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una función medible g tal que 

/- para cada E € E. Esto prueba que ر9* - (5/) ٥٨*٠ او . Por
linealidad se sigue que para cada función simple s se verifica que 8(6) = / 5■ ،٠٠

Supongamos, por un momento, probado que و e Tendríamos entonces 
que las formas lineales continuas ض y وني coinciden en el espacio de las funciones 
simples. Como este espacio es denso en (لر), la continuidad de esas formas 
lineales implicaría que *-911 todo *(/ل).

Para completar la demostración en el 060 /0(62) < oo queda por probar que 
efectivamente g )ج ر[ لر ) y que ||ااهاا = وا|ج .

Sea M > 0 y denotemos Ao = {x ع Q : 19(3 ٣ا)  < M}. El conjunto م es 
medible. sea غ : Q ي c una función medible acotada que se anula fuera de 40. 
Sabemos que existe una sucesión ٢6,) de funciones simples que se anulan fuera 
de 40 y tal que ر converge uniformemente hacia 7, con lo cual también se 
cumple que 1100 - ر م 117 - 5رر , por ser 400 > (س. Por la continuidad de 
 -٠n) = (7). La sucesión 159 es puntualmente conver se sigue que lim„,00 ض
gente y es uniformemente acotada. Por el teorema de la convergencia dominada, 
lim,woo /ول سرمو, = ل ل/و . En otras palabras, ٠) = 9 /)90 cuando h es una 
función medible y acotada nula fuera de 40.

Definamos
9(٣) ط- 0,
.0 = )(9

Se verifica que ho) = /٨ 0 لاه = /٨  Teniendo en cuenta que 
1— ام = موا , tenemos que / ام - = ؟اوا . En consecuencia,

í \g\qdp

y por tanto,

/ ا9«ا١(«ا=»٤د«٧.اهايار«ا / »»««ا <: ااضا| / ««4»

110



Teniendo en cuenta que ث = 1 — غ , de la desigualdad anterior se deduce que 
WgXAoWq 11 ك, siendo esta cota independiente del M > 0 elegido. Tomando 
limites para una sucesión Mn00, del teorema de la convergencia monótona 
se deduce que 9 ر ك  /%. Con esto se concluye la demostración en el caso 
.loo > (س

Supongamos ahora que (6), 7, /0) es un espacio de medida arbitrario y sea E e 
s. Denotemos por 72(/) el subespacio de 7*(سر) de las funciones nulas fuera de 
E. Este espacio puede ser identificado con [?(£;, Se, كزد.

Si لر() < too, la discusión anterior prueba que existe una función gE ع 
T^B, Ee١AZ[se) tal que () = //92ر para cada f e Esta función 
está definida salvo un conjunto de medida nula. Esto significa, en particular, que 
si E y F tienen medida finita entonces gE coincide en casi todo EOF con 9.

Para cada £ةح con /(2) < too se verifica que

Por tanto,
a = sup{„£E„٠ : E e s,MÍE) < too} < 11011■

Podemos construir una sucesión creciente de conjuntos medibles, con 4) سر,,) < 
too para cada n ع N tal que lim„٠00 9رر = a.

Denotemos 4 = ريلا, y sea gn : ٢ي ب  c la aplicación definida por

)*(^{,)ض’ .,عي

Dado que si n > m entonces 9ر coincide en casi todo Am con gm podemos 
escribir /( روا - = / سهم„و| - / 199,, را . Esto prueba que la sucesión

es completo, dicha sucesión 06)^(؟ una sucesión de Cauchy en Como T لروا
converge hacia algún elemento g 79 ج(/).

Supongamos que f ])/ع ل ) se anula fuera de algún Am■ En este caso fgn = 
fgm para cada n > m por tanto, / ٥ رو/ = ر٢٤ وم /. Esto prueba que
% para este tipo de funciones f. Por continuidad (]) = ("ر(ج0 و٧  coinciden en 
las funciones f e que se anulan fuera de A. Como g se anula en casi todo 
el conjunto ك) teorema quedaría demostrado si probamos que 0 se anula en
.أ/

En efecto, supongamos que f ع غ١ ) es nula en د y que 00 ى ء( . Como 2 es 
nula fuera de un conjunto sabemos que existe un B ع E con /(7) < too
tal que 2(4 - 121 ا que (/0 7 (و, con lo cual necesariamente 1192 > 0. 
Por ser 119407 = رر, para n suficientemente grande,

٥٨٣•» = / Kl١ t í ١»«« > ٥٠٠

Esto es una contradicción y por tanto el teorema queda demostrado. •
Denotemos ahora por 9ر el isomorfismo canónico existente entre (¿p^))* y

^p٢٠g١ -9, g
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La aplicación dual $٠ : (E (؟٨*))، ٩  (Lp(g))** es también una isometría y la 
composición o $٠ es una isometría natural entre Lp(ji) y (Lp( ٨)،٣  ■ Esto 
prueba que Lp(p) es un espacio reflexivo para 1 < p < +oo.

Es costumbre identificar (Lp(p)y con Lq(p) por medio de la aplicación $٥٠ La 
aplicación

G E١) x Lq(p) (f,g) = j fgdp

es bilineal.
En el caso p = 2 se tiene que q = 2, con lo cual puede identificarse (E2( ٨)،١ * 

con E2(٨¿). La aplicación bilineal anterior tiene gran importancia en este contexto 
ya que la expresión

(f\g) = (f\g) = jjgdg,

define un producto escalar en E2(/،).
Si observamos con detenimiento la primera parte de la demostración del teo

rema anterior, para el caso ٨¿(Q) < oo vemos en seguida que en este caso también 
puede identificarse (E1(^))* con Veremos más adelante que esta identifi
cación no vale para espacios de medida arbitrarios. Sin embargo si es válida para 
el caso en que el espacio de medida sea c٢-finito.

Teorema 5.6.2 Si (٢٦, S,٨í) es una espacio de medida (T-finito entonces (E1(//))* 
es isométricamente isomorfo a L°° (٨،) bajo la correspondencia <pg g, donde

Mf) = f f ■ gdp, feL^geL^).

Demostración Si g g L°° (p) y f G E1(¿،) entonces

y f · gdg < u، imii·
Por tanto, < ||^ll٠٠ y basta probar que para G (E1(؛«))* existe una g G 
E ٥٥(٨ ،) tal que < ||،/>|| y tal que ٠ = j>g.

Sea {1ر„} una partición numerable de ٢٦ formada por conjuntos de medida 
finita. Procediendo como en la primera parte de la demostración del teorema 
anterior, se prueba que para cada n G N existe una función gn una función de 
٤X(٠.،i„) tal que || ٥||„٠٠  < M y tal que ،/>(/) = fAnfgndp para cada f G 
laS^■

Si z € í٦ entonces x G An para un único n G N. Definamos g(x) — La 
función g así definida es medible y verifica que ||p||٠o < y además <¿>(/) = ^g(f) 
si f se anula fuera de algún An. Por la continuidad de cj y de óg se sigue que = <pg-

La demostración anterior prueba que si (٢٦, es un espacio de medida ar
bitrario y 0 es una forma lineal continua en E1(^) entonces para cada E G ٥
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con p(E) < +oo existe una función gE en E y tal que = ejgE (/) para cada 
f e LE(p). La familia de las gE está acotada para la norma || · ¡loo. Además 

F, para cada par E,F e S. La a-finitud del espacio ٢١ gE = gE en casi todo E 
de medida es una de las hipótesis posibles para las cuales es posible “juntar” las 
funciones.

una medida ،?-finita entonces el teorema ،٨ Si se elimina la hipótesis de ser 
R, E el ،?-álgebra de los = ؛٦ anterior puede dejar de ser válido. Consideremos 

subconjuntos de R que son numerables o que sus complementarios son numerables 
la medida que cuenta en S. El espacio ¿1(a،) consiste de las funciones que son ،٨ y 

r)| < +oo. Para una|/)؛ R ٤؛ nulas fuera de un conjunto numerable, y satisfacen
R la aplicación ه (e)|· Sea ahora F : ¿1(،u|/)٤ر٠ر, ر٠ ؛ = función f G L1(^, ||/||i

definida por F(f) = ٤٤>0 f(x). Claramente F es una forma lineal sobre L1^) y 
es inmediato comprobar que F es continua. Supongamos que existe una función 
g G tal que F(f) = f f ■ gdp para cada / G L1(^) Tomando / = ٢ر٠رر  se 
tiene que F(f) = f(x) = 1 y / / · gdp = f(x)g(x) = g(x). Por tanto debe ser 
g(x) = 1 Para x > 0. Es decir g = ٠٠٠ Sin embargo, esta función no es medible 
y por tanto, F no puede ser representada por una función de L٥٥(a،).

،(٨)٤،٥٥ y de ،(٨)٤٥٥ 5.6.2 El dual de
Antes de abordar el problema de la determinación de los duales de de L°°(p} y 
de L ٤(٨ ،), incluimos algunos conceptos y resultados sobre medidas finitamente 
aditivas y de variación acotada, que no son habituales en los cursos de teoría de 
la medida.

5.6.2.1 Medidas finitamente aditivas de variación acotada

Definición 5.6.3 Sea (٢٦, S, ٨،) un espacio de medida. Denotaremos por E, ٨،) 
el conjunto de las aplicaciones t : E ٩ C tales que

1. r(A U B) = t(A) + t(B), si A, B e S y A ٢l B = 0 (finitamente aditiva).

2. sup{|٢(A)| : A 6 £} < + oo (acotada).

3. Si A G E es localmente p-nulo entonces ٢(A) = 0 (t es localmente p- 
continua).

El conjunto de las aplicaciones t : E —> C que verifican las condiciones 1,2 y

(3.’) Si A € E y p(A) = 0 entonces ٢(A) = 0 (t es p-continua)

será denotado por ٢C(Q,S, p).

Es inmediato comprobar que S, p) y FC(D, E, p) son espacios vectoriales.
Si t 6 E, p) y A 6 E, la variación de t en A es el número |t| (A) definido 

por

|٢|(A) = sup{ ٢|^٣ (Aj)| : {A1; · ■ · , An} partición de A}.
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Si T e 2٤(62,7,/0), su variación se define de forma análoga.
Es sencillo comprobar, como se hizo para las medidas signadas o complejas,

S,m) y lo correspondiente ocurre si ع ,}؛(ت entonces H اً ج que si

En cada caso la aplicación definida por

INI 41
es una norma en el correspondiente espacio.

Es posible definir la integral de una función medible acotada respecto de un 
elemento de J٢(íl,S,/x) o de ¿٢C(Q,S,٨،). Para ello será fundamental el siguiente 
resultado.

(S,،u )؛؛,un espacio de medida y sea t un elemento de T7 ،(٨,٢1, S) Lema 5.6.4 Sea
o de ٨;(Q, S, fi). Supongamos que {Ai,··· ,Am} y {Bi,■■■ , Bn} son dos parti
ciones de ٢2 con elementos de S y que f = o؛í%a؛ y g = Z}¿=i (3kXBk son 
dos funciones simples. Se verifica que 

donde II f - اج!„ = sup{!/(®) - 9()

Demostración
Se verifica que

)(م )*(*إ- 3 - ١٢اهدت k١T٢Ai٢٦Bk١

m n

ri Bk) I الأ .)(-ا - >
m n

< ¡II،-/ ٠ I٢(^n|)^ < الا ٠ 1»ر-

Si 5 =•٢٨ es una función simple y r es un elemento de ;(Q, s,g) » 
de ;(Q, 7, /س), definimos la integral de 5 respecto de 7 como el número

sdT ا

Si / : Q ب c es una función medible y acotada entonces existe una sucesión 
 II/ — Snllu = 0. Por el lema anterior se ممرا! de funciones simples tal que لرى
tiene que

<.رر اااا . 11/ - 55 p„« + IHI. 11/ - ٥٠1«.
114



De aquí se deduce inmediatamente que la sucesión numérica ,«]٢/ ل  es de Cau- 
chy en c. Por tanto es convergente y podemos definir

.fdT = !• í SndT ا

Usando el lema anterior puede probarse sin dificultad que la definición anterior 
es independiente de la sucesión لر que, convergiendo uniformemente hacia f, se 
elija. Por tanto la definición de integral es consistente y se comprueba inmediata- 
mente que generaliza la noción de integral respecto a medidas complejas.

Teorema 5.6.5 [Propiedades de la integral]
A.- Sea (62,7100 ر espacio de medida لا sea 7 0) elemento de 2(62,,0 (سر de

que لع Supongamos que fgg son dos funciones medibles acotadas .(ل/,,()/
.كعر

1. ش(/ + 9)07 = /047 + /9 .[و

2. ه/-[)(/07.

B.- Si -r ع 7 (62,,سر ) entonces se هغ/هرا
4■ Si A = {x & Q : (*0 ٣) ء } es un conjunto localmente o entonces

/447 - 0.

c.- Si "I 62)7 ع,,/) entonces se uerifica

٧. 5; 4 = (2 ٤ 6):/(2) 7*0) es un conjunto p-nulo entonces ؟AfdT B.

Demostración
La demostración de las tres primeras propiedades es inmediata. Para probar 

la cuarta, en el caso en que T ع ^(D, ة, μ), basta observar que

أم4/ي= /xa|¿|/|7| ا /اسالالامد ب اص؛|1لا1ا1ً)د( + 0 = 0.

En el caso 7 ج ,)(ع ,ة سر ) la demostración es similar. •
Vamos ahora a extender la noción de integral respecto a una medida 7 e 

^c(D, E,^) a funciones de [•(سر). Si f e •(ار) entonces existe una función 
g /)ج لا ) acotada y tal que 11/ — g||oo = 0 y 11/Hoo = IIpIIu- Definimos entonces 
kfdr = هو. Es inmediato comprobar, usando la propiedad cuarta del teo- 
rema anterior que la noción de integral que se acaba de introducir es independiente 
de la función acotada وو con las propiedades anteriores, que se elija.
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5.6.3 El dual de [(/ل) y [[(/ل)

Teokin 5.6.6 Sea (6), 7, /) un espacio de medida arbitrario لا sea T ع /)
(resp. 62,2, سر)٦ ع 7 )). Sea TT : 7٥6(/)0 (resp. TT : L^^ -)ه 
aplicación definida por 1٤() = /947. Se 07500 que TT )]•)/ع ل ))" (resp.
Tt e (Lr(n)Y) y que الج = ||اً||٠

Demostración
La demostración es idéntica en los dos casos que estamos considerando.
Sea f 0/)0•7 ج) y elijamos una función g medible y acotada tal que = 0

y ||/||«> = 9. Se verifica que

: HpIMItII ي MU / اي[ا٤ا) /: 1̂ = الل«/ ي

Esto prueba que ر e ([(سر))* y que 17 < | ا7ا |-
Para probar la igualdad, sea 0 < غ y sea 41 , ,]ا .٠٠  una partición de Q tal 

que

Para cada l<i<n sea زه : exp (-[٤(7(4٤))) y sea f - 5!1 Clara- 
mente se verifica que f ع آ •(/) y que 11/1,00 = 11/11« = 1 Se verifica que

/ n n = اأ^ا = ا)*سه^ا = ج٢ا)ه( Mil 2 'ع-

Como ع es arbitrario, se verifica que ٠ .7 = الج
El resultado reciproco del teorema anterior también se cumple: cada funcional 

lineal y continua en [•(/0 (س en /(/ل) es la integral respecto de una medida 
finitamente aditiva.

.L^p^* (resp) ع sea T لا Sea un espacio de medida به• 5.6.7•
T € ([[(/ل))*). Existe un T e 2 ,()ع, μ^ (resp. 7 2 ,(6)2 ج ٤ , tal que T =

Demostración
Para cada AeS definamos, en ambos casos, 7 (4) = 1(4). Veamos que asi 

queda definido un elemento de ;c(Q, 7, /) o de ^(D, ة, μ^^

1. sup{|H :de٩< sup{|T(/)| : / e /(/)111 = {1 > «11/11 ر.

2. Si A, B e s y A n B = 0, se verifica que

7(4 لا 3) - 2(42) -1(4+ )و - 7(4) +2(٨.)و

3. Si T G L°í) y د ج  s es M-nulo entonces 4 es una función nula de غ لآه)٠  
Por tanto, 7(4) = 7(4) - 2(0)- 0.
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 y A e s es localmente μ^nulo entonces XA es una función nula (ل/)7%6 917 .4
de لمء(a،). Por tanto, r(A) = 2(*4) -2(0)- 0.

Sea ahora 6/ لر ع (/) (resp. أ e Lr(p^) y tomemos una función g e [(سر)
(0 = ,،0 (resp. 1/ - 5¡|oo = 11"ر - 9مم μ)) medible y acotada tal que ج ء resp g)

y ll/lloo = ll^llu (resp. = 19. Elijamos una sucesión {5„} de funciones
simples que converja uniformemente hacia g. Por ser||T ٢|| < اً|| || y por la linealidad 
de T, se tiene que T (sn) - 6,7 م, para cada neN. Como Irnijwoo 19-50 = ر, 
y T es continua,

٤0=)٤*!=)«(٤/*)»«( 8ض = //4- .)»(ي-«/

en ambos casos. .

Corolario 5.6.8 560 (Q, 2, μ) un espacio de medida. La aplicación T de ,7 ,()ي 
 definida por 2(7): TT es una aplicación blg tua- e "((/)عط) alores en لآ con لا
isometrica. Cono consecuencia, 7(62,7,/0) es un espacio de Banach لا los es- 
pacios 7(62,7, /) لا L ٢p١١* son isometricamente isomorfos. Análogamente los 
espacios 7(62,2,/0) لأ L ٢p١١* son también isometricamente isomorfos.

Demostración Ya hemos visto que T es una isometrfa y que T es sobreyectiva, 
de donde se sigue que 1 es inyectiva y preserva las sucesiones de Cauchy, por lo 
que, por ser ^pهه(μ^^* un espacio completo, 7C(Q; 2, /ل) también es completo. ٠

Ejemplo 5.6.9 En el caso en que 02 sea un conjunto arbitrario, no racio, p p la 
medida 906 cuenta entonces puede identificarse el espacio 13(62) de las funciones 
acotadas sobre 62 con [(/) و لا  se suele denotar 799(/) = 105(62). De esta forma 
el dual (23(62))* = (796(62))* se identifica con el espacio de las medidas finitamente 
aditiras لا acotadas sobre ?٢٢٤١٠

5.7 Dualidad y espacios cocientes
Empezaremos recordando conceptos que pudieran ser sobradamente conocidos. 
Sea X un espacio vectorial sobre ٢ y sea E un subespacio vectorial propio de 
X. Consideremos en X la relación si y solo si X — y e E. Esta relación 
es de equivalencia en X y al correspondiente conjunto cociente se le denota por 
X/E. La clase de equivalencia definida por X € X es X + E. Se definen en 
X/E las operaciones (x + E) + (y + E) = (3+٧)+ E, 0(3 + E} = ax + E, 
para a e K, عللل م *). Tenemos que, con estas operaciones, X/E es un espacio 
vectorial que se denomina espacio cociente de X por E. El vector cero de X/E 
es E. Se denomina aplicación canónica a la aplicación 0: X/E definida, 
en cada X e X, por /(•م) = X + E. Es claro que p es lineal y sobreyectiva; además 
kerp : E.

Supongamos ahora que X es un espacio normado y sea E un subespacio vec- 
torial de X. Definimos en, X/E,

\\x ا E|| = (*,٦) : 1 e|| : e e E}.

117



e : e € E} y ||z + E|| está + }كأئ = {r + e : e e E}؛ Si X + E = x' + E es claro que
bien definido. Si a e K se verifica que

\\ax t 7[ = inf{||a;r t e|| : e t -ج = ا{ - e|| : e € 19 ٠ •1011 = {ج.

Probaremos que si x,y € X entonces ؛(||r + E) + (y + E)W < تلدا؛ t EII + ||y + .!اج
En efecto, dado £ > 0 existen 61, e2 e E tales que 12 113 >|| ب6ا  + E|| ٧ 2/ ا lly ا 6ح || < lly + E|| + ع/, entonces

11® b y t الغ ؤ  ||ir t y ٠ 61162II 61 ة ءء|| ا II + ||y + e2|| < ٠ ج || t ||y ٠ E|| + ع.

Es claro que ||E|| = 0; asi pues, podemos afirmar que I|x+E|| es una seminorma 
en X/E. Si \\x 1 E|| fuese norma en E tendremos que si X e cl(E) sera تد|ا ٠  E|| = 
٠, E) = 0 y por tanto 2 7, asi pues, seria E cerrado. Recíprocamente, si E es

1(2) = E, es 0 = (25 ع y por tanto X)د, r t E|| = 0 deducimos que؛cerrado y n
decir ][-بد ا .

En lo sucesivo cuando se considere el espacio vectorial X/E supondremos que E 
es un subespacio cerrado propio. Por tanto I/E, con la norma dada por 
será un espacio normado. Este espacio normado se denomina espacio normado 
cociente de X por E.

c + E||. Vamos؛d(0) > d(x,E) = H = انداا Observemos que si X e X entonces
a probar que dado £ > 0 existe un y e X tal que *7 = y+E y llyll <
En efecto, dado £ > 0 existe z e E tal que ||iE (ومة E) ا £ = £ا| ا  E|| -ا- £.

Tomando y : X — z se verifica que que llyll < تلدا؛ t E|| ا .£
5.7 .1 5009 X un espacio normado لآ E un subespacio «ectorial cerrado 

de X. La aplicación lineal canónica, continua y abierta; además
\\ρ\\ = ν Si X es completo entonces X|E es completo.

Demostración
Si X e X tenemos que /0() = E|| < y por tanto p es continua y

IIpII 1 ك. Consideremos abR con a > 1 y sea X + E € X/E tal que 
Tenemos que existe 6 ع E tal que ||zte|| < a||írtE||. Si z = irte seráp(^) = 
y 11^11 < 00(2): esto prueba que p es abierta y, por tanto, que si X es completo 
entonces X/E es completo.

Veamos que IIpII = 1. Sea £ > 0 y ir + E € X/E con t E|| = 1. Tenemos
que existe 6 ع E tal que 1 كا تت|ا ب  e|| < 1 + £ y sera > ا (٦) ا«  =

اا)جبضااغ > *ااةق٠ااج = د

(Otra forma de probar esto mismo es la siguiente: para cada 0 e (0,1) tenemos, 
por el teorema de Riesz, que existe tal que dfaE) > 0, entonces 0ر >
||ρ(χ)|| = ||® + Ε||>٥).

Nota 55.7.2
1) Vamos a recordar el concepto de topologia cociente. Sean (٦,2) un espacio 

topologico y 70 una relación de equivalencia en X. Consideremos el conjunto 
cociente X/n y la aplicación canónica p : X ب -X/E. La topologia cociente en 
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٦//٣  se denota por 7/75 y está definida por 1/75 -[4 */75 : P~1(A) e T}. Es 
sencillo comprobar que 2/75 es efectivamente una topología en */75 y que además 
es la mayor topología (la más fina) que podemos definir en ٦/70 de modo que p 
sea continua.

Supongamos ahora que ٨ es normado y sea T la topología que induce la norma 
en X■ Denotaremos por 2/7 a la correspondiente topología cociente en X/E. 
Sea r la topología que induce en X/E la norma 1 E ||. Demostraremos que 
T/E = 1/. Como la aplicación p : (*,7) - (*/ط,) es continua, deducimos que 
r 7/7 ح. Sea A e T/E■ tenemos que, como p es sobreyectiva, 4 = p(٢i(A)). 
Como /0-1(4) ٦,7) :رع)(X/E,r) es abierta, resulta 4 7 ع.

2) Sean X, Y dos espacios vectoriales sobre K, sea 1:٨-1 una aplicación 
lineal. Denotaremos, como es usual, por Tala aplicación de X/ kerT en * definida 
por 7(* +7)- 7(2). Es bien conocido que esta aplicación es lineal e inyectiva; 
además T = T ■ p.

5.7 .3 Sean X,Y 406 espacios normados لو sea T '. X + Y una aplica- 
don lineal ل continua. Consideremos la aplicación lineal T : Xj YerT Se 
veri a:

i .- T es continua لا \\T\\ : 7.

ii .- SiT es abierta entonces T es isomorfismo.

iii .- SiTBx = By (sera T abierta) entonces T es isometria lineal biyectioa.

Demostración Sea F : kerT. Sean £>0yr + fiE Bx/F, entonces existe
= )*(11 = F)U 1 1171( ا + £ y será > ج + ||r + F||؛ > ||e € F tal que + e

||T(x + e)H < (lt£)||T||. Asi pues, T es continua y 11 < ||T||. Como T y p son 
continuas y T = T op, será ||T|| < ||T|| . IIpII = ||T||.

Supongamos que T es abierta, entonces T es biyectiva y existe a > 0 tal que 
si ye Y podemos hallar ت € X tal que Tx = y y < 0. Entonces será 
T(x + F) zyyT د (y) =i(fy tenemos que IIT اللر '= ااج[+*اا  < < a||y||.
Por tanto, T أ es continua.

Supongamos ahora que TBx = BY tendremos que ||T|| = ||T|| 1 ك. Recor- 
demos que si aBy c TBx entonces la constante abierta puede tomarse como . 
Por tanto, en este caso, la constante abierta puede tomarse como 1. Por consi- 
guíente, si X + F 7/* ج y | ا3ت ب  F|| = 1 tenemos que para Tx existe ع* 
tal que 1• = Tx (será 3/+* - 3 + [)172 > ||' ل ا|2ت . Se verifica entonces 
que 1 = ||a; t [12 = ال = ك|| ا الا < ||ك|| < الجا ( + F)n < 1; por tanto, 
||T(:e 1 F) II = 1 y esto prueba que T es isometria. •

sea E un subespacio vectorial de ٦ لوA Sea X 0)) espacio normado.UN b٢٢ ؟
X entonces E* es linealmente isometrico a X* |E٥.
Demostración Consideremos la aplicación T : X* ح E* definida en cada f e X* 
por TU) = fE. Sabemos que T es lineal continua y abierta, además kerT = 210.
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Si بر ج  Bp será Tf e Be٠■ Si g e ج, por el teorema de Hahn-Banach podemos 
afirmar que existe 2 ا ع *» tal que Tf = g. Por tanto TB٠Y٠ = 2ر y podemos 
afirmar que la aplicación 7 : X* /E0 - E* es una isometria lineal y biyectiva. ,

-sea E un subespacio rectorial ce 960 لو X un espacio normado .د ة Aeokin
77410 de X entonces ٢X|E١* es linealmente isometrico a 70.

Demostración Consideremos la aplicación canónica ر: X/E. Tenemos 
que p es lineal, continua y abierta. Sabemos que, entonces, la aplicación dual 
p* : (iX/E)* ه X*, es un isomorfismo de (٦/7)" en (kerp)0 = E 0 y que ر٣  = 
HpII = 1■ Sea غ ع  (X/E)*; tenemos que IIp*f\\ < 1111ر■

Veamos la otra desigualdad. Sea 0 < ج; existe عة(ل Bxie tal que || اار — ح < 
1/0 + 7٣) = y también existe e E E tal que 1 *اا e|| < (1 + 1 ئ||)ع E|| <
He. Por tanto, 11/11 - ج < ١(0))*( = ١2(0+*(6)) = ئر*و| + ا)ة  < + 
Esto prueba que ||p*/n = 11/11. .

5.8 Dualidad y espacios producto
En esta sección estudiaremos los espacios normados producto y la dualidad eu 
estos espacios.

Sean X, Y dos espacios normados, recordemos que en el espacio vectorial pro- 
ducto las normas اا . 11 وم  II . ||p(p > 1) son todas equivalentes e inducen en X X Y 
la topologia producto. Consideremos en X X Y cualquiera de estas normas. Sea 
 es دلي X X Y la aplicación definida por 1(22) = (2,0). Tenemos que ب X : اي
una isometria lineal y por tanto que ٦ es isomètrico a V X 00, que es subes- 
pacio cerrado de د X y. De manera análoga deducimos que Y es isomètrico a 
00) X Y. Tenemos que las aplicaciones proyección, Pl : X X Y ب X, Pl (x,y) = X, 
P2 : X X y » y ?2 (؛y) = y son continuas y abiertas. Cuando consideremos 
el producto de espacios vectoriales estaremos suponiendo, como es lógico, que el 
cuerpo de escalares es el mismo para cada uno de los espacios.

Es sencillo entender que los resultados que se pueden afirmar en el caso del 
producto de dos espacios normados son también ciertos para el caso del producto 
de cualquier número finito de espacios normados.

Sea * نان رح  una familia no finita de espacios normados finito dimensionales. 
Consideremos el correspondiente espacio vectorial producto, X = niei Xi■ Tene- 
mos que X no es finito dimensional. Supongamos que اا . II es una norma en X 
que induce en X la correspondiente topologia producto. Consideremos para cada 
i ع I la proyección ن. Tenemos que Pi es lineal continua y abierta y
que Pi(Bx) c 011/*إ. Asi pues, si B = tenemos que ج* c 5.
Como B es compacto y 2* es cerrado deducimos que 79* es compacto. Esto no 
es posible para un espacio normado infinito dimensional.

Si los espacios ٦٠ tienen dimensión arbitraria bastará considerar un subespa- 
cio finito dimensional de cada uno de ellos para deducir que el espacio vectorial 
producto X = n يعد  no puede ser normado.
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Teorema 5.8.1 Sean Y, Y dos espacios normados, entonces (٦ *)* 69 isomor- 
fico aX*\Y*. Este isomorfismo es una isometria si, en X لا Y se considera 74 
noma w . Woo لا en X* <1* 66 utiliza la norma 0/ 1[ .اا bien al reues o también si 
enXxYse toma la norma اا ٠ con p e (1, too) y en X* X Y* la norma II . llg 
con q e (1, too), donde 1 = ث + غ /.

DEMOSTRACION
Definimos la aplicación ه : X* <1* (* X Y)*, en cada ى )و ج,  X* X Y*, 

por (/6,9) = 72, donde h es la aplicación definida en cada (m) de Y X Y por
,غة()/ )لأ - •(٣) + 9.)/(

Es claro que h es lineal y que

ا)ئجا)ا)^اكا)لأ,^ا<االأاالآااااا£اااا/اا < Ii(;r,y)ii٥٥(ii/Iii||y||).

Por tanto, h es continua y // < 1(2,9) 1 = || االاا + و|| ].
Por otra parte, dado 0 < ج existen X e Sx,y 6 Sy tales que ^(2:) y 9(2٣) son 

reales y D > ||/||—£/2,٠) > Se verifica entonces que = 1
y IWI > |/i(z,y)| = ,٠؟ /) = /() + é) > 11/11 + اارا - £. Por tanto, 11^11 :

ئ(ه,9اا) y ااواا +  - II(/, لا|)و- Es claro que ه es lineal y veremos que م 
es sobreyectiva. Sea h e {X X Y)* y sean /,و las aplicaciones /:,-٦ 
0 , لر(2)ت = ٠ ), g-.Y^K, 9(٧) = 72(0, ل). Tenemos que hg son lineales y 
que |/(x)| = |٠, 0)1 < 7) y 19() < ||h|H|y||. Asi pues, t y j e y*. 
Claramente, (,9) - h, yaque si (i,٠yxr es Mf, gl,y) = IHy) = 
h{x,y).

Supongamos ahora que لتبا es la misma aplicación y que en Y X Y se utiliza 
II . ||1 y en Y* X Y* se utiliza اا - Sean (,9) ع Y* X Y* y ه(,) = h. Si 
(a:,y)€YxYes

\n < i/(z)i 119(/) < H/Iiiizii t llyllllyll

هاا)هأ/(|ا٠ع(||٠اا|)/!٠ = (llzzll ه ||l|x)IK/Sp)llx كا

Por tanto, < ال ,ل( 9) مم . Por otra parte, sea 0 < ح y supongamos que 
K/,ff)H٥٠ = 11/11· Existe •م e 5* tal que ئ() es real y (٤) > 11/11 - =. Se tiene 
entonces que |1 = ا(0ا|ا  y 17 > /)(,) ا = ه(/ > 11/11 =£- - ج٠  
Asi pues podemos afirmar que //) ال = ال ,(9) مم . •

Sean X X-2.Y ,Y2 cuatro espacios normados sobre el mismo 
 es إγلالآson isomorficos entonces x *,[ا son isomorfi eos ء*,[ Si .آ 006/00
isomòrfi co a *72 ء م .

Demostración En efecto, sea ]:٦] una aplicación lineal y biyectiva 
tal que para ciertos «1 > O,Z?1 > 0 se verifica que 0] < ||3/ > ||(اي)ت], si 
X ع Yi- Sea 2 :7] 19 una aplicación lineal y biyectiva tal que para ciertos 
«2 > 0,^2 > 0 se verifica que a2||y|| < \My)\\ < /3ر, si y € Y1٠
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Consideremos la aplicación h : Ai x Yí ه A2 x ٢2 definida en cada (x, y) g 
Ai x por h(x,y) = (91ر (x), 92ر (y))· Es claro que p es lineal y biyectiva. Sean 
a = mín( ٥؛ i,a2),ر٥  = máx(/3i, /32). Si (x,y) e X\ x Yi se verifica que

٠i(y)II،>|| + x|| + a\\y\\ < oi||x|| + a2\\y\\ < ||^iWII؛||x,y)||i = o٥(||؛
= \\h(x,y)||i < Z?i|HI +/32||y|| < /3110,y)lli·

Esto prueba que h es isomorfismo. ■
Es evidente que el resultado anterior se puede generalizar a cualquier producto 

finito de espacios normados.

Teorema 5.8.3 Si X es alguno de los espacios: Ioo,c,cq,Ip{p > 1), entonces 
X x X es isomórfico a X.

Demostración Veamos primero el caso X = 1^; el caso c0 es similar. Conside
remos la aplicación 9;: !٠٠ x ،٠٥ l٥٠ definida por p(x, y) = z, donde, para n e N,
es z(2n — 1) = x(n) y z(2n) = y(n). Es claro que ||99(t,y)|| = ||(x,y)||oo y que 
p es lineal. Veamos que p es sobreyectiva, sea z 6 lx y sean x,y e 1^ tales que 
x(n) = z(2n — l),y(n) = z(2n). Claramente se tiene que p(x,y) = z.

Para el caso X = lp definimos la aplicación p : lp x lp de igual manera y 
consideramos en lp x lp la norma || · ||p.

Para el caso X = c sólo hay que tener en cuenta que c es isomórfico a cq. ■

Definición 5.8.4 Un espacio normado X se dice que es estable si X x K es 
isomórfico a X.

Teorema 5.8.5 Los espacios Zo٥,co,c y lP,con p > 1, son estables.

Demostración Estudiemos el caso de Zoo- Sea <، ٠ : /٥٥  x 1K /٥٥ la aplicación 
definida por p(x, ٨) = z, donde z{l) = A y z{n) = x(n — 1) si n > 1. Tenemos que 
p es lineal e inyectiva. Si z G loo y (y es tal que x(n) = z(n + 1), si n G N, y 
A = z(l), tenemos que ^(x, A) = z. Por tanto, p es biyectiva. Si consideramos en 
Z٥o x K la norma || ■ ||٥o, es evidente que ||؛Xx, A)|| = ||(x, A)||o٠, si (x, A) G ¿٥٥ x K.

Los casos cq y ٥ son análogos al caso Z٥o٠ Para el caso de lp definimos la 
aplicación p de igual manera. Si consideramos en lp x K la norma || ■ ||p podemos 
deducir que también p es una isometría. ٠

Nota 5.8.6
Sea X un espacio normado, el problema de cuando X x X o X x K son isomór- 

ficos a X es un problema histórico que ya fue planteado por el propio Banach en el 
texto “Théorie des opérations linéaires" (1932). Si X es finito dimensional es claro 
que esto no es posible; Así pues, el problema se reduce a considerar los espacios 
X que sean infinito dimensionales. En su momento se probara que si I = [0,1] 
entonces X = C {I) es isomórfico a X x X y a X xK.

El matemático R.C. James, en 1950, obtuvo un espacio de Banach X, de 
dimensión infinita, tal que X x X no es isomórfico a X {“Bases and reflexivity 
of Banach Spaces" Ann. of Math 52, 518-527). El espacio X que James obtiene 
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tiene la propiedad de que si consideramos la aplicación canónica j : X X** se 
verifica que j(X) = X es de codimensión 1 en !٠١: es decir, existe x** G I٦Á 
tal que X + £(x**) = X**. Si X fuese isomórfico a X x X sería X* isomórñco a 
(X x X)* = X* x X*. Por tanto, X** sería isomórfico a (X* x X*)* = X** x X**. 
Se puede demostrar que entonces existe un isomorfismo T : X** —> X** x X** de 
modo que T(X) = X x X. Así pues, sería X x X de codimensión 1 en X** x X**; 
sin embargo, en realidad es de codimensión dos. La cuestión relativa a X x K 
es todavía más compleja, pero fue resuelta negativamente por Kalton en 1979. 
Gowers es un destacado matemático que ha obtenido importantes resultados en la 
década de los 90 en temas relacionados con los anteriormente citados.

TEOREMA 5.8.7 Sea X un espacio normado y sea f : X —> K una aplicación 
lineal y continua. Si f y 0 entonces X es isomórfico a ker f x K.
Demostración Sea e G X tal que /(e) = 1. Para cada x G X tenemos que 
x - f(x)e G ker f. Consideremos la aplicación T : X ٩ ker / definida en cada x € 
X por Tx = x — f(x)e. Es claro que T es lineal y que ||Tx|| < ||،e|| + ||/||||x|| ||e|| = 
||^||(l + ll/llllell), si z G X. Consideremos la aplicación 7j : X ٦ ker / x K definida, 
en cada x G X, por T^x = (Tx^{x)). Se tiene que T^ es lineal y continua. Si 
TiX = Tiy se cumple f(x) = f(y), T(x) = T(y). Por tanto, x - f(x)e = y - f(y)e 
y será x = y, por lo que T^ es inyectiva. Sea (z, a) G ker / x K y sea x = z + ae-, 
entonces, /(x) = f(z) + af(e) = a y Tx = x — f(x)e = z + ae — ae = z. Por 
tanto, Tjx = (z. a) y tenemos que T^ es biyectiva. La correspondiente aplicación 
inversa es Tr! : ker f x K ٩ X, TT1 (z,a) = z + ae. Es sencillo comprobar que 
T^1 es continua (si lim(zn, an) = (z, a) entonces lim(z„ + ane) = z + ae). ■

Teorema 5.8.8 Sea X un espacio normado entonces X es estable si y sólo si X 
es isomórfico a cada uno de sus subespacios cerrados maximales.

Demostración Sabemos que en un espacio normado los subespacios cerrados 
maximales son de la forma F = ker f, con f G X*, y que son todos isomórficos 
entre sí. Si X es isomórfico a un subespacio cerrado maximal F = ker f, f e X*, 
entonces X x K es isomórfico a F x K, que es isomórfico a X.

Recíprocamente, si X es estable entonces existe un isomorfismo T : XxK —> X. 
Tenemos que X es isomórfico a X x {0}; si F = T(X x {0}) tenemos que la 
aplicación T : X x {0} ه F es también un isomorfismo. Probaremos que F es 
subespacio cerrado maximal de X. Consideremos la aplicación / : X x K —> K 
definida por f(x, a) = a. Es claro que /T-1 G X* y que F = ker(/T-1). ■
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Tema 6

Topologías débiles en un 
espacio normado

6.1 La topología *-débil sobre el dual de un 
espacio normado

6٠1.1 La topología *-débil. Propiedades fundamentales
Comenzamos recordando algunos conceptos que suponemos que ya han sido estu- 
diados. Sea una familia de espacios topologicos y consideremos el espacio
topologico producto z = 112. Un entorno abierto de un elemento (:):رع de 

iei
z es un conjunto de la forma 11 Mi de modo que existe Jal finito tal que si

i ع I\J es Mi = ة y si í ع ن  es Mi un entorno abierto de ai en 2.
Sea X un espacio normado y sea K el correspondiente cuerpo de escalares. 

Para cada xa denotaremos por كلآ a K con su topología usual. Consideremos 
el espacio topologico producto n يك y observemos que el conjunto n [٣ no es

* عد
otro que سل = {f : X ب K : f es aplicación}. Por tanto tenemos que ٦", el dual 
de X, está contenido en K*. Podemos considerar en X* la topología inducida 
de la de [٨ esta topología es llamada topología *-débil de X* y será también 
denotada por (٦)6 6 (ت*,+) o bien Thw

Sea 0 ج ٨ : un entorno de 0 para la topología *-débil será un conjunto de la 
forma

م)!!(-«

de modo que existe 2 , ,]ت ٠ ٠ ٠ ;„} c ٦ tal que si 2•*,رت ل, es Mx = K y si 
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i e {1,...,»} es MXi = U(fo(xi),£i), para ciertos > 0,...,en > 0. Por tanto, 

U = {f e X* : ¡f(xi) - /o٠z٦)l < si ¿ € {1,2,... ,n}}.

Si e > 0 es tal que £ < mín{٢2 ,!؛> ■■·^n} es evidente que U contiene al conjunto

{{n, ٠ ٠ ٠ ,i € {1 ؛ - ر00؛) < ٤ *f € X}
= {f e X* : \f(^Xi) - fo(^Xi)\ < l,í e {l,...,n}}١

que será también entorno de 0ر· Denotaremos

B(f0;Xí,.. .,xn;e) = {f eX* : - /oO¿)| < £ si i 6 {1,... ,n}},

y denotaremos por U(fo',xi, ■ ■ ■ ,Xn\£) al conjunto que se obtiene al sustituir < por 
<٠ Si e = 1 denotaremos, respectivamente, estos conjuntos por B(fo;xi,... ,xn} 
y U(f0;xi,... ,xn).

Es sencillo entender que la familia

{0 < rn} C X,n 6 N,s.,؛ ..,i؛B(f0;xi,.. .,xn;s) : {a}

es una base de entornos de ر٥  para la topología *-débil. Además, observemos que 
todos los conjuntos de esta familia son convexos. Es sencillo comprobar que la 
familia {B(f0;xi,... ,xn) : {xi,..., xn} C X,n € N}, es también una base de 
entornos de ر٥  para T*-w. Observemos que

B(0;X!,..., xn) = {f E X* : ٠،)| < 1 si ¿ € {1,..., n} = {□؟i,... ,xn}°.

Así pues, en la topología *-débil los polares de los conjuntos finitos de X constituyen 
una base de entornos de cero en X*.

De las propiedades de la topología producto se deduce que el espacio (X*, 
es regular y de Hausdorff. Si {fa}aei es una red en X* se verifica que lim/a = 0ر 
en T*_w (*-wlim/a = fo ó (Ja) es *-débil convergente a fo) si y sólo si para cada 
x & X es limمر(x ر = ر o(م Este hecho también se puede deducir directamente aEl
observando cómo son las bases de entornos en T*-w.

Es sencillo comprobar que cada conjunto B(fo; xi,... ,xn;£) es *-w cerrado y 
que cada conjunto U(fo', xi,... ,xn : s) es *-w abierto.

Si A es un subconjunto de X entonces su polar: A° = {f E X* : |ر(α)| < 1 si 
a E A} será *-w cerrado en X* ya que A° = |٦eA B(0; a).

En ocasiones a la topología de la norma en X* la denotaremos por 7j|.|| para 
distinguirla de la topología T*-w.

Sea 0ر G X* y consideremos la aplicación traslación,

p: (X*,T*_W) -٠ (X*,T^W),

definida por = f + fo- Es sencillo ver que <p es un homeomorfismo. Análo
gamente, sio؛eKy ٥؛ y0؛ entonces la aplicación homotecia, H : (X* ,T*-™) —٠ 
(X*. H(f) = af, es también un homeomorfismo. Finalmente, si x E X es 
claro que la aplicación x : (X* ,T*-w) ٩ K, ٩ر ) = es lineal y continua.
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TAOiAN 6.1.1 860 X un espacio normado entonces en X* se verifica qneT*-™ ح
T\\.\\. Como consecuencia, si A es un subconjunto 46 X* tenemos que cl\\\\٢A 07-*و)( ،ذ٠)د(ا c 1/1 اا(4.)١ ع
Demostración Sea A c X* un conjunto *-w cerrado; probaremos que es ce
rrado en norma. En efecto, si (/n)„eN es una sucesión en A que converge en 
norma a /o tenemos que lim fn(x) = fo(x) si x G X y por tanto *~wlim/n = /□; 
así pues /o G A. Desde aquí podemos deducir ya que T*_w c 7jj.|| pero lo 
razonaremos directamente. Sea fo G X*, todo entorno de /o en T*_w con
tiene a cierto U = U^x-t,... ,xn;e) = {f G X* : \f(xi) - /o(؛e؛)| < e si 
i G {1, · · · ,n}} = A"=i ^1(U^fo^Xi), ٤)))· Como U es intersección de un número 
finito de elementos de Tu ¡| será U G T¡¡ ¡|. ■

Teorema 6.1.2 Sea X un espacio normado. La topología *-débil es una topología 
vectorial en X*.

Demostración Sea {(fa,9a)}aei una red en x (X*,Tt^w) que con
verge a (/o,5o)· Tenemos que *-w lim fa = /o y *-w lim ، ر٥  = go٠ Por consiguiente, 
si x G X es

1( +92)*() = )*(أذا = 0)ي جا0(2)ئ = (0+90.)*()
Por tanto *-w J™،7a + 9a) = /o + 5o·

Sea {(tQ, fa)}aei una red en Ex (X*, T.. . w ) que converge a (íq, ر٥ )· Tenemos 
que lim(tafa)(x) = ٢limiQ ١ ٢ lim/Q(»J = tofo(x).

Teorema 6.1.3 Sea X un espacio normado y consideremos la familia de aplica
ciones H = {x : X* —> E : x G X}. La topología T*-w de X* coincide con la 
topología inicial T en X* para la familia H.

Demostración Para cada xeX tenemos que la aplicación * : (**,-1(ر 
es continua y esto significa que 1 c T*-w Sea (%٥4)7 una red en ٦* que converge 
en a cierto ا0 ج  A*. Para cada xeX será lim xlja) = ة( o) es decir a€l
lim سع = عء(ع ) y por tanto lim fa = 0 en (.r,7٦i). Desde aquí se deduceح]
que si 4 es cerrado para lo será para T y por tanto 2*- c T. ٠

Nota 6.1.4 Sea X un espacio normado n-dimensional, sabemos que en X todas 
las normas son equivalentes. Fijamos en X una base B = {e ..., 0ر y si X G 
* denotamos por ,...,ي(1)ه )) sus coordenadas respecto de B. Es sencillo 
comprobar que lAII = +··■ + 1 ٨)(٣ ) es una norma en Sea ( ٠)*٤ [] una
sucesión en A y £٥ G A. Si lim مد = £٥* , para la topología de la norma, entonces خ—>OO

n^) اا*" como para cada cumple que

0إ(ض|ة-):2هت«1ة11ص-ض1,ا
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deducimos que lim •<(٤) - :0ئ) si i e {1, ٠ ٠ ٠  ,1. Supongamos ahora que paraحب* حج
cada ¿e{l,...,n}es lim 3*()- 20 (٤). Entonces,ححجة

lim [|1)0 - (1)ي) t - - - ا |a;k(n) - *0())] = 0

y podemos deducir que limfc»oo II xk -*0- 0.

Teorema 6.1.5 Sea ٨ un espacio normado, entonces 60 X* 96 verifica que Til.II = 
**- ر 8% لا  solo si X es finito dimensional.

Demostración Si ٦ es dimensional tenemos que X* también será n-dimensional, 
Sea و,...,]ئ„} una base de X*. 81٤** denotamos por ر/(ي su coorde- 
nada 1-ésima respecto de esta base. Sabemos que existe {e ..., 6ر, una base 
de X, tal que وة(ح) = si ز ز,  e {I,...,„} y esto significa que si f e X* es 
/(2); = ( ٥غ ). Sea (٤٤) una red en X* que converge en 7*-س a 0 entonces para 
cada ¿ e {1,2,... زم tendremos que )عزا ع! ) = es decir, غ!(/) = ¿(o).
Por tanto, deducimos que converge en norma a /0. Desde aquí es sencillo
probar que ال II c 1-.

Supongamos que X es infinito-dimensional tendremos que X* también será 
infinito-dimensional. Sea cXy consideremos el correspondiente
{Í1,...,Í„} c X**; probaremos que n^keráí¿ -60 ء). En efecto, supondremos 
que *],...,*لر es libre (ya que en otro caso trabajaremos con el consiguiente 
subconjunto libre maximal). Existe ٢/],..., / c X* tal que *;(6 = (ز, para 
٤ أ,.,(/ Como diml* > n, existirá g e X* tal que g أ*,.,) e ز, »). 

Sea h = g — ٤٤(0)/٤. tenemos que verifica Xj(h) =

Xj^g) - = 0. Por tanto, h e يعم ker يئ.
Tenemos que Bx٠ es entorno de cero para la topología de la norma en X* 

pero probaremos que no es entorno de cero para *-ور. En efecto, si existe B = c 73* tenemos que B contiene a E = rli ker غ¿ que es un 
subespacio vectorial de X* distinto de 10) y que, por tanto, no es acotado; esto 
contradice que E c ط . ٠**

6.1.6 Si, X 69 I espacio de Banach infinito dimensional entonces el 
espacio X,T*-^ no es primer axioma numerable (IAN); es decir, no satisface 
el primer axioma de numerabilidad.

Demostración Supongamos que (*,*س) es IAN. Sea {An}neN una base 
numerable de entornos de cero. Para cada ne N existe un subconjunto finito

de X tal que { .يجل ,...,يزم = Dn

B(O; ٥)„ = ج(0لاعئ; ,· .. ,ZiJ -7 عغ 1٤(2٣ا) ؤ 1 ع: , c ه
Tenemos que D - es un conjunto numerable que denotamos por ٢د » :
n ج N}. Sea عم consideremos B(0r); es claro que existe m ع N tal 
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que B(O;xi,.--,xm) c B( 0,4 Probaremos que si F = rti ker Xi entonces 
F c ker 4: esto probará que íe£(í 1,·■·, ím) yx& ٤,...,]•( بك , por lo que 
seria X = UmgN'C^b■■■’؛،'™) y esto, por el teorema de Baire, contradice la 
completitud de ٦ (obsérvese que E c B(0; 21,..., Xm

Supongamos que /ع ker Xi y que f(x) = 070. Tenemos que existe /ع* 

tal que ١(91 < ٤) = اوا اما , con lo cual seria ام G p y PU B(O;4 lo que no
es posible.

 X 1 espacio normado. Si Y es 0)1 subespacio rectoriai de دده 800
X* entonces Y separa pitos de X si 6670 لأ si Y es 1 *u denso en X* .

DEMOSTRACION Supongamos que Y separa puntos de X. Sea f ع X* y sea 
19( xn) un entorno *-te de : demostraremos que 73(: 0 ]م *م)», ل[,..., .
Supongamos que {1 ..., لر es un subconjunto libre maximal de {x¡,..., 
Sabemos que existe {hir ■ ■ ,hm} c * tal que 7: (2) = 5 si غ ز ع,  {!,... ,m}.

Consideremos g = أ(*,)/,. Se tiene que 9 ٤١٧ para j ء {!,...,m}, sea 

(,) = /(,,). Como los restantes ر, de (ر٤  ..., ..., Zm} son combina-
cion lineal de {1 ..., Zm}, podemos deducir que 9(•4/ = ( ت٤ ) si í ع {1,...,ر .
Por tanto, g G ( ز م ],...,*

Supongamos ahora que Y es un subespacio vectorial de X* que es *-w denso
0 y consideremos / 1)?□(ر | = ٥؛ en X* y sea x G X con x Y 0. Sea / G X* tal que

B = B(f;x; §). Existe g G BOY y se cumple | ٠|) > ؛(/| c)| — \f(x) — g(x)\ > 
a — ٠ = 70 ؛. Así pues, Y separa puntos de X (obsérvese que no ha sido precisa 
la hipótesis de que Y es subespacio vectorial de X*).

Nota 6.1.8 Sea X un espacio normado. Como X** es el dual de X* tenemos 
que en X” podemos considerar la topología *-débil o topología ít؛X٦4■ Ob
servemos que X es un subespacio vectorial de X" que separa puntos de X*. Por 
tanto, podemos afirmar que X es *-w denso en X**. Observemos que si X es 
completo se cumple que cZ¡¡ ¡|(X) = X y que cl*-w(X) = X”. Por tanto, si X 
no es reflexivo es cl^ ¡|(X) /٦ cZ*_w(X). Finalmente, observemos que, como X* es 
un espacio de Banach, podemos afirmar que si X es infinito dimensional entonces 
(X*٠,T*_W) no es IAN.
Teorema 6.1.9 Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto numerable 
de X*.

a) Si /(4) es *-w denso en X* entonces es separable.

b) Si A separa puntos de X entonces (X* , T٠_w) es separable.

Demostración
a) Denotemos A = {fn : n G N} y sea M = {A1/1 + · · · + Anfn : n G N y 

(٨i,..., ٨n) G Tn}, donde, en el caso K = C

Tn = {(٨i, ■ ٠ ٠, ٨ n) € Cn ٠ Be Ai G Q, Im Ai G Q, i G ¿1, ٠,.. ٨ر }} 
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y en el caso K = R es Tn = 00. Claramente tenemos que M es numerable. 
Sea f ع X* y sea B = B(J\xw,Xn} un entorno *-w de f. Consideremos 
B' = y, como B' es entorno » de f, tenemos que existe un
elemento h = a 11- . ■ + amfm de /(4) tal que h 25 ع. Consideremos el conjunto 
de números

y sea £ > 0 tal que £ es menor que una cota inferior de H. Sea (Al,..., Am) ج Tm 
tal que si 1} € ’ز,..., m} es زها — اود  < £.

Sea k = ٨]] + ·■· + A mfm■ Tenemos que fc e Ai y, si ¿ 1} ع,. . ., n},

):نه(* - ):(/ < ليص| - 72(٣) t )د(// - 7)(
= t اه| — Ail ١/٤)*( ٠ ' - - ا »ها - الد ا)(«»را كا 2 ب 2 : 1’

Por tanto, se tiene que k e B.
b) Es consecuencia del teorema anterior y de a), ya que /(4) es un subespacio 

vectorial de X* que separa puntos de ٦: por tanto, (4) será *- denso en *" y, 
como 4 es numerable, podemos afirmar que (X*,Tu} es separable. •

 -el conjunto de las 49100 ء Sea X 17 680000 normado sea تلا 6.1.10
ciones h : X* 0 ح lineales لو continuas. Se uerijica entonces que

Demostración
Es claro que ٤ es un subespacio vectorial de X** tal que ل ح . Supongamos 

que ه ع  que ٧٤٤٦, con lo que ه*. Para cada tenemos que ٢ زوي  
es libre y por tanto existe f ع X* tal que () = 0 y 0 - (/)ج. Por consiguiente, 
existe f ع ker<al que 0 ٤)د( لء ; esto significa que kermes un subespacio vectorial 
de X* que separa puntos de X. Por tanto ker^ es *- denso en X*. Probaremos 
ahora que ه : ,**(2)* ب  K no es continua, lo que está en contradicción con 
que عص/. Sea /0 ع X* tal que 0 ه ء)/( . Existe una red (لططر en keríp tal 
que *-w km / =0. Por tanto, tenemos que *-w fim (0 = (أ y (0*2 (أ •

Teokbn اداه Seaun espacio normado. Si F es un subespacio sectorial 06 
X* entonces 7*-س() - (Fo)O.

Demostración Consideremos la aplicación canónica p:X^ I/Fo٠ Tene- 
mos que p es lineal, continua y sobreyectiva y, por tanto, la aplicación dual 
p* : X/Fo)*(kerp)0 = (Fq)٥ es un isomorfismo. Esto prueba que para cada / e (10)0 existe un único f e (*/ا)* tal que [0*() = : es decir, fop = f■ Los 
entornos *-س de 7 son de la forma A = (g e (X/Fq)* : 1 > (و - ٠ا)لئ*:( , para 

donde ٢٣],... c X. Sea عئ=ة (Fq)1 > ( ٥ : ا )زند( - (*٤ , 
para ¿e{l,..., 9/1. Claramente 2 es entorno *-w de f en (70)0. Si و ع د  enton- 
ces p* (ى) = gop ع B. Por tanto p*x) c B y es también claro que (ر*)-() c A; 
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por consiguiente, p* es un homeomorfismo de ((X/Fq)*, T٠-w) en ((Fq)°, T*_w). 
Por otro lado, tenemos que F c (Fo)° y probaremos que (p*)-1(F) = {f ■ f & F} 
separa puntos de X/Fo, por lo que es *-w denso en (X/Fo)*. De aquí se deducirá 
que F es *-w denso en (Fo)° y por tanto cZ٠_w(F) = (Fq)0. Si x € X/F٥ y x 70 ؛, 
existe x 6 X ٦ Fo tal que p(x) = x-, así pues existe / € F tal que f(x) 70 ؛ y, como 
J^px) = f(x) 70 ؛, hemos concluido la demostración. ■

Como primera consecuencia del teorema anterior tendremos que, si F es un 
subespacio vectorial de X* que es *-w cerrado y f e X*\F, entonces existe ؛cq € Fq 
tal que /(؛ro) 7 ؛ ٥ ■ Observemos que si F es subespacio vectorial de X* entonces 
F es *-w cerrado si y sólo si F es el anulador en X* de un subéspacio vectorial de 
X (concretamente del anulador de F en X).

٦0%]1٧1٨ 6.1.12 900 X 00 espacio normado entonceses separable si لؤ solo si 
.es metri able (س-*,,*)

Demostración Supongamos que X es separable y sea ٢3» : n ع N} subconjunto 
numerable y denso en 2*. Para cada Bx٠ definimos

00 1
ى/،١ )ج = )««(/ا** - ا)»(

Observemos que si d(f,g) = 0 será (3 ),ت = 9م*(٤ ,) para cada neNy por tanto 
f = g en 75* asi pues, f = g. Es sencillo comprobar que d es una métrica en

٠**3
Veamos que la topología inducida por esta métrica en Bx٠ coincide con Tu.
Sea IV = B(/o; ع b···, Zk) n Bx· un entorno *-w de /0 ج ج ■ Sea a > 

maxiWzjli ع {1غ..ل }} y, para » e {1,...ض}, sea » = ة,. Tenemos que
ya que si آ/, c nBx؛;٠(Jí,...iíft؛sií>0ye<-se verifica V = B(Co

¿ e {1, ...,&} y|/( ص - %5ا)لا( ك  e se cumpliría زة(/ا - 70(2) كعك( ] además, 
{y 1,..., [ل c 2*. Para cada í 1} ع,..., fe} tenemos que existe n؛eN tal que 
||yi - Xm II < 4■ Sea r > 0 tal que r < )٠٤٢1: إجإغ,..., fe}}. Probaremos 
que si u = {/ e 3* : d(/Jo) < r} entonces u c V. En efecto, si / e u será 
4(» 0) < r y, por tanto, para cada i e {1,..., fe} será 2*(* ٣٤«٤ ) - o(zf؛)| < r. 
Por tanto, si 1} ي ع ,..., fe} será|/(٠> (،•)0 — كئy tendremos que

I/(ص - o(y¿)| : 1(/ - o)(y¿)l اك(/- foKyt - 4 |ل ا  I(/ - %5)(*٤)
ة (11/11 ا11ا0ا1اؤ) ؤ ة ;ع

asi pues f e V. Por tanto la topología de la métrica es más fina que
Consideremos ahora /0 ج ط * y sea [-13 ع ٦ » : d(f, /0) < [1( > 0) un 

entorno de /0, para la métrica d. Sea 0 < ع tal que ع < ؤ  y sea fe e N tal que 
2] < Tenemos que V = F(/o; /3*, es entorno *- de /0 y, si
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feV,

ئ 2 ر:1 2
بغك2■مئبق<لح+عج[

i^fc+1
Por tanto, V qU. Esto prueba que (*,*-س) es metrizable.

Reciprocamente, supongamos que Bx, es metrizable para la topología *-w y 
demostraremos que ٦ es separable. Para cada n € N, sea

^^,Bx٠d٧^لاً 5

y sea Vn un entorno *- de cero en Bx٠ tal que Vn c Un y Vn es de la forma 
= { ن ج 2*٠ : ا)ي/ا  íUe 4, donde ع c X es finito. Sea M = خا€هل ; 

tenemos que M es numerable. Se verifica que n„gN^n. c n„eN^n = 001. Por 
tanto, si و e 15* verifica = 0 para cada X e M, tendremos que g 0/ ع ٧٦/٤  
y será 0 = و. Es claro entonces que (ا/ال) es denso en X y que, por tanto, X es 
separable. ,

6.1.2 Conjuntos *-débil compactos. Teorema de Banach-
Alaoglu

Teorema 6.1.18 [Teorema de Banach-Alaoglu]
Si X un espacio normado entonces Bx٠ es *-débil compacto.

Demostración Para cada X&x sea مل = {A e K : 11 > ادا: tenemos que 
7 es un subconjunto compacto de K. Consideremos el conjunto D - 11* 70 
con la correspondiente topología producto; por el teorema de Tychonov, tenemos 
que D es compacto. Observemos que D es el conjunto de las aplicaciones de ٨ 
en K que tienen la propiedad de que /()ا < si X € X; asi pues, 2*» es 
exactamente el subconjunto de D formado por las aplicaciones que sean lineales.

En 2*٠ podemos considerar la topología *-رس, que hereda 2*٠ de la topología 
*-débil de ك*. Además, en Bx٠ también podemos considerar la topología T, que 
2** hereda como subconjunto de D. Probaremos en primer lugar que 2 = 7*-.

075* un entorno de f para !,.■·ع;«ش( Sea f e 75* y sea V = U(f;x
7*-. Observemos que / = n Bx٠, donde 7 = ا, para X ج

,]تها ... ؛, *r„}, y Mx = si 1} ي ج ,... , n}. Asi pues, es claro que V
es entorno de f para la topología T. Por otra parte, sabemos que todo entorno de 
f para la topología 7 contiene 2 un conjunto de la forma 77 = (11 ا*) nBx·, 
donde existe cierto subconjunto finito *ت], ... ,a;„} de A de modo que /1 = وي 
si X ج *م ,]مس لعرح , y ٤ = 77((*), 0 < زع زع(, , para i 1} ع,...,„}. Sea 
e > 0 tal que e < ع¿ si i € {1,..., n}. Tenemos que u = u(f;x 1,..., *, e) n Bx· 
es un entorno de / para *-ر y es claro que u c W-

132



Para finalizar la demostración bastará con probar que 2*٠ es cerrado en D para 
la topología T. Sea ج م !(*»). Para probar que / G B/٠ bastará con probar 
que / es lineal. Sean 20, yo G X y sea 0 < ع. Consideremos w = 11* 01, donde 
Air - /0, si X G ٠x\{2o yo,20ت t yo}, = U(f(x o),£3ر), Myo = U(Z(yo),£/3) 
y 3/ م+ميإم = ((30 + ع,سأ ). Tenemos que آآ es un entorno de / y, por tanto, 
existe g G 15* tal que g G 11. Tenemos entonces que

.yo)| < e/3 + يرyo) - 0 + يواy(yo)-/(yo)l<e/3, 0| ,/ك 1(20)- (0•)19

Por tanto.

ئ(/|yo/) + (0) ي/-yo + 0؛)
= |/(xo) ا /(yo) - 9(2٠01 م0) -- 9(0) ا  yo) - /01ي yo), 
< (2٣0) - 9(200) t /(0) - 9(200) + + yo) - ث ا)*  yo)l < ع.

Esto prueba que /(20 ا yo) = ،(•0) t/(yo). De manera similar se demostraría 
que si تن G X y a G K es /(axo) = af(xo). ■

.Nota 6.1.14 1.- Seaun espacio normado. Si / G 2** y a > 0 tenemos que 
2(/, ٥) = / ٠ ه * es *-w compacto. Si M c X* es acotado, para la norma, 
existe m G N tal que M c mBx* y por tanto c -™(Ai) c mBx* y será c -w(AT) 
un conjunto acotado y *-w compacto. Por tanto todo conjunto acotado que sea 

cerrado será *-رل compacto.
Observemos que X* = UnGN nBx* y, como nBx· es *- compacto, deducimos 

1, * و (٦ *) es de LindelSf لا por tanto también sera normal, (105 espacios 
regulares de Lindelóf son normales).

2.- Consideremos 211 con la topología T٠-w, que induce la topología *-débil 
de ¿1, como dual de 0. Por otro lado, como Sq está contenido en ومما podemos 
considerar en Bii la topología 1 que induce la topología *-débil de ومما como dual 
de 7]. Probaremos que 711 es cerrado en 70.

Consideremos la aplicación identidad 1 : (735)(-*1,1رq,T). Un entorno 
de (2) = •م en el espacio final es un conjunto de la forma

٧)( - *٣ : yG Bii} = (q,...,a: eم: 2) (*) < e, ¿ G {1,..., 701.

Como 7] c 0؟ es fácil entender que la contraimagen por i de este conjunto es un 
entorno de 3 en el espacio inicial. Por tanto i es continua y deducimos que Bh es 
*1 compacto en م: por tanto será *-tu cerrado y también cerrado.

6.2 La topología débil en un espacio normado
Sea X un espacio normado. Por medio de X hemos definido en el espacio dual 
X* la topología *-débil, que hemos denotado por 7*- o por (خر*,*). También 
podemos definir por medio de X* en su dual *" la topología *-débil, que deno- 
taremos por TUi o bien por 6( ٦٤,*٦ *). Por medio de la aplicación canónica 
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j : X ٩ X”. tenemos que la topología *-débil de X** inducirá en X una topo
logía, que denominaremos topología débil de X, y denotaremos por Tw o bien 
por a(X, X*).

Sea xq & X, una base de entornos de xq en Ia topología débil estará formada 
por conjuntos de la forma■

B(x0;A,·· ■ ,fnX) = {x E X : \fi(x) - ٨(xo)| < £3 e {1, ■ · ■,«}},

donde e > 0 y {٨,..., /„} C X*. Denotaremos por U(xq; fi,..., fn; e) al con
junto que se obtiene al sustituir el anterior < por <٠ Los conjuntos de esta 
forma constituyen también una base de entornos para xq en Tw. Observemos 
que todos estos conjuntos son convexos. Si e — 1 denotaremos a estos conjun
tos por B(x0■ fi,..., fn), o bien por U(xo\ fi,· ■ ■ , fn). Es fácil comprender que 
tanto {B(x0',fi,■■■ ,fn) ؛ {A,··· , fn} C X*,n 6 N} como ٠0;A,·" , fn) : 
{/i,··· ■fn} C X*,n & N} son base de entornos de x٥ para Tw. Por tanto, los 
polares en X de los subconjuntos finitos de X* constituyen una base de entornos 
de 0 6 X para la topología débil.

Observemos que si (xa}aei es una red en X entonces (xa)٠el converge a xq € X 
para la topología débil (es débil convergente) si y sólo si lim/(x٥) = /(xq) para a£l
cada f 6 X*. En esta situación pondremos wlim„،؛/ x٥ = Xq.

Es fácil comprobar que todo conjunto de la forma B(x0-, fi, ■ ■ ■, fn'x) es débil- 
cerrado y que los conjuntos de la forma U(xq', fi,..., fn;e) son débil-abiertos.

Si A es un subconjunto de X* entonces su polar en X, es decir, A٠ = {x G X : 
|/(x)| < 1, / G A} es débil cerrado ya que Aq = r٧SA٠B(0; f).

Si f G X* es claro que la aplicación f : (X, Tw) —> K es continua.
Sea a £ X y consideremos la aplicación traslación

ra : (X,TW) ٩ (X,TW),

definida por ra(x) = x + a. Es sencillo ver que ra es un homeomorfismo. Aná
logamente, si a € K y a / 0, entonces la aplicación homotecia, Ha : (X, Tw) ه 
(X,TW), Ha(f) = af, es también un homeomorfismo.

Teorema 6.2.1 Sea X un espacio normado entonces se verifica que Tw C lji y- 
Si A c X se verifica que cl^ y(A) C clw(A), Intw(A) C Int^ y(A).

Demostración Este resultado es consecuencia de que la topología débil de X es 
la inducida por la topología *-débil de X**. Sin embargo, nos parece conveniente 
razonarlo directamente.

Si A C X es débil-cerrado y (xn)neN es una sucesión de A que converge en 
norma a x G X tenemos que para cada f G X* es lim/(xn) = f(x)■ Por tanto, 
wlimxn = xy será x G A. Observemos que si x٠ G X, entonces todo entorno de 
x٥ en la topología débil contiene a un conjunto de la forma

U(x0; f1,··■, fn'X} = ٩/٢1(^(A(Xo)؛£))·
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Es claro que este conjunto es un entorno abierto de xq para la topología de la 
norma.

960 X 09 espado normado entonces 76 topologia débil es una 
topologia uectorial en X.

Demostración Si {(xa,ya)}aEi es una red en (X,TW) ٦,1) ا) que converge 
a (o yo), tenemos que wnjia = lo y wHm yQ = 10. Entonces si ر e X* se 
verifica que

Hm/(^ + ya) = + Hm/(^) = f(x0) + /(y0) = /(،Eo + yo)·

Por tanto tenemos que w lim(؛ra + Va) = xo + Uo-
Si {٨a,؛roj«e/ es una red enKx (X, Tw) que converge a (A, ^٥) tenemos que 

si f G X* es

Hm/(A٠,xa) = ٢fimAaj ٢fim/(a;٠٥ = Xf(x0) = f(Xxo)■

Por consiguiente, w lim Aaa ؟٥ , = Azq. ■

Teorema 6.2.3 Sea X un espacio normado y consideremos la familia de aplica
ciones H = {f : X ٩ K : f E X،}. La topología Tw de X coincide con la topología 
inicial T en X para la familia H.

Demostración Es claro que, para cada f E X*, la aplicación f : (X, Tw) —> K es 
continua. Por tanto T E Tw. Consideremos una red, (Xa^ae!, en X que converge 
para T a xq e X; entonces, para cada f E X*, como f : (X, T) —> K es continua, 
deducimos que lim ٥؛ e/ f(xa') = f(xo) y por tanto que lim؛r٥ = x0. Desde aquí 
se deduce que si A C X es cerrado en (X, Tw) será cerrado en (X,T); por tanto 
tw c t.

Nota 6.2.4 Es usual encontrar textos donde la topología débil en X se define 
como la topología inicial T en X para la familia de aplicaciones X*.

Consideremos el conjunto C de las aplicaciones f : (X, Tw) ٩ K lineales y 
continuas. Tenemos que X* C £. Sea f E C, si consideramos la composición 
fl, donde I : (X, 7j| ||) —> (X, Tw) es la aplicación identidad, deducimos que 
f : (X, 7j| ||) —» K es lineal y continua, por tanto f E X*. Así pues, C = X*.

Teorema 6.2.5 Sea X un espacio normado, entonces X es finito dimensional si 
y sólo si Tw = T||. ||.

Demostración Supongamos que dimX = n y fijemos una base {ei,..., en} de 
X. Para i E {1,..., n} y x E X, denotamos por i(x) a la í-ésima coordenada de 
x respecto de {ei,..., en}. Tenemos que i : X ه K es una aplicación lineal y 
también será continua. Sea (xaf)a.^i una red en X que converge débilmente a xq- 
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Para cada i G {1,... ,n} tenemos que lim٠a) = i(xo) y podemos deducir que 
(xa)aei converge en norma a xq. De aquí se deduce que ¡| c Tw y, por tanto, 
Tw=TH.

Si X es un espacio normado infinito dimensional tenemos que Bx es un en
torno de cero para la topología de ■la norma. Demostraremos que Bx no es en
torno de cero para la topología débil. En efecto, supongamos que existe B = 
B(0; 1ر,..., fn, e) C Bx, tenemos que, como dimX > n, E = ٩i=1 ker fi / {0} y 
por tanto E es un subespacio vectorial de X distinto de {0} y contenido en Bx, 
lo que no es posible. ■

Teorema 6.2.6 Sea X un espacio normado, si X es infinito dimensional entonces 
^X,TW) no es IAN.

Demostración Supongamos que el espacio (X, Tw) es IAN, con lo que existiría 
una base numerable {A„ : n G N} de entornos de cero. Para cada n G N existe 
Dn C X* finito tal que Bn = B(0;Dra) = {x E X : |/(؛r)| < 1, si / G Dn] está 
contenido en An. Es claro que {Bn : n G N} es base de entornos de cero para 
Tw. Sea D = UneNDn; como D es numerable, lo podemos denotar por D — {fn ; 
n G N}. Sea f G X*, como B(0; /) es entorno de cero, es sencillo comprobar que 
existe m G N tal que B(0; ٨,..., /m) está contenido en B(0; f). Tenemos que F = 

٩ ker fi C B(0; /). Sea y G F, si fuese f(y) 0 existirá k G N tal que \f(ky)| > 1.

Entonces ky E F y ky B(0; f)■ así pues, f(y) = 0, F c ker / y deducimos que 
/ G T(/i,..., fm). Por consiguiente, será X* = ٧n€N ٤(Á> ■■■> fn)■ Como X* 
es infinito dimensional tenemos que Int£(fi,..., /„) = 0 y como X* es completo 
contradecimos el teorema de Baire. ■

Teorema 6.2.7 Sea X un espacio normado y sea A c X entonces si A es convexo 
se verifica:

i) ٥Z،|.||(A) = clw{A).

ii) A es cerrado en norma si y sólo si A es cerrado débil.

Demostración i) Sabemos que cZ¡ ؛ ؛ ¡(A) c cZw(A). Si ico cfi ¡١(A) sabemos 
que existe / G X* y 3 > 0 tal que |/(؛ro) — /(٥)l > 3 si a E A. Por tanto, 
B(x0■ f■ 3) n A = 0 y esto prueba que x0 ٠ر  clw(A). ii) es consecuencia de i). ■

Nota 6.2.8 Sea X un espacio normado.
1 .- Del teorema anterior se deduce, en particular, que si A es un subespacio 

vectorial de X entonces cl^ ٠¡(A) = cZw(A). Si para cada A Q X fuese cl^ ١¡(A) = 
clw(A) deduciríamos que Tw = T|¡ y. Por tanto, si X es infinito dimensional la 
afirmación del teorema no es cierta para cualquier subconjunto de X.

Si es una sucesión de X tal que wlimx„ = x entonces tenemos que
x G clw(co{xn : n G N}) = cZ،¡ ¡١(co{xn : n G N}) y deducimos que existe una 
sucesión (y„)n€N de co{xn : n G N} tal que limy„ = x.
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tendremos que, para cada 2٣** e ٦*, será Por tanto,aer
si X € X tenemos que ٤!*(**) = *(208): es decir, نا•!**(*) = Xq(x)■ Por 
consiguiente, podemos afirmar que *-w lim X* -5. Es ya sencillo deducir que aeZ
7*- c Tu, c 1 II y, si A c X, tenemos que 4ا(ه) c *-4) س) y In،w(.A) c 
.(todo entorno *-débil es entorno débil) (س(4*/]

Si X es reflexivo entonces, como X** = ٨و es claro que en X* es *-ر = Tw 
Supongamos que en X* fuese 1*- = 7ر, consideremos, el conjunto / de las 
aplicaciones f : (*,*-رس) - IK lineales y continuas. Sabemos que £ = (ة : 
X ع X}, pero entonces si X** e ** tenemos que X** : ب K es lineal y
continua. Como 7*-» = 1 deducimos que X** e /. Por tanto será X reflexivo, 
ya que *"* = X.

3 .- Sea (ت,) un espacio vectorial topologico y sea 4 un subconjunto de X. Se 
dice que 4 es acotado si para cada entorno de 0 existe a > 0 tal que 4 c «p.

Sea X un espacio normado, si A c X diremos que A es débil acotado si 4 
es acotado para (X,Tw)■ Si B c X* diremos que B es *-débil acotado si B es 
acotado para (r,T،_m). Recordemos que un subconjunto A de X es acotado si

y 8610 si (4) es acotado para cada أ. ع
Si A c X es acotado en norma demostraremos que 4 es débil acotado. En 

efecto, sea H > 0 tal que si a ع A es INI < H. Sea B = 5(0; ^n) un entorno
débil de cero, sea aeKtal que a > max(\\fi\\H,..., Es evidente que
4 c aB.

Supongamos que A c X es débil acotado y que 2 2 ع. Existe a > 0 tal que 
4 c o؛B(0; ): esto significa que 1(4) < a si a e A. Por tanto /(4) es acotado.

Ha quedado probado que si A Q X entonces las siguientes afirmaciones son 
equivalentes:

A es acotado en Tiorma;

): A es 01677 acotado لو

٤)) JA es acotado 9000 cada ع م *.
Si B es un subconjunto de X* entonces 5 es *-débil acotado si y solo si B 

esta puntualmente acotado en X. Es decir, para cada xelel conjunto ٢(3: (٣ 
ص ع زئبر  es acotado. En efecto, supongamos que B es *-débil acotado y sea 

Existe a > 0 tal que B c aB{ 0; x); asi pues, sieB será ,^(x)| < 0. Supongamos 
ahora que 25 está puntualmente acotado y sea 5(0; X],..., X„) un entorno *-débil 
de cero. Para cada i € {1,...,ل, existe ai > 0 tal que 1(٣) < ai si / e B. Sea 
.maxlo],..., a„). Es evidente que B c aB( 0; Xi,..., X„) = لا
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Si ج c X* es débil acotado tendremos que ع**() es acotado para cada ي ع*  
X**. En concreto, será 2(2) acotado si X e X. Por tanto B es puntualmente 
acotado en X y deducimos que B es *-débil acotado.

Asi pues, siBc X* es acotado en norma también será *-débil acotado. Es 
serrCAo 101131[ 70 *او espacio normado X sera tonelada si, لا solo si cada subcon- 
]unto de X* que sea *-débil acotado también es acotado en norma. 10[ tanto, 
X no es tonelado existirá B c X* que es *-débil acotado pero no es débil acotado.

4 .- Sea X un espacio normado y supongamos que existe u c X no vacio acotado 
y tal que u G Tw Demostraremos que X es finito dimensional. Sea aeUy sea 
v = -a + u. Tenemos que G Tu, y, como V es acotado, existe meNtal que Oebc ط*. Esto significa que 15* tiene que ser entorno de cero para 2ر, y ya 
vimos que esto no es posible en un espacio infinito dimensional.

Supongamos ahora que existe u c X* no vacio acotado y tal que u G Til 
entonces necesariamente X tiene que ser finito dimensional. En efecto, sea aeu 
yV = —a + U, tenemos que V G 2*- y como V es acotado existe m e N tal 
que V c mBx٠. Deducimos entonces que 2*٠ es entorno de cero para y 
sabemos que esto no puede suceder en un espacio infinito dimensional.

5 .- Sea X un espacio normado y sea (Xaki una red en X tal que w - 
limae/ xa = X. Demostraremos que entonces 11^11 < Suponga-

Tenemos que اه£اا :٤عع mos que que liminfagf

lim inf IKII = lim (infiligli : /3 > له) = sup{inf{„;r¿3„ : ؤ a} : a ع f}. 
a€l

Sea f G 5* tal que ٤(*) = H¡z;||. Se verifica que Dado
si a > Tenemos que اا2اا س ع ك ١)«( < !البوة tal que 0؛ ج ن existe aغ<

اا2اا كع-  infingali : ae < all < t y esto prueba que 11 < t.
Recordemos que una aplicación /:*-», donde ahora X es un espacio 

topologico arbitrario, es semicontinua inferiormente en X si para cada red (لجدئ 
que sea convergente a cierto X G X se verifica que /ي) < liminfagl لت(ص La 
discusión anterior prueba que si X es un espacio normado entonces la aplicación 
norma es una aplicación semicontinua inferiormente para la topologia débil.

De manera similar se puede probar que la aplicación norma definida en *٣ 
es también semi continua inferiormente cuando sobre X* se considera la topologia

6 .3 Aplicaciones lineales débilmente continuas
Teorema 6.3.1 Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X —> Y una aplica
ción lineal. Entonces la aplicación T : X Y es continua si y sólo si la aplicación 
T : (X,TW) —> (X,TW) es continua (T es débil - débil continua).

Demostración
Supongamos que T : X ٩ Y es continua y í'q é l. Considerando un entorno 

débil de Txq dado por B = B(Tx0; gi,..., gn), tendremos que

T-^B) = {؛r & X : \9i(Tx} - ٠0)| < l,i G {1,.. ٠ ,n}.
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Si observamos que {giT,... ,gnT} c X*, deducimos que T 1(B) es entorno débil 
de 0

Supongamos que T : (A, 2 )ر ح (1, ر ) es continua, entonces para cada g eY* 
tenemos que g : (Y,TW) ؛Kes lineal y continua. Por tanto 92 : (XX) ؛Kes 
lineal y continua y será gT E X*. Esto significa que T : A —» y es continua ya 
que glTBx) es acotado para cada g E y*, y será TBx acotada en y. •

Nota 6.3.2
1 .- Sean X, y dos espacios normados y sea una aplicación lineal.

Es evidente que T : X ب y es isomorfismo si y solo si T : (XTw)(٦,1) es 
isomorfismo.

2 .- Si la aplicación T : X ب y es continua es sencillo comprobar que la aplica- 
cion ( ,م ر ) es también continua.

3 .- Si la aplicación T : (*,2) —» y es continua demostraremos que TX es 
finito dimensional. En efecto, tenemos que ri(By) es entorno debil de cero, por 

tanto existe ٤») c Veremos que 7=0 ker fi c
Si X E F será 5عئ y por tanto Tx E 2. Si fuese 7*0 existiría a E K tal que 
||٠|| > 1. Como 03 E F, seria T(ax) E y esto no es posible.

Podemos suponer que ٢],..., / es libre y entonces existe 16],..., 6,) c + 
tal que / غ )زه( = وزنة  para ¿,و' E {1,...,«}. Sea X s X y consideremos 2 = 
X — (/ ة)ي'ل 1 + · · · ب  Para cada se cumple !Áz) = 0. Por
tanto *-*61)£ و, ···a) y, si X EX será Tx e /(26],... ,Te„).

 es lineal y continua demostraremos que T : V » y es (م,2) -:517-. 4
continua.

En efecto, si T no fuese continua para las topologías normadas entonces para 
cada n E N existe un رد E 2* tal que llTxnll > «2. Para cada •٤[ sea 
yn = **». Se verifica que limn٠oo Un = 0 y n؛r(yn)|| > n si n E N. Sin embargo, 
tenemos que 111 رر م  Tyn = 0 y el conjunto myn) : n E N} es acotado, lo cual es 
una contradicción.

5 .- Finalmente obsérvese que si T : (,05- (س continua también serian 
continuas las aplicaciones T:X^Y,T: ح (Y,TW) (7,1).

A continuación trataremos de estudiar la relación entre la topología débil sobre 
un espacio normado complejo y la correspondiente topología cuando se considera 
el espacio normado real subyacente.

Sea X س)• espacio normado complejo لع sea * el correspondiente espacio nor- 
modo real. Sea T la topología 677 de X P sea 2 la topología débil de **. 
Probaremos que T = T .

Supongamos que (٣)7 es una red en X que converge a 20 para ر. ea 
f : ٦• ه  R una aplicación lineal y continua. Sea g la aplicación definida en 
٨ por 9(٣) = (2*) - Tenemos que g E X* y que Reg = . Por tanto

lim« a؛(?،z:٥) = 9 )م y deducimos que 11100 *(٥) = .)م(
Reciprocamente, supongamos que (*0٥) es una red en Ar que converge a 

20 para Consideremos la aplicación ص : * - * definida por = ix.
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Es sencillo ver que p es lineal (R-lineal) y continua (es isometría). Por tanto 
tenemos que (ixa)aei es una red en Xr que converge a íxq para T^. Sea g : 
X —> C una aplicación lineal y continua (es decir g G X*). Tenemos que f = Reg 
es una aplicación lineal y continua de X en R. Por tanto, lim/(؛r٥) = f(x0) 
y lim/(í،ra) = f(ixo)■ Como g(x) = f(x) - if(ix) si x G X, deducimos que 
limp(^،,) = g(xo)■ Por tanto la red (xa)aei es convergente a ؛eq para Tw.

Teorema 6.3.3 Sean X, Y dos espacios normados, se verifica que:

i) Si T : X ٩ Y es una aplicación lineal y continua entonces la aplicación 
T* : {Y*,T^-w) —> {X*,T^w),T*g = gT, es lineal y continua (*w — *w 
continua)

ii) Si p : (٢*,T*_W) ه (X*,T*-W) es una aplicación lineal y continua entonces 
existe una aplicación T : X Y lineal y continua tal que p = T*. Además 
la aplicación p : Y* ٩ X* es continua.

Demostración i) Sea g0 € Y* y sea B = B(T*g0;xi, - ■ ■ ,Xn) un entorno *- 
débil de T*g0. Tenemos que (T*)-1(B) = B(g0-,Txi,... ,Txn) y es, por tanto, un 
entorno *-débil de go٠

ii) Sea p : (y*,7٦_w) ٩ (X*,T*_W) una aplicación lineal y continua y sea 
x 6 X. Tenemos que xp es una aplicación lineal y continua de (٢*,T٠_w) en Ky 
por tanto existe un único y G Y tal que xp = y; denotemos Tx = y. Tenemos así 
definida una aplicación T : X Y, Tx = y. Es fácil comprobar que T es lineal. 
Veremos que T es continua demostrando que TBx es acotado en Y. Si g G Y* y 
x G Bx tenemos que |٥(Ta:)| = |(؛r^)( ٥|) = ؛ (،p</)(x)| < ||^||٠ Esto significa que, 
para g G Y*, g(TBx) es acotado, y por tanto TBx es acotado.

Si g G Y* y x G X tenemos que (T*gfix) = g{Tx) = {Txfig) = =
{p{g')fix). Esto prueba que T*g = p(g) y que T* = p. ■

6.4 Convergencia *-débil y débil de sucesiones
Sea X un espacio normado. Es fácil comprobar que toda sucesión débil convergente 
de X es acotada y que toda sucesión *-débil convergente de X* es también acotada, 
si X es tonelado.

Del teorema de Banach-Steinhauss se deduce que si (/n)neN es una sucesión 
acotada de X* que converge puntualmente en X, entonces existe ر٥  G X* tal que 
*-wlim/n = fo٠ Si el espacio X es tonelado podremos afirmar que toda sucesión 
de X* que sea puntualmente convergente es acotada y *-débil convergente a cierto 
/o eX٠.

Supongamos que M es un subconjunto denso en X. Sea (/n)neN una sucesión 
acotada de X* y sea H > 0 tal que \\fn\\ < H, para n G N. En esta situación se 
verifica que:

i) Si lim/n(y) = 0 para cada y G M entonces *-wlim/n = 0.
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En efecto, sean x € X y e > 0. Existe y G M tal que ||a; — y\\ < 
Como lim/„(y) = 0, existe n0 G N tal que |/„(y)| < ٠ si n > n0. Por tanto, 
|/nO)| < \fn(x) ' fn(y)\ + |/n(?/)| < £, SÍ n > n0.

ii) Si existe fo G X* tal que lim fn(y) = fo(y), para y G M, entonces *- 
wlim/n = /0· En efecto, tenemos que lim(/„ - fo){y) = 0 si y G M. Por tanto, si 
x g X será lim(/„ — /0)(^) = 0 y deducimos que *-wlim/„ = /٥٠

iii) Si {fn) es puntualmente convergente en M entonces (fn) es puntualmente 
convergente en X y, por tanto, es *-débil convergente a cierto fo G X*.

En efecto, sean x G X y e > 0. Existe y G M tal que ||a: — y\\ < ٠H. Como 
(/n(y))٢،6N es de Cauchy existe n0 éN tal que |/p(y) - /؟(y)| < ٠, para p, q > n0. 
Por tanto

I/pW - < I/pW - + l/P(y) - fg(y)\ + l/؟(y) - A(^)l < c

para p,q> «o- Así pues, existe el límite de (/„(؛e))„£n٠
Supongamos ahora que (/„)„£n es una sucesión acotada de X*. Tenemos que 

existirá a > 0 tal que /„ G aBx·, si n G N. De la compacidad *-débil de aB%· no 
podemos deducir que (/n)n؛N tenga una subsucesión que sea *-débil convergente, 
ya que no tenemos garantías de que {Bx* sea secuencialmente compacto 
(Si X fuese separable entonces (Bx· ,* — w) sería métrico compacto y por tanto 
secuencialmente compacto); lo único que podemos afirmar en nuestro caso es que 
(/n)neN tiene punto *-débil de aglomeración y, por tanto, posee alguna subred que 
es *-débil convergente.

La siguiente noción es aplicable a un espacio vectorial topològico arbitrario 
(Z, T). sea (z„)„eN una sucesión de Z, se dice que (z„)„£n es una sucesión de 
Cauchy si para cada entorno V de cero existe no G N tal que zp — zq G V, para 
p,q > n0.

Supongamos que (/n)neN es una sucesión que es *-débil de Cauchy. Si x G X y 
e > 0 tenemos que B(0; x; e) es entorno *-débil de cero; por tanto existirá no G N 
tal que ]fp^x) — fq^x)] < e, si p,q > no■ Esto significa que (/„)„؛n es puntualmente 
convergente en X y por tanto, si X es tonelado, deducimos que (/„) es *-débil 
convergente a cierto /0 G X*. Si la sucesión (/„)„£n es acotada y *-débil de Cauchy 
entonces (/„)„£n es *-débil convergente a cierto /٠ G X*. Es fácil comprobar 
que si (/„)„ew es sucesión de X* que es puntualmente convergente en X entonces 
(/n)n؛N es *-débil de Cauchy.

Sea X un espacio normado. Sea (؛r„)„gN una sucesión de X tal que (/(؛c„))„£n 
es convergente, para cada / G X* ٠ Tenemos que (í„)„£n es sucesión de X** que 
es puntualmente convergente en X*. Por tanto, existe Xq* G X** tal que *- 
wlimí„ = Xq*. También podemos afirmar que la sucesión (؛r„)„£N es acotada; sin 
embargo, en general, no podemos afirmar que exista xq G X tal que wlimx„ = x0.

En efecto, sea X = cq y para cada n G N sea xn = ei + ■ · ■ + en. Sea / G X*, 

tenemos que existe y E ¿i tal que f(x) = '^^y(i)x(i), para x G X. Es claro

00

que lim/(؛r„) = ٢^ y(í). Supongamos que a؟o G X es tal que wlimz„ = xq. 
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Para cada z E N, sea /ظةبإ:ا aplicación definida por /i ي = تن( (¿), si X E X, 
Claramente, se verifica que fi E X* y Zo(¿) = lim„ 1 = (,3 (ن٣ , pero esto contradice 
que مم s 0.

Supongamos que N es un subconjunto denso en * ث٠  En esta situación, si 
(z„)n€N es una sucesión acotada de X es fácil comprobar que se verifica:

1) Si lim٥(a;„) = 0 para cada gEN entonces w lim Xn : 0.

2) Si existe aE كو tal que lim٠n) = 9 77 ٤ 9 51 (م entonces wlima:„ = 0.

3) Si la sucesión {g{xn))n&i es convergente, para cada g s N, entonces es 
convergente (f^Xn^neN para cada / E X*.

Supongamos que ahora es una sucesión de Cauchy de * para la norma
y que w lim xn = •م. Demostraremos que entonces lima:„ = مت. En efecto, si fuese 
falso que lim xn = 20 existirían 0 < ع y una subsucesión (3 ٣,,٤)٤  de (,,) de modo 
que II خذ - ^oll > £ para fceN. Como (/,*)*ح[[ es de Cauchy, existe t٠eH tal 
que II xn — a:„، II < ٤/2, si k > *0. Como es débil-cerrado deducimos
que •0 E (ة , غ/2أ)غذ  en contradicción con que م ر* -20 > ع .

Es sencillo comprobar que si (xn)ngN es de Cauchy en norma entonces (j؛„)neN 
es débil Cauchy. Proponemos que se pruebe que (a؛n)ngN es débil Cauchy si y solo 
si para cada f E X* se verifica que (/( ٣)),٤آ[ح,  es convergente.

Es sencillo comprobar que en X* toda sucesión débil de Cauchy también será 
* — w de Cauchy.

Ejemplo 6.4.1 Supongamos que F es cualquiera de los espacios de sucesiones de 
escalares cq o lp, con p E [1 + oo). Sabemos que en cada uno de estos espacios es 

denso el subespacio coo- Si x,y son dos sucesiones de escalares y '^^y(i)x(i) es 

convergente denotaremos a la suma por y(x).
Sea (xn)n&$ una sucesión de F y sea x° E F. Si para cada y E cqo se verifica 

lim y(xn) = y(x°) deducimos que, para i E N, se cumple lim é¿(^") = e^x0). 
Por tanto, lim xn(i) = x°(i) si i E N. Recíprocamente, supongamos que para 
cada i E N se verifica lim xn(i) = x°{i) y sea y E coo٠ Tenemos que existe j E N 
tal que y(i) = 0, para i > j. Entonces, y(xn) = y^x71 (1) + · · · + y(j')xn(j'), para 
n s N, y es claro que lim y(xn) = y(x°fi

Partiendo de los resultados anteriores es sencillo deducir que son ciertas las 
siguientes afirmaciones:

i .- Sea (a:n)n€N una sucesión de cq y sea x° £ cq. Entonces wlima?" = x° si y 
sólo si (xn')ne^ es una sucesión acotada y lim xn(i) = a?0(¿), para i £ N.

ii .- Sea (xn)n^ una sucesión de R. Sea x° E h y consideremos en Zi la topo
logía c٢(/i,co). Entonces, *-w lim xn = x° si y sólo si (؛rra)raSN es acotada y

(.n(i) = x°(í2؛ lim
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Consideremos ا espacio lp, con p>٦. Sea q *07 que ا:تهذ. Sabemos 
p q

que 61 dual de 1• es Iq لا que el dual de Iq es 1. También sabemos que Iq es
reflexivo y, por tanto, en lp coinciden la topología débil y la topología *-débil. 
Sea (؛rn)neN una sucesión de lp y sea x° 6 lp. entonces wlima;n = x° si y 
sólo si (xn)n&¡ es acotada y lim xn(i) = x°(i), para i G N.

una sucesión ؛؟؛(لآيا con la topologia *-débil 0(1,00,1^). Sea ا iu- Consideremos
de ا رو  sea 0 ع loo. Entonces - 209; solo si es
sucesión acotada y lim "(٤) = 0( ٤و)  para ieN.

No estamos en condiciones de estudiar la convergencia débil de sucesiones 
de loo pero haremos las siguientes observaciones. Sea مه ع  loo ri, para 70 ]ع ول  
sea xn = Tenemos que im < واائحال si n G N, y
lim xn(¿) = *() و أل أ  e N. Asi pues *-1110" = [٠ sin embargo, en 

general, es falso que sea Hmx™ bien 11111 مة = د" . Por ejemplo, si 
X = e, (la sucesión constante د) P, para 0ول[ع definimos 
entonces es falso 90 1110" = e.

Si consideramos la aplicación 7:0-» )*وكاة ت ) = x(oo١, tenemos,
por el teorema de Hahn-Banach, que existe una aplicación lineai لا continua 
l'.L^l tal que l = l en c y 11^11 = ||Z|| = 1. Es claro que (0 = ( )"ه = (/٥٤ , 
para pero 7 (2) - /(٥) = Por consiguiente, es también falso que 
wlime™ = e.

En su momento se demostró que si / : / ٥٠ ٩  K es lineal y continua entonces

E|/(e„)| < \\f\\. Por tanto será lim /(e„) = 0, con lo que wlime„ = 0. 
n—هoo

Sin embargo, es falso que lime„ = 0.

Finalmente observemos que Cqo es un subespacio de l^ que separa puntos de 
fl. Por consiguiente, tanto c٥o como Cq son subespacios de l^ que son *-débil 
densos. Consideremos B = B(e;l; 1/2), tenemos que B es un entorno débil 
de e pero que B (٦ Cq = 0. Por tanto cq no es débil denso en 1^.

V.- Consideremos el espacio c de las sucesiones convergentes. Recordemos que

si f ع c* entonces existe un único [ ل ع ا ] tal que /(2) =

1)(),para x ع X. Esta suma sera denotada aquí po٣p(x١.
Sea ( )*"مد لرح  una sucesión de c P sea 40 ع c. Supongamos que para cada لو ع  
Coo se verifica lim٠”) -0. Entonces limei(®") = ei(^o) y]ime¿٠i(a;") = 
6 بي ع(ا0و>  para i G N; es decir, lim xn( oo) = 20(00) y lim xn(i) - 30( ٤و)  para 
¿ e N. Recíprocamente, supongamos que lim xnH = 2:0(00) y lim 3"(= (٤ 

اد (٤)9٩آ[عأ . Entonces, para لو ع ومم  existe j ج tal que ل = ٢١)(  si i > i. 
Se tiene que y{xn) = y(l)2p(oo) lyía)®"(]) 1 — ")ا - - - 1 [٧)ز(2٣ز ) y es claro 
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que lim y(xn) = [(م). Por tanto wlima:" = Xo si y solo si (ج„)س^ es n^OG
acotada, lim £"(00) = 30(0) y lim xn(i) = 20(٤), para i e N.

Observemos que si, para n e N, definimos xn = 61 + ■■■+ en y Xo es la 
sucesión constante 1, entonces (x”)„eN es acotada y lim = 20(:). Sin77 ج هم
embargo, es 4190 - [0. En electo, consideremos 10 aplicación
lineal لا continua l '. c * [0)2 = كا 1ي١, ), tenemos que 1^١ = 0, para )ع[ 
pero /(20) = 1.

٦ sea una sucesión de لا Sea X un espacio 10 Banach ى• 6.4.2
es un «ء»)««( 2 ا« : e M = {yanxn»؟ tal que w lim xn = 0. Se verifica

subconjunto débil compacto de X.

Demostración
En efecto, consideremos la aplicación T : {li,Tt^w) ٩ (X. Tw) definida en 

OO CX)
cada a G B^ por T(a) = y^a{n)xn. Es claro que ٢ a(n)xn G X, ya que

(xn)ne^ es acotada y X es completo. Claramente T es lineal; veremos que T es 
continua. Sea a G ¡i y sea B = B(Ta; fi,..., fm; e) un entorno débil de Ta en X. 
Para cada i G {1,..., m} tenemos que y1 = G c0, ya que w lima:„ = 0.
Consideremos en li el entorno *-débil de a definido por V = B(a;y1,... ,ym;e), 

para b Tenemos que ."رأ e, para i 1} ع,..., m}. Por

tanto \fi(Tb — Ta)\ < e, para i G {1,..., m}. Esto significa que Tb G B. Así pues, 
T es continua y, como B¡ es *-débil compacto, deducimos que M = T^B^) es 
débil compacto.

En particular, si consideramos X = /٥٥ y la sucesión (e„)„eN, tenemos que 
wlime„ = 0. Consideremos la aplicación T : (Zi,T٠_w) —► (/٠٠,Tw)definida por 

Ta = ٢ «(¿)e¿; es claro que Ta — a. Como T es continua, deducimos que B^, 

como subconjunto de Zoo, es débil compacto (por tanto es cerrado). ■

6.5 Convergencia débil de sucesiones en Zp 
Teorema de Schur

Todavía no nos hemos ocupado de la convergencia débil de sucesiones de li٠ El 
siguiente teorema es sencillamente sorprendente.

Teorema 6.5.1 [Teorema de Schur]
Sea una sucesión en /٦ entonces (®„)„؛n converge débilmente si y sólo

si ^n)n& converge en norma. En esta situación se verifica wlima؛„ = lima:„.
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DEMOSTRACIÓN Supongamos que (^n)neN converge débilmente a zq pero no lo 
hace en norma. Existe 5 > 0 y cierta subsucesión de tal que

||z„،, — zo|| > si k e N. Para cada k E H sea Xk = — 2o)· Tenemos que
(xn)n&$ converge débilmente a cero pero ||x„|| > 1 si n E N.

Trataremos de obtener un elemento a E ÍM y una subsucesión (xnj■¡^¡. de 
(^n)r،eN; de modo que

.jl· l^ahÁi}

para j • N. Esto estará en contradicción con que w linr *0 = ؤ—٠٠٠ 3.و

Para »احر escogemos ة] e N tal que (,«اث٥ا) > ابسا ل ح ل · Para
ك

: definimos «(ز) de la siguiente forma: «( ٤) = ا اوك! , si *,(0 ٤) ي ,
1 اتلذ

a(¿) = 0, si 2]() = 0. Se verifica (;)13 = ()[د]() y |a(i)¡ < 1, para i ع 
,0, existirá 712 > 1 tal que = ([),lim 2٣٤ ,...,تيك„ Como lim 0 = (1) .ل[ ,...,1}

٤ > y por tanto ٤= > )¿(|r„2|؛ se verifica )ا...,»»( para : e

Escogemos * > fci tal que

Observemos que entonces 5 -تقا„2«1 ت  además

Para i E {kx + 1,..., definimos a(i) = —٦١, si 2:„ (z) 70 ؛, y a(i) = 0,
Xn2W

si xn2(i) = 0. Se cumple que a(i)xn2(i') = |؛r„2(z)| y |a(z)| < 1, para i E {k^ + 

1,· ■ ٠, k2}.
Aunque no sea necesario, y por si todavía no nos hemos enterado, daremos 

un tercer paso. Como lim xn(i) =0, si i E {1,..., k2}, existe n% > n2 tal que

|a;„3(z)| < -٢, para i E {1,..., k2}. Se tiene entonces que ٢¡2:„3(2)| < -.5 ٢٢ 25؛A
Escogemos k¡ > k2 tal que

'5 ~ 5 —।3(٤ر،"I2 ١ ٦ = I — lla'n3 II— 5(٤)^2 \Xn؛
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Observemos que entonces |٢ ؛ r„3(i)| < 
¿=/c3 + l

¿=fc2+l í=l «=1
Reiterando este proceso se obtienen, inductivamente, dos sucesiones estricta

mente crecientes, (nj) y (kj), de números enteros, y una sucesión a = de
B¡ de modo que:

1. Para cada j 6 N con j > 1 es ٢ |xn ٨|)« < ٢

٠٠(|<í)3· ؛ |٩٠

kj _ i +1
Además, a(z)xn (i) = si kj-^ < i < kj. Para cada j € N, con j > 1, se
verifica

Nota 6.5.2 1.- Sea X un espacio normado y supongamos que X es isomórfico a un 
subespacio E de h٠ Sea T : X —> E el correspondiente isomorfismo. Sea (؛rn)neN 
una sucesión de X que es débil convergente a x0 6 X. Para f & Z*, tenemos que 
fT e X* y, por tanto, limn^o٠ f(Txn) = f(Tx0). Así pues, w\imTxn = Txq y 
también será lim7٦rn = Txq. Como T es isomorfismo deducimos que limxn = xq- 
Por tanto, en X toda sucesión que es débil convergente a cierto xq € X será 
también convergente, en la topología de la norma, a xq. Recordemos que en co, ،٥٥ 
y lp, con p > 1, se verifica que la sucesión (e„)n£N es débil convergente a cero pero 
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no converge en norma. Por tanto estos espacios no pueden ser isomórficos a un 
subespacio de Zi; es decir Zi no puede tener una copia de estos espacios.

2 .- Sea X un espacio normado. Se dice que X tiene la propiedad de Schur 
si para cada sucesión (؛rn)n£N de X tal que wlimrr„ = x e X se verifica que 

lima:« = x■
Una propiedad similar, pero más débil que la de Schur, es la conocida como 

propiedad H (también denominada propiedad de Radon-Riesz o de Kadets- 
Klee). Se dice que X tiene la propiedad H si para cada sucesión (؛rn)nepj de X 
tal que wlima;n = x e X y lim ||؛rn|| = ||؛r|| se verifica que lima:n = x.

Es claro que un espacio con la propiedad de Schur tiene la propiedad H. Te
nemos que ¿2 no tiene la propiedad de Schur, ya que si (en)neN es la sucesión de 
los vectores canónicos se verifica que wlimen = 0. Sin embargo, es claro que (en) 
no converge en norma a cero.

Demostraremos que Z2 tiene la propiedad H. Sea (a؛n)neN una sucesión de Z2 
tal que wlim:rn=:r0GZ2 y lim ||xn||=||2:0||. Tenemos que

||zn—٤c° ||2 = — x°(i'))(xn(i') — x0^))

o٠ o٠ o٠ 00
2°)»(|r|، ٢ + (٢xn(i)x0(í— )،(٠0)٦n0|2 — ؛")z{٤ =

,2||^°|| + (rn||2 — f(xn) - f(xn؛|| =

donde f es el elemento del dual de l2 definido por f(x) = Queda

claro entonces que lim ||j:n — x°||2 = ||؛r°||2 — f(x°) — f(xo) + ||،r°||2 = 0.
3 .- Sea (Z,T) un espacio vectorial topològico y sea (xa)aei una red de Z. Se 

dice que la red (xa)aei es una red de Cauchy si para cada V entorno de cero 
existe E I tal que xai — x„2 EV si ٥؛ i, a2 E I con o؛i > ٥؛ o y <١

Se dice que (Z, T) es completo si cada red de Cauchy es convergente. Se 
dice que (Z, T) es secuencialmente completo si cada sucesión de Cauchy es 
convergente. En el capítulo que dedicaremos al estudio de los espacios vectoriales 
topológicos propondremos que se pruebe que todo espacio vectorial topològico 
que verifique el primer axioma de numerabilidad y sea secuencialmente completo 
es necesariamente completo. Por tanto, para un espacio normado, los conceptos 
de completo y secuencialmente completo son equivalentes. No obstante, cuando 
finalice esta nota quedará claro que los conceptos de completo y secuencialmente 
completo no son equivalentes en el marco de los espacios vectoriales topológicos 
generales.

4 .- Sea X un espacio normado. Demostraremos que {X, Tw) es completo si y 
sólo si X es finito dimensional.

Si X es finito dimensional es Tw = ¡| y queda claro que (X, Tw) es completo.
Supongamos ahora que X es infinito dimensional. Tenemos que también X* 

será infinito dimensional. Por tanto existe una aplicación lineal : X* ٩ K que 
no es continua.
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Sea F c X* un subconjunto finito. Demostraremos que podemos escoger un 
elemento xp de X de modo que /(xf) = Para f € F. Supongamos que 
F = {/i,..., fn}. Tenemos que ؛٠،  es continua en el espacio ٤(٨ ,..., /„) y si M 
es la correspondiente norma de p se verifica que

||,an/n + · · · + ٨ 1؛nfn)\ < M||O& + ٠ ’ ٠ + l)/1؛n99(/n)| — M1/(1) + ■ · ■ + ٥؛٥،F٥؛|

para (ai,..., an) £ K". Por el lema de Helly sabemos que existe xp G X tal que 
Mxf) = p(fi) si i G {1,... ,n}.

Sea I la familia de los subconjuntos finitos de X* y consideremos en I el 
orden: F± < F¿ si y sólo si F± c F?. Tenemos que (xf)fei es una red en X y 
demostraremos que esta red es de Cauchy.

Sea f G X* y veamos que lim = ؛٥ (/)· En efecto, si F e I y F > {/} se 
verifica f(xp) = ،p(/)·

Demostraremos ahora que la red (xf^fei no es convergente para Tw. Supon
gamos que hmXF = ؛ro- Para f G X* tenemos que Xo(f) = /(®o) = lim f(xp) = 
p(f\ Por tanto, p = Xq, lo que contradice que p sea no continua.

5 .- Sea X un espacio normado. Demostraremos que (X*,T٠_W) es completo si 
y sólo si X es finito dimensional.

Si X es finito dimensional se verifica, en X*, que T*_w = T¡¡ ¡١ y, por tanto, X* 
con T*_w es completo.

Supongamos que X es infinito dimensional. Sabemos que existe una aplicación 
f : X ه K que es lineal y no es continua.

Sea I la familia de los subconjuntos finitos de X y consideremos en I el orden: 
Fi < F2 si y sólo si F^ C F2.

Sea F G I, tenemos que la restricción de f a £(F) es lineal y continua. Sea fF 
la correspondiente extensión lineal y continua. Consideremos en X la red (Jf)f3 
y vamos a demostrar que esta red es * — w Cauchy, probando que lim fp{x) = f(x), 
para x G X. En efecto, si F G / y F > {؛r} será fp(x) = f(x)■

Finalmente, demostraremos que la red (fp^Fei n0 converge para T^w. Si 
existiese g G X* tal que * —wlim/p = g tendremos que g(x) = hmfp^x) = f(x), 
para x G X. Por tanto será g = f, lo que contradice que f sea no continua.

6 .- Consideremos el espacio Zi٠ Tenemos que (Zi,Tw) no es completo; sin em
bargo, demostraremos que sí es secuencialmente completo. Sea una suce
sión débil Cauchy de Zi٠ Tenemos que la sucesión es acotada y existe M > 0 tal 
que ||;rn|| < M.

Para cada sea x°(i).= lim xn(i). Demostraremos que x° = (؛c0(؟))

pertenece a Zj. En efecto, fijado N G N tenemos, para n G N, que ١٦ —

Ha;"|| < M. Tomando límite para n ٩ oo, se deduce que ١٦ |،r°(¿) | < M. De aqtlí 
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se deduce que ٢ |u٥(í) 1 Ai.

Para cada n € N sea zn = xn Xo, tenemos que ؛z' ٦o es una sucesión de؛
L tal que = 0 si i E N. Reproduciendo la demostración del teorema de
Schur, se prueba que limz" = 0 y, por tanto, que lim؛rn = x°. También es cierto 
que wlim؛c" = a:0 y queda probado que (h,Tw) es secuencialmente completo.

6 .- Finalmente, no es difícil comprobar que si X es un espacio de Banach c.on 
la propiedad de Schur entonces X es débilmente secuencialmente completo.
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r
Tema 7

Espacios de Hilbert

7.1 Formas sesquilineales y hermfticas

Sean EyF dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K(RóC)y sea u : E ب F 
una aplicación. Se dice que u es una aplicación semilineal si para cada x,y&E 
y cada a € IK se verifica:

i) 0(3 + y) = ( )تة ا  u(y).

ii) = 5(2).

Observemos que si K = R el concepto de aplicación semilineal coincide con el de 
lineal.

Una aplicación B : ة X E ي K se dice que es una forma sesquilineal si es 
lineal respecto de la primera componente y semilineal respecto de la segunda, es 
decir, para cada X, مد/, y, y' e E y cada aeKse verifica:

i) B(x + x', y) : B(x, y) + أك(ة y');

ii) B(Xx,y) = XB[x,y)\

iii) B(x,y + y') = B(x,y) + ٠,yZ);

iv) B(x,ay) = aB(x,y).

Si K = R el concepto de sesquilineal coincide con el de bilineal.
Si la aplicación :05 ا * كل  una forma sesquilineal se dice que es 

herrnítica si para cada X, y e E se verifica que ر٠ , y) = B(y, 4 Si K = R el 
concepto de hermftica coincide con el concepto de simétrica.

Vamos a demostrar que si E es complejo y B es una forma sesquilineal que 
es simétrica, entonces 2(٣,/) = 0 para cada x,y e E. En efecto, ٦ر٠ , y) = 

;-(ط ,)تهز( ا )) : Blx,y١ = B-- ((125)--, ٢—٠١,دلا = لا(
,لا •٣) = ة(: ):-, y) y deducimos que (•م, y) = 0.
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Análogamente, si B : E x E —> C es bilineal y hermítica entonces B = 0. 
En efecto, B(x,y) = B{—i(ix),y) = B(y, — i(ix)) = —iB(y,ix) = iB(y,ix) — 
iB{ix,y) = —B(x,y). Así pues, B(x,y) = 0.

Si B : E x E ٩ C es una forma sesquilineal entonces es sencillo comprobar que 
para cada x, y E E se verifica que

4B(x, y) = B(x + y,x + y) - B(x — y, x - y) + iB(x + iy, x + iy) — iB(x — iy,x-iy).

Por tanto B queda totalmente determinada por sus valores en la diagonal A = 
{(x,x) : x £ E}. Esto no sucede en el caso de las formas bilineales. Por ejemplo, 
B((xi,yi)(x2, y2)) = X1IJ2 — ٠i es una forma bilineal en R2 que no es nula pero 
es nula en la diagonal. No obstante, si B : E x E —> R es bilineal y simétrica 
entonces sí que B queda determinada por sus valores en la diagonal A ya que 
2B(x, y) = B(x + y,x + y) — B(x, x) - B(y, y).

Sea B : E x E ٩ K una forma sesquilineal hermítica entonces

B(x+y, x+y) = B(x, x)+B(y, y)+B(x, y)+B(y, xj = B(x, x)+B(y, y)+2ReB(x,y).

Análogamente será B(x — y,x — y) = B(x, x) + B(y, y) — 2Re B(x, y). Por tanto, 
deducimos que

B(x + y, x + y) + B(x -y,x-y) = 2B(x, x) + 2B(y, y), 
B(x + y,x + y) — B(x — y,x — y) = 4Re B(x, y).

Teorema 7.1.1 Sea E un espacio vectorial complejo y sea B una forma sesqui
lineal sobre E. Entonces B es hermítica si y sólo si para cada x £ E es B(x,x) 
real.

Demostración Si B es hermítica, es claro que si x £ E entonces B(x,x) = 
B(x,x) y será B(x,x) £ R.

Supongamos ahora que para cada x £ E es B(x,x) £ R. Sean x, y € E; 
entonces B(x + y,x + y) = B(x, x) + B(y,y) + B(x,y) + B(y,x} y será a = 
B(x, y) + B(y, x) £ R. Análogamente B(ix + y,ix + y) = B(ix, ix) + B(y, y) + 
B(ix,yj + B(y, ix) y será ¡3 = B(ix, y) + B{y, ix) = i(B(x, y) — B(y, x)) £ R. Por 

tanto, deducimos que B(y,x) = y B(x,y) = —٢٦ Esto prueba que
B(y,x) y B(x, y) son conjugados. ٠

Definición 7.1.2 Sea E un espacio vectorial y sea B una forma sesquilineal y 
hermítica sobre E. Si para cada x £ E se verifica B{x,x) > 0 entonces se dirá 
que B es positiva y si además es x = 0 cuando B(x,x) = 0 se dice que B es 
definida positiva.

TEOREMA 7.1.3 ¿Desigualdad de Cauchy-Schwarz ٠ر
Sea E un espacio vectorial. Sea B una forma sesquilineal hermítica y positiva 

sobre E. Se verifica, para x,y £ E, que

\B(x,y)\ < B(x,x^B(y,yy^.
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Demostración Si £, y خ ج  tenemos que

,£(ج ) ٠ لا( = (A y + تد) > 0 , y) - -ا ج(2,ت د  y) )ب ل , y)
= ( ,تد )ئ ا- لو(/  y) + 0(2, د y) ا B(x, ل)
.t |A|2_B(y, y) ( IXB{x, y) (ند ,)A|2D(y, y) ( 2 ReBix, Ay) = 3| أ- (* ,•)13 =

Si escribimos B{x,y) = sea A = ا-, donde ي ع  R. De esta forma
obtenemos 0 < B(x,x) 2/3 ب(,) t Si consideramos que tenemos
un polinomio de segundo grado en t deducimos que 4 > /( ,*(ا و ل  B(x,x)B(yyy).
Por tanto, < (B(،r,٤r)i/2(B(y, y))i/2. ■

Observemos que si X e y son linealmente dependientes la desigualdad, en la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz, seria una igualdad. Si x,y son linealmente inde- 
pendientes la desigualdad seria estricta en el caso en que B sea definida positiva, 
ya que al ser x + Xy/Q, para AeK, podemos afirmar que 0 < تد(ة 1 د  y, x t A y).

7.2 Espacios prehilbertianos

7.2.1 960 X un espacio sectorial sobre 1 Un producto escalar 0 
producto interior en X es una forma 666901170601 hermitica definida positiva B 
sobre *<*. Para ٢x,p ١ اً  X X X, se suele denotar (*)) - Bkll) 0 bien por 
he, لآ١ = ,م( ا ل ). Si X esta dotado de un producto escalar diremos que X es un 
espacio prehilbertiano.

En esta situación, si definimos en cada X e X, |2 ,2)/ = | ا2ا ), demostraremos 
que اا ٠اا  es una norma en X.

1. Claramente es 0 = المجا si y sólo si X = 0.

2. Tenemos que || ||سء = ,*(•ه( ي))1/2 = اها  para X e X, a e K.

y||2 t 2|| ر21 = ل٠ , y) < *2 + ||y||2 t 2|<rn, y) I
تج||< + ||لآ||2 + 2.||لآ|ا||

Por tanto, Ik t yII < Ikll t llyll.
Cuando digamos que ٨ es un espacio prehilbertiano entendemos que ٨ está dotado 
de la topología definida por la norma correspondiente. En este sentido, podemos 
decir que todo espacio prehilbertiano es un espacio normado pero el reciproco es 
falso, como después veremos.

Se dice que X es un espacio de Hilbert si X es un espacio prehilbertiano y 
completo. هكؤ pues, todo espacio de Hilbert es س espacio de Banach.

Sea X un espacio prehilbertiano. El producto escalar (',·):AxA^Kes 
continuo. En efecto, supongamos que = k,y). Entonces, 11(*)») = a:
y 11(92) = y. Para «eN, tenemos que

زاخ - ,*(٧ ) = Ikf ay„) t (*,» - y>| 
<1٣-* Ikll + lkll II»"-,'II.
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Es claro que el limite, para »مم, del último miembro es cero.
En concreto, tenemos que, para y e A, la aplicación {·,y) : X ب K definida 

en cada ٣٤٦ por (ay) es lineal y continua. Análogamente para cada X € A 
la aplicación ي,: A » K definida en cada y ع A por (x,y> es semilineal 
continua.

Observemos que para cada ج A se verifica que

^ا| + اس2 + االآ-^||2 = 2م|ئلاا + 2ا|لااا2■

Esta desigualdad es conocida como la identidad del paralelogramo. El teorema 
que sigue muestra que esta propigdad caracteriza a los espacios prehilbertianos.

Teorema 7.2.2 [Teorema de Von Newmann]
Si X es اس espacio normado cua norma اا اا.  verifica 18 identidad del parale- 

logramo entonces la norma deriva de س producto escalar sobre X.

Demostración Primero estudiemos el caso K = R, observemos que entonces se 
verifica que 4(, y) = ب y\\2 — — y||2 y esto induce a pensar que si la norma 
deriva de un producto escalar este tiene que ser (*, y> = 1[121 — - 12 1 *اا.

Observemos que (u t V, w) = 2*[ tul 12-1«1121 ٠-ر  y (u —u,w> = 
|[||u 12 — ||u — u - 121. Asi pues,

( + u} + (v,w— 2)«, = ٤٤» + لاس2 + 2ر - »اء - w||2 — اساه
: |[||u 1 w||2 - ا» - w||2] = 2(, w).

Si ahora escribimos u - 2(*+), ا - ٤( (•-) y w = z, deducimos que (x+y,z) =

Por otra parte es claro que (x,x) >0y que (x , y) = (y , م Observemos 
que (y) + (—z,y>; por tanto (- ,د ا ) = Ademas
es sencillo probar por inducción que si n e N es { nx,y) - 7•(*,) por tanto

y> y será؟,a> = ,71 (٣), = *(3٣)لا),* = ademas)-
( ك£؛ث = ؤ (®,y}. Podemos afirmar, por tanto, que si p ع Q entonces es

Si a ج K y (an)neN es sucesión de 0 con lim„ an = a se verifica que 
,y). Tenemos, por consiguiente,ه = y) = = lim„a„(a:,y) ,ج
demostrado que (٤,) es un producto escalar en A. Veamos cual es la norma II11' 
que induce:

Por tanto, ااعاا = اائاا' ·
Supongamos ahora que K ت c y que tenemos en A un producto escalar. 

Sabemos que se verifica que 4(, y> = — 12 1 ¿llz iy ||2 y „2.
Esto induce a pensar que si la norma deriva de un producto escalar este sera

1 12 - — 12 + + ;12 - — 12.] Es evidente que si ]1اا = <r,y)؛
definimos ي, y) de esta manera se verifica que (x,x) > 0 para cada ع € A.
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Comprobaremos las restantes propiedades: (y> : liliy + 12 — IIy - 12 + 
¿|jy t :*12 — i||y - *121 y tenemos que

ا(^2ا

Análogamente, ||y - ix ||2 = 11• + jy||2. Por tanto (, *) = 1).
De forma similar al caso real, podemos comprobar, haciendo uso de la identidad 

del paralelogramo, que (u + v,w) + (u — v,w) = 2(u,w). Por tanto, si u =
V = )ؤ تأع  — y) y w = z, deducimos que (x ب z) = ٠ (,2). La igualdad
■ .y) se deduce como en el caso real ,مع = (y ,سه)

Nota 7.2.5
1 .- Sabemos que, en el plano, la suma de los lados al cuadrado de un cuadri- 

látero no tiene porque coincidir con la suma de los cuadrados de las diagonales, 
esto 66 pone de manifiesto en la siguiente igualdad que es válida para un espacio 
prehilbertiano X. Si a,b,c,d&x entonces =
lie - a||2 1 ||d - 012 t ||a t c — 012 — ة, vamos a demostrarlo.

Si ponemos X = — a), y = — 9), por la identidad del paralelogramo
deducimos que

.2• - a - 25 + 2ا»ا2 = »ا - اء + 11ء - اه ح -عال ه1ا2 + »ال

Análogamente, si X = يق e y = يجل, deducimos que

II d - اء ا"  ||a - d||2 = ءاؤ - a||2 + إهاء - a - •2.

Por tanto, sumando tenemos que

||&ü||2٠||c-6||2٠||d-c||2t||a-d||2 1|c-«||2t^[||26-(utc)||2(||2d-(adc)||2].

Si X + y = 2ة — (a ب c) y X — y = 2ي — (a + c), deducimos que x=(b + d) — (a + c), 
y = b — d. Por la identidad del paralelogramo tenemos que

1 £ ؤ(1ا  y||2 1 2 يا - اا ) = t = ا - ال ٠ 11«(ا«  c) - (ة t ى) II2.

2 .- El producto escalar usual de *» se define por («» ا = («٤ )»(%) Este 

producto escalar puede ser extendido al caso de ا. En efecto si 2, 2، لأ ج , para 
cada n € N, tenemos que
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Por tanto, 5 |y(i)| es convergente y también lo será Es sencillo
ا- 1

comprobar que en ¿2 se verifica que ض : ؟ ?(¿Mi) es un producto escalar 

cuya norma asociada es precisamente II .2 اا٠

El producto escalar usual de c ” es (2,) = ب«()[(. Este producto escalar 

puede ser extendido al caso del ¿2 complejo. En efecto, de la convergencia de 
oo co
2 اد٤(٤ا)  |y(i)| se deduce la convergencia de yx^y^i) . Es igualmente sencillo

probar que (*, )وا = آ):(** () es un producto escalar en el 12 complejo cuya

norma asociada es II .|2ا

Teorema 7.2.4 Sean ٦,* dos espacios preHilbert *:*-,ا ط  una aplicación 
17607, entonces son equivalentes

i) = 1ر para 3 *ج ز

ii) (\Tx,Tx''j = (.x,x’'j,parax,x^X.

Demostración Es claro que ii) implica i). Demostraremos que ة) implica ii). 
Sean X, • e X, entonces (7 + Tx -t 1*/) -(+/, + ن/) pero

IT ,Txند,( ب ٦/( * Til, )١ : ,ت( )ن* ب امه’ T T ’ T T

y{x + x',x + مد/) = (x, * )م 1 ,/*( 2٣)/ + ,ي )/* ب ,/*( ت• ) . Por tanto,

t (72, Tx (انه, 72) )ر = ,نه( 2) ب  (*, X1). (7.2.1)

Si K = R deducimos que (Ta;,T^') = (*,*/). En el caso K = c aplicamos (11.3.1) 
al par ix^x' y se obtiene <Tix,Tx') ا = )كده( ا  Dividiendo 
por ي se obtiene

'^^(١ه^^-ا = ي,0ا١١ذي-’ه, (7.2.2)

Sumando (11.3.1) y (11.3.2) deducimos que (•2,ت) = (,*/). •

7.3 Ortogonalidad
X. Se dirá que X es ع Sea X n espacio preHilbert [ sean x,p .أ لآ. ا EATNUTd ًنا

ortogonal apsi (•,لا)

Observemos que entonces (, a?> : 0 y será y ortogonal a X. Esta situación la 
denotaremos por x ل y.
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Se dirá que X ع X es ortogonal a A c X si X 1 a, para cada eed 
El conjunto ortogonal de A es, por definición, el conjunto

Al = {x € X : X es ortogonal a 41.

Es sencillo comprobar que 4 es subespacio vectorial de X.

٦ .3.2 960 X un espacio prehilbertiano. Si X ل لا  entonces

.2||y||2 = |M|2 + ||y +!تدا

Esta igualdad es conocida como teorema de Pitágoras. Tenemos que

\\x t y\\2 = {x + y,x + y) = (2 (ت) t {y, y> + 2) + 2 ,ن) = +

Si ٢3], ...,£„} son n elementos de X ortogonales dos a dos, es también sencillo 
comprobar que 3] + 42[ -2 عنه + ··■ +

Algunas consecuencias inmediatas de las definiciones anteriores son:

1. Si A c X es claro que 4 n 4 = 40.

2. SidjBcX entonces 4 c B1 si y solo si ج c 4.

3. Si A c B entonces ل c 4 y A c (4).

4. Para cada A c X se verifica que 4 es cerrado y que 4 = (4).
En efecto, si £ € 1(4) y a ع د  tenemos que existe una sucesión (£„)„eN 
de A؛ tal que lim„ Xn = a pero entonces (٨٤, 4) = lim(؛r„,a> = 0. Por otra 
parte como AcA será (4) c 4. Si z e 4 será 4 c {z} 1, por tanto 
como ٢ es cerrado será A c لاة y por tanto 2 4) ع).

5. Si 4 es denso en X será 4 = (4) = {0}, ya que 00 = لت. Por tanto, 
si A es denso en X y y € X son tales que (6,) = (4,), para a & A, 
tendremos que también es (4, X — y) : 0, si a € A, asi pues X :y.

denomina proyección de 0 عمد ؟غ) un espacio métrico yAc Sea ,٦) Sean
X en A a cada punto a e A tal que (0 = (4 ,مد(, A). En general, la proyección de 
un elemento sobre algún conjunto puede que no exista y, en caso de existir, puede 
que no sea única. El próximo resultado muestra que esto no ocurre si el conjunto 
es cerrado y convexo.

Sean X 70 espacio de Hilbert لأ A ح X un conjunto convexo لأ 
cerrado. Si X ع X entonces existe una única proyección de X en A (que es usual 
denominar como proyección ortogonal de X en A).

Demostración Si X e A es claro que la correspondiente proyección es X. Supon- 
dremos que 3 ٤٤ 4, con lo que será (•ت, Para cada a, b e A deducimos
de la identidad del paralelogramo que 2 2-12+2-02 = \\2x—a—٥||2 + ||a—2||ة. 
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Por otro lado, tenemos que |(a + 6)edy, por tanto, „2® — a - 0012 - 42 — تاا (a ب 
.Por consiguiente, ||a — 012 < 2 — •12 + 21• - 012 - 462 .ة42 = 02(9

Para neN, sea ه ع,  tal que - 0,12 2. Si n > m tendremos que

»«ا اله = يظي + 2n2 ي يلي

y sera ا يره - العوه < ل  si n > m. Esto prueba que (a„)ngN es de Cauchy y que, 
por tanto, existe a - lim„ Tenemos que ؛r ع A y ||ع — a|| = 131 • - an 11= 6. 
Si ahora b e A es tal que \\x - bII = 6, deducimos, de

,|٠ — 712 < 2)|rn -12 + 21• - 02 - 452,

que 0 = ها — ا|ؤ  y que por tanto a = b. ■

Nota 7.3.4
1 .- El teorema anterior es válido en el caso de que X sea un espacio prehilber- 

tiano, siempre que 4 sea completo.
Observemos que si ٦ es de Hilbert y A c A es cerrado y convexo entonces

existe un único a e A tal que 3ر€ة؛1ؤ(^2 68 الها /(0.
2 .- Supongamos ahora que X es un espacio هل Hilbert 6 90 لا A c X es cerrado, 

convexo لع no vacio. Sea X ه A, entonces a ج A es la proyección de X en A si لآ 
solo si Re تي - a,b - para cada 04.

En efecto, supongamos primero el caso en que a = 0. Si a = 0 es la proyección 
de X sobre 4 sera OeAy para cada ة ح  A y cada t 0,1] ع] será tb e A asi 
pues |2 ي -102 : ١*2 ب ي  II ة II2, para cada t e [0,1]. Por tanto, Re{x, b) < 
0. Recíprocamente si 0 > (,*)ه para cada b e A, tenemos que a = 0 es la 
proyección de a: en A, ya que ||m - 012 = 1/2 2 - 1012 بRe{x,b) > 012 — تدال.

Supongamos ahora el caso a 0 نج, observemos que — a|| ك - اة | si y solo 
si ت|ا — a — 0„ < „ي — a) — ( ة - اا)ى - Esto prueba que a es la proyección de X 
en A si y solo si 0 es la proyección de a; — a en A — ay esto sucederá si y solo si 
.0 para cada & € A > (a,b — a — م)

Teorema 7.3.5 ،Proyección sobre un subespacio)
Sea X un espacio de Hilbert لا sea A ح X un subespacio vectorial cerrado, 

consideremos la aplicación Pa : ٨٦ ٦  que a cada X ع X le hace corresponder la 
proyección 724(2) de •م en A. Se verifica:

i) Para cada X ج X es Pa1 ١ اه  único elemento de A tal que X - Pa٢x٠ 4 ١ ع
٤٤) Si X e A es (ته) =xy دو = Pa■

٤٤٤) Pa es lineal y continua y ||Pa|| = 1, آه A 001.

iv) 10[ 04 = A؛. Se verifica ademas que 4 y Al son complementos algebraicos 
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Demostración i) Si X E X tenemos que Re{x — PA(x),y~PA(x\) 0 ك, para cada 
y E A. Si y e A tenemos que y + PA(x) لع deducimos que Re^x-PA^x^y} < 0, 
para cada y E A. Como también se tiene que 736(• — Fa(4 —y> < 0, deducimos 
que ñe^ - 74(3), y> = 0 si y E A. Por otra parte, si y E A será

.111( — PA^^y) = 0 = ((PA^x^y - ٠—)Fe = (,(ت - 74(2) = 0

Por tanto, X - 4(+) 4 ع.
Supongamos ahora que م e د es tal que 4. Para cada لأ € د  se

> 2||c - z2؛ . Por tanto, n||لأ||2 = £ا| - •12 ب ||لأ — y IIx — z )-ي - )تم 1 )لأ verifica
- (z 1 لأ)II2. Como 4 es subespacio vectorial de X y z + y € A, deducimos que 

\\x — 212 < |12 — £ا para cada t 6 A. Como la proyección es única, será
ii) Si X ع A es claro que F^(.T) = X. De todas formas, obsérvese que X — 

74() Un 4. Por tanto, (a; - 04(*),0 = 12()004 - = ((٨)04 — س y 
94(74(*)) - 74(*).

iii) Sean X, y E X y a, م € K. Si z e A se verifica que

.(2 ,((fiFA^y + (^)ه) - Py + •٥) - (Pa^^z - لا)/ z> t ,(ت*) -

Además, وه ا)•(  pPA^y) دع y PA^ax t /9) es el único vector u de A tal que 
( تطه ا ا3لأ  — u, z) = 0 si z E A. Por tanto, PA(ax /*)ا )/ا/ = 074(٣) ٠ لا ). Si

٣٤٦ tenemos que I|rc||2 = ر13 - )(و ا ا)*(• = تدال - ا)*(• ٠
Por consiguiente, |^(ق-)|| <ly deducimos que 114 = 1.

iv) Probaremos que kerPA = 4. En efecto, si X E ول para cada y E A es 
y) = 0, con lo que (•0 م. Como (ته - Pa{x\ y> = 0, por la unicidad de

la proyección, deducimos que 74(3) 0. •
Observemos que si A c X es un subespacio vectorial cerrado y X s A se puede 

escribir X en la forma x = z + y con z e A, y e 4 y Pa(x) 74 ؛ 
es decir, 74 + PAi = 1■

Estudiaremos ahora algunas propiedades elementales sobre el ortogonal. Es 
claro que B c لل y para B = 4 deducimos que ط c 4. Si ج = A es 
A c 4 y, por tanto, /لدد c 4. Por consiguiente, 4 = 4.

En su momento, hemos demostrado que 4 era un subespacio cerrado; ahora 
probaremos que si F es un subespacio cerrado de X entonces 7طط = F. En efecto,

y también será *و- ح Como F es cerrado será '؛.tenemos que F c F
A = طد ® F111. Como F111 = F1, resulta que X = F1 ® F11 y de aquí se 
puede deducir que لل = F. En efecto, si, por ejemplo, لأ ع ددر  será y = z + z' 
con z E F y z' s Fi; entonces (2,2) = (/2,ل/) t (ك,ك> y será (:'0 = (اش. Por 
tanto, y = z eF .

Si F es subespacio vectorial cerrado tal que A c F c /لل tenemos que 
Fi c Al y será F = 7 د Al. Por tanto, F = حد, y esto prueba que 4طط 
es el subespacio vectorial cerrado engendrado por A.

Si ([) ز رح  es una familia arbitraria de subconjuntos de X 05 sencillo comprobar 
que (Uíe;Fí)1 = I٦ie;Fi. Si cada Fi es un subespacio vectorial cerrado de X, 
tenemos que
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y deducimos que

Este último conjunto es. el subespacio vectorial cerrado generado por لملاعدا-

7.4 Otras propiedades de los espacios 
prehilbertianos

7.4.1 La complección de unespacio prehilbertiano
Sea X un espacio prehilbertiano y recordemos que la inyección canónica *:ز 
 entonces (*"٦ clausura en) (كد)¿ = X es una isometrla y que si X = (/¿,**كد
:كد Definimos en .كد es una complección de (¿,كد)

= ,أهااةآ-ةاآ-ااخآ-ا-؛الآذ؟لآ^اا-إلآ^؛اا^ وب! ء:’

Si X = x,y = yes claro que (3,7) coincide con (3, y), ya que = | ا|ؤ+قاا = اق+غاا  
,ة ج es fácil deducir que si ,٨٦ y\\. Por la continuidad de la norma en + /ا  G كد y 
(in)ne^! (ynfneN son sucesiones de X tales que lim Xn = ق; lim yn = y entoncesحم-/ 70 - حكم
 lim {xn,yn)■ Desde aquí ya es elemental comprobar que (¿gy) es una = (ق,ة)

forma sesquilineal, hermíticay definido positiva. Además, si ق ع  X y (xn)neN ح ٦  
es tal que lim¿„ = tenemos que

-ااةاا2 = 2 *١١ lim = اا„/اlim/n, £„) = lim 2 = (x ,ة)

Por tanto, el producto escalar que hemos definido en ٦ induce enexactamente 
la norma de complecion.

7.4.2 Extensión de aplicaciones lineales
Sean كد un espacio de Hilbert y E c X un subespacio vectorial. Sean Y un 
espacio de Banach y f:E^Y una aplicación lineal y continua. Demostraremos 
que entonces existe una aplicación lineal y continua f : X —و Y tal que f = f en 
٨ y 1111/11 = 11ر En efecto, podemos considerar, por densidad, que f está definida 
en F = E, que será subespacio vectorial cerrado. Entonces se verifica 61 
y definimos, para cada x" con X1 G F y x" G /)طر تلغ, ) = /(m')- Es claro
que / es lineal y que f = f en F. Ademas,

117^11: llalli < 11/11 kll < WfW 1*+ = 114 اا/اا

Por tanto, WfW = 1/11. Es sencillo observar que la aplicación f no es, en general, 
necesariamente única.
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Observemos también que este resultado es válido si X es prehilbertiano. En 
este caso hubiéramos trabajado con la compleción X de X. Mas adelante de
mostraremos que si Y = K entonces la extensión f de / tal que ||/|| = ||/|| es 
única.

7.4.3 Espacios Cociente
Sean X un espacio de Hilbert y sea F c X un subespacio vectorial cerrado. 
Consideremos el isomorfismo canónico ip : X/F —» F1-. Por medio de p definimos, 
para x, y 6 X/F,

Es claro que tenemos un producto escalar en X/F y que si se considera la corres
pondiente norma inducida <p, ésta es isometría de X/F sobre F^.

Veamos que ese producto escalar induce en X/F precisamente la norma co
ciente. Sea x 6 X/F tenemos que

||T|| = (!^,F) = ||z - PF’؛p(T)>|| = ||(r||) = (٧٠,) ٧٠))٠S = s.؛)

Así pues, X/F es un espacio de Hilbert.

7.5 El dual de un espacio de Hilbert. Teorema de 
Frechet-Riesz

Sean X un espacio de Hilbert y a ج X. Consideremos la aplicación
definida en cada •ع* por (تة) = Claramente fa es lineal y 1/٥(3٣) <

IHI. H tanto, ال»لا < اثا . Como ؤ(ك = >مؤ< = ا*ا(  resulta que

En el siguiente teorema probaremos que para cada f ع X* existe a € A tal
٠ ل = %٥.

Teorema 7.5.1 [Teorema de Frechet-Riesz]
Sea X un espacio de Hilbert لا sea ث *م: كمت  una aplicación lineal لا continua. 

Existe un único a ع X tal que ٠ Ja.

Demostración Para f: 0 basta tomar 0-0. Si//0 buscamos aeX 
tal que ر٠ ) = para X e X. Debería verificarse que (0 = (,م para cada 
X&H = kerf. Por tanto, seria a 7] ج. Para construir tal elemento, escogemos 
b ع con ٠ 0. Como dimH1 = ؛, existiría د ج  K tal que 4 = ا. Entonces 
tendría que suceder que ٧(8) = (0, ٥) = ٠ , b) = 2ا|ة||د y seria λ = 00 ٧٨= لأ .

Por consiguiente, tomaremos a : fh. Veamos que este elemento verifica el 
enunciado. Tenemos que si 2: e V será de la forma = لأ (ah, con y ج H y a e l 
Por tanto, ٤(*) : 0٧7(0). Por otra parte ( م,8) (-٧* 00,4) = هع , a) = af(b). 
Por consiguiente, %() = (aت,«).
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) = (*) es tal que *ع/ ,تلذ ه /), para تلذ G A, deducimos que (ة, a - a') = 0 
para cada ieXy por tanto que a ت a'. ٠

Nota 7.5.2 1.- Sean A un espacio de Hilbert yícíun subespacio cerrado. 
Si Y es un espacio de Banach y / : F —ج y es lineal y continua sabemos que 
existe f:X^Y lineal y continua tal que 11/11 = 11/11- Probaremos ahora que en 
el caso en que sea y = K la extensión /, con la condición 11/11 = 11/11, es única. 
Después será fácil comprobar que esta afirmación es también cierta si Y = K”. 
En efecto, sea /:1-1 lineal y continua. Existe un único aeF tal que 
/( )تلذ = تلذ( , a) si X G F, y será 11/11 = ||all. Sea una aplicación
lineal y continua tal que g = f en F y 11/1 - 11/1 = اا٠اا - Existe b G X tal que 
y(;r) = (x,b) si X e X y será 11/1 = 101 = I|a||. Podemos poner b = b1 + 0/, con 
hFyí)"e 75. Por tanto, 21 ةاا||2 = ا0اا/  Para cada ieF se verifica

1 (x,b") = Por tanto, para cada 9)*( = يح>ة = دس = (r/)؛ = (x,a)
: e F se tiene (, a — b') = 0 y a = F. Entonces, de la igualdad 1012 تلذ
deducimos que ٥" = 0 y que b = b' : a. Asi pues, tiene que ser 9(4 , ٣) = تلذ( ), para
مه .ع
2 .- Si consideramos la aplicación ه:* X* definida en cada 0ع* por 

 es una isometría biyectiva, además (4+0) = 2(0)+(0) ه fa tenemos que - (a) م)
y ه(ه0) - ه (). Por tantoها es semilineal.

Por medio de م podemos definir, para fa, fb G X*, (/0) = ( وه ٤٥ , a). Es sencillo 
comprobar que queda definido un producto escalar en X* y además (= (6,ؤ 
11 - 2 )ه,ه = ا/اا )/a 112. Por tanto, este producto escalar induce la norma del dual 
y tenemos pues que X* 66 también un espacio de Hilbert. Por tanto, si ه : X* ح كما  
es lineal y continua existirá fa G X* tal que )/,ع(ه = ؤ( ), si / G X*. Entonces,

Por ة)/*(. - (a) : (a/) = /(a)/ص = /,؛)/,( tenemos que ر٢١ para fb G
consiguiente, ه- queda probado que X es reflexivo.

3 .- Sean espacios de Hilbert y sea T : X ب Y una aplicación lineal 
y continua. Consideremos la correspondiente aplicación dual 1*:**» **. 
Tenemos que IIP* II = ||Tl|. Dado y G y tenemos que fy G y* y 2*() G X* ■ 
Por tanto, existe un único a G X tal que rkfy)^ = (x,a> = /()و para تلع G A 
y será 1* = fa■ Además, = /y(^) = (Tx,y). Consideremos ahora
la aplicación 7** : A** ج A y * ح y. Si ئ G A se tiene que r/r) G y** 
y r*D : ٠//* - )ل(ل/س = )ض/ : ص٠ل  Por tanto, ف(م) =

7.6 Conjuntos ortogonales
Definición 7.6.1 Sean X un espacio prehilbertiano y A c A. Se dice que A es 
un conjunto ortogonal si para cada x,y G A con xfy se verifica que x F y. 
Si además para cada x G A se verifica que ||؛r|| = 1 se dirá que A es un conjunto 
ortonormal.

Es claro que si A es ortogonal y cada x & A es distinto de cero entonces 
A' = {٥ : a G A} es ortonormal. Cuando digamos que una familia (a¿)¿e/ de 
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elementos de X es ortogonal entenderemos que a¿ 0 ص para cada í ع I. En esta 
situación veamos que (ajie/ es libre: si

>; aj aij — o,{¿!,..., } c/, 
7-1

tenemos que, para cada ز e es (50 = ٥٤٩٤,١٤) = اوعهاره  y

deducimos que aj = 0.

Teorema 7.6.2 (Desigualdad de Bessel)
8600 X un espacio de prehilbertiano )لا غ ) una familia ortonormal. 004 

cada X E X la familia ( يه,^اا1١?١1لعلم'  es sumable لر

Demostración Es sencillo comprobar que una familia de números reales positivos 
es sumable si y 5610 si el conjunto de sumas finitas esta acotado. Probaremos que 
para cada Jcl finito se verifica que *(٨, ا) اث  < Para cada familia

٦لع
( ٨)ن ن ح ت  de escalares se verifica que

 0 ك II X — E دد ai ||2 = (x — E ٨¿a¿, X — E A¿a>؛
17 7 عز

= I|Z||2 - ي٠٢د ٠-) <E >ص°يد + )*ه:*,::(
ة ع آ ٩ر تنع ل

= INI2 - E ( ,ته ه :) - E 87 ,*آ+E 2اددا·
أء، اء، ء، أ

Si, para i ج E elegimos ٨: = deducimos que E ١(,4٤)2 2• كذ. -
iEJ

Nota 7.6.3 Sean * un espacio de Hilbert y (ttiki una familia ortonormal. 
Probaremos que si X e X entonces (E a¿)ai)ig.f es sumable en X. En efecto, 
dado 0 < ج existe 7 e ت()) tal que E | |لمي2 < ع  si ل € Pf(!) y ر n 0 = 0ر·

Por el teorema de Pitágoras, se tiene

llE( = El^’^l2<ء.
ieJ

Como X es un espacio de Hilbert, deducimos que E{x,ai}aj es sumable.
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Si ahora y € X demostraremos que la familia ((x, a■¿) (di, y)) es sumable y su 
suma es (٢٢, a¿)u¿, y). En efecto, si J C I es finito tenemos que 

iei

'^(x,ai)(ai,y) = (^{x,ai)ai,y) 
ísj i&J

y, de la continuidad del producto escalar, deducimos que

^2{x,ai)(ai,y) = ( ٢؛( r,cqX,y)٠
i ٧١؛١ iGl

Finalmente demostraremos que ٢^(x, a^u¿ es la proyección ortogonal de x 
iel

sobre el subespacio vectorial cerrado G engendrado por En efecto, para
cada j € I es

(x — ^)٢؛ r, a¿)a¿, üj) = (x, afi — (x, aj) = 0.
¿e/

Por tanto, es sencillo deducir que x — ٢^(a:, a¿) ai es ortogonal al subespacio 
iel

vectorial generado por (aífiej.

Definición 7.6.4 Sean X un espacio de Hilbert y (aí)iei una familia ortonormal 
en X. Si el subespacio vectorial cerrado generado por es X diremos que 

es una base ortonormal de X.

Teorema 7.6.5 Sean X un espacio de Hilbert y (aifiti una familia ortonormal 
en X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1 .- es una base ortonormal de X;

2 .- Para cada x G X se verifica x = ٢٢, ai)ai;
iei

3 .- Para cada x,y G X es (x,y) = ٢(#,ai)(ai,y);
iei

4٠- Para cada x G X es ||m||2 = ١٢٠ a¿)|2 (identidad de Parseval);
iei

5 .- es una familia, o sistema, ortonormal maximal.

Demostración 11 =» 2 | x — ٢(a:, a¿)a، es ortogonal a todo vector del subes- 
iei

pació vectorial cerrado generado por (a¿)j6/, que en este caso es todo X. Por
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tanto, X - (0 = :(:,ب, por ser ortogonal a si mismo. Como consecuencia, 
iti

X = (4(0 ,ت:.
Í&I
23 Tenemos que X = 5(*, *)ه, y = 5(, ه). Si j c I es finito se 

I iti
verifica

= D>,ai)D
عق ;7 لعا

= ل>١0ة١لم0لا,ة١.

3 جد 4
5^4

Basta tomar X :y.
Si X e X es tal que X 1 ai para cada i e I, tendremos que 1+12 = 

a¿)a¿ = 0 y, por tanto, *=0 Esto prueba que (8,^؟ ٤)٤  es un sistema 

ortonormal maximal.
5-1 Sea G el subespacio vectorial cerrado generado por (0)٤. Si fuese 
*٦ existirá z e X tal que ||z|| =lyzE G). Entonces, ( )زه رح لا  {z} es 
ortonormal lo que es contradictorio. •

Se puede comprobar que el teorema anterior es válido en el caso de que X sea 
prehilbertiano, con la salvedad de 5 1 ج que no es cierto en general.

Demostraremos ahora que

En un espacio prehilbertiano todo sistema ortonormal esta con- 
tenido en un sistema ortonormal maximal

Demostración En efecto, sea (4);رح una familia ortonormal y sea

.1] g4,¿e؛T es ortonormal ya : 14 كد c =

Consideremos enla relación A < B si y solo si A c B. Esta relación es de orden. 
Si es una cadena en ( ٨, ك ) veamos que 4 = u es ortonormal. Si
| -por lo que |1 ,ع existe a € H tal que X 40 دج! ا2ا . SiyeAyxTéy 
tenemos que existen a,¡3&H tal que 2 ج Aa,y 4 ج. Podemos suponer que, por 
ejemplo, es Aa c 4. Se verifica entonces x,y e Ap y por tanto {x,y> : 0. Como 
toda cadena de (/ و ك ) está acotada superiormente deducimos, del lema de Zorn, 
que existe enun elemento maximal. •

٦ .6.7 Si X 66 un espacio de Hilbert entonces X tiene alguna base or- 
tonormal.

Demostración En efecto, suponemos que X ء 00ر  y sea tal que *0-1. 
Tenemos que 10ر es ortonormal; asi pues, existe un sistema ortonormal maximal 
que contiene a 1201. Por ser X un espacio de Hilbert, tenemos que este sistema 
será una base ortonormal. ٠
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Nota 7.6.8 1.- El método de ortonormalización de Gram-Schmidt.
Sea X un espacio de Hilbert y sea (41»...,اء c ٨ ortogonal. Consideremos 

F = ٨*(١ ٠. ٠ , 42) Si I ج كد  tenemos que ٤(2) sea de la forma *٨٤)"( = ٤ ٨٧؛  

y entonces X -٨٨« será ortogonal a cada a Por tanto, si ¿ 1} ج,..., n} sera 

(*.») - 0 = 2 اايد0ااي  y ر,¿ =Por consiguiente, عأ = تك(  *«

Supongamos ahora que tenemos una sucesión (aJnGN de elementos linealmente 
independientes de X. Para cada neN sea )٤٣ = ه ],...,,). Buscamos una 
sucesión (٥„)„gN que sea ortogonal y tal que Fn - para n e N.
Tomaremos 0] - 0]. Buscamos 02 tal que ة2 ل اة  y (0],02) : 2مام(ء>· Clara- 
mente 02 debe ser de la forma 02 = aiai 42 ب. Como queremos que <&20 = <اض, 
debe ser ai = ~w٠

Supuesto obtenidos ],...,ر] ortogonales y con - £(٠!, ...
n}y؛,...tal que bn+1 1 bi, para íe{l 0]+ر an), buscamos ,

٨(0],... ١b^٦b^^ - (0],.. .

Claramente, bn+1 debe ser de la forma

ann٠ ٠ a 1 = 0اعا + ■·■ + يه+bn
Como queremos que ^0 = ^ „ؤ٠ة,ا , para i 1} ع,...,„}, deducimos que debe ser 
ai = Por tanto, la sucesión (0»)«= estará definida por اة = ai y

bn+1 : a«+1 I ;ن n٢a؛ = ع7بلP+n^Un+ll — 1 *ء«

Es sencillo comprobar que (,)إح verifica lo deseado.
El procedimiento descrito se conoce con el nombre de método de ortogo- 

nalizacion de Gram-Schmidt. Es claro que dicho método puede ser aplicado a 
cualquier sistema libre finito. Finalmente, si para cada ¿ ع N escribimos Ci = آ, 
tenemos que (c)„eN es un sistema ortonormal y que £(ci,..., 0٤) = sineN. 
Observemos también que ( : t e N) = (زه : i e [).

2 .- Si X es un espacio prehilbertiano de dimensión n entonces X es isomètrico 
a K”, con el producto escalar usual. En efecto, a partir de cualquier base de 
X obtenemos una base ortonormal {^1,...,^„}. Definimos 7 : K" - * por 

7(٩) = «(*)* Claramente T « lineal y

١٤»)«( = )*)(«:)(«ى = = اءا
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7 .7 Isometrias entre espacios de Hilbert

Observemos que, en la situación هل la nota anterior, ٦ es un espacio de Hilbert 
separable. Recordemos que 72 es un espacio de Hilbert separable, que no es finito 
dimensional.

٦ .7 .1 Si X 65 090 espacio de Hilbert separable e infinito dimensional 
entonces X es linealmente isometrico a 72.

Demostración Sabemos que existe una sucesión (؛rn)neN en ٦ que es lineal- 
mente independiente y tal que (•ور : n ع N) = X. A partir de (xn)neN podemos 
obtener, por el método de Gram-Schmidt una sucesión ortogonal (zn)neN; con 
 X. Se tiene que (zn)n<EN es una base ortonormal de X. Para cada = (N ج n : ر2)
a € z2 y cada 9)0 se tiene

Por tanto, la serie (*)ء، converge a un elemento de X y podemos considerar

٠٥
la aplicación ٢ل2تب  definida por 7(8) : »( ٠ن  Es claro que T es lineal y

que
oo ٠٥ ٠٥

l|r٥u٥ =

Por tanto, T es isometria. Veamos que T es sobreyectiva. Sea X e X, sabemos 

que X = y^x^i^Zj y que a = ((**,2 ٤))٤ =: e ا. Por consiguiente, 7(8) = X. ٠

Nota 7.7.2 1.- En la situación del teorema anterior, deducimos que todo subes- 
pacio cerrado infinito dimensional 16 X (o de 72) es isometrico a 72.

2 .- Sea I un conjunto. A las aplicaciones de / en K las denotamos por (٣)7 
y definimos

)/(ا = ((٩٤)٤٤ : 5 1*2  < oo}·
لعة

Veamos que /2(7) es un espacio vectorial con las operaciones a + b = (ai + 
y aa = (00٤), a ع K. En efecto, para cada Jcl finito tenemos que

(.2&،|2(E l٥í|2 + E l 2) ك|t &í|2 < 2(2 |a،|2 1 E l٥i إ«ا E
itJ I +21
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Por tanto, ها» t 2ادة es 21010. Análogamente, puede comprobarse que

٤ ١٩٧ * es sumable. 5 "»» ع ١2ا( ) para cada ل c í finito, tenemos que

)و( ياي ب 7), - »( - ال) 75
I أءة اء؛ ع

Por consiguiente, ٤ا*٤7ا  es sumable y podemos definir, para *"0)2 ع ا ) la 

operación

iei
Es sencillo comprobar que (3٣,) es un producto escalar en 72(7). Sea, para ز e I, 
el elemento زه = donde )وع ي ) = Sij. Es claro que (ejki es una base
ortonormal de 72(1).

3 .- Sea X un espacio de Hilbert con base ortonormal (0٤). Para cada i ع I 
consideremos la aplicación /٤٤() = {x,aih es claro que (/٥)7 es ortonormal en 
X*, ya que ( ردغ = زه( ,). Por el teorema de Frechet-Riesz, si f e X* será 
fa, para algún a e X. Si X e X tenemos que = ع

)*( : ía٢x١ = ذي١ه = ,*(5(٥,٤)0٤) )*,(),(ث-
«I I

= >; («¿ لم,ع<>م = ;> ك< ١ ك٠  > fai (X) · 
iti د

es una base ortonormal de )اعي)غ y tenemos que ل،ككني)ل؛ = / ,Por tanto

A* que se denomina base dual.

7.7.3 Sean X 70 espacio 16 Hilbert لا ٢ a،ki una base ortonormal 06 
X . La aplicación 12(7) dnila /(• )م = ,*((0٤رعن))  es una isometria 
lineal لو biyectira.

Demostración Sabemos que, para X e X, es (خ,:) = Por tanto, 

ع ٨ 7(*)/2 = „X„2. Además, si x,y ١١ y (ج 72(7 (*)7 , también tenemos que

. ١T 1 = Tي١دلا = ه,ه^1تقلآا
لعخ

Por otra parte, (٥)[ c Im T y, de la completitud de X, 80 deduce que Im 1 es 
completo y por tanto cerrado. Es claro, entonces, que Im T = 12(7).

Obsérvese que si la hipótesis fuese que X es un espacio de prehilbertiano en- 
tonces, con la misma demostración, la conclusión seria que 1 es una isometría tal 
que Im T es denso en 12(7). • 
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Teorema 7.7.4 a) Sea X un espacio de Hilbert. Todas las bases ortonormales 
de X tienen el mismo cardinal y este cardinal es denominado dimensión hilber
tiana de X.

b) Sean X,Y dos espacios de Hilbert entonces X eY son isométricos si y sólo 
si tienen la misma dimensión hilbertiana.

Demostración a) Si X es de dimensión finita entonces el resultado es trivial. 
Supongamos que son bases ortonormales de X. Sea A el conjunto
de los elementos de la forma ٢ر ٨ر٠ر , donde H C I es finito y los escalares ٨ر  

jen
son de Q en el caso K = R o bien de la forma ٨ر  = tj + irj con tj,rj e Q 
en el caso K = C. Es claro que A es denso en X y tenemos que Card(A) = 
Card(Q) x C٠ard(Partes finitas de I) = CardI. Por otra parte, si j, j' e J y j y؛ j' 
es 116ر — bji\\ = 2ر· Por tanto, (U(bj, ^))jej es una familia de abiertos disjuntos 
luego Card(J) < Card^A) = Cardal). Razonando de manera similar se prueba 
que Cardal) < Card(J).

b) Primero observemos que si Card(I) = Card^J) entonces existe una bi- 
yección ip = Y —> J y por medio de p definimos T : ¿2(؛) —* h(J\ en cada 
x = ٢ر  a;¿ e¿, por Tx = ^2xie<p(i)■ Es claro que T es una isometría lineal y bi- 

iei iei
yectiva. Recíprocamente, si existe una isometría lineal y biyectiva T : 1-2(1) ه 
lz(J) es fácil comprobar que (T(e6¿((؛/ es base ortonormal de por tanto, 
Card(!) = Card(J).

Sean X, Y dos espacios de Hilbert con la misma dimensión hilbertiana. Consi
deremos un conjunto I tal que su cardinal sea esta dimensión. Tenemos que tanto 
X como Y son linealmente isométricos a I2 (I) y por tanto X e Y serán lineal
mente isométricos. Supongamos ahora que X e Y son linealmente isométricos y 
sean I, J conjuntos tales que Card(I) = dim X y Card(J) = dim Y, entonces X 
y l?(!), y también Y y l2(J), son linealmente isométricos. Deducimos que b¿(J) 
será linealmente isométrico a ¡2(1} ■ Por tanto, Card(I) = Card(J). ■

Nota 7.7.5 La dimensión hilbertiana de un espacio de Hilbert X no coincide, 
salvo si X tiene dimensión finita, con la dimensión algebraica de X. Como con
secuencia del teorema de Baire, un espacio de Banach de dimensión infinita no 
puede tener una dimensión algebraica numerable. Sin embargo, í2 sí tiene dimen
sión hilbertiana numerable. Si no hay lugar a confusión, la dimensión hilbertiana 
de un espacio de Hilbert X será denominada simplemente como dimensión de X.

7.8 Aplicaciones bilineales y sesquilineales. 
Teorema de Lax-Milgran

Teorema 7.8.1 Sean X,Y,Z tres espacios normados y u : X x Y Z una 
aplicación bilineal, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) u es continua en (0,0);
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ii) - iii)

,para cada (x,y) eXxK ٨ االااا > (||c,y)؛ii) existe M > 0 tal que I|u

٤٤) u es continua en X Y.

Demostración En efecto: i) -ح ii) Dado £ = 1 existe 0 tal que si اا£ II < s, 
< 6 será I|u(؛r,y)|| < 1. Entonces, si X 0 نج, y 0 نج serán II اؤ ة ة , II 6 اؤ.

Por tanto ١(5*1 ٢, اا)ؤ ك · Tenemos asi:

Sea (0, b) e X X Y. Tenemos que

١(,) - 0(0,0) = ||u(x,y) - 0(8,٧) t 0(0,٧) - 0(0, &)|| 
 (H<z,y- 7| ٠ u(z - a,y) II|| ك
<٨/0 I|y||+M||a|| ||y —&||.

Dado 2)0, consideremos 52)0 de modo que sea 62(2 ٢%٤٢*٢ , si a 0 نج. Si ||y - 01 (52 
será llyll < 2ة+ااةاا y elegimos 0 tal que Entonces, si 11- ١ ا(  y
||y — &62) اا es 10(*, y) - (0, ع(„)ه. Es sencillo comprobar que un resultado similar 
se verifica también en el caso de una aplicación sesquilineal. ٠

Al conjunto de las aplicaciones bilineales y continuas de X X Y en z lo de- 
notamos por Con las operaciones usuales, u + v y 00(0 e IK),
es Y; Z) un espacio vectorial sobre K. Es sencillo comprobar que si
u 2/ ج(, Y : z) entonces se verifica que

¿n٠>o : < Afilan 11,(لا,م) e A X E}

: eh (y)*, : 0%6 (,*٤)), ل (0,0})

.731 51 = 5t،p{|Ha;,y)|| : (®,y) eB^x ع ا* (sup{||u(ay)|| : (y =

Si a este número real lo denotamos por ||u|| se verifica que || || es una norma en 
CC2{X,Y : Z).

 Si X eY son espacios normados p z es un espacio de Banach بج]7.8.2[[[
entonces 6/2(٦,7٠2) es también un espacio de 300072.

Demostración
En efecto, sea (un)n€N una sucesión de Cauchy. Si (x, y) € X x Y y (m,n) 

N x N entonces

I|um(x>y) - سا (٣,٧) < 1ر,, » - Unll llyll.
De aquí deducimos que (Un(x,y)k^ es de Cauchy en z y, como z es Banach, 
existe (3٣,) = lim un(x,y). Es sencillo comprobar que u es b ilineal.
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Veremos que u es continua. Sea 0 ع como (Un) es de Cauchy, existe no ج N 
tal que IIUm - «„||(ج si m,n > no. Para cada ي,y) s X X y tendremos que

11. Fijando n > no y tomando limite cuando /-هم, 
deducimos que

II My) - 10 (2,) < llyll. (7.8.1)

Esto prueba que Un — u es continua y por tanto, como لا también es continua, 
será u continua y, de (7.8.1), deducimos que IK — اس < ج , para n > no. Por tanto, 
lim ,,-001 ٠ .(2 :7 ,)ء

Sea ahora u ع Y: 2). Definimos ]:٨ 6(٦, 2) como la aplicación
que a cada X E X le hace corresponder la aplicación Ui(r):٢^z definida, para 
y e Y, por = ه, y). Es evidente que Ui está bien definida y que 1 es
lineal. Además, para y E Y, se verifica

؛(الااا٠اا) = 10 •(٣), < االااا ااتداا -االأاا

Por tanto, ]1(2٣) e ^(y, y Ih(؛c)|| < ||u|| y ||ui|| < IMI· Como, para 
(3 ٣)/, € د  X y, se cumple

10(*,) = I I(z)(í/)II < 111/11 < llui n 111/11 اا2اا ,

resulta que INI = ||ui||. Es ahora sencillo comprobar que la aplicación

ص : 6٨2:*,*(2) ح ))ة,*(,*(/

definida por (0) = Ui es lineal y que es una isometría.
Veamos que ص es sobreyectiva. Sea [] E 6/(*, 6٨(, 2)) y definimos u : 

٨*-2 por (3٣,) = Ui(a;)(y). Es sencillo comprobar que u es bilineal y 
continua y que () = «1.

Finalmente no es difícil comprobar que la aplicación 4 : ت(*,*) X X ب y 
definida por (2)0 = (3 ,س) es bilineal continua y de norma 1. Análogamente, 
no es complicado comprobar que la aplicación 6 : /(*,*) < (*,2)(٨,2) 
definida por 9(0, )) = V - u es bilineal continua y de norma 1.

Teorema 7.8.3 Sea X un espacio de Hilbert y sea BTxH-tK una forma 
sesquilineal لا continua. Existe una única aplicación lineal لو continua j •٠ X يX

.EXxX 000 لأ,ي١ yy para ؛j = ساو 5لآأي١ tal

Demostración Fijado y&x definimos gy : X ب K por 9(*) = B(x,y). Es 
claro que gy es lineal y que también es continua, ya que 19 ٤)+( = ك  
1103 1. Por consiguiente, existe un único z e X tal que, para X E X,
se verifica 9(•) = (2 ,مد). Consideremos la aplicación :*»2 definida por 
este procedimiento; es decir, ^(y) = z. Veamos que f es lineal. Sean y,z sly 
a, Sel Para cada ومعمد

, a.Blx,p2: pz١ ب Bli ,ay = Z١١(ت, /( + 0 ١ + ته(/ ) 
-*(*,())) + 3 ي١ (2)) = (2, أه با( ) + Pí^'l.
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Por tanto, /(ayt/z) = afky^+ímz)■ Veamos que f es continua, para cada í,je 
* tenemos que 1(, ( ا))لا = 2,*( لأ )I < 17 ا|تاا لأاا ||- Asi pues, en particular, para 
X = /(لا), será 1(٧)2 < 73 ١)(/ االااا  y deducimos que I \f(y)W < 112 لأ|ا||. 
Obsérvese que 11/11 < احاا- Como también = I(x,/(y)>! < اا2|ا 11/11 لأ|ا || y 
deducimos que 13 - 11/11- •

Teorema 7.8.4 [Teorema de Lax - Milgram]
Sean X un espacio de Httbert لا B : XX ح una forma 868911700, continua 

 X). Entonces para ج * si /جcoerciva (.0. existe a > 0 tal que 012 < !2/) لو
cada ث٤٨ * existe un único a ح X tal que Rx١ - B(x,a١ para cada X ع E.

Demostración Tenemos que existe و : X —> X lineal y continua tal que 2( لأ) = 
para (, )لا ح  X X X. Se verifica que

.()اB(x,x)\ = 19 1/11 > ((+)9,)\ > ا|تلذا2|»

Por tanto, «1/11 < 9(*) < |ا|جا IHI para *ع* esto prueba que g es inyectiva. 
Probaremos que g es sobreyectiva. Es claro que 9(+) 05 cerrado y que si 9(+) 7 X 
entonces existe 2 € X con 2*0٧2ع Por tanto, = (2 , اله ا• < ة(
ا ,/ 9(2)) ا = 0  y será 2 - 0,10 cual es una contradicción. Dada f ع X* sabemos que 
existe un único b e X tal que /(0 ,) = (تلك) para cada X e X. Como también existe 
un único a e X tal que و() = b, resulta que, para X e X, /(£) = ع(واي)) = 
B(x,a). Finalmente, si existe c e X tal que para cada X e X se verifica que 
/9(2,4) = 13(*, c) tendríamos que, para X = c — a, - 012 <\B(x,c — a)| = 0. 
Por tanto, ' .

Obsérvese que, para el caso en que B sea positiva, esencialmente el teorema de 
Lax-Milgram es el teorema de Fréchet-Riesz: si 75 es una forma bilineal hermítica, 
positiva y coerciva, entonces la aplicación (3 ٣لا, )B(x,y) define sobre X un 
producto escalar que puede ser denotado por (x,y)B■ Como

a||/|2 < ا)*,(/ - B(x,x) - ^,x)b < ااع|ا .

resulta que II . 12 (es decir, la norma inducida por el producto escalar ( ٠, ور). ) es 
una norma equivalente a II · II y (X, II . 112) es un espacio de Hilbert. Según el 
teorema de Fréchet-Riesz, la forma f está definida por un único لأ e X tal que 
f٢x١ -T'hB = (*,لا).

7.9 Espacios uniformemente convexos

1 .- Sea X un espacio de Banach. Se dice que ٨ es uniformemente convexo 
si, para cada par de sucesiones )ل£ن سر  de 5*, la igualdad lim 2 -* ^|ا

 Vamos a demostrar que esto es equivalente a .لأ„|| = 1٤implica que lim - 0- ' مه-
afirmar que para cada existe un 6 > 0 tal que si x,y e Sx y - ا|لأ > 
€ entonces ||14> ||د En efecto, si X es uniformemente convexo y esta 
propiedad no se verifica entonces existe un 0 < ع tal que para cada 5-* existen 
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*,, ررا ع  Sx con IK - y„ II >ey llz„ + y„H > 2(1 - *). Se tendría entonces que
.y„H = 2 pero lim IIXn - y„n no es nulo ا „r؛lim n

Recíprocamente, si ٨ tiene la referida propiedad, pero ٦ no 05 uniformemente 
convexo, entonces existen un par de sucesiones, (Xn) e (لا), de 5*, con lim
y„H = 2 pero tales que lim اردا — y„H no es cero. Existen pues dos subsucesiones, 
que denotamos igual, y un £ > 0 tales que ir„, — y„H ة £, si n ج [. Entonces, 
para £ > 0, existe un ó > 0 de modo que si x,y e Sx y 13 — yll > ج se verifica 
que || ع ا  yll > 2(1 - ق). Para cada n ع N será 1٣» + yn II < 2(1 — 2 > (ي, lo que es 
contradictorio.

Demostraremos ahora que si X es un espacio de Hilbert entonces X es uni- 
formemente convexo. En efecto, sean (؛En)neN y (y«)neN un par de sucesio- 
nes de Sx cbn lim„ \\xn t y„n = 2. Para n e N, se verifica ||ت„ — y„||2 =

.0 = t y„||2 y por tanto lim - y„H 2||2 - ٣ر||y ٠ r„||2||2؛
2.- Sea X un espacio normado se dice que X es uniformemente convexo 

en X e Sx si para cada sucesión (xn)neN de Sx con lim II2 = | „ت ا 2ا  se veri- 
fica que lim||x„ - $11 = 0; es decir, lim(؛r„) = X. Se dice que X es localmente 
uniformemente convexo si es uniformemente convexo en cada ٠*5 مد ع  Es 
evidente que si X es uniformemente convexo entonces ٦ es localmente uniforme- 
mente convexo. Es fácil demostrar que X es localmente uniformemente convexo si

c — yll > £ entonces0؛ tal que si y e Sx y n < ة Sx y £ > 0 existe ته ع para cada 
ج-اك||?||

Vamos a demostrar que si X es localmente uniformemente convexo y (؛r„)„eN 
es una sucesión de X tal que wlimx„ - لد lim Ha;„ II = | ا2ا | entonces lim(a:„) = a; 
(es decir X tiene la propiedad H). En efecto, si X = 0 el resultado es claro. Si 
;r 0 نج, podemos suponer que para cada n ج N es Xn 0 نج. Es sencillo comprobar 
que si y = *آ y para cada n ح N es y„ = آيث entonces wlimy„ = y. Probaremos 
que lim y„ = y y de aquí se deduce fácilmente que lim(a:„) = X.

Sea £ > 0 y sea y* e 9* tal que y* (y) = 1. Sabemos que existe 50 < ر tal que
Como y*(y) > 1 — ، existe آ|| < 1 — ج|| si X e Sx y ||y se verifica

no e N tal que y*(y„) > 1 — ، si n ؤ no. Por tanto, y*^ؤy„ t y) Por
consiguiente, II يليه II > 1 — 6y y ||y„ — y|| < £ si n > n0■

Es sencillo comprobar que el resultado que acabamos de demostrar es también 
válido para redes.

Finalmente demostraremos el teorema de Milman - Pettis:
Teorema 7.9.1 [Teorema de Milman - Pettis]

Cada espacio de Banach uniformemente conejo es refleiio.
Demostración

En efecto, supongamos que X es uniformemente convexo y sea X** ٣*9 ع. 
Sabemos que existe una red (*)رعم) en 73* tal que *-w lim xa = ت*. Sea £ > 0•ي
y sea 6 > 0 tal que si X, y e Sx y n؛c — yll > £ es اا يهت  II < 1 — 5. Sea X* e X* tal 
que > 1 — <5. Como

limaeD aeD كلا١ = 1111 )*(*م ك(*ك:
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existe tal que si 00 < ؛, a ج D, se verifica ٦*(3٣٥) >1-5. Entonces, para
l — 5 y será < *0 )هس es x1xa t؛cada a, a' > a

>اهج 1-5.

 y la red (iCa)agD es de Cauchy. Esto prueba ع >
= X y tenemos que en *"* es *- limia = ,

Por consiguiente, ||؛ra — xai || 
que existe x & X tal que lim a^D
*-w lim xa = x . Por tanto, x = x** .a^D

En capítulos posteriores se estudiaran con más profundidad conceptos similares
a los que acabamos de ver. ١
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Tema 8

Introducción a los espacios de 
sucesiones y a los espacios de 

funciones continuas

8.1 Espacios de sucesiones

Si y son dos sucesiones de números reales. Escribiremos X < y si y solo si 
.N ع y(«-), para n ك (»)£

Denotaremos por (7, ||اا ج ) a cualquier espacio normado de sucesiones de nú- 
meros reales que verifique la siguiente condición:

m)SÍ2:eE;yO^^ entonces para cada sucesión real y tal que 0 < y < X se 
verifica que y e E y \\y\\E < 11212.

Observemos que Co, ¿oo y 1 ا(10 ح ) cumplen esta condición m).
Consideremos ahora un espacio normado ( ٦و اا  II). Sobre el conjunto de las 

sucesiones en X podemos definir las operaciones usuales:

x + y=(xn + ynh

donde X = (ولمح/),د y =
Dada una sucesión •ت en ٦, denotaremos por 07(*) a la sucesión de números 

reales d|a:„||)„eN. Si (2, II lis) es un espacio normado de sucesiones reales con la 
condición m) denotaremos por 7(*) 21 conjunto de las sucesiones en X tales que 
N(x) eB.Sise 7(*) denotaremos por ا امد • al número definido por 07(32)9.

Por ejemplo, si x e /() entonces ع مما

{.0 = : rc e N||)||ه|سطل£؛ = IMIoc
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Observemos que de la condición m) de E 50 deduce lo siguiente:
Siae£7y0<a entonces para cada sucesión • = (^nkpi de * tal que /7(•) < 

a se verifica que 77() e E y, por tanto, 7 ع(*) con * = //7(2 ٣•) ك ج||«|| .
Si denotamos por 0 a la sucesión constante cuyos elementos son el cero de X, 

es claro que 0 ٦)7 ج) y que o + r = rsir€ (*)ز además, 10 = 0. Si 
yaeK tenemos que (01 (٦)e 7 مد )سه = ٧ (*) y, como NQx) e 60 ,ط verifica 
N{ax) e E. Por tanto, ()*(مده ع ز  además

جاا£«|| = ١77(٥٣) = اها 177*(٣) = اها ا 2.

Sean X, y dos elementos de ElM Para cada n e N se cumple Ila;„ + yn II ك 
+ llPnll y N(x + y) < N(x) + N(y). Por tanto, (لا+ص) eEyx+ye 19(*). 

Ademas se verifica

llzAlls = 1١7٧(٣٧) <ك 1ا/7(2اا+•اا)/7براا)لأ( =

Con todo esto ha quedado probado que 2(+) con la norma ١*٣  es un espacio 
normado.

Es importante que resaltemos algunos casos particulares de espacios E(A).

, Zoo (I), el conjunto de las sucesiones (rn)„eN en * tales que es
acotada. Este espacio se dota con la norma

IkkeNll = sup{||؛rn||

٠ lp{X\ p > 1, es el conjunto de las sucesiones en ٨ tales que

٢ < 00. Este espacio se dota con la norma

٠ و)(  el conjunto de las sucesiones (xn)neN 01 ٦ tales que = 0.
Este espacio se dota con la norma

||(zn)eN|| = supinanII : n e N}.

El espacio de sucesiones c no cumple la propiedad m). A pesar de esto, po- 
dfamos intentar generalizar y considerar (*) como el conjunto de las sucesiones 
(2 ٣إع), [ de X tales que (|M|)neN es convergente, pero el hecho de que la sucesión 
de las normas sea convergente no da apenas información sobre el comportamiento 
topologico de la sucesión. Ademas, observemos que pudiera ser que las sucesiones 
(UznlDnsN y (lljnll) N fuesen convergentes pero que (1* ا yn||)neN no fuese una 
sucesión convergente. Lo usual es considerar que 6(٦) es el siguiente espacio:
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٠ (*), el conjunto de las sucesiones (؛r„)„eN en ٦ tales que lim xn existe en 
X. Este espacio se dota con la norma

1 = sup{||;Tn|| :nEN}.

Hemos de entender que en este caso ٤(*) no es exactamente un espacio 
del tipo 70(*). Observemos que م(*) es subespacio de 6(٦) y (٦) es 
subespacio de .(*)مم

٠ R(X) es simplemente ٨ con su propia norma. R2(x) es X X X con una 
norma que dependerá de la escogida en 02 (pero que en definitiva siempre 
inducirá en X X X la topología producto).

٠ م( *) es el conjunto de las sucesiones reales 2 = (in)neN؛ tales que 
está en E. Por tanto Zoo(R) - 0 ,مما 0(1) = ء  y lp( R) = Ip si p > 1.

Los espacios del tipo 7(*) admiten una generalización que es la siguiente. Sea 
(٦٤),[ una sucesión de espacios normados. Denotamos por E(X„)„eN al espacio 
de las sucesiones •ت = (xn)neN tales que xn e Xn sin6Ny? ٠) = ر(1,,) ترح ج  E 
(en cada Xn la norma es denotada de la misma forma por II . II).

En los casos en que E = Ip, p 6 [1, -too] es usual denotar ة estos espacios por 
(®„eiA)p. No entraremos aquí en el estudio de este tipo de espacios pero más 
adelante propondremos que se estudien cuestiones relativas a ellos.

Nos parece conveniente proponer que se estudien las condiciones que garanticen 
el que E(x) sea un espacio de Banach.

Nota 8.1.1 Sea ٧[ = NU ًما) la compactificación de Alexandroff de [, con la 
topología discreta. Consideremos el espacio de las funciones continuas
definidas en ٧[ y con valores en X, dotado de la norma del supremo. Consideremos 
la aplicación >ه : (٨٦) ح سر , X) definida de la siguiente forma: para cada

؛(n€N(rn ج (٦) sea •((٣٤),٤٤٧) la aplicación de ٧[ en X definida por )(ؤ = *٣»
sineNy /(هم) = lim Xn- Es sencillo comprobar que ه es una isometría lineal 
sobreyectiva.

 X,Y 005 espacios normados. Si X e Y son isomorjicos اجط8.1.2 90090
entonces también 10 serán EX 2 لا(*).

Demostración Sea T un isomorfismo de X sobre Y y sean a > 0, p > 0 tales 
que, para 2٤*, 01* ك 111 ك ا|ي2ا |- Definimos, para 3 = (a:„)„eN 75 ج(*), 
Tx = (TxnkN■ Veremos que Tx ع E(Y). Es claro que aN(x) < > (*)إ 
10] tanto, 0110 PN٢X ,N(x١؛3 ١ ع  E, 014 N(Tx ١ ع  E y 1• ع E(Y ١. هم ,

a||a;||s = ١٨٧()2 5 ك ا 7•• = ١٢٧(7)* < /3ماا7ياا)•( = /١ .

Por tanto solo queda probar que t es sobreyectiva.
Sea y = (y„)„gN e 7(*) y sea ٣٤, ع  tal que تد = لا : es decir, y-ا y„ = Xn■ 

Razonando con T، 1, como hicimos con T, deducimos que • = (Zn)„eN 7 ع(*) y 
que Tx = y. ٠
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8.1.3 Sean X,Y 109 espacios normados entonces E٢X <2) es isomór-
30 .)*()*(ه

Demostración Usaremos tanto en X x Y como en E(X) x E(Y) la norma || ||1٠ 
Definimos la aplicación T : E(X) x E(Y) ه E(X x Y) de la siguiente forma: si 
x = X)neN £ E(X), y = (yn)neN e E(Y) entonces z = T(x,y) = (X ?/n))r٠

n||)neN = N(^ + N(y\ Por||؟/ + neN = (IWI?/„(||()؛؛)؛، = (Tenemos que N(z
tanto N(z)eEy será z £ E(X x Y) y

E(||٠|| + E\\(؛٠ > B(||٠ + ٠|| = N(z)\\e\\ = ٠|| = nx,y)\\E\\

Además, como N(x) < N(z) y N(y) < N(z), será ||x||_e = ||A٢(X)||_e < 
||-٠)|k = INIb = 2 )ر 11ر ® y análogamente ||y||£ < \\T(x, y)||£. Por con

.r,y)||B)؛r,y)|| < 2||T||)؛ ,siguiente
Sólo nos queda probar que T es sobreyectiva. Sea z = ((xn, yn))ne^ £ E(XxY) 

y denotemos x = (؛cn)neN١ y = (.yn)n^· Tenemos que N(x) < N(z) € E y 
N(y) < N(z) e E. Por consiguiente, x e E(X\ y € E(Y) y (x,y) € E(X)xE(Y), 
además T(x, y) = z.

Observemos finalmente que, como consecuencia del teorema anterior, podemos 
afirmar lo siguiente:

Supongamos que en X x Y se utiliza otra norma || ||' equivalente a || ||i, y que 
en E(X) x E(Y) se utiliza || ||" equivalente a || ||i٠ Tenemos que (X x Y, || ||') es 
isomórfico a (X x Y, || ||i). Por tanto E(X x Y, || ||') es isomórfico E(X x Y, || ||i), 
que es isomórfico a (E(X) x E(Y), || ||i) y que, a su vez, es isomórfico á (E(X) x 
E(Y), || ||"). Así pues la afirmación del enunciado no depende de la norma utilizada 
en la demostración. ٠

م, 0ل>س١ AA Sea E cualquiera de los 6800008& ]•ط  entonces para 
cada espacio normado X tenemos que EX X X es isomórfico a EX.

Demostración Tenemos que E es estable y consideremos el isomorfismo s : 
ÉxK»£ definido por ج, a) = 2, donde 2(1) = a y X) - 2٣(0 - 1), para 
n > 1. Consideremos en ج X K la norma II ||1٠ Existen l>Oyí?>O tales que 
( ال اه يرا + )اها < < /3(0• 1 اها ), para a e E y a e L

Considerando en 20(٦) X X la norma 1|| اا, definimos 2: 2(*) <* E(X) de 
la siguiente forma: T(0* ,ت) = y donde yi = Xo e yn = In-1, para n > 1. Entonces 
N(y) = ,5(77 (1 ,(مدX1) £ E, ya que /7(٣) e E. Por tanto, y e E(X) y

٨(,0)] = λ( ج|ا^اا ٠  IXI) < IIXV(*), HxolDb = )ا/7اا)را * = WvWe
= < /3••( ٠ ll^oll) = شاياام0·ااا)

Solo queda por probar que T es sobreyectiva. Sea y - (ynk N ج ط (*) y sea 
,لآ = y que 7(* y 1) (٦) tal que "» = ynn sinefi. Es claro que * e ء»(»*) = *

Los dos siguientes teoremas son sencillamente sorprendentes:
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Teorema 8.1.5 Sea E cualquiera de los espacios l^, cq ó lp(p > 1) entonces 
E(E) es isométrico a E.

Demostración Sea x = (£n)ngf؟ un elemento de E(E). Definimos la sucesión de 
escalares y de la siguiente forma:

2/(1) = £i(l) (primer escalón)
2/(2) = £2(1),y(3) = rci(2) (segundo escalón)
2/(4) = £3(1), y(5) = £2(2), 2/(6) = £1(3) (tercer escalón)

Supuesto que hayamos subido n — 1 escalones tendremos definidas las 1 + 2 + 
■ ■■ + n — 1 = ٠n(n — 1) primeras coordenadas de y y las n siguientes, las que 
van de y(^n(n — 1) + 1) a 2/(|?٠ + 1)), se definen sucesivamente por £n(l), 
£n—1 (2), . . . , £٦ (n).

Observemos que en el escalón n se habrán utilizado ya las n primeras coorde
nadas de £1 y la primera de xn. Así pues, una coordenada j cualquiera de cierto 
xm habrá sido utilizada como coordenada de y, si ya hemos recorrido m + j — 1 
escalones; £m+٥_i(l), £m+٥_2(2), ٠ ٠ ٠ , £m(J),..., £i(m + ٥ — 1). Por tanto, para 
cada j e N y cada m e Nes xm{j) = y(k), donde k = 1 + 2-1----- F(m + J — 2) +j.

Tenemos pues establecida una aplicación T : E(E) —» E que supondremos 
que está bien definida. Más adelante probaremos que efectivamente T está bien 
definida. Por su construcción, es claro que T es lineal e inyectiva. Veamos que 
T es sobreyectiva. Sea y € E y recorramos el camino de las anteriores relaciones 
al revés; es decir, £i(l) = 2/(1), £i(2) = 2/(3), ٠.., xm(j) = y(k), donde k = 
1 + 2 + · · · + (m + j — 2) + j. Es claro que xn € E, para n e N, ya que xn es una 
subsucesión de un elemento de E.

En el caso en que E = cq ó E = 1^ deducimos que para cada n E N es 
]|£n||^ < ||//||b, ya que xn es subsucesión de y. Por tanto, (£n)nSN € E(E) y 
||(£n)n6N||.E = sup{||£n||٤ : n e N} < |٠2/||b (obsérvese que ||£„|| < sup{||?/٥|| : j > 
1 + 2 + ··· + n}).

En el caso en que E = lp,p > 1, tenemos que si N G N es

+ · · · + ii٠ii? = E + ■ · ·+E < E = n<·

Por tanto, E IKIF < ٥٥١ (^n)n£N G E(E) y ||(£n)neN||s < ||2/||e٠

Es evidente que T((£n)ngN) = y y ha quedado probado que ||(£n)neN||B <
·n)neN||.E)£؛٢H

Demostraremos ahora que T está bien definida y que es una isometría. Sea 
(£n)neN G E(E) y sea y = T((xn)ne^). Demostraremos que y E E y que ||2/||b < 
H(£n)neN||.E·

Supongamos que E = l^. Tenemos que ||(£ra)neN||oo = sup{¡^„، : n E N}. 
Para n E N y j E N se verifica |£n(j)| < ||£n||oo < ||(£n)neN||٥o■ Por tanto, para 
i E N, también será |2/(¿)| < ||(£n)neN||٠o y tendremos que ||2/||٠٠ < ||(£n)neN||o٠٠
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Supongamos que E = Co, probaremos que y ع Co. Tenemos que existe WeN 
tal que si n > N es ||a:„|| < £. Si consideramos Xl·■^■,XN, es evidente que 
existe M e N tal que si i > M es ٣٤, (٤) < ع , para cada 0 e {l,...,Nj. Si 
و >1 + 2 + ■■· ر(+٧ جارب 2 )+ M es claro que y(j) es 0 bien una coordenada 
de xn para /ح/( entonces \y^j)\ عك) bien ٧()) es del tipo *,(ة), con 
n e {1,..., ر٧ز  pero i > M. *اع pues, también 12 > ا)ز(/ا. La demostración de 
que االااا < es similar al caso E =

Finalmente, supongamos que E = 1. Veamos que y 1 ع. Sea ر٧  e N y

consideremos 2 (ااا٤ا) . Existe n e N tal que 1 + 2+ ٠٠٠+ ح•/٧٧  esto significa 
que y(l),...,أ() han sido obtenidos con coordenadas de ؛El,... ,X n. Asi pues,

< ا٣1*»ا٠٠اسة٣»ا« < £اا«جم(اا٠

Por tanto y elp y ||y||p < +اا(2صط ?· ,

8.1.6 Sean ٦,٦ 106 espacios normados, se dice que X es un factor 
de Y si existe un espacio normado ٦] tal que Y es isomorfico aXx x^.

Teorema 8.1.7 [Teorema de Pelczynski[.
Sea E cualquiera de los espacios loCo o Ipkp > ١١. Supongamos que X es un 

espacio normado tal que (ة) es isomorfico a X. Sea Y otro espacio normado 
tal que X es factor de Y eY es factor de X. Entonces X eY son isomórflcos.

Demostración Como y es factor de ٦ existe un espacio normado y tal que 
X ؤ Y X Vi. Como X es factor de Y, existe un espacio normado , tal que 
y = XxXi- Probaremos que tanto ٦ como Y son isomorficos a X X y

Tenemos que

X يد X) = 7(٢ X y) 7 خ(*) x E y ) 2 يد(*) X y X Ey ).

Como E(y) X E(y) = X, deducimos que También tenemos y
X X Xi — E(X) X Xi = E(X) xXx Xi. Como E(X) X Xi es isomorfico a y, 
deducimos que y ؤ X X y. •

Nota 8.1.8 1.- En el teorema anterior, puede ser complicado el conocer en detalle 
la expresión del isomorfismo entre X e y. Si en el teorema anterior X es uno de 
los espacios Zoo, 6, 7,(0 1 ح) tendremos que ciertamente es E(x) = X. El hecho 
de que ٦-٦٦  puede ser deducido sin necesidad de usar el espacio E(X), ya 
que se tiene que ٦٦-٦٦٧ , por tanto, Y = X X Xi = X X X X X1٠ Como 
y Xx ], deducimos que y ت X X y.

2 .- En el siguiente teorema probaremos que si X es un espacio normado enton- 
ces el dual de (٦) es linealmente isomètrico a Queremos proponer que
también se estudien los espacios duales de Co(x), ١(X) y lp(XY (0 1 ح. En una 
situación más general, pueden ser estudiados los espacios duales de (8,, إ)[,
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donde p e (1, +00) y (*/,)!1 es una sucesión de espacios normados. Proponemos 
también que se estudien las condiciones que garanticen la refiexividad de estos 
espacios. Hacemos también una propuesta similar pero para la separabilidad.

8.1.9 560 X 0 espado 00777040 entonces, 67 4007 de c X es lineal- 
mente isometrico a l x*١.

Demostración Los elementos de /](**) serán denotados por (y)n> 0·
Para cada y = (٥:)„>0 de definimos la aplicación Ty : 6(*)[< por

):*:،(,t^y (هآةلأ٠ = ^Ty^Xn^nE

donde (xn)neN e ٤(٦ ). Claramente Ty es lineal, además si 2 = (*,),اع: e BC(X) 
tenemos que

|T^)I ج ^oll* 11^111^11^11 ||®*11^1W1٠

Por tanto, 85 لالل continua y ااالاا < „y„. Veremos ahora que „y„ 17 ك.

Sea y = (ynk 0 ا،٠)ع إ ) y sea 0 < ج. Existe N e N tal que 2 ١٢: ا  < |. 
í=Ati

Para cada ¿ e {1,... sea تأع¿ e Sx tal que > ly „ - 3 بء . Sea 

م ء  Sx tal que i/o ( - آية تأئ ٥٠) >  . Sea * e c(X) definido por *(*) = **ل

si i < N, y 3() = *م, si ¿ > V. Tenemos que 2 e ع(*) y que

 E < E ؛1^11-
l؛N¿=

Por tanto, /(• + )]*(*ا + +'·■ )*(لا 1 ]جحأ لا م*( )ت =  ) y será

Elicli 11أةه + ... + 11ةلا11ه= llwll

< )ههئلا(ةه + + )اته(^ -ا- 3تاخ Í- - ٠ - + دته(ةلا٧) -ا-+ 3

2 ج
E ثلا م(آب

i=/v٠l

E= T٠١ )-«:«+ آ ي ٤)*(» 1

^]Ty^x+E.

Así pues, „y„ < „Ty„ y, por tanto, „Ty„ = lly„.
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Probaremos que 705 sobreyectiva. Sea %-*0 una aplicación lineal y continua 
de (٦) en K. Para cada n ج N definimos una aplicación ٧* de X en K por 
y» = 0,..., 0, 0 ,ة,...). Tenemos que ر* es lineal con 11 اا^إاا ك 11ر · Sea z* la 
aplicación deTenK definida por 2"() = (*, ,ته م,... ,...). Es claro que 2 es 
también lineal y que الشةاا < ااص|ا .

Demostraremos que اا£إاح es convergente. Sea 0 < ح y consideremos N ع 
N. Para i e (],...,أ sea وي e Sx tal que ي - < )إر )؛ي . Sea بد ت  
y que (*)Tenemos que 3 e 73٥ .(٠ .. ,...,Ti(؛

(/2) = ,اي(/ ة,...)...,,*08 .)^(;لآب· >

Por consiguiente, „yí„l-. · + ||،|| < ر٠٠ ٤  Por tanto, 2 = الا.

oo
Consideremos - :: tenemos que = (٧*)»20 es un elemento de ١(*")

y probaremos que Ty - f.
Sea مد = (x„)„eN e (*). Deseamos probar que

f ((^n)neN) = 0 ئ(0)ه ب إ « (2)(

O, lo que es lo mismo, que

:( ); : ٥٥ ):» = f^ - )*ن• + )،تك( ا(

Es decir, que 2/ y* (٥٤ - Zoo) = ")٧(٩) - م ). Sea 0 < ح y sea 8 ٨٧ ع  que si 
m > TV es اا"* — xm\\ < ٠■ Tenemos que

؟ yi (xr •) - (/(x) - 2))*(= 1(/0,..., 0, * ....*«*-ا) ة 11/11

Asi pues, Ty = f.

8.2 Introducción a los espacios de funciones 
continuas

Trataremos ahora algunos resultados básicos sobre espacios de funciones continuas. 
Uno de los resultados más destacados es el teorema de Stone-Weierstrass que se 
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vio en el capítulo 1. Otros resultados dependen de la teoría de la medida o de 
recursos que todavía no podemos usar. Este tipo de resultados serán, de momento, 
omitidos.

Teorema 8.2.1 Sean S y T dos espacios topológicos y supongamos que existe 
una aplicación tp de S en T que es continua y sobreyectiva. Entonces BC(T) es 
linealmente isométrico a un subespacio de BC{S).

Demostración Sea H : BC(T) —> BC(S) la aplicación definida, para g e BC(T), 
por H{g) = gg>. Es claro que H(g) € BC(S) y es fácil comprobar que H es lineal. 
Además, como 99 es sobreyectiva, tenemos que sup{|p((p(a;))| : x € S} = sup{\g(t)| : 
t e T}. Por tanto, \\H(^)|| = ||^||.

Nota 8.2.2 a) Obsérvese que si, en el teorema anterior, fuese ه un horneo- 
morfismo, entonces H será sobreyectiva. En efecto, si / e BC(S) tenemos que

b) Sea 5 un espacio topologico normal y sea A un subconjunto cerrado de s. 
Consideremos la aplicación R : 156(5) - BC(A) definida, para g ع BC^Sf por 
 .a· Tenemos que R es lineal y también es continua, ya que 11153(9) < 9و) - 9)
Como consecuencia del teorema de Tietze, tenemos que si f e BC(A) entonces 
existe f e BC(S) tal que 54 - ٧ 74 = اا/اا; es decir, R(f} = f. Asi pues, R 
será lineal continua y sobreyectiva y por tanto abierta. Deducimos que si 26(5) 
es separable entonces BC{A) también lo será.

La conclusión a la que hemos llegado puede ser falsa en el caso en que 4 no sea 
cerrado. Por ejemplo, consideremos en ]8 el conjunto 4 = (0,1). Tenemos que R 
es homeomorfo a A y por tanto 76(4) es isométrico a BC/R). Por otra parte, N 
es un subconjunto cerrado de R y 750([) - [مم no es separable. Por tanto, BCR 
no puede ser separable y deducimos que 76(4) no es separable. Tenemos, sin 
embargo, que A c / = [0,1] y 6(7) si es separable.

TìtiiN 8.2.3 Sea s 00 espacio topologico لا sea E un subespacio vectorial de 
BC/SE con la siguiente propiedad: para cada par A,B de subconjuntos cerrados 
no vacíos 0208 015 لا de 5 existe ئ ع  E tal que f(S ١ ح = 00ر لا  
JE - []ر. Entonces, si la función constante د, que denotaremos por e, pertenece 
a E se verifica que E es denso en BC٢S١Ì١.

Demostración Sea g ع BCfS) y sea 0 < ج. Probaremos que existe / e E tal que 
 Sea a = inf p(S). Como 9(5) también está acotado superiormente .ع >— 7>||
existirá el menor n e N tal que g(t) 70, para t e s. Para 0, ...,1} ي ع , 
definimos ¿i = {t : و(*) < a + (i — 1)ج} y Ui = {t : g(t) > ه + اع; . Si ¿ e 
{2,... ,71 — 1} tenemos que Li y Ui son cerrados no vacíos y disjuntos. Por tanto, 
existe fi e E tal que /٤(5) c [0,1], /٤(700 = (ن] y /([/1 = (ن.

Para i = 1 tenemos que pudiera ser 0 = اء y en este caso tomamos 1 = e; si 
fuese ]*ا escogemos %17ع tal que 1(7]) = 00] y /1(171) = {1}.

Análogamente, para i = n pudiera ser Un = 0; en este caso escogemos fn = 0. 
Si fuese Un 0 نج escogeremos fn tal que ,(00 = (,د] y fnlUn) = {1}. Sea 
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f = o؛e + £•( ٨ + ■ · ٠  + /„). De esta forma, f E E. Consideremos ¿o 6 S. Tenemos 
que existe j G {1,..., n} tal que

.l)s < g(to) < a + je - ٥؛ + ر(٠

Si i < j-1 se tiene t0 G Ui y )٨؛ o) = 1■ Si i > j +1 se verifica ¿o G L¿ y /¿(¿o) = 0. 
Así pues, a+ (j - l)s < /(t0) < a + je y, por tanto, |/(ío) - ٠o)| < e. ■

Nota 8.2.4 1.- Si en S consideramos la topología discreta, tenemos que BC(S, R) = 
B(S, R). Si E es el subespacio vectorial de B(S, R) formado por las funciones finito 
valoradas tenemos que E está en la situación del teorema anterior. Por tanto, E 
es denso en B(S, R).

Sea K un espacio compacto y de Hausdorff y sea E el subespacio vectorial 
de C(K) formado por las funciones finito valoradas. Es fácil comprobar que si 

f G E entonces / puede expresarse como f = ٢ üíXa^ donde {ai,..., an} c K y 

{Ai,..., An} es una partición de K en conjuntos clopen (es decir, simultáneamente 
abiertos y cerrados) disjuntos.

Demostraremos que E es denso en C{K} si y sólo si K es 0-dimensional.
Supongamos que K es 0-dimensional. Sea / G C(K} y sea e > 0. Para cada 

t G K, sea At un clopen en K tal que t G At c /،1(D(/(¿), £)). Por la compacidad 
de K deducimos que existe {ti,..., tn} C K tal que Atl U· · ■UÁ،n = K. Definimos 
los conjuntos Bi, para i G {1,..., n}, de la siguiente forma:

٥i = Atl,
B% = ٧ ^t2 ) ٦ ر١!،■ ١

Bn = (Atl U ■ · · U A،J ١ (Atl U · · · U 4J.

Tenemos que Bi ٢1 Bj =0, si i, j G {1,..., n — 1} con i ± j, y K = ٧ Bi٠ Sea

g = ٠٢ es sencillo comprobar que g es continua y, por tanto, g G E. Si

t G K tenemos que existe i G {1,...,n} tal que t G Bi C At C /“1(^(/(،¿),e)). 
Así pues, será \g(t) - f(t)\ = - f(t)\ < e.

Supongamos ahora que E es denso en C^K). Sea B un conjunto abierto y sea 
x G B. Probaremos que existe un clopen A de K tal que x & A C B. Como 
 [ه [—y Bc son cerrados y disjuntos, existe una aplicación continua f : K 1,1 {c؛}

tal que f(x) = 1 y f(K \ B) = {—1}■ Sea g = ٢ a¿ Xa، un elemento de E

tal que \\f — ٥|| < |. Existe j G {l,...,n} tal que x G Aj. Se verifica que 
I/(®) —g(z)| = \f(x)-aj\ < ٠; por tanto, 0ر G Si y & Aj será\f(y)-aj\ < j 
y esto significa que y K \ B. Por consiguiente, x G Aj C B.
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2 .- Sea s un conjunto y sean E 5(5,R). Denotaremos por f V g = 
máx(/,g), mín(/,g). Se verifica que son elementos de

,)«ب( 34»٥/٧9 = ئ t اكحكا ٧/٨» = - .كلحطا

Diremos que E ح B٢s,l١ es un subretículo 9; ٢٧ 9, /75 حو cuando 
 subespacio uectorial diremos que E es subretículo اس Si ademas E es . ح 0,91
lineal.

Recordemos que, dado ج c 5(5,8), decíamos que E separa puntos de s si 
para cada ¿1,¿2 9 ع» con ¿1 2¿ ل, existe ر € عك  tal que f(t 1) 2*)/ ء). Se dice que 
E separa fuertemente puntos de s si para cada ¿5 ما2 ج  con ti Í2 y cada 
ي(ج2ز = E tal que g(t 1) = «1 y 02 ج R existe g ج 2¡1,0» .

Si E es un subespacio vectorial que contiene a e (la función constante 1) y 
separa puntos de s entonces E separa fuertemente los puntos de s. En efecto,

R- Consideremos la función 5 01,)ه ج con ،1 / Í2 y يلتي2 ع sean

.02 = (٤2)9 1 y؛O = [(٤)2). Es claro que g E, 9/)ل ؛ (donde f G E es tal que /(ti
Si E es un álgebra de aplicaciones definidas en s que separa los puntos de 5 

y no se anula simultáneamente en s sabemos (se vio en el primer capitulo) que E 
separa fuertemente los puntos de s.

3 .- Es sencillo comprobar que los siguientes resultados se encuentran de alguna 
manera recogidos en el primer capitulo.

٤) es ا espacio 00014900 compacto لآ E es un subretículo lineal de (,م) 
que separa fuertemente los puntos de T , entonces E es denso en C٢T٦W).

ii) Si s es un conjunto لا E es una subálgebra cerrada de IS,®.) entonces E 
es un subreticulo.

Hi) Si T es un espacio topològico compacto y E es una subálgebra de C(T,R) 
que separa fuertemente los puntos de T, entonces E es denso en C(T, R).

iv) Si T es un espacio topològico compacto y E es subálgebra de C(T, C) que 
separa fuertemente los puntos de T y además f G E cuando f G E, entonces 
E es denso en (CT,C).

4.- Sea T = {z G C : \z\ = 1}. Consideremos en C(T, C) el conjunto E de 

las funciones de la forma ٢٦ ar zr entonces E es denso en C(T, C). En efecto, 

tenemos que E es subálgebra de C(T, R) que separa puntos de T y no es cero 
simultáneamente en T. Observemos que si ¡2| = 1 tenemos que (zr) = z~r y 
deducimos que si f G E es f 6 E. Así pues, E es denso en C(T, C).

5.- Sea J = [—t٢,7٢]. Consideremos en C(J, R) el conjunto E de las funciones 
de la forma ٠ao + ٢(ur eos rt + br sen rt). Entonces si / G C(J, R) es tal que 
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/(7٢) = (-7٣) tenemos que / puede aproximarse uniformemente por funciones de 
7. En otras palabras, el conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en 
 (ئ(-[) = (con 7 ®در:/ R). En efecto, dada una función continua د(ن
podemos definir la función ج de T = {z ج c : 1 = احرا} en R por ) = f(t).
Esta funciónestará bien definida ya que (-7 ٢) = (/٢ ). Además, es sencillo 

comprobar que و es continua. Por tanto, dado £>0 existe h(z) ■= 5 تري tal 
r=—m

que /(2) 9 - (ء) < s si Z&T. Asi pues, para cada t e ل es ١7)( ٥٤) — ع(و ا) < ع .
y es sencillo ي € ر para cada £ > ؛؛(|Por tanto se tiene que IRehteit) - Re(e

comprobar que Reh(eit) es de la forma deseada.

ي٠١ T. Sea 167£seat٠ لع espacio compacto اس SeaT ت•[[8.2.5]  algebra de 
las funciones 0(1, 8) tal que fltj -0. Sea E un 8004196770 de Ptf que separa 
los puntos deT. Se rerifica que E es denso en lito).

Demostración Consideremos El = E + E(e) (e función constante 1). Veamos 
que El es un subálgebra de 0(2). Si /, g e E entonces ( t )(36/ + و) = 
fg + pf + ag + ه٠ El separa puntos en T y no se anula simultáneamente en 
T■ por tanto, El es denso en 6(7, ٢). Dado £ > 0 y / e d(t٥) existirán g&E y 
ael tales que ١-(9+٥6) < 5. Entonces se verifica que ١(٤ 0)-9(10)+٥ < 5 
y 5 > اها. Por tanto, 11/- 06 + -ااح < 11/ ئ ) t ||ااجيه < I + I = £■ ٠

Nota 8.2.6 Sea 7 un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Sea ا = 
Tu{٥ol· la compactificación de Alexandroff de T. SeaJ(oo) = عئ C(T') : (مم) = 
0}. Demostraremos que si f e CBpr, R) entonces existe 0)7 ا ج ) c C(r',R) 
tal que f = Jt si P sólo si para cada >0 existe HcT compacto tal que si 
teT — Hes |/(í)| < £. (Al conjunto de las funciones de este tipo las denotaremos 
por 00(7,) y diremos que son funciones que se anulan en el infinito).

En efecto, con / e [(هم) c (7(7', R) tenemos que, como /(00) - 0,
existe A, entorno abierto de مه en 7), tal que si t e A es |/(í)| < £. Tenemos que 
H = T' — AcTy que H es compacto. Si t ع T — H, se cumple t e A y por tanto 
|/(í)| : ١(٤ ) < £. Recíprocamente, si definimos ت:-* por /(t) - f(t), 
para t e T, y /(oo) = 0, entonces وم sencillo comprobar / es continua. Por tanto,

y fT = fاً يلم! ٠ f
Sea E un subálgebra de Cb(T,R) que separa los puntos de T y no se anula 

simultáneamente en T. Entonces É ={/:/€ E} es un subálgebra de (م) 
que separa puntos de [. Por tanto, É es denso en [(هم). De esta forma, si 
g ع Coí^R) y 0 < ح, tenemos que existe / e E tal que < £. Entonces se 
verifica اا — او/ | < £. Asi pues, E será denso en Cq(T,R).

Nota 8.2.7 Sea 0] = ل, doo) y sea CbW R) el conjunto de las funciones 
continuas y tales que lim (*) = 0. Sea E el conjunto de las funciones/برت Rجم ه

de la forma /($) = ٥٨-٤  Se verifica que E es un subálgebra de ه(,) 
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que separa los puntos de ر y no 05 cero simultáneamente en ل (pues e 0 ع نج  para 
cada X 00+,10 ع)). Asi pues, E es denso en 60(7).

8.33 Espacios de funciones continuas separables
En lo que sigue de este capitulo, consideraremos que los espacios de funciones que 
estudiaremos son de funciones real valoradas. Proponemos al lector que analice 
someramente lo que pueda tener sentido para el caso de funciones valoradas en c.

Sea X un conjunto y ٥ = دي{ , i & 1} una familia de seudométricas en X. Para 
íeI,ieIya>0,aeR, denotamos

Udi (ت, a) ٤(٣ ,2) < a}.

Sea xeXy sea آ/* la familia de conjuntos UcX tales que existen FqI finito 
y a > 0 de modo que عنم إ[ ,ت( ٥ ) c u. Se cumplen las condiciones para que 
exista una única topologia T en X tal que si X € X es K el sistema de todos 
los entornos de تن en T. Esta topologia la denotamos por .21(7) y se denomina 
topologia inducida enpor la familia de seudometricas ٥.

Si D fuese numerable, D = {dn : n e N}, veremos que 1(7) puede ser inducida 
por una sola seudométrica. Si para cada n e N es تذ(ه, y) = mín[d„(a;,y),l] 
entonces ٥' = 1 : n e N} es también una familia de seudométricas y es sencillo 
comprobar que induce la misma topologia.

Definimos en X X X la aplicación 1(*, 2) = supneN *4«( ). Para cada neN 
tenemos que

1n n, n هدج .)ر ي ر ي( . diz + (2 .)ر .

Asi pues, d^jy) < d(x,z) ا ,ة( ٤٧ ) y es claro que d es una seudométrica. Sea 
u un entorno 10 ع * para 2(7). Existen F cN finito y a > 0 tales que 
dieF Ud' (m) c u. Sea A ع N tal que N > maxf, entonces Ud(x, #) c 
0٥,**)49 ٧لا*ء ), ya que si z ع u¿ (* *) será 4(2,2) < — y, por tanto, **(»> (ء 

٤٥ < a. Asi pues, u es entorno de * en (*,ا).
Reciprocamente, si u es un entorno de •م en (٨, ) existirá a > 0 tal que 

Ud(x,a) c u y si m ج N es tal que *ي entonces ,م٣٤و*(*ا ) c ا«(«,). 

En efecto, 2 ,*) اذه ع إحم ) es 14!(*,») < 4 > ع, para ie{ 1,..., m}, y, si 

i>m+l, es claro que ت*(*,») < —. Asi pues, u es entorno de * en Tip).
Supongamos ahora que s es un espacio topologico para el que existe una familia 

(7) de funciones continuas de s en I = [0,1] de modo que si X e s y u es entorno 
de X existen n؛Nys>0 tales que {t & s : ]Mt) — ٤٤)*(, آ-لعك . Entonces, 
demostraremos que s es seudometrizable. Además la topologia de >S puede ser 
inducida por una seudométrica d tal que (5, 4) sea precompacto.
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En efecto, para cada n € N definimos en X x X la aplicación dn(x,y) = 
|/n(^) — fn(y)\■ Tenemos que dn es una seudométrica en S. Obsérvese que se 
verifica dn(x,y) < 1 para cada x,y 6 S. Si T(D) es la topología que'induce 
D = [dn : n E N} en S, es claro que todo entorno de x en S lo es también en 
(S, T(D)). Observemos que

Udn(x,e) = {te S : |/„(t) - fn(x)\ < e}

es abierto de S. Así pues, T(D) es la propia topología de S. Por 1., tenemos que 
T(D) es la topología que induce la seudométrica d(x,y) = supn&dn(x,y)■

Veamos que (S', d) es precompacto>١ Sea e > 0 y sea N e N tal que — < e. 
Para cada r1١...,rj٧ e {1, ■ ■■,.N} sea ArirN el conjunto de los t e S tales 
que ٩٢ < fi(t) < ٩, para i e {1,..., ٨٢}}٠  Cada uno de estos conjuntos tiene 
diámetro menor que e; además, la unión de estos NN conjuntos recubre a S.

Teorema 8.3.1 Sea T un espacio topològico completamente regular y de Haus
dorff. Si BC(T) es separable entonces T es metrizable.

Demostración En efecto, consideremos el conjunto M de las funciones continuas 
f : T ٩ [0,1]· Tenemos que M C BC(T) y M también será separable. Sea 
{fn : n e N} C Mun conjunto denso en M. Sea t € T y sea U un entorno abierto 
de t. Sabemos que existe f € M tal que f(t) = 0 y f(T\U) = 1. Sea k € N tal que 
\\f ~ fk\\ < 1· Entonces |/fe(t)| < | y tenemos que A = {z e T : \fk(z) - ٨(í)| < 
٠} C U, ya que si z G A se verifica |/٩)| < \f(z)-fk(z)\ + \fk(z)-fk(t)\+^^ <

1. Así pues, como |/(٩| < 1 se verifica z E U. Por tanto, deducimos que T es 
seudometrizable y, como T es de Hausdorff, T es metrizable. ■

TEOREMA 8.3.2 Sea T un espacio compacto y de Hausdorff. Entonces son equi
valentes:

i T cumple el segundo axioma de numerabilidad (es HAN).

ii El espacio CÍT,^) es separable.

Hi T es metrizable.

Demostración De la nota anterior se deduce que si C(T, R) es separable, entonces 
T es metrizable; es decir ii)=>iii).

Suponemos conocido, de los cursos de topología, que todo espacio métrico y 
compacto es HAN. Por tanto iii)=>i).

Supongamos ahora que T es HAN. Sea una base numerable de abiertos en 
T. Sea B la familia de las uniones finitas de ؛B^ Es claro que la unión finita de 
elementos de 'B estará en ® y que ؛B es numerable. Para cada par (U, V) de ؛B tal 
que U C V, podemos escoger una función continua, definida en T, que denotamos 
po٢ y con valores en [0,1], de modo que f(u,v){V) = 0 y f(u,v)(T ٦ V) = 1. 
Esta familia de funciones, que denotaremos por E, es numerable. Probaremos 
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ahora que si A y B son cerrados disjuntos de T entonces existen U, V € 23 tales 
que AcU, UcVyVnB = 0. En efecto, sea a e A. Como X \ B es entorno 
de a, existe G(a) G 23 tal que a G G(a) y G(a) A B = 0. Por la compacidad de A 
existe {ai,..., an} C A tal que A c U = G(ai) U · · · U G(an). Por consiguiente, 
[7 G 23. Como U = G(ai) U · ■ · U G(an), se verifica U A B = 0.

Reiterando el argumento anterior, con los cerrados disjuntos U y B, podemos 
obtener V G 23 tal que U C V y VnB = 0. Observemos que entonces f(u,v)(A) = 0 
y f(u,v)(٥) = 1· Así pues, si E es el subespacio vectorial generado por e (aplicación 
constante 1) y ٤ tenemos que E es denso y por tanto G(T, R) separable; es decir 
i)=>ii). ٠

Nota 8.3.3 Si en N consideramos la topología discreta Td, tenemos que (N, T٥) 
es completamente regular y T¿ (más aún, es T4) y (N, T٥) es metrizable. Sin 
embargo, BG(N) = /٩٤ no es separable. Por tanto para el teorema anterior ha sido 
esencial la compacidad.

Teorema 8.3.4 Si S es compacto metrizable y T es un espacio de Hausdorff que 
es imagen continua de S entonces T es metrizable.

Demostración Tenemos que existe una aplicación F : S —> T continua y so- 
breyectiva (observemos que T será compacto). Ya se ha demostrado que BC^T) 
es linealmente isomètrico a un subespacio cerrado E de BC{S), por medio : 
BC(T) —► BC^S), = fF. Como BC(S) es separable, deducimos que E es 
separable. Entonces BC{T) es separable y, por tanto, T es metrizable. ■
Nota: con la Topología y el Análisis Funcional sucede, a veces, como con las 
habaneras: los cantos de una orilla influyen en los de la otra.

8.4 Isomorfismos entre espacios de funciones 
continuas

.uectorial E de C(I tal que 6(7) E c٠' رA Existe m 6700010 ة .4

Demostración Sea E el conjunto de las funciones de C(T) que toman el valor 0 
en cada ٤, n G N. Es claro que E es un subespacio vectorial de G(I). Sea F el 

conjunto de las funciones de C(I) cuya gráfica es una línea recta en cada intervalo

del tipo Tenemos también que F es un subespacio vectorial de 6([).

Sea 7)0 : ي) —> c la aplicación definida por (1 ) : (ئ/rc)). Como lim
se tiene lim (*) - /(0) y, por tanto, ((*))بلحا es un elemento de c. Claramente ي 
es lineal y, si ص € F, es claro que 1() = 11^11. Si 2 ع, consideremos la función 

f € G(/) tal que )٤ش ) = æ(u) y la gráfica de أ es recta en cada
1 1 

n(l’n
Errices 8016 jeFy = 3.
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Asi pues, si له - ه  tenemos que له es una isometria sobreyectiva defenc 
y, por ser c = cq, tenemos que F = cq. Para concluir la demostración, bastará 
probar que C(T) es isomórfico a E x F.

Dada / € sea T(f) la función que toma el mismo valor que f en cada —

y su gráfica es recta en cada 1 1 
n+l’n

Observemos que (غ)() - lim Tf(~) :

lim/(A) = 0) y que si g 6 E es Tg : 0 y h e F se verifica T(h) = h. Es claro 
que Tf es lineal y que 11 < [اذا[.

Sea 5() خ - Tf. Se verifica que s es lineal, 05 continua y 115 < 2: 
además, 5() ع E. Consideremos la aplicación [[:([)-ار* (con la norma 
Se tiene que H es lineal y continua. Si = (/)ى definida por (اا 111
fecw se cumple Sm+nfH-, por tanto, 1 6 , ك ا +/1 5 - ا ك/( )].
Ademas /(5,2/)] = /5 + 111 < 3/

Solo queda probar que H es sobreyectiva. En efecto, si (9, h)&ExF, tenemos
٠ H٢g ب ٦٦١ : ٢ g١K١.

es isomórfico a cada, uno 46106 siguientes espacios: 6(7) (ثا*8.4.2 6(7
Co, C(/)xR, CWxCW.

Demostración Tenemos que Co X Cq = Co y Co « Cq X Por tanto,

٩I١ X c٩ ت E X Cq د دب ت E X c؟, = cتا١

y también
6(7) X c 0(7) xcoxlh 6(7) X R.

Probaremos finalmente que 6(7) X 0(7) es isomórfico a 6(7) X K.
Sean ,٧٤ 0(7) y sea 7:7-* definida por 7(٤) = /(2زي, si t 0,1/2] ع], y 

h(t) = 9(2٤ — 1) + /(1) — 9(0), si ي e [1/2,1]. Tenemos que h e 6(/) y /)اأ < 
.6(7) < R por 7(, g) = (/, 5(1) -9(0)) ٠ Definimos T : (7(7)(7(7) .ا|هاا2 +

Es evidente que T es lineal y que T es continua, ya que

3+//(9) - 3ll(f, qflli. > ٠|) < بااصاا2ااواا + |اص|ا + ااجاا(-II1 = IIM + l/(l(٨ ٥)T؛l

Definimos k : 6(7) 18)[(ا)[( por 7(7,0); = ,)ؤ,/( donde (/٤) = ؛(ة/2)
y 9( ٤) = ٤ ( d ؤ) - a. Es claro que (٤,٥) e 6(7) X 0(/) y

1٠(||2(||M > 9 7ر + ا«ا < IIM fاا٠اا)م 1 : اائاا + ر

Por tanto, k es continua; además, koT :Identidad yTok :Identidad. Por 
consiguiente, T es biyectiva y k = 7-1. ,

Nota 8.4.3 En 1966 el matemático ruso A.A. Milyutin prueba que si 2٦ es 
cualquier espacio métrico compacto y no numerable, entonces <D es isomórfico 
a 0(7). Este resultado es espectacular por imprevisible. La demostración puede 
consultarse en z. Semadeni “Banach spaces of continuous functions" (376-380).
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Teorema 8.4.4 Sean S yT dos espacios compactos Hausdorff y sea V : C(S) ه 
C(T) una isometría lineal biyectiva. Entonces, si es es la aplicación constante 1 
en S y go = V(es) se verifica que |po(t)| = ٦ Para cada t eT.

Demostración Si |po(to)| < 1١ P&ra algún í0 g T, escogemos a e R tal que 
0 < o1 > ؛ — |po(to)|■ Sea G = {t : |po(í)I < 1 — o؛}· Tenemos que G es un entorno 

• abierto de íq y, por tanto, existe h : T ٩ [0, o؛] continua tal que hito) = a y 
h(T ١ G) = 0.

Para cada t € G se verifica |p٥(t) ± h(t)\ <1 — a + a = l y, por tanto, 
Upo ± h\\ < 1.

Sea / — V 1(h). Como V es una isometría, será ||eg ± f\\ = ||V 1 (go ± h)\\ = 
||po ± H < 1. Si existe z0 G S tal que f(zo) > 0 será ||es + /|| > [(es + /)(z0)| = 
1 + f(zo) > 1, lo que es contradictorio. Si existe zq G S tal que f^zo) < 0, se 
verifica ||eg -/|| > |(eg — /)(٥o)I = 1 - f(zo) > 1■ Por tanto, tendrá que ser f = 0, 
lo que es una contradicción, ya que f = ٦٨-1(h) y \\h\\ 0. ■

Nota 8.4.5 En la situación anterior, observemos que ٤ G CiT). Definimos 
9o

W : C(S) —>· G(T) por W(f) = · V(f) y tenemos que W sigue siendo una
isometría lineal. Además también es sobreyectiva, ya que si h G G(T) tenemos que 
٠ G C(T) y si / G G(S) es tal que ٢)/( = ٠  entonces W(f) = ¿V(/) = h.

Tenemos que W٦e,؟) = Ct y probaremos que W es un homomorfismo reticular; 
es decir, W(f V p) = W(f) V W(g) y W(f A y) = W(f) A T٢(p), para cada 
f,g G C(S) [bastaría probar una de las dos relaciones ya que se verifica que 
(-/)٧H) = -(/٨?)]■

Observemos que si L : CÍS) —> C(T) fuese lineal y un homomorfismo reticular 
entonces L(f) > L(g), cuando / > p, ya que / = / V p y L(f) = L(f) V L(g); esto 
implica que L(f) >

Siguiendo las ideas del teorema anterior podemos obtener nuevas conclusiones.
Sea X un espacio normado y sea x G ؛Bx se dice que x es un punto extremo 

de Bx si x no puede ponerse.como combinación convexa de dos puntos de Hx 
que sean distintos del propio x. Es decir, para cada {y, z} C Bx \ {a;} y cada

.x 7؛ G (0,1) es Ay + (1 — A)t ٨
Al conjunto de los puntos extremos de ,Bx se le suele denotar por ExtBx. 

Si a? G ؛Bx yO < ||a;|| < 1 entonces x no es un punto extremo de Bx, ya que
1a;■ Es claro que {y,z} C Bx. Por2؛؛؛ = y z ٠ = x = + |z, donde y

tanto si x G ExtBx será x G Sx٠ Sin embargo, en general, es falso que si x G Sx 
sea x G ExtBx.

Sea T : X ه Y una isometría lineal y sobreyectiva entre dos espacios normados. 
Probaremos que si e G ExtBx entonces T(e) G ExtBy. En efecto, si fuese T(e) = 
٨Pi + (l-٨)P2 con A G (0,1) y {yi,y2} C BY, sería e = A؛r_1(yi) + (1-A)؛r_1(y2) 
con {T-1(y!), T٩p2)} C Bx٠ Por tanto e = T-1(yi) = ؛٢٩ y2) y deducimos 
que T(e) = yi = y2٠

Sea K un espacio topológico compacto y Tj y sea Y un espacio normado. 
Consideremos el espacio X = C(K, T). Sea g G Bx. Demostraremos que si existe 
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to 6 K tal que || ٥؛( o)ll < ٦ entonces g £ ExtBx. En efecto, si ||p(to)|| < 1 
escogemos a e R tal que 0 < a < 1 — ||p(،o)ll- Sea G = {t : ||،/(t)|| < 1 — o؛}. 
Tenemos que G es entorno abierto de to y existirá una aplicación h : k ٩ [0, o؛] 
continua de modo que h(t0) = a y h(K ٦ G) = 0. Fijamos y e Sy y definimos 
f : K —> Y por f(t) = h(t)y; es claro que / € C(K, X). Para cada t e G es 
||٥(t) ± /(i)|| <1- a + a = 1. Por tanto deducimos que {g + f,g — f} c BY-

además tenemos que و ا ن y¿ ج y 5 = و(ؤ ا )ن t ج(ؤ - نجز

8.5 Propiedades reticulares de los espacios de 
funciones continuas

Teorema 8.5.1 Sean S y T dos espacios compactos Hausdorff y sea W : —>
C(T) una isometría lineal y biyectiva con W٢(es) = ct- Entonces

i) Si f >g es W(f) > T٠).

ii) 7/ 65 un !،omomorfismo reticular.

Demostración Sea f G C(S) tal que 0 < f < es■ Tenemos que ||eg - /|| < 1 
y, por tanto, que ||e؛٢  — W(/)|| < 1· Si existiese to G T tal que W^f^to) < 0 
tendríamos que ||e٢ — TV(/)|| > \eT^o) — l٢(/)(،o)| = 1 — W(f)(t0) > 1, lo que 
no es posible. Por consiguiente, sera > 0.

Si ز G 6(5) y 0 ر ح 0/, نج , tenemos que 0 < I f < es■ Por tanto, 

10 < (/ آ١٧  y W(f) > 0. Si fuesen /» •(5) con ار ة و  seria g-f >0 y, por 

tanto, W(g — 0 < (ر, por lo que آ/() < mp)·
Sean ahora ٨و  e 6(5). Tenemos que Por tanto,

w(/) ة /(^أ٧و ) y ة W(^V٥). Esto prueba que 1T(/)VW(Í,) ة IP(/V5). 
Denotamos por k a w(f) V wkg) y sea h - [!(/؛:); entonces, W(f) < k y F1 
tendrá la propiedad ة) del enunciado y deducimos que / < غ De manera análoga 
podemos deducir que g < h y, por tanto, Teniendo en cuenta, de nuevo, 
i), se tiene w(f V g) < w(h) = k.

Nota 8.5.2 Si ه es homeomorfismo de T en s entonces tenemos que la aplica- 
cion de 6(5) en C(T) definida por W(f) = fip es una isometría lineal biyectiva; 
observemos que /(6 = (ى. Más adelante probaremos que cada isometría 7/ de 
6(5) en C(T) es de esta forma, probando que existe un homeomorfismo 7)ه 
en s.

ل ه Si s es , espacio topologico compacto Hausdorfj هت 8.5.5]••[ : c٢s ١ اب  
es un homomorfismo reticular lineal con 1 - (٥5)ه entonces لبا es una aplicación 
evaluación; es decir, existe to ع s tal que لبا = ومءه  donde مه : c s18 ١ ب  está 
definida por ٤)٤٥ ) = f ítp 
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Demostración Primero observemos que si مره es una aplicación evaluación en- 
tonces

٧٤٥( )و/ - (٤٧ 9١ي0١ = (٤0)٧ 9ي0١ =

Análogamente ٧٤0( ٨9) - * )*(م ٨  K ئ); además, 1 = (65)٤0ه.
Sea ي : 6(5) —ب  R un homomorfismo reticular con 1 : (٥5)ه. Si / e 6(5) 

es tal que /(٤) > 0, para cada t E s, deducimos, de la compacidad de 5, que 
si a = inf{/(،),، 51 ع se verifica a > 0. Por tanto, existirá ,5 > 0 tal que 
0 < es < pf. Asi pues, si fuese 0 = م(ي seria 0 = (٥5)ه, lo que no es posible. 
Por consiguiente, 0 = ()ه.

Vamos a demostrar que existe *0٤5 tal que /(،o) = 0, para f e keri^. Si 
conseguimos esto, entonces para cada ئ e 6(5) tendremos que, como f - (2) 
0504 11 ![ ,مه 50 •م هاه ()-í٢to١٦Fa f ءج ١ .

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que para cada t£S existe
0 bastaría coger -/،). Para cada > (٤)٤ tal que Ut) > 0 (si fuese ]ع 10ص f

t E s, sea Ut un entorno abierto de t tal que si z E Ut se cumple fpz) > 0.
Por la compacidad de 9, podemos poner s = Uti u ■ · · u Ut„■ Consideremos 

٤ /-٤,٧٠٠٠٧ أ ,. Entonces, como para cada ¿ = {1,..., n} es 0 = ( (ه٤٤٤ , se 
verifica 0 = ( ٤٤) ٧٠٠٠٧ (٤٤  .0 para cada t e s < (٤) mientras que ,ه(*) = (1%
Esto constituye una contradicción.

Obsérvese que solo existe un 10 con *م = : si 0 entonces existe g e 6(5) 
tal que ك(و نج(  g{t o); entonces, ٤/(9) 9) = ( نج ي،0ئ ). ■

Teorema 8.5.4 Sean S y T dos espacios topológicos compactos Hausdorff. Su
pongamos que existe una isometría lineal y biyectiva W de C(S) en C(T) con 
TV(eg) = eT■ Entonces existe un homeomorfismo p : T —> S tal que W(J) = fop, 
para f E C(S).

Demostración Tenemos la aplicación W : C(S) ه C(T) y definimos p : T S 
de la siguiente forma. Sea t E T y consideremos la aplicación ht : C^S) —> R 
definida por ht(f) = (W f')(t); es decir, ht = 5tW. Tenemos un homomorfismo 
reticular y lineal con ht(es) — (Wes^t) = eTpp = 1· Así pues, existe un único 
s E S tal que ht = 5S y definimos p(t) = s.

Observemos que para cada t E T es W f(t) = ht(f) = Ss(f) = f(s) = /(p(t)), 
por lo que W(f) = fop. Veamos que p es continua. Sea U entorno abierto de 
p(to). Existe /o e C{S) tal que /o(p(،o)) = 1 y fo(S \ U) = 0. Tenemos que 
(TV/o)(،o) = fo(p(to)) = 1 y, como Wf0 E C(T), existe V, entorno de t0, tal que 
si t E V se cumple (W fo)(t) > 0. Por tanto, si t E V, se verifica fo(.p(t)) > 0 y 
p(t) E U. Por consiguiente, p(V) C U.

Si consideramos la aplicación W-1 : C(T) —> C(S), razonando como antes, 
probaríamos la existencia de una aplicación continua q : S —► T tal que si g E 
C(T) se tiene TV“1((/) = g o q. Fijamos t E T-, observemos que si g E C(T) y 
W~rg = f E C(S) tenemos que (IV- 1g)(p(t)) = /(p(t)) = (Wf)(t) = g(^. Como 
TV“1(/ = g o q se cumple g(q op(t)) = g(t) y, como esta igualdad es cierta para 
cada g E C(T), tendrá que ser (g°p)(t) = t, para cada t ET. De forma similar se 
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١
probaría que (p o 5 - ()(و, para cada s e s. Asi pues, p es biyectiva y su inversa 
es q, que es continua. ■

Nota 8.5.5 1.- Sean SyT dos espacios compactos y de Hausdorff y sea V : 
C(s) 2)0 ي) una isometria lineal biyectiva. Hemos demostrado que si /(05) - 
 (ع)/* = 1, para cada entonces W(n = (٤) tiene que ser (ع 0(7 «

9 0
es una isometria lineal biyectiva con W(es) - ه. Asi, existirá un homeomorfismo 
p : T —> s tal que w(f)=f°p y, por tanto, será / ([) para cada
f € 6(5). Por tanto, las únicas isometrias lineales biyectivas posibles de 6(5) en 
0(2) son de la forma ٢/() -90.( op), donde 90 2)0 ج) es tal que [go(¿)| = 1, 
para cada t ع T. Como 5o(t) = ±1, 01511811 en T dos abiertos disjuntos AyB 
tales que A u B = T, 90(4) = ]1-0 = (2)90 ,ل: es decir, g = XA - ه, donde 
A es un conjunto clopen en T. Si T es conexo deducimos que o bien 9(٤) = 1 
para teT o bien 1- - ()و para í e T. En esta situación las únicas isometrias 
lineales biyectivas posibles V : 6(5) —> 0(1٦) serán de la forma V = f o p o bien 

/آ = ل-  o p, donde p : T ب s es un homeomorfismo.
2.- Dado un espacio topologico compacto y de Hausdorff, T, trataremos de 

estudiar cuáles son las condiciones precisas para que una sucesión (fnkN de 
6(2) sea débilmente convergente. El estudio se hará sin recursos de teoria de 
la medida, que quizás sean los más adecuados. En una nota posterior se hará el 
estudio con técnicas de teoria de la medida.

Sea 1)6 : ه)R una aplicación lineal y continua. Para cada aplicación 
acotada /:T-4 con f > 0 y no necesariamente continua definimos p(/) = 
sup{(¿,(#) : g e 6(2),0 Como 0) = 0, será 0 < 5() y, como para
cada g e 0(2) con 0 < g < f se cumple ه(9) < 9 < اائؤااااصا , deducimos que

Antes de estudiar el resultado principal de esta sección veremos las dos siguien- 
tes cuestiones.

Lema 8.5.6 Si C(T) yO<g<f,Q<h<f entonces (9) + (72) <

Demostración Tenemos que g X h, g S h e C(T) y 0 < gV h < f. Por tanto, 
p(p V h) < Como (g V h) + (g A h) = g + h, se tiene p(p + h) = <p(p V h) + 
^{g^h) < p(pAh)+٠).

Lema 8.5.7 Sea (Jn)n&¡ una sucesión decreciente y acotada de funciones no ne
gativas tal que (/n)ngN converge puntualmente en T a cero. Entonces lim p(fn) 
= 0.

Demostración Sea 0 < ج. Para cada n e N, sea رو e 6(2٦) tal que 0 ك9٤ك / 
y ه - )»(ه ح  . Sea h„ = A - - A para n e N. Entonces, (h„)„eN es
una sucesión decreciente y, como para cada n e N es 0 < hn < gn < fn, tenemos 
que (MneN converge a cero puntualmente en T. Por el teorema de Dini se deduce 
que lim IMI = 0. Por tanto lim 0 = ده؟. Por consiguiente, existe 0 ج N tal noo

104



que, para n > /0, ه(/),) < £. Si conseguimos demostrar que para cada n e N se 
cumple que ي كا لغ(ي £ب — ال)/»(  deduciríamos que 0 < lim *(,)ي. Como

2™ حححر
£ es arbitrario será lim = 0.

Procedemos por inducción. Para n = 1 es اغ = او  y

2(٤) < (*84) + | = )»/(ه ا ع - .ؤ

Supongamos que ^(/n_i) < ١٠n_!) + £ — -، ٦ ٠  Tenemos que hn = gn A hn^ y 
hn-l < gn-l < fn—1 y 9n < fn< fn-1■

Así pues, por el lema 8.5.6, será ip(gn) + < (p(hn) + p(Jn_1) y, por
tanto,

MA) < ^(gn) + ٤

٠/> — >n-i) + (p(fn-i) + —

< ^{hn) + £ - ^٢٢٦٢ + — = ip(hn) + £ ~ —·

En el siguiente teorema se caracterizan las sucesiones de C(T) que son débil 
convergentes.

 ,es a 610 068160 60 C٢T١ (,٤) Sea T 00 espacio compacto. Si تا*8.5.8*]]
entonces (/),[٢ con erge en la topología 01607 af£ C(T١ si لع solo si la sucesión 
٢fn١n£S es acotada لا con erge a ل puntualmente enT.

Demostración لج Es claro que si (Zn)neN es una sucesión débil convergente 
tendrá que ser acotada y por otra parte para cada *٤2 tenemos que la aplicación

es = (٣٤٣) رص R es lineal y continua por tanto lim ي : 0(2) ب، evaluación
decir, lim٠/n(í) = fit).

 Supongamos que/ = Oy también que la sucesión (fn) es de funciones لج
no negativas. Para cada n ج N, sea 5n(t) = sup{/m(í) : m > n}. Entonces, 
(í?„)n٠eN es una sucesión acotada y decreciente de funciones no negativas. Además, 
dado ،0 e T y £ > 0 existe 700 tal que si m > no se verifica Mto) < £. Esto 
significa que también será ,١(0) < =, para n > no, y, por tanto, lim 9,, (0 = (م. 
Asi pues, si ي e 6(2) se tiene lim *5(9,) = 0 y tenemos que, dado £ > 0, existe 
ni e N tal que si n > ni se cumple (و,) < £. Como 09 ك/ك,, también será

|f>٧ti١ ك ع , ه؟ .])/ح•
Si ahora consideramos - e también seria lim(—0 = („ )ي ج( . PornEoo

tanto, dado £ > 0, existe n2 e N tal que si n > n2 se verifica -( ),و ك £y 
también -ه(/,) < £. Asi pues, si n > no = máx(ni,n2) se tiene 1(/,) <£y 
podemos deducir ya que Uí-lim/n = 0.

Supongamos ahora que (Jn'kÑ es cualquier sucesión acotada en 6(2٦) que 
converge a cero puntualmente en T. Definimos, para cada n ج N, las funciones 
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1
Es claro que tanto (/,t)n6N como (2- )„gN convergen puntualmente a cero en T. 
Por tanto, lim 0 = ( */)ه y lim (-) = 0. Asi pues, lim (٤,) = 0. 

11^00 70

Supongamos, finalmente, que (/n)neN es una sucesión acotada en <D que 
converge puntualmente en T a ر G C(T). Entonces (fn - [) es una sucesión 
acotada de 6(2) que converge puntualmente a cero en T. Por tanto, 6(2)* 
será lim (/0 = (/ — ٤ر  y, por consiguiente lim ٧)(, = ه (). Esto prueba queجر ها
w-kfn = f. .

Nota 8.5.9 1.- Sea c/n)neN una sucesión de C(T, C) acotada y que converge
puntualmente a f en T y consideremos ه : ي  c una aplicación lineal 
y continua. Tenemos que (* ه ](مح,)/ /٤اإح)  convergen puntualmente en T 
a Re f y Im f respectivamente. Además Re ه ]ا ه ع, ()* como لاد =

Re ™لاد دل = ip R دل ب دل : Re φ R دل + iAca (ه دل *
i(ñe ي /٤١)ئ ) t i Im ه د)] )) es sencillo deducir que lim ه = اد)/,,( ).

2 .- Sea ى„) una sucesión acotada en C([u, ة]) que converge puntualmente en 
[a, b], )],ض غ ع أ ). Tenemos que la aplicación ه : 6(14, 2)) ي  [, definida por 
/ a . / b / b

Como habíamos anunciado, volvemos a enunciar y demostrar 61 último teorema, 
pero ahora usaremos técnicas de la teoría de la medida.

Teorema 8.5.10 SeaT un espacio topológico compacto y Hausdorff. Sea (/،¿n 
una sucesión de C(T), se verifica:

i (fn) converge débilmente a fo & C(T) si y sólo si (fn)neN es acotada en 
C(T) y limn fn(^ = fo(t), para cada t e T;

ii (fn)ne^ es débil de Cauchy si y sólo si (fn)neN es acotada en C(T) y para 
cada t & T existe limn fn (i).

Demostración i.- Si (/„) converge débilmente a fo 6 C(T) es claro que (/«)neN 
es acotada. Para cada t G T tenemos que limn St(fn) = St(f) es decir lim„ fn(t) = 
f(t), si t € T.

Recíprocamente, supongamos que (fn)ne^ es acotada y que f0 G C(T) es tal 
que lim /„(i) — fo(tfi para t eT. Sea p G C(Ty. Por el teorema de representación 
de Riesz, sabemos que existe una medida regular p en T tal que p(f) = / fdp, 
para f G C(T). Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos 
que

p(fo) = y fodp = y (lim/„)d٨، = lim f fndp = lim^(/„).

ii .- Si (/n)neN es débil de Cauchy, es claro que es acotada y que, para p G C^T}*, 
se verifica que existe limra p(fn)■ En concreto, si p = ó/ con t G T, deducimos que 
existe lim„ fn(^■

Recíprocamente supongamos que (fn)ne^ es una sucesión acotada de C(T) tal 
que lim„ fn(t) existe para cada t G T. Denotamos fo(t) = Umfn(t) si t G T, 
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tenemos que 7 es una aplicación Borei medible y acotada, asi pues para cada 
medida regular p en r existe lim„ / = / lim fndu = f 0ر y desde aquí se
deduce que (/n)neN es débil Cauchy. •

8.6 La compactificacion de Stone-Cech

A modo de introducción, y para motivar al lector, recogemos a continuación, por 
medio de ejemplos, algunas curiosidades sobre la compactificacion de Alexandroff 
con la que suponemos que el lector 0508 familiarizado (suponemos conocido el 
concepto de compactificacion, aunque más adelante lo repasaremos).

Consideramos en primer lugar el conjunto [ dotado con la topologia discreta 
(70). Sea /[آ = NU لمم la compactificacion de Alexandroff de este espacio. Es 
fácil ver que 4 ح ٧  es un entorno de oo si y sólo si su complementario es un 
subconjunto finito de [ (obsérvese que en ([,7)) los compactos coinciden con 
los conjuntos finitos). Este espacio topologico es homeomorfo al espacio *: ا ج  
N} لا 00ر , dotado con la topologia heredada de R, por medio de la aplicación que a 
cada n ع ٧ [ le hace corresponder ل; la imagen de oo es el cero. Obsérvese que cada 
conjunto unitario 0*] es un conjunto clopen (abierto y cerrado) y su complemento 
es un entorno de cero. Lo curioso del espacio ٧[ es que cada aplicación / de 
en R que sea continua puede “verse" como una sucesión convergente de escalares 
(la sucesión (/())ر cuyo limite es /(oo)). Recíprocamente, (si lim„ an = « se 
considera la aplicación definida por medio de (00) ت an, /(oo) = a). Es sencillo 
probar que el espacio c(٧[, R) es linealmente isomètrico al espacio c.

Para el segundo ejemplo consideramos los conjuntos [0, too) y (0,-loo), como 
subespacios de R. Sean *1 - [0, ٠oo)u{oo} y A٢2 = (0, + oo)u{oo'} los respectivos 
espacios obtenidos mediante la compactificacion de Alexandroff. La condición 
suficiente y necesaria para que un subespacio de R sea compacto es que sea cerrado 
y acotado. De aquí resulta que la sucesión {n}„gN es convergente hacia el punto 
del infinito en cualquiera de las dos compactificaciones anteriores. Consideremos 
ahora la sucesión { „}لعل^  cuyo limite en el espacio Al es cero. Nos planteamos 
ahora la convergencia de esta sucesión en el segundo espacio: el complemento en 
<2 de un subespacio compacto de (0,00) debe contener a todos los elementos de 
la forma 1 salvo un número finito; esto es, en * se tiene que lim„ 1 = مم

70 77
Si repasamos ahora la noción de compacidad en un espacio topologico, pode- 

mos recordar que esta propiedad es equivalente a que toda red posea una subred 
convergente. De esta forma, y a nivel intuitivo, podríamos afirmar que una gran 
cantidad de redes del espacio original (y en particular sucesiones) deben “acer- 
carse" al nuevo punto de la correspondiente compactificacion de Alexandroff (o si 
lo prefiere el lector, deben tener al oo como punto de aglomeración).

Esperamos que estos ejemplos hayan despertado en el lector un interés por 
la sección que sigue y en la que estudiaremos otro tipo de compactificacion, la 
compactificacion de Stone-Cech.

En su construcción partiremos de un espacio topologico completamente regular 
y Hausdorff (no puede ser de otra manera si queremos tener una compactificacion 
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Hausdorff), que denotaremos por S. La clave nos la proporcionará el estudio de los 
ideales maximales del anillo CB(S;R). No debe sorprendernos que los primeros 
pasos vayan dirigidos en este sentido. .

Sea S un espacio topològico completamente regular y Hausdorff. El conjunto 
CB(S) — CB(S;R) dotado con las operaciones usuales de suma y producto de 
funciones tiene estructura de anillo. Para cada í0 € 8, se define Z(،o) = {f e 
CD(S) : /(to) = 0}. Es sencillo comprobar que I(t0) es un ideal del anillo CB(S).

Teorema 8.6.1 En las condiciones anteriores, se verifica que /(to) es un ideal 
maximal de CB{S).

Demostración Supongamos que existe un ideal J de CB(S) tal que /(t0) S <٨ 
Sea f un elemento de J que no pertenezca a /(to) y sea a = |/(to)| 70 ؛. La 
continuidad de fi garantiza que el conjunto H = {i € S : |/(t)| < — } es cerrado. 
Dado que el espacio S es completamente regular tenemos que existe una función 
continua g de S en [0,1٦ con = {1} y ^(t0) = 0. Esta última propiedad 
garantiza que g 6 /(to) y así g es también un elemento de J. Obsérvese además 
que allí donde f puede hacerse arbitrariamente pequeña (en particular menor que 
٠), g se mantiene constantemente igual al. De la misma forma, fuera de H 

(donde no conocemos el valor de g), f se mantiene en valor absoluto mayor que 
٠؛ . Esto garantiza que f2 + g2 sea una función continua, que en todo punto de S 

se mantiene mayor o igual que /3 = mín{l, ٦}· Esto es, se trata de un elemento 
invertible. Como f2+g2 G J y ^ر٩؟  G / se sigue que 1 G /; para cada h G CB(S) 
se verifica que h = 1 · h e J, por lo que J = CB{S). ■

El resultado anterior adquiere mayor interés al estudiar el conjunto de los idea
les maximales del anillo CB(S'). Resulta entonces, tal y como veremos a continua
ción, que la compacidad del espacio topològico S es una propiedad equivalente a 
que los únicos ideales maximales del anillo CB(S) sean los descritos en la anterior 
definición.

Teorema 8.6.2 Sea S un espacio topologico completamente regular y Hausdorff. 
La condición suficiente y necesaria para que S sea compacto es que la familia de 
ideales maximales del anillo CB(S) coincida con la familia {I(t) : t G S}.

Demostración Veamos primero que la condición es necesaria. Sea / un ideal 
maximal en CB(S). Se trata de encontrar un elemento t e S de forma que 
/(t) = I. La primera propiedad que este elemento debe cumplir es que sea un 
cero común de todas las funciones de /; esto es, debe ser t G ٢Leí zf■ donde 
zf = {x & S : f(x) — 0} (conjunto cero). Lo primero que probaremos es que 
H = n/eJ zf no es el conjunto vacío. En caso contrario, y usando la compacidad 
de S, debe existir {/1,..., fn} C / tal que P|٢=1 zf, = 0. Esta última igualdad 
significa que las funciones anteriores no poseen ningún cero común, y así la función 
h de S en R definida como h(x) = (f2 + ■ · · + fn)(x) es un elemento de / que no 
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se anula. Es más, la compacidad de h(S), consecuencia de la compacidad de S y 
de la continuidad de h, prueba la existencia de un mínimo (no nulo) del conjunto 
h(S), y de una cota para la función Obtenemos así que el ideal I contiene una 
unidad, esto es I = CB(Sf lo que contradice el hecho de que se trate de un ideal 
maximal y en particular propio. Obsérvese que para probar que H es no vacío 
hemos usado la hipótesis de que el espacio topològico es compacto. Veamos ahora 
que este conjunto es unitario.

Supongamos que H posee al menos dos elementos distintos de S, que los deno
taremos por x e y. Dado que S es un espacio Hausdorff, y en particular 1} (todo 
conjunto unitario es cerrado) se tiene que x e y están completamente separados; 
esto es, existe una función f de S en [0,1] continua tal que f(x) = 0 y f(y) = 1. 
Observando ahora que I es ideal maximal y que f I, (pues f(y) 70 ؛), se tiene 
que I + (/) = CB(S). En particular, la unidad pertenece a esta suma de ideales, 
esto es, e = g + fk, donde g e I, k 6 CB^S}. Si los dos miembros de la igualdad 
anterior se evalúan en el punto x, se obtiene la igualdad numérica 1 = 0. Esta 
contradicción prueba el carácter unitario de H.

Obsérvese que para probar esta última propiedad (H tiene un único elemento) 
sólo hemos necesitado que el espacio sea completamente regular y de Hausdorff. 
Esto es, en los espacios topológicos que estudiamos un conjunto del tipo Qygj zf, 
donde I es un ideal maximal en OB^S), debe ser vacío o unitario.

De esta forma concluimos que existe un único elemento t en S de forma que 
C\fEizf = {،}٠ De aquí se sigue inmediatamente que todo elemento de I debe 
anularse en el punto í; esto es, I C I(tf El carácter maximal de ambos ideales 
prueba entonces que I — I(t).

Probamos a continuación que la condición es suficiente. La familia {czf : f e 
CB(S)} es una base de abiertos para la topología de S, donde czf = {x G S : 
f(x) 70 ؛} (conjunto cocero). Por tanto, si probamos que todo recubrimiento 
abierto de S formado por elementos de la familia anterior admite un subrecubri
miento finito, tendríamos probada la compacidad de S. Sea entonces H C CB(S) 
con U/eH czf — Considérese el conjunto:

J = {g E CB{S) : existe F C H finito con zg D ٧ zf} 
f&F

Es claro que J no es vacío (contiene a H) y posee estructura de ideal, para lo 
cual basta observar que si gi,g2 £ CB{S) es z(g^ + p2) 2 z(،7i) ٢٦ z(g2f de donde 
J es cerrado para la suma. Análogamente, si h 6 GB^S} y g E J se tiene que 
z(gh) = z{g} U z(h) D z{g), de donde gh es un elemento de J.

Vamos a probar a continuación que J coincide con el anillo. Supongamos que 
J es propio y así tendremos que J estará incluido en cierto ideal maximal I{x)■ 
Será entonces H C J C I(xf de donde

·٧ A ٧ ؛ A ٧ ٢ A
feiG) fEJ feH
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La primera de las intersecciones anteriores coincide con el conjunto unitario (ل, 
pues según se vio en la implicación anterior dicha intersección debe ser unitaria 0 
vacia, y es fácil ver que 2 pertenece a عرم/(*) zf. Tomando complementarios en 
la última cadena de inclusiones se obtiene que:

feH

expresión que contradice la forma en la que habíamos tomado H.
Hemos probado que ل = CB(Sl de donde existen ٢],fn} Q H de forma 

que 00 - ة• rii 2/. Esto equivalent que la familia *ؤ], czfn} forma un 
recubrimiento finito de 5. Este argumento concluye la demostración del teorema.

Obsérvese que todos estos resultados, como los que le siguen, son extensibles 
al anillo 6(5), donde s es un espacio completamente regular y Hausdorff. En este 
anillo toda función que no se anule 06 una unidad, lo que simplifica las demos- 
traciones anteriores. En particular, se tiene que el teorema 8.6.2 resulta valido si 
sustituimos el anillo 63(5) por 6(5).

Según el teorema anterior, si s es no compacto, el anillo CB^S) posee algún 
ideal maximal ا que no es del tipo 7 *)ز es, de forma que el conjunto رعم zf 
es vacio. A estos ideales se les llama ideales libres y se llaman ideales fijos a 
los ideales del tipo 1(2).

Considérese la familia M de todos los ideales maximales del anillo 62(5). 
Observemos que el subconjunto de M formado por aquellos ideales del tipo [(ت) 
están en correspondencia biyectiva con los elementos de 5. Se tratará de dotar a 
M de estructura de espacio topologico de forma que el subconjunto anterior sea 
homeomorfo a s. Se procurará además que dicho subconjunto de ideales fijos sea 
denso y que M sea compacto.

Veremos primero en la siguiente nota algunas propiedades de los ideales maxi- 
males:

Nota 8.3 Sea s un espacio topologico completamente regular y de Hausdorff.
1 .- Una condición suficiente لا necesaria 'para que un ideal propio I de 62(5) 

sea maximal, es que dada una función f del anillo que no este en 1, exista 9 1 ع 
de forma que 22 + 92 sea in ertihle.

Veamos primero que la condición es necesaria. Del carácter maximal de 7 se 
sigue que dada f E CB(S) \¡esT + (/) = CB{S) y asi e = g + hf, con ج E f y 
h E 68(5). Se trata de probar que f 2 +92 es invertible (obsérvese en este punto 
que si el anillo fuese 6(9), esta propiedad seria inmediata). De la igualdad anterior 
se sigue que ص y و no poseen ceros comunes y asi f 2 t 2ج no se anula. En nuestro 
caso, consideramos a > 0 de forma que 17(•) < ه, para X e s. Se trata de probar 
que para cierto ¿3 > 0 y para cada X E s es 3/ < () ئ)( 1 و . Si esta última 
afirmación fuese falsa, podremos construir inductivamente una sucesión (m„)„ en 
s de forma que para cada nsN sea ٤2(٥٤) t 1 > (, و2(٩ي . Usando entonces la 
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expresión anterior de e, se tiene que

ج2س( = = 1  + h2(xn)f(xn) +2h(Xn}f(Xn)g(.Xn) <
Tt ) /70/70

Esta última desigualdad equivale an<l + a2 + 2a, obteniendo asi una cota para 
los números naturales. Esta contradicción prueba la implicación.

Es inmediato establecer el carácter suficiente de la condición: cada ideal ل que 
contiene estrictamente a 7 posee un elemento invertible (basta considerar f&J 
con f ي ¡)y asi ل = c٠).

2. Considérese 1 ideal 0000301 لا sean g dos elementos en CBlS .
a) Si 2 92 مد es nertible 1جلا, entonces g ه I.
b) Si I es maximal لا ل ه  I, entonces para cada g en CBS se tiene

En efecto, la demostración de a) es evidente. Para probar el segundo apartado, 
obsérvese que, por el apartado 1, existe h e I de forma que /21 712 es invertible. 
Se trata de ver que (2+٧2)2+/02 es también invertible, de donde, por el apartado 
a), se tiene el resultado. Sea a > 0 tal que para cada X en s es .2(٣) + 72(*) > ه. 
Fijado entonces un elemento اعمد podemos distinguir dos posibilidades:

1) El caso en que /)2 < ()ث: entonces ;س٠ح2)2ا_)ه£(^_2(2ه ) también cumple 
esta desigualdad;

2) Si /*2 > ()ث, será ٧2(2٤) =2, asi la función que estudiamos es mayor o 

igual que I en *. -

Sea s un espacio topologico completamente regular y de Hausdorff. Para cada 
elemento f del anillo CB{S) definimos los conjuntos:

d٧١ = 5i M٠.jGi١, Hn = M\d٢f١ = ki؛M٦Hi١·

Si / es invertible es claro que el primer conjunto es vacío, mientras el segundo 
coincide con el conjunto de los ideales maximales del anillo. Si / es el elemento 
nulo, es d(/) = M y así su complemento, h(f), será vacío.

La topología que pretendemos construir en el conjunto M debe ser tal que si se 
restringe a la familia de los ideales maximales fijos resulta un espacio topológico 
homeomorfo a S. La aplicación que de manera natural debemos considerar (la 
denotaremos por es aquella que envía cada elemento x de S al ideal I(x). Esta 
aplicación es biyectiva sobre el conjunto {I € M : I = I(x), para algún x e 
S}■, la sobreyectividad es clara, mientras la inyectividad resulta de la siguiente 
observación: tal y como se establece en la demostración del teorema 8.6.2, el 
elemento x es el único cero común a todas las funciones del ideal I{x)■ Así, si los 
ideales I^x) e I(y) coinciden será x = y.

Dado que S es completamente regular, la familia {czf : / 6 CB(S)} es una 
base de abiertos de S. Para que la aplicación p sea un homeomorfismo, exigiremos 
que la imagen por p de la familia anterior sea también una base de abiertos para 
la topología de M restringida al conjunto de los ideales maximales fijos; esto es, 
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que la familia Mczf) :ع CB^S)} sea una base de abiertos en ه(). Obsérvese 
que:

(5) h^n n = ])*(عو ل f : }/)(2 : (2٣) *0-] )تلت[ = uw)

De esta forma hemos introducido la topología que estábamos buscando. En efecto, 
la familia 1 = (ع) : f 1(5)62 ع define una base de abiertos para una topología 
en M que denotaremos por Ts y llamaremos topología de Stone. Vamos a 
probar esta última afirmación:

En primer lugar, dado que h(l) = M es claro que 9(5) 7() = M. Sean 
entonces CB(S) y sea 7 un ideal maximal en h(^)nh(5). Dado que los ideales 
con los que trabajamos son primos, es fácil comprobar que h{fg) = 0(2) n ىغ>, 
de donde I e ي n h(g). *ع prueba que 33 es base de topología.

En la demostración anterior hemos introducido una relación entre los conjuntos 
que acabamos de definir. Con el fin de tenerla presente, vamos a recogerla a 
continuación junto con otras relaciones más, también de gran utilidad.

Nota 8.4 En las condiciones de la situación anterior y para cualesquiera que sean 
los elementos ,و en 62(5), se tienen las relaciones:

a) ه( . 1) (72 ا 92) = )غ( n )و(
(a ■2) ر(غ2بو2) = )ئغلا)ىغ

1) لألم . 1) غ( . 9) = 0(2) 0(9)
$٠٠٤١ h٧-g١ = h٧^h^

La demostración de (4 . 1) es consecuencia del segundo apartado de la nota 
8.6.3. Si I es un elemento de 1(%2 ٠ 92) se cumple que 7 6 2 ر2 ه ج . Por tanto, 
por el citado resultado, se tiene que f € I, g e I. La otra inclusión 06 evidente. 
La igualdad (2 . ه) se obtiene tomando complementarios en(a-l). .

Los siguientes teoremas van encaminados al estudio de las propiedades de la 
topologia de Stone. Suponemos que estamos en las condiciones habituales; esto 
es, s es un espacio topologico completamente regular y deHausdorff. M denota el 
conjunto de los ideales maximales del anillo 63(5).

Teorema 8.6.5 Sea A un subconjunto de M:

(در&٠ا٠ص:)ىج٢}ردةط

En el enunciado anterior, para no “provocar” al conjunto vacio, suponemos que 4 
es propio. En caso contrario, su interior coincide con el propio conjunto. 
Demostración Para probar el primer apartado basta observar que la clausura es 
la intersección de todos los cerrados que contienen al conjunto 4 y que pertenezcan 
a cualquier base de cerrados, por tanto también será la intersección de todos 
aquellos conjuntos 0() con ( )ك د  A; es decir, para cada 7011 4 debe ser f 6 I 
o, equivalentemente, 1 ر ج رم بع ■
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Probamos a continuación el apartado b). El conjunto IntA es la unión de 
aquellos abiertos contenidos en A que pertenezcan a cualquier base de abiertos; 
por tanto también es la unión de los conjuntos h(f), con h(f) C A. Para estudiar 
esta igualdad bastará estudiar que es lo que tiene que suceder para que h(f) esté 
contenido en A. Distinguiremos dos casos:

1) .- Sea f g y considérese I g h(f). Dado que f £ I, debe ser
I g A, lo que prueba que h(f') C A.

2) .- Sea J ideal en M \ A con f J. Es claro que ٠ر  g h(fj y que J A, 
lo que prueba que es falso el que h(f) esté contenido en A. Por tanto, el interior 
de A es la unión de los conjuntos h(f') con / g fijeM-A ر١ ؛٥ ٩ ue concluye la 
demostración. ■

Teorema 8.6.6 El espacio topologico (M,Ts) es T^.

Demostración Es evidente pues tenemos que el({/}) = ٩{d(/); f g 1} = {/}. 
Para justificar esta última igualdad basta observar que si J es un ideal maximal 
de forma que para cada / en I es J g d(f), se tiene que I C J, inclusión que 
prueba la igualdad de ambos ideales. ■■

Nota 8.6.7 Nos preguntamos en este punto si es posible generalizar la cons
trucción de esta topología a partir de un anillo arbitrario (que no coincida con 
el espacio de las funciones continuas y acotadas de un espacio topològico com
pletamente regular y de Hausdorff). A lo largo de este capítulo hemos usado en 
reiteradas ocasiones las propiedades específicas del anillo CB(S). Un ejemplo de 
estas propiedades es la posibilidad de encontrar elementos del anillo que separen 
completamente subconjuntos cerrados de S y puntos de S. Si observamos de nuevo 
la demostración de la nota 8.6.3 (apartado 1. ó 2., b)) es fácil apreciar que en ella 
se hace uso de las características del espacio CB^S), lo que impide la generaliza
ción de este razonamiento a un anillo arbitrario. Sin embargo, si examinamos los 
pasos que nos han permitido construir y estudiar la topología de Stone, observa
mos que no hemos empleado estas propiedades específicas y por tanto sería posible 
generalizar tales resultados al caso de un anillo A conmutativo y con unidad e. De 
esta forma, si M(A) denota el conjunto de los ideales maximales del anillo A, es 
posible definir el espacio topològico (M^A^Ts) que tiene las propiedades citadas, 
y en particular es 7٦ (proponemos al lector, como ejercicio, que reproduzca todos 
los pasos precisos para obtener Ts))■

En el siguiente teorema vamos a estudiar una condición suficiente y necesaria 
para que (M(A),Ts) sea de Hausdorff.

Teorema 8.6.8 Sea A un anillo conmutativo con unidad y sea Ts la topología 
de Stone considerada en el conjunto M(A). Una condición suficiente y necesa
ria para que (M(A),Ts) sea de Hausdorff, es que para cada par I,J de ideales 
maximales distintos de A existan dos elementos, a y b, de A que no pertenezcan 
respectivamente a I y J pero cuyo producto pertenezca a todo ideal maximal de A.

Demostración Probemos en primer lugar que la condición es necesaria: si 
(M(A),Ts) es de Hausdorff, existen a, b g A de forma-que h(a) y h(b) son dos 
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entornos abiertos disjuntos de I y J respectivamente. Es claro que a 0؛ I, b £ J y 
por tanto, h(a · b) = h(a) D h(b) = 9', es decir, el producto pertenece a todo ideal 
maximal.

Para probar que la condición es suficiente basta observar que por hipótesis es 
0 = h(ab) = h(a) ٢١ h(b) con I e h(a), J G h(b). Por tanto, existen dos entornos 
abiertos de I y J respectivamente cuya intersección es vacía. .

Recogemos a continuación un ejemplo donde A es el anillo de enteros.

Ejemplo 8.6.9 En el anillo de los enteros cada ideal maximal es de la forma pZ 
donde p es primo; es decir, está formado por los múltiplos de un primo p. Es 
fácil observar que (MfZATs) no es Hausdorff, dado que no es posible que un 
mismo elemento pertenezca a todos los ideales maximales; es decir, sea múltiplo 
de cualquier primo.

Cuando iniciamos la construcción de la topología de Stone nos propusimos que 
el espacio topològico (M, Ts) fuese compacto. Probamos ahora esta propiedad.

Teorema 8.6.10 Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces (M(A), Ts) 
es compacto.

Demostración Consideremos en Ts la base de abiertos {h(a);a € A}. Pro
baremos que cada recubrimiento abierto de M(A), formado por elementos de la 
base, admite un subrecubrimiento finito. Sea entonces H C A de forma que 
M(A). Esta condición equivale a que ningún ideal maximal I con = (٥)^ Jaén؛
tenga a todos los elementos de H. Por tanto, no es posible que H C I y el 
ideal generado por H no es propio. De esta forma, existen {a1;... ,a„} C H y 

{&!,... ,bn} C A tales que e — ٢[ a،V٠ Esto significa que ningún ideal maximal 

puede contener a la familia {ai,..., an}; es decir, Q”=1 d(a0 = (؛, lo que concluye 
la demostración. ■

Vamos a probar que (M, Ts) es un espacio Hausdorff. Para ello necesitaremos 
el siguiente lema:

Lema 8.6.11 Sea S un espacio topològico completamente regular y de Hausdorff 
y sean f,g elementos del anillo CB^S), tales que f2 + g2 es invertible. Existen 
entonces h-i, h2 elementos en CB(S) de forma que:

i) f2 + h2es invertible;

ii) g2 + es invertible;

Hi) hi ■ h2 = 0.

Demostración Para probar el lema, consideraremos el supremo, a > 0, del 
conjunto {f2(x)+g2(x) : x G S}. Las funciones definidas en S por = (٠ — f2)v 
0 y ^2 = (؟ — g2) V 0 son continuas, acotadas y verifican la condición iii). Para 
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probar las restantes condiciones consideramos un elemento xeS y distinguimos 
dos casos:

a) Si )ا 2تلغ ) < I se cumple )اغ تلغ ) > de donde (/2 ب )ت()ئة > ه .
b) Si )ص2ئ ) > f se verifica (/2 + hì)(x) > f.
Esto prueba que 2 + ؤف es invertible. Análogamente se razona para 921 h[ • 
Usando este lema podemos establecer el resultado anunciado.

.es un espacio Hausdorg Con 70 notación usual, (M,Tg١ اتج* 8.6.12]][

Demostración Sean I, ل elementos diferentes de M. Se trata de encontrar dos 
abiertos que los separan. Sea í ج د  de forma que f no está en I, y sea g un 
elemento de I con 2 +92 invertible (nota 8.6.3). Es claro que g t j, por ser éste 
un ideal propio. Por el lema anterior, existen 2غ,اغ elementos del anillo 63(9) 
que cumplen las tres condiciones recogidas en este lema. La condición iii) garantiza 
que تغ(ة) n ٠2) = 0: es decir, se trata de dos abiertos disjuntos en la topologia 
de Stone. Si observamos que / E j, la condición i) permite afirmar que 5 اخ ر  es 
decir, 7 E ٠1) (véase nota 8.6.3). De la misma forma, usando ii), se tiene que

I E غ(غ2·) ٠
Si reflexionamos sobre los pasos que hemos dado, podemos observar que par- 

tiendo de un espacio topologico s completamente regular y de Hausdorff, hemos 
construido un nuevo espacio (M,Ts) compacto, de Hausdorff y que además posee 
un subconjunto homeomorfo a 9. Estamos por tanto muy cerca de poder afir- 
mar que (M, Ts) es una compactificacion de s. Probaremos además que es “la 
más grande", frente a la compactificacion de Alexandroff, o compactificacion por 
un punto, que es “la más pequeña". Recordamos a continuación el concepto de 
compactificacion:

ث[ط1آ[]1[(65آ] 8.6.13  Sean X eY dos espacios topológicos لا sea F una aplicación 
deXenY. Se dice que [*,1 es una compactijicación. de X si se tienen las 
siguientes propiedades:

1. F es una aplicación continua;

2. Y es compacto;

3. La aplicación F considerada de X en 2(+) es un homeomorjismo;

.FX es denso en Y .م

Veamos entonces el resultado anunciado:

٢٢؟ HA 8.6.14 Sea 5 un espacio topologico completamente regular لا de Haus- 
dorjj. Siguiendo con la notación empleada, se tiene que \kM٦Ts  -es una com ١٦p١؛
pactijicaciOn de HausdorjJ de 9, donde ه es la aplicación de s en M que asocia a 
cada مد es el ideal maximal 7(2*) E M.
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Demostración Se trata de probar que [(M, Ts),cumple los cuatro puntos 
recogidos en la definición anterior. Para la continuidad de basta comprobar que 
la preimagen de cada elemento de la base de abiertos {hfjfif G CB^S)} es un 
abierto en S:

= {x e S : I(x) G h(f)} = {x G S : f(x) y0 ؛} = czf.

El teorema 8.6.10 prueba qué (M, Ts) es compacto y el comentario que hicimos 
justo antes de la nota 8.6.4 recoge la demostración del tercer punto; es decir, es 
un homeomorfismo de S en ^(S). Recuérdese que 99 transforma la base de abiertos 
de S {czf-, f G CB^S)} en la familia {h(f) l٦ <p(S); f G base de abiertos
del espacio <p(S). ١

Falta probar que es denso en M. Supongamos que / es un elemento del 
anillo CB(S) con h(f) no vacío. En tal caso debe ser f y0 ؛ (h(0) = 0); esto es, 
existe x G S tal que f(x) / 0. Esto significa que I(x) G h(f). Por tanto, cada 
abierto no vacío de la base tiene puntos comunes con <p(S). ■

Ya hemos comentado que esta compactificación era “la más grande". Veamos 
ahora qué sentido tiene esta última expresión.

Definición 8.6.15 Sea X un espacio topològico y sean [Y, F] y [Z, G٦ dos com
pactificaciones de X. Diremos que la primera compactificación es mayor que la 
segunda, y lo denotaremos por [Y, F] > [Z, G], si existe una aplicación H de Y en 
Z continua que verifica la igualdad entre aplicaciones H o F = G.

Probaremos que, en la situación anterior, si las compactificaciones son de Haus- 
dorff, entonces la aplicación H es sobreyectiva. Esta propiedad, unida a la continui
dad de esta aplicación, supone que cada abierto en Z tiene “un correspondiente" en 
Y, también abierto. Esto explica, desde el punto de vista topològico, la expresión 
“Y es mayor que Z".

Teorema 8.6.16 En las condiciones de la definición anterior y si las compacti
ficaciones son de Hausdorff, la aplicación H es sobreyectiva.

Demostración Sea z un elemento arbitrario en Z y sea (xa)aeD una red en S 
con z = lim„ Glx^. La compacidad de Y garantiza que la red (F(a:٠))ae٠ posee 
una subred convergente, que denotaremos por (F(؛r٠'))a'e٥'. Por tanto, se tiene 
que (xa')a'eD' es una subred de (ra)٠e٥. Sea y G Y el límite de esta subred 
y considérese la siguiente cadena de igualdades, basada en la continuidad de las 
aplicaciones consideradas y en la igualdad H o F = G:

H(y) = F(xa/)) = lin٧ H o F(xa') — lim٥/ G(xa') = z. ■
Introducimos a continuación la noción de equivalencia de compactificaciones.

Definición 8.6.17 En las condiciones de la definición 8.6.15, se dice que ambas 
compactificaciones son equivalentes si existe un homeomorfismo H de Y en Z que 
verifica la igualdad entre aplicaciones H o F = G.

Establecida esta definición, cabe preguntarse si resulta equivalente a que se 
cumplan las condiciones [Y, F] > [Z, G] y [Z, G] > [Y, F]. En la próxima nota 
veremos que la respuesta es afirmativa si las compactificaciones son de Hausdorff.
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Teorema 8.6.18 Sea S un espacio topológico y sean [ ٢ر ] y [Z, G] dos compac- 
tificaciones de Hausdorff de S. Son equivalentes:

a) [ ٢ر ] y [Z, G] son compactificaciones equivalentes.
b) Se tienen las relaciones [ ٢ر ] > [Z, G] y [Z, G] > [ ٢ر ]■

Demostración La implicación a) => b) es evidente.
Veamos entonces que el recíproco también es cierto. Supongamos que H y p 

son dos aplicaciones continuas, la primera de ٢ en Z y la segunda de Z en Y, 
que verifican las igualdades HoF=GypoG = F. Se trata de ver que H y p 
son mutuamente inversas. Si hacemos actuar la aplicación H op sobre un punto 
cualquiera de la forma G(x), con x e S, resulta que Hap(G(x)) = Ho (poG(x)) = 
G(x); es decir, H o p es la aplicación identidad en G(S), que es un conjunto denso 
en el espacio Z. Sea ahora z un elemento arbitrario en Z y sea (xa)aeD una red 
en S con z = lim„ G{xa). Se tiene entonces que:

H op(z) — limí/ °p(G(xa)) = limG(؛rQ) = z,

lo que concluye la igualdad Hop = Idz. Análogamente, se obtiene que poH = Idy, 
lo que concluye la demostración. ■

Nota 8.6.19 Desde el inicio de esta sección hemos trabajado con un espacio T^a 
(completamente regular y de Hausdorff, también llamado espacio Tychonoff), ob
teniendo una compactificación de Hausdorff del mismo. La siguiente nota muestra 
que las condiciones exigidas a nuestro espacio S no pueden reducirse.

Demostraremos que si S es un espacio topológico y [٢, F] es una compactifica
ción de Hausdorff de este espacio, entonces S es T^a.

Basta hacer dos observaciones para realizar la demostración. La primera es 
que la aplicación F considerada de S en F(S) es un homeomorfismo. Si tenemos 
en cuenta además que la propiedad TSa es hereditaria (así F^S) también la posee) 
y topológica, llegamos a que S es un espacio T^a.

Como ya hicimos notar, todos los resultados son igualmente válidos si el anillo 
CB(S) es sustituido por C^S). Ya observamos también que muchas demostra
ciones podían simplificarse en este último caso, y de ahí que hayamos elegido en 
nuestro desarrollo el anillo CB(S}. De esta forma, para el anillo obtenemos la 
compactificación Hausdorff [M(C(S)), p], donde 9? está definida por p(x) = I(x). 
Es más, veremos que ambas compactificaciones son equivalentes.

Los siguientes resultados proporcionan condiciones bajo las cuales los espacios 
de ideales que hemos construido son homeomorfos:

Nota 8.20

1. Si dos anillos Ay A' son isomorfos, entonces los correspondientes espacios 
topológicos M(A) y MIA'} son homeomorfos.
Sea p el isomorfismo recogido en el enunciado y considérese la aplicación 
H de M(Á) en M(A') definida por H(F) = p(F), para I 6 M(Á), donde 
p(I) — { ٧٠) ؛  a 6 I}. Se trata de una aplicación bien definida y biyectiva, 
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que envía la familia {h(a) : a e A}, base de abiertos en el primer espacio, 
a {/٠(a)) : a e A} = {h(a') ; a' € A'}, lo que prueba que 77 es un 
homeomorfismo.

2. Si S es un espacio topològico compacto y de Hausdorff, entonces es homeo- 
morfo a cualquiera de los siguientes espacios:
i) M(CB(S)).
ii) M(C(S)).
Obsérvese que en particular ambos espacios son homeomorfos.
Esta afirmación es consecuencia،lel teorema 8.6.14, ya que en el caso parti
cular de que S sea compacto se verifica que (píS) coincide con M(CB(S)) ó 
con según el anillo que consideremos, (todo ideal maximal es de
la forma I(Xf) y, de la propiedad 3. de la definición de compactificación, se 
sigue que S y <p(S) son homeomorfos.

3. Sean X, Y espacios topológicos compactos y de Hausdorff. Las siguientes 
condiciones son equivalentes:
i) X e Y son espacios homeomorfos.
ii) CB(X) y CB(Y) son anillos isomorfos.
iii) C(X) y C(Y) son anillos isomorfos.
Probaremos que las condiciones i) y ii) son equivalentes. Análogamente 
puede probarse que i) y iii) también lo son. Partimos primero de i) y con
sideramos a un homeomorfismo de X en Y. La aplicación ٧? de CB^X) en 
CB(Y) dada por ^(/) = f o c،-1 es un isomorfismo.
El recíproco es consecuencia de los dos apartados anteriores. Por 2., X y 
M(CB(X\) son espacios homeomorfos; del mismo modo que Y y M(CB(Y)) 
también lo son.

Los siguientes resultados recogen importantes propiedades que nos permiti
rán mas adelante caracterizar, salvo equivalencia, la compactificación que estamos 
estudiando.

Teorema 8.6.21 Sea S un espacio topologico completamente regular y de Haus
dorff y considérese la compactificación [(M, Ts), ^]٠ Si f,g son funciones en 
CB^S} que no poseen ceros comunes, entonces el conjunto cfiip(zf)) D cl(<p(zg)) 
es vacío.

Demostración Obsérvese en primer lugar que

?(zf) = {٥ = (0/ :(0رl· = d(f) n v(x)

y que, análogamente, p(zg') = d(g)C\p(X). Para probar que la intersección anterior 
es vacía, construiremos hi, /¿2, elementos de CB(S), de forma que d(hfi) y d^ho) 
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tengan intersección vacia y contengan a (29) y 22)ه) respectivamente. Por 
hipótesis, ص y و no poseen ceros comunes, de donde resulta que la aplicación h 
de X en [0,1] dada por /)(2) = 7٤(2) está bien definida y pertenece al anillo 
75(5) (obsérvese que no se afirma que f +92 sea invertible). Considérense las 
aplicaciones, también del citado anillo,

»» = و( - )« ٧ 0, »2 = »( - )ج ٧ 0.

Veamos que h? ب ؤف  es una unidad en CB{S), para lo cual, fijado un X e s, 
distinguimos dos casos:

Caso 1. Si ك entonces se cumple 6 : 2 ا ة 3 ل)( ■
Caso 2. Si ) ٤(٣) > ٤ , entonces se verifica 8( ٥٣) > ج .
Por tanto, la función h? + 722 nunca toma valores inferiores a ه. La nota 8.6.4 

prueba entonces que 1 ه) y 0(72) son dos cerrados disjuntos.
Veamos ahora que ة(ه) = dif) n (5) c (712), lo que equivale a probar que 

para cada X en s que anula a f (esto es, 7 (2) 0 ع()) se verifica que /(0 = (ت. 
Para ello obsérvese que si es un cero de f entonces lo es de h y, por tanto, de 722. 
Análogamente se prueba que ودي) c اه), lo que concluye la demostración. ٠

El lema siguiente será una pieza clave en la demostración de otra propiedad que, 
al igual que la anterior, caracteriza la compactificacion que estamos estudiando.

Sean X, Y espacios topologicos con, Y لاهسوه 00 مسط  Con- 
siderese un subconjunto denso A de X لا í una aplicación continua de A en Y. Si 
para cada 76 دني D 46 A que con era en X se cumple que ((2٣٥))• es una 
red convergente en Y, entonces existe una aplicación continua j de X en Y que 
extiende la anterior; esto es,

Obsérvese que el reciproco de esta propiedad es evidente, a partir de la conti- 
nuidad de ك .

Demostración Comenzaremos construyendo, para cada X ع X, una red conte- 
nida en A, con la propiedad de que cualquier otra red de 4 que converja hacia 
dicho punto será subred de ésta. Para ello consideramos el conjunto د(ه de los 
pares (*[ر, u) con u entorno de X y X u ج u n A. En ٠(x) podemos considerar la 
relación (*٣, U) < (£س , u') si y solo si u1 c u. Es fácil comprobar que (_0(4 ك) 
es un conjunto dirigido. Puede entonces considerarse la red 5(2*) que envía cada 
elemento (٣[, [7) en (مد) a •ر. Por la construcción de la red, se tiene que 5(2) 
converge 2 ٣٧ que cualquier otra red (اعههء en 4 con X e 1012 es una su- 
bred de (مد). Para probar esta última afirmación basta observar que para cada 
 u, para cada a) a 0 (denotamos ع A de forma que za ع existe ao (•)ع 7 (U ,ر*)
por la relación definida en 7). Es decir, ( ,ه تع ) e 7(*), con ((] ,» ,جت )دع < ي  

٦٧ ب ٤ م( ), para cada a 0.
A partir de aquí definimos la aplicación f por ^(د = lim/(S(a:)). Es claro 

que:
7(2)= %*)((٤)) áíel-A
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Veamos que f está bien definida. Lo primero que debe observarse es que, por 
hipótesis, la red es convergente en Y y que su límite es único, por tratarse
de un espacio de Hausdorff. Cabe añadir dos observaciones: en primer lugar, 
cualquier otra red {،ei, en A que converja ases tal que {/(^a)} es una subred 
de f(S(xfi), y así tiene el mismo límite; en segundo lugar, por la continuidad de 
/, la igualdad f(x) = limf(S(x)) es cierta para cada x en X.

Es claro, además, que / extiende nuestra aplicación original. Sólo falta probar 
entonces la continuidad de esta extensión. Dado que Y es un espacio regular, todo 
punto tiene una base de entornos cerrados. Sea entonces xq € X y W un entorno 
cerrado en Y de f(xo)■ Se trata de encontrar Uq entorno de ؛cq tal que f(U0) C W. 
Por definición de la aplicación f, debe existir un elemento (xUo, Uo) en D(x0) tal 
que para cada (xu, U) con (xu0,Uq) < (xu, U) es f(xu) € W. En particular, si 
x G Uo n A se cumple que (x, Uq) > (xu0, Uo), de donde f(x) está en W; es decir, 
f(u0 n A) c w.

Sea ahora z G Uo \ A y sea iza١٥í؛/. una red en A que converge a z. Podemos 
entonces considerar un a ٠ £ ٤  de forma que za G Uq para cada a » a0· Por 
tanto, según acabamos de probar, la red (/(·?«))a»«،, está contenida en W, y 
converge a f(z). Dado que W se tomó cerrado, debe ser f(z) G W. Esto prueba 
que /(Do) C W, y así concluye la demostración. ■

8.6.1 Propiedades de la compactificación de Stone-Cech
Todos estos resultados nos permiten probar ahora las propiedades que a conti
nuación enunciamos. Estas caracterizan a la compactificación que veníamos estu
diando, dando origen a un nuevo concepto: la compactificación de Stone-Cech.

Teorema 8.6.23 Sea S un espacio topológico completamente regular y de Haus
dorff. Siguiendo la notación empleada en esta sección, [(Af,Tg),^] es una com
pactificación de S con las siguientes propiedades:

1. Para cada par de aplicaciones f,g en CB{S) con zf (٦ zg — 0 se tiene que 
cl^zf}) Q cl^zg)) = 0.

2. Si f es una aplicación de S en R continua y acotada, existe una única apli
cación continua f de M en R que verifica la igualdad fip = f.

3. La propiedad 2. sigue siendo válida si sustituimos R por cualquier espacio 
Z que sea compacto y Hausdorff y f es una aplicación continua de S en Z.

4■ Es “la mayor" de las compactificaciones de S, esto es, si [Z, F] es una com
pactificación Hausdorff de S, entonces [Z, F] < [M, ipj.

Antes de pasar a la demostración, obsérvese que, por 2., es posible extender toda 
aplicación continua y acotada definida en S (obsérvese que identificamos S y v(S), 
dado que son homeomorfos). Esta es una peculiaridad esencial de la compactifi
cación de Stone y Cech.

210



Demostración El apartado 1. coincide con el teorema 8.6.21 y, por tanto, ya ha 
sido probado.

A partir del lema 8.6.22 vamos a probar 2: considérese la aplicación, que 
también denotamos por f, de <p(S) en R definida por /(9ر(®)) = f(x). Es claro 
que ésta es una aplicación continua (si {p(xa)}aeL es una red en <p(S) convergente 
a cierto p(x), de la continuidad de ،91؛, se sigue que x = limxa). Para establecer 
el resultado, basta probar la condición referente a las redes recogidas en el citado 
lema: es decir, cada red (!(xa^aeL en convergente a cierto I 6 M, verifica 
que {f(xa)}aeL es convergente en R.

Por ello, procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que esta última 
red no converge en R. Dado que f es una aplicación acotada, el conjunto Im / 
está contenido en un compacto (así Im /) y por tanto {f(xa)}aeL posee al menos 
un punto de aglomeración. Por su carácter no convergente, éste punto no puede 
ser único. Es decir, deben existir a,b € R diferentes y {/(^^)}^eL', {f(xy)}yeL>i, 
subredes de {f^Xa^aeL, que convergen respectivamente a a y b. Si elegimos s 
suficientemente pequeño y positivo, tenemos que [a — e, a + e] O [6 — e, b + e] = 0. 
Por el lema de Urysohn, ambos cerrados están completamente separados, esto 
es, existe una aplicación continua g de R en [0,1] con ٥([a — e, a + e]) = {0} y 
g([b — e,6 + s]) = {1}. Considérese entonces las aplicaciones en CB(S) dadas por 
h = gof,p=l — h. Es claro que estas aplicaciones no poseen ceros comunes 
y que tenemos que c\(pp(zhy) ٢٦ cl(^(^p)) = 0. Dado que a = lim/(^), es fácil 

comprobar que existe (3o G L’ de forma que x3 G zh, para cada ¡3 > (3o■ Sin 
pérdida de generalidad podemos considerar que {xp}¡}^' C zh. Análogamente 
podemos considerar que {xy }y^L" ٤ zp.

Recuérdese que {I(xa)}aeL es una red convergente a I. Como { I(xp) }p^L1 y 
{/(ar7)}٦,e٤" son subredes de ésta, se tiene que ambas convergen al mismo límite. 
Si observamos que I(xa( = p^Xa), se tiene que las subredes anteriores están con
tenidas respectivamente en <p(zh) y p(zp). Es decir, I pertenece a la intersección 
d(ip(zK)} ٢l d^^zp)). Por 1., esta intersección debe ser vacía. Obtenemos así una 
contradicción, que prueba el carácter convergente de la red {f(xa)}aeL-

Probemos ahora la unicidad de f: sea g otra aplicación que posee las pro
piedades recogidas en 2. Para cada x en S se cumple que /(،p(؛r)) = f(x) y 
g(íp(x)) = f(x)■ Es decir, f y g coinciden en Como es denso, te
nemos que / = g en M.

La demostración de 3. es idéntica al apartado 2). Obsérvese que todo espacio 
compacto y de Hausdorff es normal, por lo que todas las propiedades exigidas a R 
las reúne también el espacio considerado.

El apartado 4. es una consecuencia del anterior. Sea [Z, F] una compactificación 
Hausdorff de S y sea F la aplicación de M en Z construida en el apartado anterior, 
por lo que es continua y es tal que Ftp = F. De la definición 8.6.15 resulta entonces 
que [Z, F] < [M, 9ر]. ■ 
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Definición 8.6.24 Toda compactificación de Hausdorff de S que reúna las propie
dades recogidas en el teorema anterior se denomina compactificación de Stone- 
Cech de S.

Obsérvese que, según se recoge en el teorema 8.6.18, esta compactificación es 
única, salvo equivalencia, y así coincide con [M,

Nota 8.6.25 Si el lector examina de nuevo la demostración del teorema anterior 
puede observar que cada apartado es consecuencia del anterior. Concretamente 
si una compactificación Hausdorff [Y, F] de S verifica 1. entonces verifica 2.,3. y 
4.. Pero, por verificar 4, tiene que ser equivalente a [M, ؛?] y, por tanto, es la 
compactificación de Stone-Cech.

Análogamente si una compactificación de Hausdorff [Y, F] verifica 2., también 
puede probarse que verifica 3. y 4. Por tanto, esa compactificación es equivalente 
a [M, ^]. Por consiguiente, la compactificación [Y, F] tendrá que verificar también 
la propiedad 1.

De esta manera, llegamos a la siguiente conclusión: Si S es un espacio com
pletamente regular y Hausdorff y [Y, F] es una compactificación de Hausdorff de S 
entonces son equivalentes las propiedades 1,2,3 y 4; si posee una de estas propie
dades automáticamente tiene todas las demás y se verifica que [Y, F] es equivalente 
a es decir, [Y, F] es la compactificación de Stone - Cech de S.

De todas maneras, y como mero pasatiempo, probaremos de forma directa que 
si una compactificación [Y, F] de S tiene la propiedad 2 entonces también tiene la 
1.

En efecto, sean f y g aplicaciones de CB(S) que no poseen ceros comunes. 
Considérese la aplicación h de S en [0,1] definida por h(x) = ^2/ ■ ٦^s

f2(x)+g2(x) 
claro que h es continua y verifica las igualdades h(zf) = {0} y h(zg) = {1}. Por 
hipótesis, es posible extender la aplicación h; esto es, existe una aplicación h de Y 
en [0,1] continua y que verifica la igualdad hF = h. De aquí se tiene que los con
juntos F(zf) y F(zg) están contenidos respectivamente en h 1({O}) y h ({1}); 
estos conjuntos son dos cerrados disjuntos que contienen respectivamente las clau
suras de aquellos conjuntos, lo que prueba que la intersección del apartado 1 es 
vacía.

La compactificación de Stone-Cech de un espacio S suele ser denotada por 
En el próximo teorema vamos a obtener nuevas, e interesantes, propieda

des de esta compactificación.

Teorema 8.6.26 Sea S un espacio topológico completamente regular y de Haus
dorff y sea ((38,(3) su compactificación de Stone-Cech.

i) Si A y B son subconjuntos de S completamente separados (esto es, existe 
una aplicación continua f de S en [0,1] con f(A) = {0} y f(B) = {1رر 
entonces los conjuntos el((3(A١) y cl((3(By) son disjuntos.

ii) Si A es un subconjunto clopen de S, entonces cl(j3(A)) también es clopen en
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iii) La aplicación H definida de CB(S) en C((3S) por H(f) = f (véase el apar
tado 2) del teorema 8.6.23) es una isometría lineal y sobreyectiva entre es
pacios de Banach. Desde el punto de vista algebraico, dicha aplicación es un 
isomorfismo de anillos.

Demostración Para probar i), basta observar que, si definimos la aplicación g 
en la forma g = 1 — f, se tiene que los conjuntos A y B están respectivamente 
contenidos en zf y zg. La propiedad 1) prueba que d((3(zf)) l٦ cl(/3(zg)) es vacío, 
y en particular lo será cualquier subconjunto suyo.

Probemos ahora el segundo apartado. Para ello usaremos la propiedad i), 
aplicada a los conjuntos A y S — A. La aplicación / = xa es continua, ya que A es 
un clopen. Se tiene entonces que cl(/3^)) y d((3(S — A)) son disjuntos, y verifican 
además la siguiente cadena de igualdades:

cl(/3(A)) U cl(/3(5 - 4ر)) = cl(٠) U /3(5 - 4ر)) = cl(/3(5)) = /35.

Es decir, se trata de dos conjuntos cerrados y disjuntos, cada uno de los cuales es 
el complementario del otro (partición de /35). Por tanto, son conjuntos clopen.

La propiedad m) puede demostrarse, a partir de 2), como sigue. Por la unicidad 
de la aplicación f, es claro que II es lineal y sobreyectiva (dada T e C(/35), T o /3 
es su antiimagen por H). Además H conserva la norma dado que de la igualdad 
f((3(x)) = f(x), para x € S, se sigue que la norma de / coincide con el supremo 
de f en /3(8), y así, por densidad, con la norma de f.

Análogamente, usando la unicidad, es fácil comprobar que H es un isomorfismo 
de anillos (la inyectividad es consecuencia de la igualdad / · /3 = /). ■

Vamos a estudiar algunas propiedades más de la compactiñcación de Stone- 
Cech.

Nota 8.27 a) Sea 8 un espacio topológico normal y de Hausdorff y sea t un 
elemento de (38 \ /3(5). No es posible encontrar una sucesión en /3(5) cuyo límite 
sea t.

La demostración de a) la haremos por reducción al absurdo. Supongamos que 
{/3(xra)}neN es una sucesión en (3(8) que converge a t. Es sencillo comprobar que 
los conjuntos II¡ = {(3(x2n)',n 6 N} U {3} y = {/3(x2n-i);n € N} U {،} son 
cerrados.

Es claro entonces que los términos pares de la sucesión original (esto es, Hy A 
/3(5)) forman un conjunto cerrado en (3(S). La misma propiedad posee el conjunto 
de los términos impares, además tenemos que t € cl(ífi A /3(5)) A cl(TÍ2 ٢٦ /3(5)). 
Dado que /3 es un homeomorfismo, los conjuntos {x2n;n € N} y {x2n_i;n € N} 
son cerrados, además de disjuntos y completamente separados (recuérdese que S 
es normal). La propiedad i), recogida en el teorema 8.6.26, afirma entonces que 
el(#! A /3(5)) A cl(í٢2 ٢٦ /3(5)) = 0 y esto constituye una contradicción.

b) Supongamos que el espacio de partida es (ív, T٥) donde w denota el con
junto de los números naturales y es la topología discreta. Este espacio es 
(normal y T2) y, según la propiedad iii) del teorema 8.6.26, CB(co) (esto es, 1^)
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es linealmente isomètrico a C(0w). Esto prueba que /٥٠ es un espacio de fun
ciones continuas sobre un compacto. En el siguiente apartado se verá que /?w es 
O-dimensional.

c) Se dice que un espacio topològico S es fuertemente O-dimensional si 
para cada par de aplicaciones f, g en CB(S) que no posean ceros comunes, existe 
un clopen A G S con zj C A y zg C S\A

Vamos a probar, a continuación, que una condición necesaria y suficiente para 
que (3S sea O-dimensional es que S sea fuertemente O-dimensional.

Veamos que la condición es necesaria. Sean f, g aplicaciones en CB (S) que no 
poseen ceros comunes. Los conjuntos y cl(/3(^p)) son, por el teorema
8.6.23, cerrados y disjuntos. Estos conjuntos pueden entonces ser separados por 
abiertos (SS es normal); es decir, existen Ai y A2 abiertos disjuntos que contie
nen respectivamente a estos cerrados. Dado que SS es O-dimensional, es posible 
recubrir cl(/?(^٢/)) con conjuntos clopen contenidos en Ai. Dicho recubrimiento 
admite un subrecubrimiento finito, y así el cerrado anterior está contenido en un 
clopen B cuya antiimagen A por /3 cumple lo que pretendíamos.

Veamos que la condición es suficiente. Sea U un conjunto abierto de SS y 
sea x 6 U. Probaremos que existe un conjunto clopen B tal que x G B Q U. 
Tenemos que existe una función continua f de /3S en [0,1] tal que f(x) = 0 y 
f(/3S ^U) = {1}. Consideremos las funciones gy = ( ر٠ — ٤ ) V 0 y g2 = (| — /) V 0. 
Sean gi = g1S y g2 = g2S٠ Tenemos que y g2 son de CB(S) y zgi n zg2 = 0. 
Por tanto, existe un subconjunto clopen A de S tal que zg-^ G A y zg2 G S\A. Se 
verifica que cI(S(zxa)')(3c\(S(zXs^a}') = 0· Por tanto, d(j3(S4 ٦ ر ))i٦c٠(.A)) = 0.

4)) = /3S, deducimos que B = c/(y3(A)) es un conjunto؟،(?/( ٦ رComo cl(/3(yl)) U el
clopen en SS. Si z € B, existe una red, (zoSaeL, en 4ر tal que lim S(za) = z.

a£L
Para cada a e L se tiene g2(za) = g2(j3za) 0 y así también será /(/3(zQ)) < |. 
Deducimos, por tanto, que f(z) < |. Ha quedado probado que B C U. Finalmente 
probaremos que x G B-, en efecto, en otro caso sería x € cl(/3(S 4 ٦ ر )) y existirá 
una red (^a)aeL en S \ 4ر de modo que lim/?(z٠) = x. Para cada a G L, se 
cumple ٥i(^Q) = g^Sza) / 0. Por consiguiente, también se cumple f(Sza) > | y 
deducimos que f(x) > |, lo que es falso.

Vamos a estudiar a continuación otro modelo para la compactificación de Stone- 
Cech, equivalente al anterior. Sea S un espacio topològico completamente regular 
y de Hausdorff. Considérese el espacio normado CB(S). que denotaremos por 
Z. Sea Z* el espacio dual y Bz* la bola unidad, en la cual consideramos la 
topología estrella - débil (7٦٠_w). En este último espacio (Bz*, T*-w) consideramos 
el subconjunto:

KS = cl{<5، : t G S},

donde 8t denota la aplicación de CB(S) en R dada por 8t(f) = f(t)■ Es fácil 
comprobar que es lineal, continua y su norma es igual a la unidad. Por tanto, 
8t G Bz*■ El estudio que ahora comenzamos va dirigido a probar que (KS, 2٦-w)> 
con la aplicación natural de S en KS que envía cada t G S a 8t, es una compac
tificación Hausdorff de S, que posee además la propiedad 2. del teorema 8.6.23; 
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esto es, se trata de la compactificación de Stone-Cech.
En los teoremas que siguen emplearemos la notación que acabamos de intro- 

ducir.

TEOH 8.6.28 Sea 9 un espado topologico completamente regular لا de Haus- 
dorg. [(128,2ر),%] es una 60/700061000160 de Hausdorff de s, donde k '. s ه 
KS está definida por *(*) = 6,.

Demostración Para probar que kS es compacto basta observar que, por el teo- 
rema de Banach-Alaoglu, (Bz*,T*i) es un espacio compacto; asi, cada subes- 
pacio cerrado también lo será. Por el mismo motivo, es claro que se trata de un 
espacio de Hausdorff. La imagen de la aplicación k coincide con (ء : t e. 5, que es 
denso en kS. Falta entonces probar que k es continua y un homeomorfismo, como 
aplicación de s en م(). Sea (*٥) una red en s convergente a ٤, con í e s. 
Por continuidad, 81 ٤ 02(5) se cumple / (٤) = lin (t„); es decir, (ع)/(٠كط  
es una red convergente 4 6٤(), lo que prueba que

Estudiamos a continuación la inyectividad de k. Recordemos que en un espacio 
completamente regular los puntos y los conjuntos cerrados están completamente 
separados. Por consiguiente, si 11, *2 son elementos en s con ( ٤)] = و)*(  para 
cada f ع CB^S), necesariamente se cumple que ٤] = 2.

Solo queda ver que (definida sobre 2(5)) es continua. Sea entonces (MeL 
una red convergente a ٥٤: es decir, = /(٤)» para cada f e 0/3(5). Ra-
zonamos por reducción al absurdo. Suponiendo que la red (٤٥)0 no converge 
a *, tenemos garantizada la existencia de un entorno abierto V de t y de una su- 
bred de ( ٤,) ررح)( ), de forma que ع L'} n V = 0. De aquí resulta 
que t « 0119,73 7 ج/] y que existe una aplicación continua f de s en [0, l] que 
separa el punto t y el cerrado anterior. Esto contradice la propiedad de que la red 
٤.) ٠) converge a رحه(())

Vamos a completar nuestro estudio viendo que esta compactificación cumple 
la propiedad 2. del teorema 8.6.233.

Teorema 8.6.29 En las condiciones anteriores, [(KS,T^-w),k] es la compacti- 
5606167 de Stone-Cech. Es decir, para cada aplicación f en 63(5) existe una 
única aplicación continua f de KS eni con f ok = f.

Demostración Para cada 2* e kS se define 5(2*) - 2*(). Se trata de una 
aplicación bien definida, que verifica la igualdad recogida en el enunciado. Es decir, 
si t ع s se tiene que / ٥ (*٤ ) = 5(5٤) = f(t). Supongamos entonces que en kS es 
( )*ض رح  una red convergente a?. En la topologia *-س esto equivale a afirmar que 
para cada f en CB(S) se cumple lim4(/) = 2 ٣(٧ز)  es decir, lin (. )ي = (أ2٣ر)  
lo que prueba la continuidad de .

La unicidad puede probarse siguiendo los mismos pasos que en el teorema
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Tema 9

Subespacios complementados

9.1 Complementos algebraicos y topológicos

Definición 9.1.1 Sea X un espacio vectorial y sean A y B dos subespacios vec
toriales de X. Se dice que A y B son complementos algebraicos en X si 
A + B = X yAñB = {0}.

Esto es equivalente a afirmar que para cada x € X existen dos únicos a € A y 
b € B tales que x = a + b. Si A y B son complementos algebraicos en X, también 
diremos que B es el complemento algebraico de A en X o bien que A es el 
complemento algebraico de B en X.

En esta situación, se define la aplicación proyección sobre A desde B por p : 
X —> A, p(a + b) = a. Es claro que p es sobreyectiva y que kerp = B. Además, 
p(p(a + b)) = a = p(a + b), por lo que p2 = p. Observemos que si q = I — p será 
q(a + b) = a + b — a = b. Por tanto, q será la proyección sobre B desde A.

Si p : X ٩ X es una aplicación lineal tal que p2 = p tendremos que para 
cada p(a) G p(X) se tiene que p(p(a)) = p(a). Demostraremos que kerp y p(X) 
son complementos algebraicos de X y que, por tanto, p es una proyección sobre 
p(X). En efecto, si x G X se tiene x = (x — p(x)) + p(؛r), con x — p(x) G kerp y 
p(x) E p(X)■ Además, si x G kerp Ap(X) será x = p(a), para algún a G X. Por 
otro lado, también se cumple 0 = p(x) = p(p(«)) = p(a) = x.

Finalmente, observemos que si A es un subespacio vectorial de X y p es una 
aplicación lineal de X en A tal que p(a) = a, para a G A, entonces p es una 
proyección sobre A desde B = ker p. Por consiguiente, ker p + A = X.

Definición 9.1.2 Sea X un espacio normado, si A y B son subespacios vectoria
les de X que son complementos algebraicos en X, diremos que son complementos 
topológicos si la proyección p de X sobre A es continua.

Observemos que entonces ||p|| = ||p2|| < ||p||2 y, por tanto, ||p|| > 1 o ||p|| = 0.
En ocasiones, y por abreviar, emplearemos el término complemento en vez del 

de complemento topològico. Pensamos que no habrá confusión por ello.
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Teorema 9.1.3 Sean Ay B complementos algebraicos de un espacio normado X 
y p la proyección sobre A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

A لا B son complementos topologicos.

ii) I — p es continua,

iii) Existe una constante M > ه tal que siaeAgb^Bse cumple 7040(1, 0) 
<M||a + &H٠

w) La aplicación ه: = a؛b, es un isomorfismo sobre X.

Demostración Es evidente que i) y ii) son equivalentes.
X*E (donde؟:Consideremos las proyecciones p:A»Ay (ح +٤ (ii

q = I — p). Claramente, pyq son continuas. Sea M = Para
a e A y b e B. tenemos que - 0(0 0 ب ا|)ؤ < 01118 ب  < M\\a + ة|| y

iii) ح w) Claramente ه es una aplicación lineal y biyectiva. Consideremos 
enAxBla norma II Iloo y sea y e X. Se puede escribir y = a+b, con (a,
y se verifica que ه(,) = y y ك Esto significa que ه es abierta.
Por otra parte,

llp(a,&)ll = lla(t>ll^lla||٠ll&ll^2(||(٠,&)ii٥٥).

Por tanto, es claro que ه es isomorfismo.
١), ح  :) Tenemos que -1 lineal y continua. La aplicación

Pi : A X B ب A, Pi(a, 0) = ه, es también lineal y continua y, como p 1 o ه- = p, 
se tiene que p es lineal y continua. ٠

Nota 9.1.4 a) Observemos que, en la situación del teorema anterior, la proyección 
p es una aplicación abierta de X en 70(*).

b) Si A y 5 son complementos topologicos en X entonces B = kerp 
ker(J —p), donde p es la proyección de X sobre A. Por tanto, son cerrados.

¿f Si A لا B 600 complementos algebraicos cerrados 60 00 espacio de Banach. 
X entonces son complementos topologicos.

En efecto, consideremos la aplicación :ص ت-/ا  definida por ه(,) = 
a ب ة . Es claro que م es lineal y biyectiva. Además, si (an, bn) es una sucesión de 
A X B tal que lim (4,, bn) = (a, b) tenemos que lim an = a, a & A y lim bn = 0,

U4OO ح- كم %0-0

٠٠ *es continua yTic ه ,a + b. Por tanto = ((,)ه = (e B. Entonces, lim iplaJn ة
como XyAxB son completos se tiene que ه es abierta. Por consiguiente, ٧ es 
un isomorfismo. I218



9.2 Subespacios complementados

9.2.1 960Xespacio normado. Se dirá que 17subespacio vectorial 
AcX esta complementado si A tiene complemento topologico.

Observemos que, como consecuencia del lema de Zorn, se puede afirmar que 
cada subespacio vectorial tiene complemento algebraico. Veremos, no obstante, 
que no siempre tiene complemento topologico, ni siquiera cuando el subespacio 
vectorial es cerrado.

Obsérvese que si ٨ es un espacio de Hilbert y A es subespacio vectorial cerrado 
de X entonces 4 y 4 son complementos topologicos en X y la correspondiente 
proyección ortogonal Pa es la proyección de X sobre 4 desde 4.

Supongamos que un subespacio vectorial AcX está complementado, con 
proyección p. Sea Y otro espacio normado y sea 1:4 - * una aplicación lineal 
y continua. La aplicación Tp : X ب Y es también lineal y continua y, si a e A, se 
tiene Tp(a) -2(0). Por tanto, Tp 05 una extensión continua de 2 desde A a X. 
Esto prueba el siguiente resultado:

9.2.2 Sea X 00 espacio normado لا sea A 00 subespacio complementado 
de X, con proyección p. Si Y es otro espacio normado y T ·. A ي Y es una 
aplicación lineal y continua entonces T tiene e tensión lineal y continua a todo 
el espacio. La aplicación E : CAY ح C٤٢X٦Y١ definida por E٢T١ = Tp es

ههذ لا 17(2) < 1110 < 1

9.2.8 Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio vectorial de 
X entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada espacio de Banach Y y cada aplicación lineal y continua T٠ :M عد 
Y existe una aplicación lineal y continua T X عد Y tal que T = T en M;

ii) cl٢M١ esta complementado en X.

Demostración En efecto, si i) es cierto podemos considerar la aplicación 70 : 
M1(011) definida en cada xeM por مها = X. Entonces, existe una aplicación 
lineal y continua :ج c٠) tal que T = Tb en M. Es claro que T es una 
proyección de X sobre el(M)M.

Recíprocamente, supongamos ahora que el (AL) está complementado en Si 
Y es un espacio de Banach una aplicación lineal y continua
entonces tenemos que, por la densidad de M en cl(M), existe una aplicación lineal 
y continua T0 : c ٠) ح  Y tal que T0 = 70 en M. Por el apartado anterior, 
podemos afirmar que existe una aplicación lineal y continua T : X ب Y tal que 
7 = Tq en cl(M) y, por tanto, también se tiene 7-700 M. •

Teorema 9.2.4 Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X ب Y un isomor- 
flsmo sobreyectivo. Si A y B son complementos topologicos en X entonces T A 
y T B١ son complementos topologicos en Y. Como consecuencia, si un subespacio 
A esta complementado en X tenemos queT Af estará complementado en Y.
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Demostración Sea p la proyección de X sobre A y consideremos la aplicación 
q : Y —> Y definida por q = TpT-1. Si y 6 Y se tiene y = T(a + 6), con 
a G A,b G B y q(y) = Tp(a + b) = Ta. Es claro que q es lineal, continua y 
sobreyectiva de Y sobre TÍA) y que si a € A se verifica que q(Ta) = Ta. Además, 
q(y) = 0 si y sólo si Ta = 0 (si y sólo si a = 0); es decir, y = T(b) € T^B). Así 
pues, ker؟ = T(B). ■

Recordemos que se dice que Y es factor de X si existe algún espacio normado 
Z tal que X = Y x Z.

Teorema 9.2.5 Sean X, Y dos espacios normados. Se verifica que Y es factor 
de X si y sólo si Y es isomórfico a un subespacio complementado de X.

Demostración Sea T : Y x Z ٩ X un isomorfismo sobreyectivo. Tenemos 
que Y x {0} está complementado en Y x Z y su complemento es {0} x Z. Así 
pues, Y x {0} es isomórfico a T(Y x {0}), y este último espacio es un subespacio 
complementado de X.

<= | Supongamos que A y B son complementos topológicos de X y que 
A = Y. Entonces X = A x B = Y x B. ■

Nota 9.2.6 Si A está complementado en X, con proyección p, e Y es un subes
pacio vectorial de X tal que Y D A entonces tenemos que py : Y —+ A es una 
proyección lineal y continua de Y sobre A. Así pues, A está complementado en Y, 
con proyección py.

Teorema 9.2.7 Sea X un espacio normado. Sean A y B complementos topoló
gicos en X. Sea p la proyección sobre A desde B y sea q = I — p. Sean C y D 
complementos topológicos en A y sea h la proyección sobre C desde D. Entonces:

i) C y B + D son complementos topológicos en X y hp es la proyección sobre 
C desde B + D.

ii) B + C y D son complementos topológicos en X y q + hp es la proyección 
sobre B + C desde D.

Demostración i) La aplicación hp : X —> C es lineal y continua y sobreyectiva. 
Además, si c G C es claro que h(p(c)) = c, ya que c G A y será p(c) = c. 
Veremos que ker( hp) = B + D. Si x = b + d, con b G B y d G D, se verifica 
ú(٠)) = h(d) = 0. Si x = a + b, con a G A y b G B, y se cumple h^x)) = 0 
entonces se verifica■ h(a) = 0. Por tanto, a G D y será x G B + D.

ii) Observemos que I — h es la proyección sobre D desde C. Si intercambiamos 
en i) los papeles de C y D, deducimos que D y B+C son complementos topológicos 
en X y que (/ — h)p es la proyección sobre D desde B + C. Por tanto, la proyección 
sobre B + C desde D será I — (I — h)p = I — p + hp = q + hp. ■

Teorema 9.2.8 Sean X e Y dos espacios normados. Sea T : X ه V una apli
cación lineal continua y abierta. Si kerT tiene complemento topológico B en X 
entonces Tb es un isomorfismo de B sobre Y.
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Demostración Sea T' = Tp. La aplicación T' : B ه Y es lineal y continua. 
Además, si T'(b) = 0 será b G kerT; así pues, b G kerT ٢| B y será b = 0. Por 
tanto T' es inyectiva. Si demostramos que T' es. abierta entonces tendremos que 
T' será biyectiva continua y abierta y por tanto será un isomorfismo.

Como T es abierta existe una constante M de modo que si y G Y existe x G X 
tal que Tx = y y ||؛r|| < A/||y||. Sea p la proyección de X sobre B desde kerT; 
tenemos que x — px G kerT y será Tlpx) — Tx = y. Por tanto, px G B, T'^x) = y 
y IM <

Corolario 9.2.9 Sea X un espacio normado y sea A un subespacio vectorial de 
X. Si B^ y Bz son complementos topológicos de A en X entonces B¡ = B^.

Demostración Sea p : X ٩ By la proyección sobre B¡ desde A. Tenemos que p 
es lineal, continua y abierta y B2 es complemento topològico de ker T = A. Por el 
teorema anterior, Pb2 : B2 Bi es un isomorfismo. ■

Nota 9.2.10 1.- Si A y B son complementos topológicos en X entonces la
proyección p : X — ؛٠  B, sobre B desde A, es lineal continua y abierta, con ker T = A. 
Por tanto p : X¡A —> B es un isomorfismo. El corolario anterior podría haber sido 
demostrado con esta otra técnica, ya que entonces, como B, y B2 son isomórficos 
a X/A, sería Bi = B?.

2.- Como cq es separable, sabemos que existe una aplicación T : /1 ٩ c٠ lineal, 
continua y abierta (sobreyectiva). Sea A = kerT, si A estuviese complementado 
en Zi tendríamos que c٠ sería isomórfico a un subespacio de /1 (el complemento de 
A). Sabemos, sin embargo, que esto no es posible, ya que en Cq existen sucesiones 
débil convergentes que no son convergentes.

9.3 Subespacios complementados y dualidad

Teorema 9.3.1 Sea X un espacio normado y sean A y B complementos topo- 
lógicos en X. Sea p : X —> X la proyección de X sobre A desde B. Se verifica 
que p* : X* ٩ X* es la proyección sobre B° desde A°. Por tanto, si A está 
complementado en X entonces A° está complementado en X*.

Demostración Consideremos la aplicación dual p* : X* ٩ X‘. que es lineal y 
continua. Como la aplicación p : X ه A es lineal continua y abierta sabemos 
que Imp* = (kerp)0 = B° y kerp* = A°. Probaremos que si x* € B° entonces 
p*(x*) = x*. En efecto, sea x = a + b, con a G A y b G B. Tenemos que 
p*(x*)(x) = x*(p(x)) = x*(a). Se verifica que x*(a) = x*(a + b) = x*(xh ya que 
x* G B°.

Teorema 9.3.2 Sea X un espacio de Banach. Sean A y B subespacios cerrados 
de X. Si A° y B° son complementos topológicos de X*, entonces A y B son 
complementos topológicos en X
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Demostración Sea x G A ؛٦  B. Tenemos que X* = 1ر° + B° y, para x* G X*١ 
x* (x) = 0. Por tanto, x = 0yAr٦B = {0}. Si x* G X* y x* (A + B) = 0 se 
tendría x* G ٢ °1رí B° = {0} y, por tanto, x* = 0. Esto prueba que A + B es denso 
en X.

Consideremos la proyección, q : X* ه X*, sobre B° desde 1ر°. Demostraremos 
que si a e A y b e B entonces ||(a,fe)||oo = máx(||a||, ||6||) < + 6||. Esto
significará que la aplicación T : A x B —> A + B definida por T(a,b) = a + b es, 
además de lineal y continua, también abierta. Como A x B es completo se tiene 
que A + B es completo y, por tanto, cerrado. Deduciríamos, por consiguiente, que 
A + B = X y, como X es de Banach, tendríamos que A y B son complementos en 
X, al ser A y B cerrados.

Si a G A se cumple que ||a|| = sup{/(a?) : f e Bx>}. Si f G Bx- podemos 
escribir / = g + h, con g G A٥, h G B° y \\h\\ = \\q(g + h)|| < || ||||؟٥  + h\\ < ||٠||. 
Por consiguiente, |/(a)| = |h(a)| = \h(a + &)| < ||؟||||a + &||. De manera análoga, 
se prueba que ||b|| < ||q| ||؛٠ + ٥||٠  ■

Nota 9.3.3 Si X es un espacio de Banach y A° está topológicamente comple
mentado en X* no podemos concluir que A esté complementado en X. Para que 
ello se cumpla necesitamos una hipótesis más fuerte: el complemento de A° debe 
ser cierto polar B(), donde A y B son subespacios cerrados.

Teorema 9.3.4 Sea X un espacio normado sobre K y sea A un subespacio vec
torial de X. Si existe un conjunto S tal que A es isomórfico a un subespacio 
complementado (topológicamente) B de B[S,^.) entonces A está complementado 
en X.

Demostración Sea q : B(S, K) ٩ B(S, K) la proyección sobre B y sea To : A —» 
B un isomorfismo. Existe una aplicación lineal y continua T : X ٩ B(S, K) tal 
que ||T|| = ||7o|| y 7 = ؛٢ o en A. Consideremos la aplicación p = Tq qT : X ٩ A. 
Tenemos que p es lineal, continua y sobreyectiva. Si a G A se cumple que T(a) = 
T0(a) & B y p(a) = T^^Ta)) = T^(Ta) = ^1(Toa) = a.

Nota 9.3.5 a) Si A c X es un subespacio vectorial isomórfico a B(S, K) ten
dremos que existe una aplicación To : A —> B(S. K) que es isomorfismo. Sea 
T : X B^S,^ una aplicación lineal y continua tal que ||7٦|| = ||T0|| y T = Tq 
en A. Si consideramos p = T^T : X ٩ A, tenemos que p es una proyección 
continua de X sobre A. Por tanto, A está complementado en X está
complementado en todo super-espacio).

b) En concreto, también podemos deducir que si A, B C B(S. K) son dos 
subespacios vectoriales isomórficos entonces, si B está complementado también lo 
estará A.

9.4 Operadores de extensión
Sea S un espacio topológico normal y sea T (2 S cerrado. Consideremos la apli
cación p : BC{S) ٩ BC(T) definida por <p(f) = fr- Tenemos que es lineal y 
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||<¿(/)|| < 11/11· Así pues, p es continua. Si / G BC(T\ existe / € BC{S) tal que 
ç?(/) = /٠ Por tanto, p es sobreyectiva y BC(T) es imagen continua de BC(S).

Definición 9.4.1 Diremos que E : BCÇT) BC(S) es un operador de ex
tensión, si E es una aplicación lineal y continua tal que para cada g € BC{T) se 
verifica que E{g) es extensión de g.

En la situación de la definición anterior, si existe E, como ||íl(٥)|| > ||g||, 
tenemos que E es un isomorfismo de BC(T) en algún subespacio de BC(S). De
notaremos Tr = {fe BC(S) : f(T) = 0}.

Vamos a demostrar que si existe un operador de extensión E : BC(T) —> 
BC(S) entonces E(BC(T\) y T^- son complementos topológicos en BC(Sj y en 
particular tendríamos que BCÍT) es un factor de BC(S).

En efecto, sea E : BC(T) ه BC{S) el operador de extensión. Definimos 
p : BC(S) —> BC^S) por p(f) = E^fr)■ Claramente, p es lineal y continua. 
Observemos que E(fr) restringido a T es /٢, por lo que p(p(f)) = E(Jt) = p(f). 
Por tanto, p es una proyección y es claro que lo es sobre E(BC(Ty), ya que si 
/ = E(g), con g & BC(Tfi entonces fT = g y p(f) = E(fT) = E(g).

Si p(f) = E(fr) = 0 se tiene que /(0= ( ؛٢ . Si / G BC^S) es tal que f(T) = 0, 
como E es lineal y /٢ = 0, se tiene E(fr) = 0. Así pues, kerp = {/ G BC(S) : 
/m = {o» =

Todavía nos podemos preguntar si los operadores extensión existen realmente. 
Borsuk, en 1933, demostró que estos operadores sí existen en el caso en que S sea 
métrico. Dos casos sencillos en los que estos operadores existen son:

i) T es un retracto de S; es decir, existe una aplicación continua r : S ٩ T tal 
que vt =identidad.

En este caso, definimos E : BC(T) —> BC(S) como E(g) = g o r. Se tiene 
||٠)|| = sup{|٠(s)) : s 6 S| = sup{|٥(t)| : t G T} = ||g||. En esta situación 
BC(T) es isomètrico a E(BC(T')), que es un subespacio complementado de BC(S).

ii) Si C C [0,1] es el conjunto de Cantor tenemos que cada función esca
lar y continua, definida sobre C, puede extenderse con continuidad a I = [0,1], 
manteniendo la norma.

En este caso vamos a ver que se puede definir un operador extensión de C'(C') 
en C(E) que conserva la norma (que sea una isometría).

Vamos ahora a estudiar esta segunda extensión.
Sea f : C —> K una aplicación continua. Definiremos la aplicación f : I ه K 

extendiendo / “por segmentos" de la siguiente forma:
Sabemos que existe una sucesión (Án)neN de intervalos abiertos, disjuntos y 

contenidos en [0,1], de modo que C = /\٧n£N Para cada n G N, sea An = 
(a^bn). Tenemos que {an, bn} C C y definimos f(x), para x G (an,bn), por 
f(x) = Xf(an)(l — A)f(bn), donde ٨ G (0,1) es tal que x = Xan + (1 — X)bn. Para 
x G C, definimos f(x) = /(x). Es claro que / es continua en cada (an,&n). Sea 
xg G C; demostraremos que / es continua en ®o por la derecha.

Es evidente que f es continua en xg por la derecha si xg coincide con algún 
an. Supongamos que, para cada n G N, se tiene xg y؛ an y sea e > 0. Como / es 

223



continua en 0, sabemos que existe s > 0 tal que si X G c n [20, •016] se cumple 
ك ج )*(ا -  . Es seguro que existe ijeCn (xq,X0 ب ق ) y consideremos el

intervalo Si X G [aoZi] hay dos posibilidades:

aJieC. En este caso )م•f(x o - /)؛) < -ج

b) Para algún n G N se cumple 2 )ج ه ,,,,). En este caso necesariamente 
se verifica que (ه,,,,) c [•,•ب]] y existe λ 0,1) ع) de modo que a: -
y (0٤)/(٨ -1)Xf{an) 1 = (٤)Por consiguiente, 7 ^„ؤ^λ -ه, 1(1

(|í>n(/)٨ )ا7ص(-7ا)ي = ١٨(/0) (+1- )مد() - ))ه
< اد7ن0) - |)م + (1- )•(/ا) - (%0٤٣) < .ج

De manera similar se demuestra la continuidad de / en ؛cq por la izquierda.

Teorema 9.4.2 Sea X un espacio normado y sea B c X un subespacio vectorial 
n-dimensional. Existe una proyección p : X —► X, sobre B, tal que ||p|| < n.

Demostración Sabemos que existe una base {٥٦,... ,6„} de B y existe {٨,... 
,fn} C B* tales que ||٥j|| = ||/¿|| = 1 y fi(bj) = 5i:h para i,j G {l,...,n}. Para 

cada b G B, se cumple que b = ٢؟  fi(b)bi٠ Para cada i = {1,..., n}, denotamos 

también por f, a una extensión, por el teorema de Hahn-Banach, de ٨ a todo 
X. Tenemos que {٨,..., fn} C Sx· y definimos la aplicación p : X B por 

p(x) = ^fi^bi. Se cumple que ||p(؛c)|| < ٤} H٨H IMHIM < nIMI Y es clar٥ 

que, para b E B, p(b) = b. ٠

Co^O١,AMO 9.4.63 Sea X un espacio normado. Sea A ح X un subespacio rectorial 
complementado en X لآ sea p una proyección de X sobre A. Si c es un subespacio 
rectorial n-dimensional de X entonces AC esta complementado en X لآ existe 
una proyección h de X sobre A + c tal que 70 -7017+ 0 ||غاا < 1ر .

Demostración Consideremos la proyección p de X sobre A. Sea B = kerp; B 
es el complemento de 4 en X. Sea c = (7 — P)(C). Tenemos que dim c <ny 
que c c 5. Demostraremos que A + c = A + c.

Sean a 1 c G A1G (a G A, c G G); se cumple que a + c:a + •-- (0)0+ ()ر 
,Recíprocamente, sea ale — p(c) G A + c (a G A ./ب G A 0 (/(ه ع(•
c G C). Tenemos que a + c — p(c) = •(ه — c) 1 c G A 1 G. Como 6 37 
dimc < n, existe una proyección r de B sobre c tal que اا7اا  < n. Sabemos que 
entonces la aplicación h = p + r(I — p) es la proyección de + sobre A + c : A + c. 
Es claro que se verifica que 7 < HpII 1 - p||. ,
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9.4.1 Codimensión
Sea X un espacio vectorial, se dice que un subespacio vectorial A de X tiene 
codimensión n si tiene complemento algebraico de dimensión n. Esto equivale a 
afirmar que dimA٢٨4 = n y por tanto la codimensión de un subespacio es única. 
La familia de los subespacios vectoriales maximales es exactamente la familia de 
los subespacios vectoriales de codimensión 1.

Supongamos que X es un espacio normado normado y que A tiene un com
plemento algebraico B de dimensión n. Si p : X —> X es la proyección sobre B 
desde A y A es cerrado, entonces, como kerp = A e Imp = B, tenemos que p 
es continua y serían A y B complementos topológicos. Por tanto, los subespacios 
cerrados de codimensión finita están complementados. Por otra parte, observemos 
que si E c X es un subespacio vectorial tal que E í٦ A = {0} entonces pe es una 
aplicación inyectiva de E en B. Así pues, dimE < n.

Observemos que si A es un subespacio vectorial cerrado de codimensión n en
tonces existe un complemento topológico B tal que dimB = n. Hemos demostrado 
que, entonces, existe una proyección q : X ه X sobre B tal que ||؟|| < n; no tene
mos seguridad de que ker؟ — A puesto que, aparte de A, pueden existir muchos 
subespacios que sean complemento de B (aunque si sabemos que ker؟ = A). El 
próximo teorema trata de esta cuestión.

 X un subespacio vectorial ح sea A لو espacio normado س Sea, X هت[ 9.4.4]
cerrado de codimensión n. Entonces dado ع > ٢١  existe una proyección p ■٠ X ٩X 
con ker p = A y tal que IIpII < n(l t ع).

Demostración Sea 4/* -:و la aplicación canónica; se verifica que Ikll = 1. 
Tenemos que existe una base de */و con bi = bi + A, y existe
{/ ا٢دب } c (X/Ay tales que 77: =_il/i|| = ly 6 = (يص)تة, para i,i = 
> e X* y 11/11 أل Para 7, sea fi = fi o : se verifica que .ر,...,!}
II fi\\ II 1 > 11؟. Como para cada tenemos que existe di ح bit A con 1 < II di II < 
1 + <5, se tiene que

11^11 ة د٠)ئ اشه1ش:ا)ةله

por lo que 1 = ااأ/اا. Para cada ,...جأ{1م } existe Ci e bit A tal que ||ci|| < 1 + .
Para cada ز» tenemos que bj = )و( y )و(: = )):(/(: = )و(: :

Sij. Definimos p;X^X por 1(*) = أب(*),. Es fácil ver que 1(2) = X, para

ع ,اء(£ ,... ي ). Por tanto, p es una proyección de X sobre لاء(ك ..., Cn) y, para 
cada X ع X, se cumple que [0(*) < 7(1 + ا|)ح2ت ||; asi pues, 11^11 < 0(11 ج). Para 
finalizar, demostraremos que kerp = A.

Si a ع A tenemos que, para cada i ,ع {1.,.. إ , se cumple /i(a) = /i(؟(a)) = 
/0) = 0. Por tanto, 1(4) = 0

Recíprocamente, observemos que para cada X 6 X se tiene qx = 27 ٤(٤آ)*٤ . 

Asi pues, si a: lA entonces qx 4/* ج y ,1 0. Por consiguiente, para algún 
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i G {1,... ,n} se verifica fi^qx) = fi(x) 7؛ O y px 0; es decir, x kerp. Ha 
quedado demostrado que kerp = A ■

Nota 9.4.5 Sea X un espacio normado y sea A c X un subespacio vectorial 
cerrado maximal; esto significa que existe una forma lineal f : X ٩ K con ||/|| = 1 
y ker / = A. Dado e > 0, como 1 > - ٦ ؛ , es seguro que existe x G Sx tal que

٤ + i > ٩ = ر،٢٠ue f(b) = 1 y M Si b = y^x tenemos i٠7ر^ر؛٠ ر٠ ٠

Definimos p : X ٩ X por px = f(x)b; tenemos que p(x) = x, para x G £(b). 
Por consiguiente, p es una proyección de X sobre E(b) con kerp = ker f = A y 
||p؛r|| < 1111ر IMIII&H = (1 + ٤)|M|٠ Por tanto, ||p|| < 1 + e y no tenemos garantías 
de obtener una proyección p con kerp = A y ||p|| = 1. Observemos que q = I — p 
es una proyección sobre A con ||g|| < 2 + s.

Si ahora fuese B C X un subespacio vectorial cerrado de codimensión 2 ten
dríamos que existe un conjunto libre {a, 6} C X tal que X = B + C(a) + C(b). 
Entonces, A = B + C(a) es un subespacio cerrado de X de codimensión 1 y, por 
tanto, existe p : X ٩ A, proyección de X sobre A, con ||p|| < 2 + s. También 
existe una proyección q : A —> B de A sobre B con ||2) > ||؟ + e). Entonces, qp es 
una proyección de X sobre B con ||gp|| < (2 + s)2. Reiterando, deduciríamos que 
si B C X es subespacio vectorial cerrado de codimensión n entonces existe una 
proyección p de X sobre X con ||p|| < (2 + s)n. Observemos que este resultado se 
podía haber deducido del teorema anterior donde la cota era mejor.

Finalmente, si A es un subespacio vectorial maximal de X tal que ker f = A, 
f G Sx* y / alcanza su norma entonces existe b G Sx* tal que f(b) = 1 y la 
proyección p de X sobre C{b) dada por p(x) = f(x)b será tal que |¡p|[ = 1.

9.5 Subespacios complementados y espacios de 
sucesiones

Teorema 9.5.1 Sea X un espacio de Banach para el que existe una aplicación T 
lineal, continua y sobreyectiva de X en li٠ Entonces

a) Existe un subespacio vectorial A C X tal que Ta es un isomorfismo de A 
sobre h; es decir, X tiene copia de ¿i٠

b) A y kerT son complementos topológicos en X.

Demostración a) Claramente T es una aplicación abierta. Sea M la constante 
abierta de T. Para cada n G N, existe an G X tal que Tan = en y ||an|| < 
٠„|| = M.

Sea A = ¿(an : n G N). Definimos S : —> A por Sx = ^^x{i)ai٠ Por ser

X un espacio de Banach, S está bien definida y es claro que es lineal. Además, 
||Sx|| < M(|؛r||. Para cada n G N, tenemos que ST(an) = S(en) = an, por lo 
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que ST es la identidad en C{an : n £ N). Como ST es continua, deducimos que 
ST = I en A. Por tanto, si T' = Ta tenemos que ST' = I. Además, para cada 
n £ N se verifica T'S(en) = T'an = en y, por tanto, T'S = I. Esto prueba que T' 
es biyectiva y continua; su inversa es S, que también es continua.

b) Observemos que, para p = ST, se cumple Imp C A. Si a E A se verifica 
p(a) = a; por tanto, p es una proyección de X sobre A y es claro que kerT C kerp. 
Por otra parte, si x £ kerT se cumple que Tx 70 ؛. Por tanto, TS(Tx) = Tx 70 ؛ 
y Tpx 70 ؛. Por consiguiente x kerp; esto prueba que kerp = kerT. ■

Nota 9.5.2 a) Sea T : loo loo una aplicación lineal y continua. Para cada 
n E N consideremos la aplicación hn : / ٥٠ ه  R definida por hn(a) = a(n). Tenemos 
que kerT = Aker(finT).

Si A C loo es un subespacio complementado existirá una proyección p : ، -٦ 
loo con kerp = A, esto significa que existirá un conjunto numerable y acotado 
{fn : n E N} C (،)*, tal que A = Aker/n.

Demostraremos que c٠ no puede ser expresado de esta forma y por tanto que 
cq no está complementado en /٥٥, necesitamos del siguiente sencillo resultado.

b) Es posible escoger para cada a E R un subconjunto infinito Ma de N de 
modo que Ma A Mp es finito si a 73/ ؛.

En efecto, expresemos los números racionales por medio de una sucesión (٠n)n6N· 
Para cada a E R, existe una sucesión de racionales distintos que convergen a a. 
Denotamos por Ba a los racionales de la sucesión y por Ma = {n E N : qn E Ba}. 
Es claro que, si a 73) ؛, Ba A Bp es finito, y por tanto Ma A Mp también será 
finito.

La primera demostración del siguiente teorema se debe a R.S. Phillips (“On 
linear transformations”. Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940) 516-541). La demos
tración que exponemos es más sencilla y es original de R.J. Whitley (“Projecting 
m onto cq”. Amer. Math. Monthly 73 (1966). 285-286).

Teorema 9.5.3 Teorema de Phillips
Cq no está topológicamente complementado en 1^.

Demostración Sean {Ma : a E R} los conjuntos definidos en la nota b). Para 
cada a E R, sea xa la función característica, de N en R, correspondiente a Ma. 
Como en la sucesión xa existen infinitos unos tenemos que xa cq. Vamos a 
demostrar que si f E (loo)* es ta؛ que /(co) = ٥ entonces H(f) = {o : f(xa) 70 ؛} 
es numerable. Como consecuencia se tendría que para cada, (fn)neN ٤ (،)*, 
existe un a E R tal que xa £ ٧neN H(fn), se tendría xa E Akcr(/٧) y, por tanto, 
no es posible que cq = Aker/„.

Sea pues f E (Zoo)* con /(cq) = 0. Para cada n E N sea An = {a £ R : 

Tenemos que H(f) = UneN ·{- < |(a£؛)/| ر٧  Supongamos que n £ N y que

,entonces 1 = ٢ ٠؛ ٨ر٠٥٠١ ،٧···, ,a^ son elementos distintos de An. Sea x»

f(x) > — · Definimos y E loo de la siguiente forma. Si j es un elemento que 
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pertenece exactamente a uno de los conjuntos ,ال ٠٠٠ وا,  por ejemplo Ma
-0. Obser = ذاا( está en otra situación ponemos 8؛و y حجرا١ا = »( ponemos

vemos que

y si /() -0 ط entonces ز pertenece exactamente a un Mai. Esto significa que •= ()٣ 
مع؛يع٠لئ = 1 (). Por tanto, () ل () significará que () = 0 y () 0 ل; 
esto 5610 ocurre cuando j esta en más de uno de los conjuntos اع ... Ma Esta 
situación solo puede darse para un número finito 10 j. Por tanto, y — x&c0y será 
 ٠||/||f(y) < y será k < n = (٠ Como 112/11 < 1, tenemos que .(ا/) = *(3)
Por consiguiente, a lo sumo en ع hay 70 elementos distintos. Esto significa 
que ع es finito y que 71() es numerable. ٠

Nota 9.5.4 a) Si un subespacio E de un espacio tipo B(S) está complementado 
entonces ya se demostró que también lo sería cualquier otro subespacio isomórfico. 
Por tanto, es claro que /٥٠ no puede tener subespacio complementado isomórfico 
el Cq .

b) Se demostró que en C(I) existían subespacios vectoriales E, F tales que 
C(/) = E x F y F = cq. Por consiguiente, C(I) tiene un subespacio complemen
tado isomórfico a Cq. Esto prueba que C(I) no puede ser isomórfico a loo■

Lema 9.5.5 Sea E un subespacio vectorial cerrado de X. Las siguientes afirma
ciones son equivalentes:

i) Existe (/„)neN C X* tal que E = |٦6Nker/n.

ii) Existe (gn)neN C (X/E)* que separa puntos de X/E.

Demostración En efecto: i)=؛> ii). Como, para cada n 6 N, se tiene que E C 
ker/n, podemos definir fn : X/E por fn(x) = fn(x)■ Claramente fn es lineal 
y está bien definida, ya que si x = y es x~yeEy será f(x) = f(y). Para cada 
y G E tenemos que |/n(ir)| = \fn(x + y)| < \\fn\\||؛r+y||, por lo que \\fn\\ < || fn||||®|| 
y fn es continua. Si x y seráx-y^Ey existirá m G N tal que fm(x — y) / 0. 
Por tanto fm(x) 7؛ fm(y).

ii)=؛> i). Supongamos que existe una sucesión (gn)n&¡ en (X/E)* que separa 
los puntos de X/E. Sea p : X X/E la aplicación canónica y, para cada n G N, 
sea fn = gnp. Si x G E se cumple fn(x) = gn(p(^)) = 9n(o) = ٥■ Así pues, 
E C r٦ker/n. Si x E entonces p(x) 70 ؛ y existe m G N tal que gm(px) 70 ؛, con 
lo que fm(x) 70 ؛ y x í٦ker/n. Esto prueba que E = P\ker fn. ٠

Una consecuencia del lema anterior es la siguiente: como no existe una sucesión 
(fn) C (loo)* tal que c0 — r٦ker/n, podemos afirmar que tampoco existe (gn) C 
.Que separe puntos de I^/cq *(؛0،/00،)

Observemos que ya se demostró que si un subespacio E de /٥٠ es isomórfico a 
loo entonces E está complementado en 1^. Lindenstrauss demostró el recíproco 
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(J. Lindenstrauss, “On complemented subespaces of Israel J. Math 5 (1.967), 
153-156).

Finalmente es conveniente que sepamos que un espacio de Banach es isomórfico 
a un espacio de Hilbert si y sólo si cada subespacio cerrado está complementado. 
Por tanto, cualquier espacio de Banach no isomórfico a un espacio de Hilbert 
posee algún subespacio cerrado que no es complementado. (J. Linderstrauss and 
L. Tzafriri “On the complemented subspaces problem" Israel J. Math. 9 (1.971) 
163-169).

En su momento, se demostró el primer resultado que sigue y, como consecuen
cia, se obtuvo el segundo:

i) Sea X un espacio normado. Sean E C X un subespacio vectorial y S un 
conjunto infinito. Entonces si Tq : E —> B(S. K) es lineal y continua existe 
una extensión T : X ٩ B(S, K) lineal y continua tal que T = Tq en E (y 
imi - roii).

ii) Sea X normado y E C X subespacio isomórfico a cierto B(S, K), entonces 
E está topológicamente complementado en X.

Pretendemos ahora demostrar unos resultados similares para el caso en que X sea 
separable y B(S, K) sea sustituido por cq.

Supongamos que se verifica i) es decir: sea X espacio normado separable y sea 
E C X subespacio vectorial de X entonces si Tq : E cq es lineal y continua se 
verifica que existe una extensión T : X —> Cq lineal y continua tal que T = Tq en 
E.

En esta situación sería posible probar ii). Es decir, sea X un espacio normado 
separable y sea E un subespacio vectorial de X isomórfico a Cq entonces E está 
complementado topológicamente en X. En efecto, sea Tq : E —> c٠ un isomorfismo 
y sea T : X -٦ cq la correspondiente extensión continua. Consideremos la aplica
ción p = Tq^T : X —> E. Si x 6 E tenemos que p(x) = Tq^Tx) = ^1(Tox) = x; 
Por tanto, p es una proyección continua de X en E.

Vamos pues a probar lo anunciado a través del siguiente lema.

Lema 9.5.6 Sea X un espacio normado. Sea E un subespacio vectorial de X y 
sea {؛Ei,..., ؛Efe} C X. Supongamos que existe una sucesión (fn^ne^ en E* tal que 
\\fn\\ < 1, para n € N, con *-wlim /„ = 0. Entonces para cada £ > 0 existe no € N 
tal que, para cada n > no, existe una extensión gn £ X* de fn tal que ||gra|| <2 y 
|5n(؛Ei)| < pura i € {1,..., k}.

Demostración Procederemos por reducción al absurdo. En caso contrario, existe 
E > 0 tal que cierta subsucesión (/0)ا[حز de (/n)n€N verifica que cada extensión 

de / ٤ر  con 19رر II 2 كة es 19 رر اس(  > E, para و e N y para algún 1} ي ع ,..., k}.
Denotamos por (h„)ngN a esta subsucesión. También tendremos que *-w lim hn = 
0 en £٠. Para cada por el teorema de Hahn-Banach, existe una aplicación 
hn : X ب K lineal y continua tal que hn = hn en E y = ||/i„H < 1. Por 
tanto, para cada X e E, se cumple lim M®) : lim M®) = 0.
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Observemos que para cada neNy cada i e {1,...اش se verifica < 
 es una ,... ,([د),/) ,H = máx(||zi|l .., llzkll). Por consiguiente> الزمداا
sucesión acotada en [< y, por tanto, existe cierta subsucesión (72«,) de (/,,)ارع 
(que denotamos por (لالجب)تلا de modo que existe lim Uj(xi\ para cada i ه-ع

Deducimos que para cada xeF = E + ٨,](,... •٣ *) se verifica que existe 
lim نس(•). Este limite sera denotado por 4)نلا Tenemos que 0لا : F —> K es lineal 

y continua, con || لأ0اا  <ly 00(2) Bf se verifica |4) لاو  < Hull < 1,
para cada / E N]. Utilizando el teorema de Hahn-Banach, sea تلا : X ب K una 
extensión de ا. Como, para se verifica lim )زلا د ) : Uolxfy

tenemos que existe un j 0 ع N tal que 2 > ()100 - (زاا)ن, para و e N y 0 < و. 
Para cada ز ع  [, consideramos زرا = Uj - 00 se tiene que 2 > الزرااا y Vj es una 
extensión de hni tal que 1 (ر٤ ) < £ si i e {1,...زش y 0 و > ر · Esto contradice la 
hipótesis de partida.

 -un espacio normado separable y sea E 70 subespacio ec ٦ Sea ط][ 9.5.7
torial de X, se rerifiea·.

i) Si (fn'kw es una sucesión de E* tal que *-wlim(/n) = 0 en E* y „/mil < 1, 
para n عج entonces existe una extensión و de fn a X tal que \\gn\\ نإه y 
*-w lim 0 = „و en **و para 7.

ii) 5110'. E ه CQ es una aplicación lineal لا continua entonces existe T 
lineal رو continua tal que 1-10 17 لاط

Demostración i) Sea (؛CnjneN un conjunto numerable y denso en *. E. Para 
cada leN aplicamos el lema anterior a تلذ!, ... ,a:، con £=|y existirá M, que 

escogemos tal que /٧% > |_1, de modo que si n > إ* se tenga que fn admite 
una extensión gn a X tal que 2> اللاهاy I gn{xi)\ < [, para : ,...1ش} ج }. Por 
tanto, para n ع [Nk,Nk+1), podemos escoger una extensión gn de fn, a todo X, 
tal que 2> الهاy ]gn^Xi)] < ل, si ي E Para » ء [IjD, escogemos

una extensión cualquiera رو de fn a X con H٥n|| < 2. Es claro que, para E N, se 
cumple lim 0 = ( ,و (٣٠ . Por tanto, para cada ع se verifica lim gn{x) = 0. 
Como para X s E se tiene que lim 9,(3)ح lim resulta que *- lim 9,-0
en X*.

ii) En primer lugar observaremos que existe una relación entre las aplicaciones 
lineales y continuas de X en Co y las sucesiones acotadas (ع) de X* que son *-débil 
convergentes a cero.

En efecto, sea :*-ا lineal y continua. Para cada E N sea <5„ : Co ب K 
la aplicación definida por 6,( ٣) = ه ) y sea fn = 6nT. Tenemos que C„:T-»K 
es lineal y continua y, como ||1 = ||ة, se verifica WfnW ك Además, si X s X 
se tiene lim /„(t) = 0, por lo que *-wlim/„ = 0 en X*. Observemos que 
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sup„eN ة ||7ا |. Si 0 < ع entonces existe ume 5* tal que

„eN

y existirá un m € N tal que

sup|/„(»| < WfmW■
n€N 2

Esto prueba que ||T|| = sup„eN
Recíprocamente, sea (/n)n€N una sucesión acotada en A* tal que *111/, : 0 

en X*. La aplicación definida por T(x) = (/n(s))neN es lineal
y verifica 112(2) = sup|/n(x)| < Por tanto, T es continua,
con ||r|| < sup||/„||. Repitiendo el razonamiento anterior, podemos concluir que 
IIPII = 8UD-^ II AH.

Pasamos ahora a nuestra demostración. Para cada neN consideremos la apli- 
catión fn : E K definida por fn(x) : Mío(؛*:))· Entonces WfnW < 1/1, para 
nEN, y existe una extensión lineal gn ع X* de fn a X, tal que 21 الروا ك  y 
*1 lim،7n = 0 en **. Definimos la aplicación T : X —ب Co por (* )ت = ,و( ,))ت*( ح [. 
Claramente T es lineal y continua y ||T|| = sup H٥n|| < 2120. Además, si X e E 
se tiene (• )م = = (//(3))٤٢ = م( ). •

Nota 9.5.8 Sea X un espacio normado. Consideremos las inyecciones canónicas 
 está complementado (*٦)Demostraremos que 2 .**٨*A —► A"** y j 2 : X : او
en X***.

Definimos la aplicación p : *** ح X*** de la siguiente forma: ك**
tenemos que ص es una aplicación lineal y continua de X** en K. La aplicación 
٧(]), de X en K, es también lineal y continua. Por tanto, ه ع[[  X*. Denotemos 
( )ه : 12 ه( ]]). Es claro que p es lineal y continua. Para concluir bastará probar 
que p restringido a J1(A*) es la identidad en ji(A*). En efecto, seae X* y 
sea ه = Tenemos que ٠) = Observemos que si X e X se
cumple = ;](•2) (م*) = £*(£). Por tanto, ( )ه = ء )*ته( = ه .

Demostraremos ahora que Co no puede ser isomorfico « un dual. En efecto, 
supongamos que * es un espacio normado tal que existe un isomorfismo 211 de X* 
sobre 0. Consideremos las aplicaciones canónicas j 1 : X* - **ث y j 2 : Co - ث. 
Tenemos que la aplicación bidual 2* : **08 ث ح ث = ما  un isomorfismo 
y que 2**(]](٦*)) = 12(1**) = 12(0). Como 1ر(**) está complementado en 
A***, deducimos que 2(3) está complementado en c y que, por tanto, Co es 
isomorfico a un subespacio complementado de Zoo, lo que no es posible.
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Tema 10

Introducción a los espacios 
vectoriales topológicos

10.1 Espacios vectoriales topológicos

Algunas cuestiones de las que estudiaremos en este tema ya fueron tratadas en 
temas anteriores, pero el propósito es que este tema sea lo más autocontenido 
posible, ya que bien podía ser el primer tema de los apuntes.

Definición 10.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre K (R o C) y sea T una 
topología en X diremos que T es una topología vectorial en X o bien que (A, T) 
es un espacio vectorial topológico si son continuas las aplicaciones:

+ : X X X —> X (x, y) —> x + y
: K x X —> X (a, x) —> a · x,

donde en K se considera la topología usual y en XxX yKxX las correspondientes 
topologías producto.

Si X es un espacio normado entonces (X, ¡|), (X,TW), (X* , T٠_w) son ejem
plos de espacios vectoriales topológicos. Además, si X es de dimensión infinita 
y, por ejemplo, consideramos (X, Tw), no es posible que exista una norma || 
en X de modo que Tw = 7j| ٠|,, ya que (X,TW) no satisface el primer axioma de 
numerabilidad (IAN). Todo esto justifica el que hagamos un breve estudio de los 
espacios vectoriales topológicos.

Sea X un espacio vectorial topológico. Se dice que una red {xa)aei en X es una 
red de Cauchy si para cada entorno V de 0 existe & I tal que si o؛i, ٠2 > ٥؛ o١ 

٥؛ i, 2 ٥؛  € I se verifica que xaí — xa^ 6 V.
Si toda red de Cauchy en X es convergente, hacia un elemento de X, se dirá 

que X es completo. Si cada sucesión de Cauchy en X es convergente diremos 
que X es secuencialmente completo.

Sean X, Y dos espacios vectoriales topológicos sobre el mismo cuerpo K. Se 
dirá que una aplicación T : X Y es isomorfismo (topológico) si T es lineal, 
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biyectiva y continua de modo que T^1 es también continua. Se dice que T es 
uniformemente continua en X si para cada entorno W de 0 en Y se verifica 
que existe un entorno V de 0 en X tal que si x,y E X y x — y E V entonces 
fW - f(y) € W.

10.1.2 9000 X١Y 105 espacios vectoriales topológicos لا seaT :*-7 
una aplicación lineal entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es continua en X

ii) T es continua enO;

iii) T es uniformemente continua اه x٦

Demostración
Supongamos que T es continua en 0. Sea xely sea (2٣٩) red en ٦ tal 

que X ج limaba. Entonces 0 ع lirada -)٧0-2(0)ع limrfs« — )و por lo 
que 2(2) ع limT(؛ra). Por otra parte, si ٢٢/ es entorno de cero en *, se tiene 
que V = T“» es entorno de cero en د y si I, yeXyx— y e y se verifica 
KxH^eW. .

حد أ sea f ·. X لا Sea x un espacio vectorial topologico ه 10.1.3•  una 
aplicación lineal. Entonces, f es continua si لا solo siVer f es cerrado.

Demostración Si f es continua se tiene que ker f = ٣1(٢0)) cerrado. Supon- 
gamos ahora que ker f es cerrado pero f no os continua en X = 0. Existen una 
red (Xcfiki en X y 6 > 0 tales que 0 e lim xa y 6 < (٥ا)*١ , para cada a e I. 
Sea e ع X tal que /(6) = 1. Para a e I, sea za = e — 7 ٢*٢ *. Tenemos que 
(Zaki c ker f yee lim(;a); sin embargo e ٤ ker ر٠■ ٠

10.1.1 Bases de entornos para una topologia vectorial
10.1.4 Sea X un espacio vectorial.

1. Se dirá que A c X es convexo si para cada a,b e A y X e [0,1] se verifica 
Xa 1(1 — ٨)0 ع A.

2. Se dirá que A es equilibrado si para cada a ج A y cada XeI con ١٨ 
se verifica Xa ع A.

3. Se dirá que A es absorbente si para cada ٣٤* con 0*2 مد existe 0<ع 
tal que ax ح A, para cada aeK con |a| < *.

Sea 13 una familia no vacia de partes de X tal que:

1. Si 25 ج ع  es ج absorbente y equilibrado.

2. Si B1,B2 1 ع existe tal que B3 c B] n 22 (es decir 13 es base de
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3. Si B ج ® existe c ج B tal que c + c c B.

٠ A partir de 13 definimos el conjunto T de los subconjuntos A c X tales que si 
X&A entonces existe 23 ع con X ب Be A. Vamos a ver que 1 es una topología 
en X.

٠ Es evidente que X e T.

٠ Si [41ر es una familia de elementos de T y X e u A existe j e I 
tal que X e Aj y por tanto existe B e ® tal que X ب B c Aj, con lo que 

مة+2ع  Uíe/Aj. Por tanto u يجيدا ج  D

٠ Sean 42 [ ماد2 عمدع . Sabemos que existen B1,B2 1 ج tales que 
itB]Cd],íl52C 42. Sea 339 13 tal que 29 ( ]32 م entonces 
X + B3 c Al n A2 y deducimos que اع n د2 ع  T.

A la topología 2 la denotaremos por T(®).
٠ Demostraremos ahora que si 4 es'un subconjunto de ٨ entonces X e BA) si 
.A ح Bب que X ا si, existe 73 لآ 5570

En efecto, si X ع Int(A), como 771(4) es abierto, existe ع اؤ  que x + B c 
790(4) c A. Recíprocamente, supongamos que x&Xy que existe B e ® tal 
que X ب B c A. Sea M el conjunto de los 2 ج A tales que existe Ce® con 
ziCcd Claramente M 0 نج, ya que X e M. Si z e M entonces existe Ce® 
tal que z + c c A y, como 0 € c, se tiene que 2 4. Por tanto, M c A. Si 
z e 770 (4), como 7/(4) es abierto, existe c e ® tal que z + c c 1/(4) c A. 
Por consiguiente, zeM y será 77*(4) c M c A. Si demostramos que M es 
abierto tendremos que = Int^A) y habremos finalizado.

Sea z e M; existe c e ® tal que Sea D ج ® tal que D + DqC.
Si t e z + D se cumple t + Dcz + D + Dcz + CcAy, por tanto, z ج M. Esto 
significa que z + DcMy deducimos que M abierto.
٠ Probaremos ahora que si A e T (®) yxeX entonces HAeD (®).

En efecto, sea z ج X + A. Se tiene que z — xeA y existe Be® tal que 
z — X + B Q A. Por tanto, 2 1 B c 2: ا A. Observemos que si M es cerrado y 

٣٤ ٦  entonces 2م(+م* M) = X \ (x + M) y, como £ i (A \ M) es abierto, 
deducimos que X + M es cerrado.
٠ Dado X e X probaremos que {1 1 5 : B e 2} es una base de entornos de 
X. En efecto, 13 ع, como 0 ا B = B c ®, se tiene que 0 e Int{B) y 
por tanto X + Int^B) es un abierto que contiene a X. Por consiguiente, como 
£ I B => £ ا Ini(B), se tiene que X + B es entorno de X. Por otra parte, si 4 
es entorno de X se verifica que مه ج  Int{Á) y, por tanto, existe 11 13 ع que 
• 424. Con esto queda probado que {z + B:Be®}es una base de entornos 
de X. En particular, ® es una base de entornos de 0.
٠ Demostraremos ahora que si B e ® y د e K con λ 0 entonces λB es entorno 
de 0. En efecto, sea n e N; probaremos que existe Dn 13 ع tal que 2nDn c B. 
Sea ]13 ع tal que 27] C٥1 + ٥1CB. Supuesto que hayamos obtenido 
Di, ...,ي tales que 2 D c B para ie{l,...,J, sea * ]س ج  ® tal que 27٤] c 
DkiitDfcii c 70%. Se verifica que 2٨17%] = 2227٤] c 2D c B. Sea n ج N 
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tal que 21 < 1. Como Dn es equilibrado se cumple que ÀDn c Dn c •ل. 
Por tanto, ٥„ c ٨2٠ Desde aquí es fácil probar que si 4 es abierto y د e K es 
distinto de cero entonces دد es abierto.
b) Es sencillo comprobar que si ( ٦, اا  II) es un espacio seminormado entonces la 
familia 1 = ٢آ7(0ز  a) : a > 0} verifica las condiciones 1, 2 y 3. Si T es la topologia 
de la seminorma demostraremos que T = 1(13). Sea AeTy sea xeA tenemos 
que existe a > 0 tal que [7(•, 4 ه ع(  pero u (2, a) = x + u (0, ه) y deducimos que 
A e P(®). 91 4 ٤ 11(18) y xeA entonces existe a > 0 tal que x + U(Q,a)cA 
asi pues u(x, a) a y A e T.
c) Sea 13 una familia de partes de * que verifica las anteriormente citadas pro- 
piedades (1), (2) y (3), de base de entornos. Demostraremos que (*,2(13)) es un 
espacio vectorial topològico.

Sea ( م : لد  X كد » لد  la aplicación definida por ^((x, y)) = x+y, donde enXxX 
se considera la correspondiente topologia producto. Sea (*, )بلا 10ر  una red en 
X X A tal que (20 yo) ع lim{(23«,y٥)}agj. Claramente 23o ج limxa y yo ج limya. 
Probaremos que xo + yo € lim {yAxcnyay'ki- Sea BeBy consideremos el 
conjunto 2otyo tB. Tenemos que existe c* ح ® tal que ClCcB. Como Xq + C 
es entorno de 2o existe ai eT tal que si a 1» ؤ se cumple que xa € 23o + c. 
Análogamente existe اعه tal que si a 02 ؤ es ya e yo + c. Sea عوه tal que 
ؤ ٥ 3“ ] y ٥3 ٠2 ؤ. Tenemos que, para a > «3, xa + y a eioljiDlClCc 
2 ت0 ه  yo ب B.

De manera también sencilla probaremos que la aplicación h: KxX^X 
definida por 70(3) = 03, donde en K X A se considera la correspondiente topologia 
producto, es continua. Sea ٢(0 ٧٤*,٤ )1 una red en K X A tal que (00, ت ع(  

Tenemos que مه e lim ai yi٠e lim Xi٠
Si 2o = 0 y «0 = 0, sea B e B un entorno de cero. Existe ¿1 ع f tal que si

¿ ة es |a 1|؛ y existe 1 اع tal que si z > ¿2 es Xi e B. Consideremos ¿3 € ل
tal que ي3 ح  Zi y 2 < 3ي. Si z > ¿3 se verifica que aiXi ج B.

Si 230 = 0 y 0 / 0 ٥؛  tenemos que, para iEl, se cumple );-(نتطنه = زمهمه+نن . 
Veamos que 00* = 0 ج Iim(a3o23i). Sea BsBun entorno de cero. Entonces, 5ل 
es también un entorno de 0 y, por tanto, existe io e I tal que si z > ¿0 se cumple 
Xi ج مل  Por tanto, 00; ج B. De la continuidad de ص deducimos que, como

-lim aiXi 0 ج lim ،¥»> entonces 0 ع oki y& - 0 ع
Si 23o yO y ao 0, tenemos que ٧٠ = دهع  + para i & I. Veamos

que 0 e limado- Sea B ج B un entorno de 0. Como B es absorbente, para 2:0 
existe ¿0 > 0 tal que si |í| < 10 se verifica que ج B. Como existe ¿0 ح f tal 
que si z ج ل  y z > zo entonces 0* > انها, resulta que نمنه e B. Tenemos asi que 
ج 1ذ٥ز*( - lim(23¿ - 23o). Como 0 23 ع 0 o) y 0 ج limaiXi, de la continuidad de , 
deducimos que 0 e ]]]]نتنه.

Finalmente, entonces para cada i e I se tiene

٥()٣ - •o = (0¥> - زنيه .(زح - *0)t 00 نه - ٥0)t (20 (نله - 0

De la continuidad de ي podemos deducir que 0 ج lim(aí23¿ - agXi)■ Por tanto, 
también se deduce que 0020 ج limaci.
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d) Supongamos ahora que (X, T) es una espacio vectorial topològico. Demostra
remos que existe una familia 23 no vacía de partes de X que verifica (1), (2) y (3) 
y es tal que T(23) = T.

Sea 23 la familia de todos los entornos de 0 que son equilibrados. Veamos que 
23 es no vacío y que es una base de entornos de 0. Sabemos que la aplicación 
h : K x X ٩ X definida por h((a, x)) = ax es continua. Por tanto, para cada 
a € K, la aplicación ha : X —> X definida por ha(x) = ax es también una 
aplicación continua. Si a y0 ؛ entonces la correspondiente aplicación inversa es 
precisamente hi. Por tanto ha es un homeomorfismo. Esto prueba que a 0 y 
U es entorno de 0 entonces aU es también un entorno de 0.

De la continuidad de h en (0,0) se deduce que, dado un entorno U en X del 
punto h((Q, 0)) =0, existen cto > ٥ y un entorno V de 0 en X tales que ax G U, 
para a £ K con |c،| < c،o y £ V. Es decir, aV C U si | ٥|؛ < <١  Por tanto, 
Uo = U{a٢, a € K, |a| < Oq} esta contenido en U y es un entorno equilibrado de 
0. Queda pues así demostrado que 23 / 0 y además que 23 es base de entornos de 
0 en (X.T). Por consiguiente, si Bi, B2 G 23, existe B3 G 23 tal que B3 c Bi i٦B2٠

Consideremos xq E X y U entorno de 0. De la continuidad de h, se deduce que 
la aplicación hx° : K —> X definida por hx° ( ٥؛ ) = axo es continua. Como U es un 
entorno de hx°(0') = 0, existe /3 > 0 tal que si |í| < 3ر se verifica que íxq g U. Por 
consiguiente, U es absorbente. En particular, los elementos de 23 son absorbentes.

Sea U E B. De la continuidad de la aplicación tp : X x X ٩ X definida por 
ip((x,y)) = x + y, deducimos que existen B^, B2 E B tales que si x E B^, y E B2 
se cumple x + y EU. Sì B E B y B C Bx Et B2 tenemos que B + B C U.

Por consiguiente, 23 verifica las propiedades (1), (2) y (3) para determinar una 
topología T(B).

De la continuidad de cp, deducimos que, para x E X, la aplicación px : X —> X 
definida por <px{y) = y+x es continua. Como la aplicación inversa es ¡p-x, tenemos 
que <px es un homeomorfismo. Por tanto, si V es entorno de 0 tenemos que x + V 
es entorno de x. Por consiguiente, x + B es una base de entornos de x en (V, T). 
Como x + 23 es también base de entornos de x en ( X, T(B)), podemos afirmar que 
T = T(®).

Es conveniente observar que si (X, T) es espacio vectorial topològico y B es 
base de entornos de cero con las propiedades (1), (2) y (3) entonces se verifica que 
T = T(B\

10.1.2 Propiedades de los espacios vectoriales topológicos
Teorema 10.1.5 Sea (X,T) un espacio vectorial topológico. Se verifica que (X,T) 
es regular.

Demostración Sea x E X y sea A c X un entorno de x. Sea 23 una base de 
entornos de 0 verificando (1), (2) y (3) tal que T(B) = T. Existe B E 23 tal que 
x + B c A. Sea C E 23 tal que C + C c B. Probaremos que cl(C) C B. Si 
y E cl(C٠), tenemos que {y + C) Cl C y0 ؛ y por tanto existe z E (y + C) l٦ C. Como 
z Ey + C será de la forma z = y + c, con c E C y z — y E C. Por ser C un conjunto
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1
equilibrado, también se cumple y — z e C. Por tanto, y = (y — z)+zeC + CqB.
Esto prueba que x + cl(C) C x + B y que x + cl(C) es un entorno cerrado de x. ■

En realidad puede demostrarse, aunque la demostración no es sencilla, que si
(X. T) es un espacio vectorial topològico que verifica la propiedad de separación 
Tq entonces (X. T) es completamente regular y por tanto será un espacio 7 a„ o de 
Tychonoff.

Propongo aquí al lector que demuestre que si X satisface el primer axioma de 
numerabilidad y es secuencialmente completo entonces X es completo.

Teorema 10.1.6 {X,T} es de Hausdorff si y sólo si ٩{V : V E ؛B} = {0}.

Demostración
En efecto, si (X, T) es de Hausdorff y x E X con x 0 entonces existe V E B 

tal que x V. Por tanto, A{V : V E ،B} = {0}. Recíprocamente, si |٦{V : V E 
 B} = {0}, consideremos x, y E X con x y. Como x — y / 0 existe B E ÍB tal que؛
x — y^B. Sea C E ؛B tal que C + C C B; probaremos que (x + C) ٢٦ (y + C) = 0. 
En caso contrario existirá z E {x + C) A (y + C) y, por ser C equilibrado, tenemos 
que x — z E C y z — y E C. Por consiguiente, x — y = (x — z) + (z — y) E C + C C B 
y esto es una contradicción. ■

Si X es un espacio vectorial y || || es una seminorma en X que no es norma, 
se verifica que (X, || ||) es un espacio vectorial topològico que no es de Hausdorff.

Definición 10.1.7 Sea (X,T) un espacio vectorial topològico. Se dice que (X,T) 
es localmente convexo si existe una familia B de partes de X con las propiedades 
(1), (2) y (3) tal que T(B) =T y cada elemento de B es convexo.

Como los conjuntos convexos se conservan por traslaciones, deducimos que, 
para cada x E X, {x + B : B E B} es una base de entornos convexos de x.

Teorema 10.1.8 Sea X un espacio vectorial topològico. Si F es un 'subespacio 
vectorial de X entonces cl(F) es un subespacio vectorial de X.

Demostración Sea Bx el sistema de entornos de x y sea By el de y, donde 
x,y E cl(F). Consideremos en D = Bx x By la relación (C٢i, 2 ٦٩) < ر؛(2ر ) si y 
sólo si U2 C Ui y V2 C ٢i٠ Claramente, (D, <) es un conjunto dirigido, por la 
relación <٠ Para cada (U, V) E D escogemos Z^y^ = xjj + yv donde xv E UC\F, 
yv £ V A F. Tenemos que (Z([z,y))،¡٠p es una red en F. Probaremos que 
x + y E limz(f٨٢). Sea W entorno de x + y. Como la aplicación ip : X x X —> X 
definida por tp(x, y) = x + y es continua, es claro que existe un entorno Uo de x 
y existe un entorno Vq de y tales que Uo + Pq C W Para cada (U, V) E D con 
(U,V) > (Uq,Vq), tenemos que xu 6 Uo, yu E y Z^y^ E W. Por tanto 
x + y E cl(F).

Consideremos ahora a E ٦K, tenemos que (axuffeBx es una red en F, si en Bx 
consideramos la relación natural < U¿ si y sólo si U2 C U-y Probaremos que 
ax E limaa;؛/. Sea W un entorno de ax-, es claro que Uq = -W es un entorno 
de x. Si U E Bx y U > Uo se tiene que xu E y, por tanto, axu E W. Por
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consiguiente, تكه 
vectorial de X.

d(F), con lo que queda probado que cl(-F) es un subespacio

Proponemos al lector que demuestre que la clausura de un conjunto convexo 
es convexo y que la clausura de un conjunto equilibrado es equilibrado.

TeoreM-N١٠.١.٠ 960 X 092 espado vectorial topologico رو sea p س) hiperplano 
afin. Si p 90 es cerrado entonces p es denso en X .

Demostración Será p = Xo + H, donde H es un hiperplano vectorial (subespacio 
vectorial maximal): Como las traslaciones son homeomorfismos, tenemos que H 
no es cerrado; por tanto, H c cl (H) y H/!([ا). Esto significa que 1(77) = ٦ 
y, por consiguiente 1(7) -0* = X. ٠

*espado vectorial topologico. Se 50 ا Sea X الاتى 10.1.10 ٥/ه٣ :

1) H ح X es hiperplano vectorial cerrado si لا solo si existe n aplicación 
; / ]continua, de modo que H -10 لا lineal ,أي X : ئ

2) H ح X es hiperplano 010 cerrado si لا solo si existe una aplicación
K, lineal y continua, y existe a e K tales que M = {x & X : (•٣) = 01.

Demostración La propiedad 1) es evidente; probemos 2). Si M es un hiperplano 
afín cerrado se tiene que M = Xq+H, donde H es un hiperplano vectorial cerrado. 
Sea :*-[تم una aplicación lineal y continua tal que H = ker f y sea 0م(م) = a. 
Si X ع M se puede escribir X = xo + y, con y e H, y se verifica (*٣) = a. 
Recíprocamente, si (م) = a se tiene (3 — •0 = (مyx — x0 = ye ker f. Por 
tanto, X = Xo + y e M. ٠

Teoria ١٠٠١.١١ Sea X espado vectorial de dimensión finita. Existe una única 
topologia que hace de X un espacio vectorial topologico لو de HausdorjJ. 4 esta 
topologia se le llama canonica لا es la mapor (más fina) topologia en X que es 
compatible con la estructura vectorial de X.

Demostración Sea n = dimX, sea ٢6],...,لره una base de X y consideremos 
la aplicación ه:* IK" definida por ه(*) : X = (1,... si X = ع ا[  
---te„. Tenemos que ه es una aplicación lineal y biyectiva. Consideremos ٢" 
con la topologia inducida por la norma del supremo II .* 11= : 1 ¿
y construimos una familia T de partes de X de la siguiente forma:

i) 0eT;

ii) Si u c X, u 0 تج, entonces [5610 لاع si {( ,...,ائت ٣ «) : ei + ■■■ +
".es abierto en K ]6„ ج لل!"

Es claro que T es una topologia en X de modo que ه es un homeomorfismo de X 
en K". Vamos a probar que (I, T) es un espacio vectorial topologico.

Dado a > 0 sea

Ba = ..., "٤) e K" : ادا < a, i e n}}
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y sea

i(Ba) = {%eX:x = *"اجي + ... ره , < a, ¿e{1,..., •ر.

Como {Ba : a > 0} es una base de entornos de 018 en K", tenemos que 13 = 
{Aa : a > 0} es una base de entornos de cero en Demostraremos que 3 
verifica las propiedades (1), (2) y (3) que son precisas para definir una topología 
vectorial en X.

Veamos que si a > 0 entonces Aa es equilibrado y absorbente. En efecto, si 
٤ /ه٤ وم[ 21 2  que 1/3 < 1 tenemos que ا = اق/ 2 < ه^| . Asi pues, 
pz ٤٦ 2 51 . ع و  entonces, para cada 0, existe Oj > 0 tal que si
1/3 < ai es < a. Sea a = mín{<Ti,... 01: es claro que si //ا < a se cumple 
pz E

Si ,360/ و ٤ كه  tiene Aa n A/3 = Aa £ 3. Finalmente, si ع e 3 
tenemos que 4 4* t A* c م. Por tanto, 13 define en X una topología
vectorial 2(1). Veremos que esta topología es precisamente T. Si A £ T(3) y 
z E A, existe Aa E 13 tal que z 1 Aa c 4 pero

z + Aa = ٢*1 ٥] + +··· : أ£ا  — < a, i £ {1,..., n}}.

Este conjunto es un entorno de 2 en T. Reciprocamente, si AeT^eA tenemos 
que B = ... £") : C] t.. E A} es un entorno de (21,..., 2") en [٢:
por tanto, existe a > 0 tal que 2") : ا2¿ت - ا  < a E {1,...,•ر c B,
por lo que z e z + Aa c A. Por consiguiente, (٦,1) es un espacio vectorial 
topologico y es de Hausdorff ya que K" lo es.

Supongamos que r es otra topología en ٦ de modo que (X, r) es un espacio 
vectorial topologico. Veamos que ا c T. Sea B un entorno de 0 en (X,T'). Para 
cada n E N es claro que existe w entorno de 0 en 7/ equilibrado y absorbente 
tal que 2 1 c 5. Es fácil comprobar que entonces nW c B. Como آ/ es 
absorbente, para cada ه: existe a0 < ؛ tal que si انتدا < زه  se cumple ٣٤٥ E w. 
Sea a = min(«!, ..., an). Es claro que Aa c nW c B. Por tanto, r c T. Vamos 
a demostrar que en el caso en que (خ,/) sea un espacio vectorial topologico y 12 
entonces 2 c con lo cual será T = r. Comenzaremos probando que

Al = {aei +···+ xnen : 1 > ا2ا ,Í£ {1,..., 7/1

es un entorno de 0 en Como las homotecias son homeomorfismos entonces
estará claro que ها = A es entorno de 0 en (X, rp para cada a > 0, y por 
tanto seria T c T.

Tenemos que 1(4]) es compacto en (X,T) ya que 1(4]) = 8ل(ا~بي), donde
B = : اها ؛le y B es claramente compacto en .ك[

Como r c T tenemos que la identidad i : (٦,2) ح (X, T') es continua y por 
tanto Al = cl(Ai) es compacto en Consideremos 20 = * : (Al, ?7ر - 
(41,7% ) (como (X, T') es T2 y Al es compacto será Al cerrado). Por tanto, como 
;0 es biyectiva de un compacto en un espacio 12 tenemos que ;0 es homeomorfismo 
y será io(Ai) = ;(41) un entorno de cero en (كتاد ). Por consiguiente, existe
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V entorno de 0 en T' tal que V ٢٦ Ai = Ai٠ Sea U entorno equilibrado de 0
en (X■ T’) tal que U C V. Tenemos que U ٢٦ Ai C Ai٠ Demostraremos que 
 D U, lo cual finalizará la demostración. Sea x = adei + · · · + xnen G U y ر41
sea c = máx{|؛cl| : i G {1, ٠ ٠ ٠ , n}}. Si c > 1 entonces | < 1 y ±x € U. Además 
-x G Ai \ Ai ya que máx{7^!؛) : i G {1,... , n}} = 1, se tiene ^x A٦ y sin 
embargo ^x G U٢٦ Ai, lo cual es una contradicción. Por tanto c < 1 y esto significa 
que x E Ai. ■

1 0.2 Operaciones con los espacios vectoriales 
topológicos y propiedades

1,- Si (X,T) es un espacio vectorial topològico de dimensión finita y T2 entonces 
X es un espacio normado.

En efecto, sea {ei,...,en} una base de X y sea p : X ٩ Kn la aplicación 
definida por p^ei + · · · + xnen) = (x1,..., xnfi Observemos, en el teorema 
anterior, que la topología T es la determinada por: i) 0 G T; ii) Si A c X y A fi 0, 
A G T si y sólo si ،/?(A) es abierto en K". Consideremos en Kn la norma

|| (a:1,...,xn) ||= max^Xi^ : i G {1,..., n}}

Definimos, para x G X, ||؛r|| = ||^(x)||; es claro que || || es una norma en X. Sea 
Ty || la topología que esta norma induce en X. Si A £ Ty y y x G A entonces 
existe B{x,a) C A y B(p(xfia) c ؛?(A). Esto prueba que A es un entorno de x 
para la topología T. Recíprocamente, siAeTyx&A entonces p(x) G p(A) y 
B(p(xfia) C p{A). De esta forma, B{x,a) C A y, por tanto, se deduce que A es 
un entorno de x para la topología Ty ٠| ٠

2 .- Si (X, T) es un espacio normado entonces X es un espacio vectorial topo
lògico T2. Supongamos que X es de dimensión finita y sea {ei,..., en} una base 
de X entonces acabamos de probar que T = Ty y, donde

|| □?1ei + · · · + xnen ||= max{jx^ : i E {1,..., n}}.

Por tanto, si T' es una topología de norma en X entonces también se verifica 
T' = Ty y y deducimos que todas las normas en X son topològicamente 
equivalentes y por tanto sabemos que serán equivalentes (todo esto ya fue pro
bado en su momento). Además, {X,T) será completo por serlo Kn. También 
tenemos que (X. T) es localmente compacto pues la compacidad local se conserva 
por homeomorfismos y Kn es localmente compacto.

3 .- Sea X un espacio vectorial topològico y sea A un subconjunto de X. Se 
dice que A es precompacto si para cada entorno V de 0 existe un número finito, 
xi,x2,.. .xn, de vectores de X tales que A c U"=1(;r¿ + ٢). Recordemos que se 
dice que A es acotado si para cada entorno V de 0 existe a > 0 tal que aA C V.

Probaremos ahora que si A es precompacto entonces A es acotado. Sea W un 
entorno de 0 y sea V entorno equilibrado y absorbente de 0 tal que V + V C W. 
Existe {aq,... ,a:„} C X tal que A C U"=1(؛Eí + V). Por ser V absorbente, para 
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cada i E {l,...,n}١ existe a0 < ؛ tal que si |/3| < ai es /3ر, e V. Sea 
min{ai,... ,an} y sea /3 > 0 tal que /3 < a؛. Para cada i E {1,..., n} se tiene 
Pxì E V. Sea e > 0 tal que e < min{!,/3}; entonces,

.C V + V C W ٤٢ + {Xi, · ■ · ,exn}؛ C (٤٢ + k٩)٧ eA c

4 .- Sea X espacio vectorial topològico. Si A C X es compacto es claro que A 
será precompacto y por tanto acotado. Si además X fuese un espacio T2 tendremos 
que A será cerrado y acotado. Si ahora fuese X un espacio T2 y con dimX = n 
sería X isomórfico a Kn y podremos afirmar, por tanto, que los cerrados y acotados 
de X serán compactos.

5 .- Producto de espacios vectoriales topológicos. Sea {(Xi,Ti)}iei una 
familia de espacios vectoriales topológicos y sea X = el correspondiente 

ier
espacio vectorial producto. Sea T la topología en X producto de {(Xi,Ti)}iej. 
Veremos que (X, T) es un espacio vectorial topològico. En efecto, veamos que 
T : X x X —> X es continua. Sea {(a؟“,ya)}aeA una red en X x X tal que 

E limc،(^“, y“). Entonces xG E lim٥a;“, y° E limQ y٥ y, para cada i E I, 
será x/ E lim٥;r“, y؟ e lim٠y٩. Por tanto, x/ + y/ E lim،،(2:٩ + yf), de donde 
se deduce que x° + y° € linia(.٠r٥ + ya). De manera análoga se prueba que la 
aplicación h : K x X ٩ X definida por /i(o, x) = ax es continua.

6 .- Cociente de un espacio vectorial topològico. Sea X un espacio vec
torial topològico y sea Z un subespacio vectorial de X. Se verifica que Z, con 
la topología inducida de X, es un espacio vectorial topològico. Consideremos el 
espacio vectorial cociente X/Z con la correspondiente topología cociente. Veremos 
que X/Z es espacio vectorial topològico y que la aplicación canónica p : X X/Z 
es abierta. Recordemos que p es continua y que B c X/T es abierto en la to
pología cociente si y sólo si es abierto en X. Consideremos la aplicación
f : X/Z x X/Z X/Z definida por f(a,b) = a + b = a + b + Z.

Sea W un entorno abierto en X/Z de (a + b) + Z. Se verifica que a + b E 
p-1(٦V), donde p-1(lV) es abierto en X, por lo que existen A y B abiertos en 
X tales que aE A, bEByA + Bc. p } (W). Por tanto, p(A) + p(B) C W y 
/-1(TV) D p(A) x p(B). Para probar la continuidad de f bastará probar que p(A) 
y p(B) son abiertos en X/Z, con lo que de paso se probaría que p es abierta. Sea 
pues A un conjunto abierto en X. Probaremos que p-1(p(A)) es abierto en X. 
Tenemos que p-1(p(A)) = A + Z — Uxez(A + x) que es abierto en X.'

De manera análoga se puede probar que la aplicación h : K x X/Z ٦ X/Z 
definida por h(o؛,a) = áa es continua. Observemos finalmente que los entornos de 
cero en X/Z son de la forma p(A) donde A es entorno de cero en X.

7 .- Complementos topológicos. Sea X un espacio vectorial y sean Xi,V2 
dos subespacios vectoriales de X. Sabemos que si .Vi (٦ X2 = {0} y Vi + X2 = 
X entonces se dice que Xi y X2 son complementos algebraicos de X. En esta 
situación, cada x E X se puede expresar de manera única en la forma x = xi + %2, 
donde xj E y x2 E X%■ La proyección de X sobre Vi (desde X2) es la aplicación
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definida por pi(#) = Xi (de manera similar se define la proyección p2).
Si X es un espacio vectorial topològico y Vi, V2 son complementos algebraicos 

es claro que la aplicación p : X± x X2 ٩ Vn definida por p((x1,x2)) = x-i + x2 es 
lineal y continua. Si además p es un homeomorfismo (es decir, p es un isomorfismo 
topològico) diremos que Xi y X2 son complementos topológicos de X. Claramente, 
en esta situación podemos identificar X^ x X2 con X, X^ x {0} con X\ y {0} x V2 
con V2.

Si Vi y X2 son complementos topológicos en X y X es un espacio T2 entonces 
Vi y V2 son cerrados. En efecto, X± x {0} es cerrado en Xy x V2 y Xy = 
p(Xi x {0}) será pues cerrado en X. Lo mismo puede afirmarse para X2. El 
recíproco de la afirmación anterior no es cierto en general, aunque en el caso 
de espacios de Banach sabemos que los complementos algebraicos cerrados son 
complementos topológicos.

Sabemos que cada subespacio vectorial F de X admite complemento algebraico 
pero es falso, en general, que lo admita topològico. Por ejemplo cq en Zoo.

Veamos ahora las siguientes caracterizaciones y propiedades.

i) Sean X± y X2 complementos algebraicos de X. Entonces X± y X2 son 
complementos topológicos si y sólo si la proyección p^ : X —٠ X¡ es con
tinua (análogamente para la correspondiente proyección p2). En efecto si 
p : Xr x X2 —» X es la aplicación definida por p((xi, x2\) = xi + x2 y 
es un isomorfismo sobre X entonces tenemos que <p-1 : X ٩ Xr x X2 es 
lineal y continua. Como la aplicación q¡ : X\ x X2 —> Vi definida por 
Qi((؛ri,22ر)) = Xi es lineal y continua se tiene que la aplicación Pi = qi ■ p 
también es lineal y continua.
Recíprocamente, si pi es continua entonces también es continua p2 : X X2 
ya que p2 = I — p\. Consideremos la aplicación p : X^ x X2 —> X. Esta 
aplicación es lineal y biyectiva, por ser Xi y V2 complementos algebraicos, y 
además es continua, por ser X espacio vectorial topològico. Para cada x € X 
tenemos que p~1{x) = (pi(x),p2{x)') y deducimos que p~x es continua en

ii) Sea X un espacio vectorial topologico y sean ٦], x2 complementos algebrai- 
cos en X, entonces ٨] y son complementos topológicos si y sólo si la biyec-
cion canónica 72]:*] */*2 es homeomorfismo (o la 72 : *ء V/V1).
En efecto, sea 77 :٦ X/X2 la proyección canónica, que sabemos que es 
continua. Como h 1 = *]و resulta que 72] es continua. Consideremos el 
diagrama

V **

1 Ix ؟1 ل ل
X/ kerpi غتي ض ) = Vi

Tenemos que kerpi - /* . - 1؟ y es claro que z¿r 1 es continua
si y solo si Pi es continua. Por tanto, /2] es un isomorfismo sobre /٦2 si y 
sólo si Vi y V2 son complementos topológicos.
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iii ) Sea X un espacio vectorial topologico y sean *]22 و dos subespacios de 
٦ que sean complementos topologicos en X. Sea 2 otro espacio vectorial 
topologico y sea U:X^Y una aplicación lineal. Consideremos Ui = U\x

. Es claro que para cada X G X se tiene que u (ir) = [] ي) + 
y que u es continua si y sólo si lo son u1, [72.

iv) Sea X un espacio vectorial topologico y sea Xi un subespacio vectorial de 
X. Entonces se verifica que toda aplicación lineal y continua de X¡ en otro 
espacio vectorial topologico Y tiene extensión lineal y continua a X si y sólo 
si Xx tiene complemento topologico en X.
En efecto, si 7% : X^ ه X± tiene extensión, U : X ٩ Xi, lineal y continua 
entonces si x G X es U(U(x)) = U^x) y x = U(x) + (x — U(x)). Como 
x — U(x) G kert/, deducimos que X y kerí7 son complementos algebraicos, 
ya que X± OkerC = {0}. Observemos que U = pi, la proyección canónica de 
X en X, es p٦ continua. Por tanto X± y ker U son complementos topologicos. 
Supongamos ahora que Xi y X% son complementos topologicos y que U\ : 
Xi -> ٢ es lineal y continua, donde Y es un espacio vectorial topologico. 
Tenemos que la proyección p1 : X ٩ X± es lineal y continua. Por tanto, 
Í7 = Uypi es una aplicación lineal y continua de X en Y tal que t ٢؛( Ei) = 
Ui(pi(xiy) = si aq G X1٠

8 .- Sea X un espacio vectorial topologico; sabemos que si X es 22 entonces para 
cada X G X se tiene que ٢* es cerrado. Demostraremos que si X es tal que 00] 
es cerrado entonces necesariamente X es 12. En efecto, consideremos x,y G X 
con ٣=*. Como x—y^0y 00 es cerrado, existe u entorno de 0 tal que 
 y) + u y existe 77 entorno equilibrado de 0 tal que W + WgU. Tenemos — يي0
que x + w, y + IPson entornos de X e y respectivamente. Supongamos que existe 
2 ٤(٣  71/) n (y t w). Se verifica que z = X + Zi = y + Zz, con w. Por 
tanto, GlEtlPctfyO=(2; — y) ا (y- — lo que
es una contradicción.

Finalmente probaremos que si X es un espacio vectorial topologico yFesun 
subespacio vectorial de X entonces */7 es 72 si y solo si F es cerrado. En efecto, 
X/F es 2 si y solo si 05 es cerrado en ٨/2 y esto sucede si y solo si p_i({0}) = F 
es cerrado en X, donde 10:٨- X/F es la proyección canónica.

9 .- Sean X, Y dos espacios vectoriales topologicos. Denotemos por ( ,ت طه)  
conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de ٦ en Y. Es sencillo comprobar 
que /(7,خ), con las operaciones usuales figy ل, es un espacio vectorial.

Supongamos que X es de dimensión finita y 22. Sea T:X^Y una aplicación 
lineal. Demostraremos que T es continua. En efecto, sea {ei, 6ر una base de 
X y definamos la aplicación ص : —> X definida por ..., 1 )ي = ٥ ]

Sabemos que ص es un isomorfismo topologico sobre X. Sea : K" م y la 
aplicación definida por T' = Ti٠ Si probamos que T es continua tendremos la 
continuidad de T, ya que T = T ■ ه-. Para cada ¿ G {1,..., 7), sean و : K —» ى" 

y T' : K ي y las aplicaciones definidas, respectivamente, por 2 ( (:ز٠
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٢

... 0) y T■ = T' ■ ji٠ Es claro que T'(x) = ٢^ 7٦z(x،). Para cada i e {l...n} 

tenemos que = a?7٧(l), que es claramente continua. Por ser Y un espacio 
vectorial topològico, también es continua la aplicación T' y, por tanto, T también 
lo es.

10 .- Sea X un espacio vectorial topològico T2 y sean X¡ y X2 dos subespacios 
vectoriales de X que son complementos algebraicos en X. Probaremos que si 
X^ es de dimensión finita y X2 es cerrado entonces X^ y X2 son complementos 
topológicos. En efecto, X^ con la topología inducida es T2 y, por tanto, la topología 
de Xi es la canónica. Por otra parte, como X2 es cerrado, el espacio X¡X2 es T2 y 
como es de dimensión finita también tendrá la topología canónica. Por el apartado 
anterior, la biyección canónica .p·. X\ ^ X¡X2 es tal que las aplicaciones p y pA 
son continuas, por lo que hemos probado el resultado anunciado.

Sea ahora Xí un subespacio vectorial de X que es cerrado y de codimensión 
finita. Como estamos entonces en la situación de antes, podemos deducir que Xi 
está complementado topològicamente en X.

11 .- Sea X un espacio vectorial topològico T2■ Si F es un subespacio vectorial 
de X que es de dimensión finita entonces F es cerrado. En efecto, sea x € cl(F) 
y sea G = F + C{x). Se tiene que x e G. Como G es de dimensión finita tenemos 
que G es un espacio de Banach y también lo es F, por lo que F es cerrado en G. 
Como cl٥(F) = cl(F) ٢ì G = F, resulta que x e F.

12 .- Sea X un espacio vectorial topològico. Si F es un subespacio vectorial 
cerrado y G es un subespacio vectorial de dimensión finita entonces F + G es 
cerrado. En efecto, tenemos que la aplicación canónica q : X —> X/F es continua 
y, como F es cerrado, se tiene que X/F es un espacio T2. Como q(G) es de 
dimensión finita se tiene que q(G) es cerrado. Dado que G + F = q ¡ (q(G)), 
deducimos que G + F es cerrado.

Observemos que si tenemos un- espacio vectorial X dotado de dos topologías 
T y T' de espacio vectorial topològico T2 entonces las restricciones de estas a un 
mismo subespacio vectorial de dimensión finita dan una única topología, que es la 
canónica.

Observemos finalmente que si X es un espacio vectorial de dimensión infinita 
entonces podemos definir en X dos normas no equivalentes. En efecto, sea {e¿}،/ 
una base algebraica de X; es claro que si x = e X se tiene que x* = 0

tei
para cada i € I ٦ F, donde F es cierto subconjunto finito de I. Podemos definir

II x Ili= ٢ k،l, II x llo٠= ; i € I}■
iei

Para cada n e N sea {ii,. ٠. ,،} un subconjunto de n elementos distintos de I 
tenemos que || eil + ... e¿ ||o٠= 1 pero || eil -|------ he، j|i= n. Por tanto, no existe 
k > 0 tal que || x ||i< k || x H؛^ para cada x 6 X, aunque es cierto que si x e X 
entonces || x ||oo<|| x ||i٠
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10.3 Espacios vectoriales topológicos de 
dimensión finita

Nuestro proposito ahora es caracterizar claramente a los espacios vectoriales to- 
pologicos de dimensión finita.

Lwa 10.3.1 Sea X espacio vectorial topologico رو sea F un subconjunto cerrado هته 
X. Si A ح X es un conjunto acotado equilibrado لو no 080 entonces تم + 
n = F■

Demostración Como 4 es equilibrado, tenemos que para cada n € N es 0 e *4 
y deducimos que F c 4* + )م : n 1] ح.

Sea 1 la familia de los entornos de 0 en Es claro que F c n {F+U : u 18 ع. 
Probaremos que, como F es cerrado, se da la igualdad. Si X i F entonces existirá 
un entorno equilibrado de 0 tal que (ir + u) n F = 0. Tenemos que X^F + U 
ya que si X = y + z, con y e F y z e u, se verifica X — z = yEx + u. 
Dado V e s, existe meNtal que *4 c V. Por tanto, F t *4 CF + V y 
deducimos que م( 1 دف  :neN}cf+٢, para cada /ح. Por consiguiente,

لاعغل+|٧جح} + .}ة؛عكآ:كآ ح

 sea F un subespacio vectorial لا espacio vectorial topologico ك Sea ط 10.3.2
cerrado de X tal que F X. Si u P V son dos entornos de 0 tales que u es 
acotado, V es equilibrado y V٩-V cU entonces existe z eU *7-*)(/ وه 06 ة( .

Demostración Supongamos que para cada xeU existe ئ € (^t V) nF. Como 
V es equilibrado, se verifica 2: e ئ t ١ك  c F ا كأ ; asi pues UcFiVyse tiene 
2/ cVtcFcFtV. Supongamos probado que nV c F + V. Entonces, 
(n + 1)٦ c nV + VcF + V + VcF + F + V = F + V. Asi pues, para cada 
n ج N, es V c Fl */ y كآ c م[ t كآل : n e N} = F; esto es una contradicción, 
ya que كآ es absorbente y se deduce que F es también absorbente y, como F es 
subespacio vectorial, se verifica F = X. •

Teorema 10.3.3 [Teorema de Riesz]
Sea X un espacio vectorial topologico T٠ Entonces, X es de dimensión nita 

si لر solo si existe un entorno u de Q que es precompacto.

Demostración
Si dimX = n sabemos que existe un isomorfismo 7 de K" sobre X. Considere-

es entorno 1 كآ. Tenemos que > كآ = ات({ )*... : ا،ت| < 1,1 مك mos el conjunto
compacto de 0 en K"; por tanto, 1(1) es entorno compacto de 0 en ر.

Recíprocamente, supongamos que u es un entorno precompacto de 0 en
Sea 7 un entorno equilibrado de 0 tal que V + VcU. Supongamos que la 
dimensión de X es infinita. Sea تع ع[  X, con 0 نج; entonces 7] = ات(ك) es 
un subespacio cerrado de X con 1] نج X. Por el lema anterior, tenemos que 
existe un ت2 ع  u tal que (2ت + y) n Fi = 0. Supongamos que hemos obtenido 
00 ,]م ٠٠٠, آ,,  modo que si *) ]-ر : ات(ك .. ر* ,-]) se verifica Czn + VX-1 - 
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0. Consideremos Fn = .ات(ء ..تن „). Aplicando el lema anterior, existe Xn+1 ج u 
tal que (رم] + V) n Fn = 0. Asi pues hemos obtenido, inductivamente, una 
sucesión (•)حس![ en u tal que (ر] + V) n Fn = 0, para cada n e N, donde 
Fn = ... ir„). Observemos que si p > q se tiene que (٨٣• + y) n FpA د
{Xp + V) n Fq y deducimos que ( ٣ر  + V) n Fq = 0. Por tanto, Xq i Xp + V y, 
como V 65 equilibrado, se tiene Xp i Xq + ٢. Sea M = *],*ه, ..., xn, ...1. Como 
M es un subconjunto de u, tenemos que M es precompacto. Sea w un entorno 
equilibrado de 0 tal que w + w c V. Entonces existirán 1] .. .ym} c ٦ tales 
que M c ئلا +W-A<i< m}. Dado que M es infinito, existen 0ر e {1... m} 
yp>q tales que XpjXq /ع مزلا - ل  entonces 1 — Xq e w y Xp — Vjg e w. Asi 
pues, Xp — Xq&w + w cv y obtenemos Xp e Xq + V, lo que es contradictorio. ٠

Nota 10.3.4 1.- Sies un espacio vectorial topologico y f : X l es una 
aplicación lineal لا no nula entonces ل es abierta.

En efecto, sea A c X un conjunto abierto y no vacio. Sea X € A; entonces 
—X + A es un entorno abierto de 0 y por tanto será absorbente. Tenemos que 
existe y e X tal que ()) 0 ل. Consideremos z = 7ر y sea r > 0 tal que 
٨٥ e -2 + A si ادا < r. Entonces, si د ع  K y ادا < r es Xz + تن e A y por tanto 
f(Xz + x) = Xf^ + fix) e (4). Consideremos en K la bola تذ(ىج),?’). Tenemos 
que si t e £?تذ(ى), r) es 1، - ع(ص) I <ry será ٥0 = (í — ( ))م ا  r e A. Por tanto, 
•) - t = (ئص0 )ي 1 ي/ ) = t e /(4) y B(/(4 r) c /(4).

 SeanXjY dos espacios vectoriales topologicos. SiT'.XìY es una-.؛
aplicación lineal tal que para cierto entorno u de ٠ es TU acotado en Y entonces 
/7 es continua.

En efecto, sea V un entorno de 0 en 1. Tenemos que existe a > 0 tal que 
.c V. Asi pues, aU c T~!(y) y es un entorno de 0 ()ه

8.- Sea X un espacio vectorial topologico. Si A ح X es equilibrado entonces 
cl{A) 66 equilibrado. En efecto, sea X e 1(4) y sea د e كلآ tal que 1 ا٨ا . Si λ = 0 
es claro que 1(4). Supongamos que λ 0 y sea u entorno de 0 en
X. Tenemos que es también un entorno de 0 y, por tanto, (+٨-17)04 = 0. 
Asi pues, 0 ء مه( ا  u) n دد c (•0(7 م + ؛  A y se verifica Xx 4)1 ج).

Supongamos ahora que A c X es convexo. Demostraremos que el (A) es tam- 
bién convexo. Sean ir, y ع طن () y a e (0,1). Sea 7/ un entorno de 0 en X y sea آ/ 
un entorno equilibrado de 0 tal que w+ w c V. Tenemos que 01/ y (1 — a) w es- 
tán contenidos en w y como ir, y 4)1 ج) se verifica (3+7/)(4 0 ء (ydU)nA 0. 
Por tanto ( *ه ا  aW) n 04 0 y [(1 - a)y t (1 - a)W] n (1 - ه ء(  . Sean 
Zi ج (٥• ا آ /) n 04 [(1 - a)y 1// ب (1 — 0٧اً)  n (1 — ه). Entonces,

1) ه+اه2 ج صء٠  —o¡)y٠aWf(l —a)W c c٠(l — a)y+w+w c Oirl(l—a)ytu٠

Además, ٥1 1) ا ٥2 ج 04 ا  — a) A = A asi pues (1) + تله — a)y + y)n A 0 ص. Por 
tanto, ax + (1 — 0 ٧) ع  cl(A) y deducimos que 1(4) es convexo. Observemos que 
siAcYes convexo y equilibrado entonces el (A) es convexo y equilibrado.

4.- Sea X un espacio normado y consideremos Sabemos que (*,2)
es un espacio vectorial topologico. Si x,y e X y X y existe ر ج د  tal que 
713 = 2(٧٤:2)Sea 6 = *(2) - /(y) I y sean B1 = /3 .() ل (2) ٤٤,) ج ). Si
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2 •(]/ع seria I)ي/ - )/( < ا٤)( - (*2) + )*(ا - (/y|) < )*(اغ - ل|)ن/
lo que no es posible. Por tanto, deducimos que (X,TW) es 12. Por otra parte, es 
posible probar que

®(O) = {£(/1,. 1/} ,0 < ع)ع,

verifica las propiedades (1)2) و) y (3) de espacio vectorial topologico y que cada 
elemento de 1(0) es convexo. Asi pues, (عر, Tw) es un espacio vectorial topologico 
12 y localmente convexo.

Consideremos ahora Si f, g ع X* yHg existe X ع X tal que
)*(عالم - (٧ -entonces, 8:6 ;ا > 0(*)9- (;2)/1 ), los conjuntos Bi = y 

ة2 = ؛و(ة2ة;; ) son disjuntos. Esto prueba que (**,*-ر) es 12. Por otra parte, 
es fácil probar que

®(O) = . ..,£„:£),£> 0, . ٠., xn} el, neN}

verifica las propiedades (1), (2), (3) y que cada elemento de 1(0) es convexo. Por 
tanto, es un espacio vectorial topologico 12 y localmente convexo.

10.4 El funcional de Minkowski

El funcional de Minkowski o calibrador: Sea X un espacio vectorial y sea 
A c X un conjunto convexo, equilibrado y absorbente. Definimos

ز4*(٣) = ؤذ : ^ > 0,2: ع .ل

Si X e X, como A es absorbente, existe a > 0 tal que aiedy por tanto 2 e 14 
asi pues, existe }في) y será Ía{x) > 0. A la aplicación asi definida
se le llama funcional de Minkowski o calibrador.

Si 1 > (٣*)4ز tenemos que existe a 0,1) ج) tal que 4 مد ج . Como 4 es 
equilibrado, se tiene aA c 4. Por otra parte, siredes claro que 74(*) < 1; asi 
pues

٢• : ز (•[) <l)c4c{r 4(3) < 1}.
Demostraremos ahora que 74 es una seminorma en X. Sean x,yeXyael 

De la definición de jA tenemos que 0< ()زy /0) = 0. Si a ?0 para cada 
,Por tanto .آ = tenemos que, como A es equilibrado, se verifica ح

;4() = inf{x : 0 < د, cnr e دد} = inf{X : 0 < د, X e ودخ
= د(/; :٨>O,2:gAA} = :٨>0,2ع )ه : 1014(2.)

Sean ahora ,٨ر  números reales positivos tales que مد e y 4 ع ر : entonces, 
2: t y 4/ ج دد ا . Como د es convexo, se tiene t أزدد = د( + سر ) y por tanto 
;4(2 + y) < د + M, de donde podemos deducir que 4(• ب y) < )ز4مد ) t yA(y).

Supongamos que X está dotado de una topología vectorial. Si la aplicación 
3a fuese continua tendremos que k = {r : 4() < 1} es abierto y como 0آع/ 
deducimos que A es entorno de cero.
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r
Demostraremos ahora que si 4 es entorno de 0 entonces jA es continua, IntA = 

٢٤*: .4(3) < 1} y cl(A) %4(31 > (ت}.
Primero observemos que si p es una seminorma en X y p es continua en 0 

entonces, dado £ > 0, existe u entorno de 0 tal que [(*ت) <e si X E u. Si ME عر 
son tales que X — y & u se verifica Ip(x) — 90() < — y) < £. Por consiguiente,
p es uniformemente continua en X.

Veamos que 4 es continua en X. Sea £ > 0; tenemos que ع es entorno de 0 
y, si X e 4, se tiene jA^x) ك ج .

Por ser jA continua, se verifica que V = {x E XJaÍx) < 1} es un entorno 
abierto de 0 y, por tanto, 7/ c د(س). Sea 2 E 4د(س); tenemos que existe 
un 71/ entorno de 0 tal que z&Wa Int(A) y podemos hallar a > 0 tal que 
az E آ. Entonces, zlaEztlC د(د) c A. Asi pues, 2 E 7+4 y será 
ك لح < 1 (2)4 . Por tanto ء E كآ y deducimos que 4)70 = /ًا).

Por otra parte, como jA es continua, se verifica que c = {؛c E I : (1 > (ت} es 
un conjunto cerrado y es claro que 1(4) c c. Sea ahora z E c y sea una
sucesión en (0,1) tal que liman = 1. Tenemos que jA^anz) = 0,4(2) < an < 1 
y CM E V c A c ٣1(4) y, como cl(A) es cerrado, se verifica lim anz - cl(A). 
Por tanto 01(4) = 6.

Sea ahora X un espacio vectorial y sea p una seminorma en X. Consideremos 
en X la topologia definida por la seminorma p. Puede probarse fácilmente que el 
conjunto 23-٢: 1(2٣) < 1} es un entorno de cero que es equilibrado convexo y 
acotado. Probaremos solo que B es acotado. En efecto, sea u entorno de cero; 
entonces existe a > 0 tal que معم )م*(• لهك: - aB c u.

En el siguiente teorema veremos que la existencia de algún entorno de cero que 
sea equilibrado convexo y acotado caracteriza a los espacios vectoriales topologicos 
que son seminormables (espacios cuya topologia coincide con la topologia definida 
por una seminorma).

10.4.1 900 X س espacio sectorial, topologico tal هلو existe ا• entorno 
de cero que es 0/1620 equilibrado لو acotado. Entonces X es seminormable.

Demostración Sea u un entorno de cero que sea convexo, equilibrado y acotado' 
y sea p el calibrador de u. Demostraremos que la topologia T de V coincide 
con la topologia Tp definida por la seminorma p. Sea / un entorno de cero 
para T. Como u es acotado, existe a > 0 tal que aU c w. Tenemos que 
{x E X : 10() ك له ع  aU c آ. Esto prueba que 77/ es un entorno de cero para 
17.

Por otra parte, sabemos que la aplicación p : عد * R es continua para la 
topologia T. Por tanto, dado a>0 existe 7 entorno de cero para T, tal que si 
X E w es p{x) < a. Es decir, w c {x : /0(2 )ت < ر . Esto prueba que 1 : /0(٠) < 0 
es un entorno de cero para la topologia T.

Como consecuencia inmediata, se deduce que si X es un espacio vectorial to- 
. pologico 7 entonces X es normable si y solo si existe un entorno de cero que es 

convexo equilibrado y acotado. ٠
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10.5 Consecuencias del teorema de Hahn-Banach

Estudiaremos ahora, en el marco de los espacios vectoriales topológicos, algunos 
resultados geométricos que se deducen del teorema de Hahn-Banach.

Teorema 10.5.1 Sea X un espacio vectorial topológico. Sea A c X un subcon
junto no vacío abierto, y convexo. Sea L un subespacio afín de X que no corta 
a A. Entonces, existe un hiperplano cerrado H tal que L C H y HnA = í). 
Si L fuese subespacio vectorial puede escogerse H de modo que H sea hiperplano 
vectorial

Demostración En un principio vamos a suponer que X es un espacio vectorial 
sobre R. Además, estudiaremos primero el caso en que 0 G A (en cuyo caso 
0 L). Definimos j(x) = inf{X eR:A>0,؛rg AA}. Observemos que, como A 
es entorno de cero, si x € X existe A > 0 tal que x G AA.

Si consideramos los comentarios de la nota anterior, es sencillo comprobar que 
j(ax) = aj(x), para a > 0, y que j(x + y) < j(x) + j(y)■ Demostraremos que 
{a: : j(x) < 1} = A.

Si x G X y j(x) < 1, existe un a > 0 tal que j(x) < a < 1 y x e aA. Se tiene 
entonces x = ay con y G A, y entonces x = ay + (1 — a) · 0. Como A es convexo, 
se tiene que x G A. Por otra parte, si x G A, existe £ G (0,1) tal que (1 + e)x G A 
y será ٠) < ٤  < 1.

Por hipoótesis existe un x0 G X y existe un subespacio vectorial F de X de 
modo que L = x0 + F. Como A D L = 0, se verifica j(xo + y) > 1 para cada y G F. 
Además ؛ro F, ya que de lo contrario será — xq G F y 0 = xq + (—£٠٥ € L.

Consideremos F, = F + E(xq) y definamos la aplicación f : Fq ه R por 
f(axo + y) = a. Se verifica que f(axo + y) < j(axo + y). En efecto, si a < 0 es 
claro que a < j(axo + y). Si a > 0 es 1 < j(xo + ٥) y Por tanto f(axo +y) = a < 
aj(x0 + ٠) = j(axo + y)■ Observemos que si x G L es f(x) = 1. Por el teorema 
de Hahn-Banach, existe una aplicación g : X ٩ R lineal tal que g(x) < j(x), para 
cada x G X, y g(x) = f(x), si x G Fo.

Probaremos que g es continua. Sea £ > 0 y consideremos el conjunto eA. Por 
ser eA un entorno de cero, existe algún entorno equilibrado W de 0 con W C eA. 
Si x G W y g(x) >.0 se verifica |y(a?)| = g(x) < j(x) < £ y si g(x) < 0 se tiene 
\g(x)\ = -g(x) = g(~x) < j(~x) < £, ya que -x G W.

Como g es continua, tenemos que H = {x e X : g(x) = 1} es un hiperplano 
cerrado de X. Además se verifica que A = {a? : j(x) < 1} C {x : g(x) < 1} y se 
tiene A í٦ H = 0. Por otra parte es claro que L a H.

Supongamos ahora el caso en que 0 G L; es decir, L es un subespacio vectorial 
de X. Sea a G A y consideremos los conjuntos A! = — a + A, L' = —a + L. 
Claramente 0 G A' y A' ٢| L’ 0. Reproduciendo los pasos anteriores, podemos 
afirmar que existe g : X —> R lineal y continua tal que L1 C H' = {x : g(x) = 1} 
y A! n H' = 0 (observemos que g{—a) = 1). Entonces, si x G L se tiene que 
—a + x G L' y g(x) — g(a) = 1. Por tanto g(x) = 0 y L C H = {x : g(x) = 0}, 
que será un hiperplano vectorial cerrado. Veamos que H n A = 0. Si x^HOA 
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se tiene g(—a + x) = 1 y —a + x € H'. Como x e A, resulta que — a + x € A' y 
deducimos que H' A A' 70 ؛, en contra de lo probado anteriormente.

En el caso en que 0 A y 0 L, consideremos b & ٤; entonces L' = —b + L y 
A' = — b + A son tales que 0 6 L' y L' A A! = 0. Por tanto existe g : X —> R lineal 
y continua tal que L' c H' = {x : g(x) = 0} y H’ A A’ = 0. Deducimos así que, si 
H = b + H', se verifica L C H y A(1 H = $.

Supongamos ahora que X es un espacio vectorial complejo, que A es un sub
conjunto abierto y convexo y que L es un subespacio afín de X tal que L A A = 0. 
Sea b £ L, entonces L' = — b + L y A' = —b + A son tales que 0 £ L' y L' A A' = 0. 
Si Xr es el espacio vectorial real asociado a X es sencillo entender que L' es un 
subespacio vectorial de A٢r y A! G Xr es abierto y convexo. Por tanto, existe una 
aplicación, g : Xr ٩ R, lineal y continua, tal que L' C H' = {2; £ X : g(x) = 0} 
y A' A H' = 0. Para x £ X, sea /(z) = g(x) — ig(ix). Claramente la aplicación 
f así definida es lineal y continua de X, como espacio vectorial sobre C, en C. 
Si x € L' se tiene g(x) = 0. Como ix € L', también será g^ix) = 0 y por tanto 
f(x) = 0. Esto significa que L' C M = {x & X : f(x) = 0} y además M A A1 = 0, 
ya que si z £ M y z £ A' será g{z) — ig(iz) = 0 y, como g(z) es real, necesaria
mente tiene que ser g(z) = 0; por tanto, z £ H' A A'. Finalmente observemos que 
L = b + L’ G b + M es un hiperplano afín cerrado y que (b + M) A A = 0, ya que 
si z € (b + M) A A se tendría que z — b £ M, z — b £ — b + A = A', lo que no es 
posible. ■

Teorema 10.5.2 Sea X un espacio vectorial topológico real. Sea A G X un 
subconjunto abierto, convexo y no vacío. Sea B c X un conjunto convexo y no 
vacío de modo que ÁAB = 0. Existe una aplicación, f : X —> R, lineal y continua 
y existe a £ R tales que

A C {2: £ X : f(x) < c،}, B C {x £ X : f(x) > o؛}.

Demostración Tenemos que el conjunto C = ٧ (A — z) = A — B es abierto 
z£B

y convexo. Como C no contiene a 0 £ X, por el teorema anterior, existe un 
hiperplano vectorial cerrado H tal que H A C = 0. Por tanto existe una aplicación 
f : X ه R lineal y continua tal que H = ker f. Por la convexidad de C podemos 
suponer que para cada x £ C es f(x) < 0. Así pues, para cada y E Ay cada z G B 
se tiene f(yj < f(zj. Sea a = inf{f(z) : z £ B}. Tenemos que f(y) < a < f(z) si 
y £ A, z £ B. Observemos que A es abierto y que si existe y £ A tal que f(y) = a 
tenemos que a £ f(A), que es un conjunto abierto. Por consiguiente, existe e > 0 
tal que c، + s £ f(A), lo que es contradictorio. Por tanto A C {x G X : f(x) < o؛}. 
Observemos que si B fuese también abierto tendremos que B C {x & X : f(x) >

o.}؛ ■

Nota 10.5.3 En relación al teorema anterior, es conveniente recordar los siguien
tes conceptos.

diremos que el ٥}؛ < (y B G {2; £ X : f(x ٥}؛ > (r/)؛ : Si A G {a: £ X ٠
hiperplano H = {2; £ X : f(x) = a} separa A y B.
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٠ Si tenemos A C {x G X : f(x) < a} y B C {x & X : f(x) > o؛} diremos que 
H separa estrictamente A y B.

٠ A los conjuntos {x G X : f(x) < a} y {x e X : f(x) > ٥؛ } se les llama 
semiespacios reales.

Ahora veremos un resultado similar al teorema anterior, pero para el caso 
complejo. Recordemos que si X es un espacio vectorial topológico complejo y 
A c X se dice que A es C-simétrico si para x G A y A G C, con |A| = 1, se tiene 
que Ax £ A Si 1ر es equilibrado es claro que 1ر es C-simétrico. Si 1ر es convexo y 
C-simétrico entonces A es equilibrado.

Teorema 10.5.4 Sea X un espacio vectorial topológico complejo. Sea 1ر c X un 
conjunto no vacío, abierto, C-simétrico y convexo. Si B C X es un conjunto no 
vacío y convexo de modo que ACB = 0, entonces existe una aplicación, f : X —> C, 
lineal y continua y existe a > 0 tales que

A c {x e X : ؛(/|r)| < o,}؛ B c {؛r 6 X : ؛(/|r|) > ٥}؛

Demostración Tenemos que existe una aplicación, g : X —» R, lineal y continua 
y existe a G R tales que A G {x G X : g(x) < a} y B c {x & X : g(x) > a}. 
Como A es C-simétrico y convexo, se tiene 0 G A y 0 = ٥(0) < a. Consideremos 
 ,a < (Ref^x < |(r؛)/| ix\, entonces, Ref = g y por tanto)g{x) — ig = (؟□)/
si x G B. Sea ahora x G A y sea ٥ G R tal que f(x) = |/(؛c)|eí٥. Entonces, 
f(e~t0xj = g(e~l6x). Como A es C-simétrico, se verifica e^x G A y = |(r؛)/|

.r)|<a|/)؛

Teorema 10.5.5 Sea X un espacio vectorial topológico T2, real y localmente con
vexo. Sea A C X un conjunto convexo, compacto y no vacío. Si B G X es un 
conjunto convexo y cerrado de modo que A A B = 0, entonces existe un hiperplano 
afín cerrado que separa A y B estrictamente.

Demostración Sea B el sistema de todos los entornos abiertos de 0. Veamos 
que existe U G 23 tal que (A + U) A B = 0. En caso contrario, para cada U G 23 
existirían xu G A, yu G U tales que xu + Vu £ B. Consideremos en 23 la relación 
 U2 o U2 G Claramente (23, <) es un conjunto dirigido. Consideremos > ر1¿
las redes j٠}, en A y en U respectivamente. Tenemos que lim{،} = 0 
(pues X es T2) y, por ser A es compacto, existe {xu>}, subred de {i؛;}, tal que 
lim{^/} = x e A. Por tanto, lim{i/[/' +xu'} = x■ Como esta última red es de B, 
que es cerrado, deducimos que x G B, lo cual es una contradicción.

Como X es localmente convexo, existe un entorno de cero W equilibrado y 
convexo tal que W C U. Entonces, jw(x) es una seminorma continua y {x G X : 
jw(x) < 1} C W G U. Sea V = {x G X : jw(%) < ٠}■ Tenemos que V es entorno 
abierto y convexo de 0 y que Ai = A + V, B\ = B + V son conjuntos abiertos 
convexos. Veamos que son disjuntos. Supongamos que x = a + Xi = b + x2, con 
a G A, b G B y Xi, x2 G V. Tenemos que b — a = xi — x2 E V + V C W C ¿٢· 
Entonces b E A + W C A + U y b E B, lo cual es una contradicción. Por otra parte, 
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se tiene que A C Ai, B cBi٠ Existe una aplicación f : X ه R lineal y continua 
y existe una eR tales que C {x & X : f(xj < o؛}, B¡ G {2’ G X : f(x) > a}. ■

Observemos que si, por ejemplo, A fuese equilibrado se verificaría que si x € A 
entonces — x G A y seria /(—x) < a. Por tanto, — a < f(xj < a y será |/(a:)| < a.

Teorema 10.5.6 Sea X un espacio vectorial topologico T2, localmente convexo y 
complejo. Sea A C X es un conjunto compacto, convexo y no vacío. Si B QX 
es un conjunto C-simétrico, cerrado y convexo de modo que A P B — 0, entonces 
existe una aplicación, f : X ٩ C, lineal y continua y existe a > 0 tales que

{.c)| < a|/)؛ : y B C {x E X ٥}؛< (|r|/)؛ : A C {x G X

Demostración Es similar a la del teorema 10.5.4. Tenemos que existe una aplica
ción, g : X —> R, lineal y continua y existe a G R tales que B C {a? G X : g(x) < o؛} 
y A G {؛r G X : g(x) > a}. Como B es C-simétrico y convexo se tiene 0 G B 
y 0 = ٥(0) < a. Consideremos la aplicación f(x) = g(x) — ig^ix). Entonces, si 
x G A es |/(x) | > Ref(x) = g(x) > a. Sea ahora x & B y sea ٥ G R tal que 
f(x) = |/(؛r)|e2٥. Entonces, ¡/(z)¡ = f(e~l8x) = g{e~l8x). Como B es C-simétrico 
se tiene que e~l8x G B y |/(x)| < a. ■

Veremos ahora algunas sencillas consecuencias de las formas geométricas del 
teorema de Hahn-Banach.

Corolario 10.5.7 Sea X un espacio vectorial topològico real. Sea A G X un 
conjunto abierto y convexo y sea Xq A. Existe a G R y existe una aplicación,

f : X ٩ R, lineal y continua tales que f(xo) = ٥؛ y A C {x G X : f(x) < o؛.}

En efecto, basta aplicar el teorema 10.5.2 para A y B = {؛ro}· En esta situación, 
si además A fuese equilibrado tendremos que si x G A es — x G A y f(—x) < a. 
Así pues, —a < f(x) < a y |/(x)| < o؛. Obsérvese que en este caso sería a > 0.

Corolario 10.5.8 Sea X un espacio vectorial topològico T2, real y localmente 
convexo. Sea B C X un conjunto cerrado y convexo y sea xq £ B. Existe o؛ G R y 
existe una aplicación, f : X —> R, lineal y continua tales que f(xo) > a y f(x) < a 
si x G B.

En efecto, basta aplicar el teorema 10.5.5 para A = {20ر} y B. Observemos que, 
en esta situación, si además es B equilibrado tenemos que si x G B es —x G B y 
f(—xj < a así pues < a.

Corolario 10.5.9 Sea X un espacio vectorial topològico complejo. Sea A p X 
un conjunto no vació, abierto, C-simétrico y convexo y sea xq £ A. Existe a > 0 
y existe una aplicación, f : X C, lineal y continua tales que Ac {x E X :

.r0)| > a؛|/) f(x)\ < a} y\

Esto es consecuencia del teorema 10.5.4, tomando B = {2:0}.

Corolario 10.5.10 Sea X un espacio vectorial topològico complejo T2 y local
mente convexo y sea B CX un conjunto no vacío, cerrado y convexo C simétrico. 
Si Xq £ B, entonces existe a > 0 y existe una aplicación, f : X ه C, lineal y 
continua tales que |/(2T0)| > ٥؛ y |/(z)| < a si x G B.
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Esto es consecuencia del teorema 10.5.6, tomando A = {a?o}.

Corolario 10.5.11 Sea X un espacio vectorial topològico localmente convexo. 
Sea F C X un subespacio vectorial y sea f : F —» K una aplicación lineal y 
continua, entonces existe g : X ه K lineal y continua tal que g = f en F.

Por la continuidad de f en F existe un entorno abierto U de 0 que es equilibrado y 
convexo y tal que si x G U^F es \f(x)| < 1. Sea ر٠  el calibrador de U. Tenemos que 
j es una seminorma sobre X que verifica que U = {x G X : j(x) < 1}. Sea x G F. 
Si fuese j(x) < |/(x)| tendríamos que j < ٦, Por tanto G U y
sería , ر٨,ر ؛(/| r)| < 1, lo cual es contradictorio. Así pues, |/(a;)| < j(x), para 
cada x G F, y existe una aplicación, g : X —► K, lineal tal que g = f en F y 
|٠)| < jÍA), para x G X. Como g es lineal y es tal que transforma a U, que es 
entorno de 0, en un conjunto acotado, tenemos que g es continua.

Corolario 10.5.12 Sea X un espacio vectorial y sea p una seminorma en X. 
Dado z G X existe una aplicación, g : X ه K, lineal tal que |g(؛r)| < p(x), para 
x &X, y g(z) = p(z).

En efecto, sea F = £(z) y sea / : E. —> K la aplicación definida por f(Xz) = Xp(zfi 
Claramente, f es lineal y para cada x = Xz G F se verifica |/(®)| = |A|p(z) = 
p(Xz) = p(x). Por tanto, existe una aplicación, g : X —> K, lineal tal que |٥(aj)| < 
p(x), para x G X, y g(x) = f(x), para x G F. Por consiguiente, g(z) = p^z).

De este resultado vamos a deducir el siguiente:

Corolario 10.5.13 Sea X un espacio vectorial topològico T¿ y localmente con
vexo. Si z & X es tal que para cada aplicación f : X ٩ K lineal y continua es 
f(z) — 0 entonces z = 0.

En efecto, si z 70 ؛ entonces existe un entorno de cero U, abierto, equilibrado y 
convexo, tal que z ^U. Sea j(x) el calibrador de U. Tenemos que j(z) > 1. Sea 
g : X —> K una aplicación lineal tal que |٥(a:)| < j(x) si x G X y g{z) = j(z) > 1. 
Tenemos que g transforma U, que es entorno de cero, en un conjunto acotado y, 
por tanto, g es continua.

Corolario 10.5.14 Sea X un espacio vectorial topològico localmente convexo. 
Sea F C X subespacio vectorial. Si Y es un espacio vectorial topològico de 
dimensión finita y f : F ه Y es una aplicación lineal y continua, entonces existe 
una aplicación, g : X —» Y, lineal y continua tal que g = f en F.

Demostración En efecto, sea {ei,..., en} una base de Y y definimos la aplicación 
 Kra por p(y1ei + ■■■ + ynen) = (y1,... ,yn). Tenemos que p es un ه E : ؛5
isomorfismo. Para cada i G {1,..., n} sea qi : K" ٩ K la aplicación definida por 
qi^x1,..., xn) = x* y sea fi : F -y K la aplicación definida por fi = qipf. Tenemos 
que fi es lineal y continua y, por tanto, existe una aplicación gi : X —> ٦K, lineal 
y continua, tal que gi = fi en F. Consideremos la aplicación g : X —» Y definida 

254



por g(x) = gi(x)ei H------ Vgn(x)en. Es claro que g es lineal y continua y que g = f 
en F.--------------------------------------------------------------------------------------------------- ■

Sea X un espacio vectorial topològico T2. En su momento se demostró que 
si F C X es un subespacio vectorial de dimensión finita entonces F tiene com
plemento topològico. Veremos ahora otra demostración. Como F es T2 y de 
dimensión finita, para la aplicación f : F F (donde f es la identidad) existe 
una aplicación g : X F, lineal y continua, tal que g = f en F. Esto prueba que 
F tiene complemento topològico.

Teorema 10.5.15 Sea X un espacio vectorial topologico localmente convexo y T2. 
Sea {mi, ... ,xn} C X un sistema linealmente independiente y sea {c ٠؛ i, · ■ ■ , ٥؛ „} 
C K. Entonces, existe una aplicación f : X —> K, lineal y continua, tal que 
f(xi) = cu, para i € {1,... ,n}.

En efecto, sea F = ٤(mi,..., xn) y definimos la aplicación g : F —٠ K por 
g(xi) = ai, para i G {1,..., n}. Tenemos que g es lineal y continua, por ser F 
de dimensión finita y T2. Entonces existe una aplicación, / : X ه K, lineal y 
continua tal que f = g en F.

Si ahora es Y un espacio vectorial topològico T2 y si {y-^,... ,yn} C Y, enton
ces existe una aplicación, f : X —> Y, lineal y continua tal que f(xi) = yi, para 
i G {1, · · ■, n}. En efecto, definimos h : F ٩ Y por h(xi) = yi, para i G {1,..., n}. 
Como h es lineal y continua y su imagen es de dimensión finita, existe una aplica
ción f : X ه Y, lineal y continua, tal que f = h en F.

Corolario 10.5.16 Si X es un espacio vectorial topològico T2 y localmente con
vexo de dimensión infinita entonces X* es también de dimensión infinita, donde 
X* es el espacio vectorial de las aplicaciones f : X هK lineales y continuas.

Demostración
En efecto, para cada n € N existe un sistema libre {mi,..., m„} C X y, para 

j € {1,..., n}, existe fj € X* tal que fj(xi) = ¿ij, para i G {1,..., n}. Tenemos 
que {/i,..., fn} C X*; además es un conjunto libre, ya que si Ai٨ 4----- \-Xnfn = 0 
entonces (٨i/i + · · ■ + Xnfn)(xi) = Xi = 0, para i e {1,...,ir}.---------------------- ■

10.6 Envolturas cerradas y convexas y envolturas 
equilibradas

Sea X un espacio vectorial topològico. Si A c X denotamos por co(A) = cl(co(A)), 
este conjunto se denomina envoltura convexa cerrada de A. Este conjunto es 
cerrado y convexo. Es claro que si a G R y f : X —> R es una aplicación lineal 
y continua donde f(x) < a, para cada x € A, entonces es f(x) < a, para cada 
x G co(4). Por tanto si Xq G co(A) se tiene f(xo) < sup{f(x) : x G 4ر}-

Supongamos que X es localmente convexo y T2. Sea A c X y sea xq & X un 
punto con la propiedad de que para cada aplicación f : X ٩ R lineal y continua 
con f(x) < 1, para x G A, se verifica f(xo) < 1■ Entonces xq G cb(A).
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En efecto, supongamos que 20 0؛ co(A). Como B — {،eq} es compacto y 
convexo, existe una aplicación g : X —> K, lineal y continua, y existe a e R tal 
que g(x) < a, para x € co(A), y g(xo) > ٥؛ ■ Tomando f = ^g obtenemos una 
contradicción.

De manera análoga se demuestra que si para cada f : X ٩ R lineal y continua 
es f(xo) < sup{/(¿) : x E A} entonces 2:0 £ co(A).

Sea X un espacio vectorial. Si A G X denotamos por [A] al menor conjunto 
equilibrado que contiene a A. Es claro que este conjunto será la intersección de 
todos los conjuntos equilibrados que contienen a A. Al conjunto [A] se le denomina
envoltura equilibrada de A y se verifica que

A = ماً : ت  é A, د e K, 1 > ادا.

Es fácil probar que si A es equilibrado entonces co(A) es equilibrado. Dado A c X 
el conjunto co([A]) es equilibrado y convexo y se denomina envoltura equilibrada 
y convexa de A.

Sea X un espacio vectorial topològico localmente convexo T¿ y sea f : X ٦ K 
una aplicación lineal y continua tal que |/(x)| < a para x € A. Si z e [A] se verifica 
que se puede escribir z — Xx con |A| < 1 y x G A. Por tanto, \f(z)| = |A| |f(x)| < a-, 
así pues, se deduce fácilmente que si z E co([A]) es |/(z)| < ٥؛ .

Recíprocamente, supongamos que xq E X es tal que se verifica |/(،Eo)| < a, 
para cada aplicación f : X —>■ K lineal y continua y tal que |/(x) | < a, para x E A. 
Entonces se verifica que xq G co([A]).

En efecto, en caso contrario será xq co( [A]) y existirá una aplicación f : X —> 
K, lineal y continua, y existirá un (3 > 0 tales que f(xo) = /3 y |/(؛r)| < (3, para 
x G co([A٦). Sea g = ^f, se tiene entonces que ^(؛Co) = 0؛ y |،7٠r)| < a, para
X ع A, lo cual es contradictorio.

10.6.1 900 X 07 espacio نا ectorial topologico 22 لو localmente conuexo 
p sea F ح X un 90050000 uectorial. Si B G X entonces Bcl^F١ si لا solo si 
para cada aplieacion f ٦ X إل أ  lineai continua tal que /(10 ٢) ت  se Oerijica
que٦JE=٠.

En efecto, si la aplicación f : X —> K es lineal y continua y f(F) = 0 entonces 
es claro que /(el(F)) = 0 y, por tanto, f(B) = 0. Por otra parte, si B no está 
contenido en F, existe xq E B tal que xq / cl(F). Como cl(F) es un subespacio 
vectorial cerrado, cl(F) es un conjunto equilibrado, convexo y cerrado; por tanto, 
existe una aplicación / : X K, lineal y continua, tal que |/(؛r)| < 1, para x E F, 
Y !/(؛!؛o)I > 1■ Por tanto, fp Á 0. Si existe algún x E F tal que f^x) = a 70 ؛ 
existirá n E N tal que \f(nx) | = n|1 < | ٥؛ , lo que no es posible ya que nx E F. Por 
consiguiente, f(F) = {0}.

Como consecuencia de este último resultado deducimos que si X es un espacio 
vectorial topológico T¿ y localmente convexo y si F C X es un subespacio vectorial, 
entonces F es denso en X si y sólo si para cada aplicación, f : X ٩ K, lineal y
continua tal que RF١ -066 uerijica que
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Teorema 10.6.2 Sea X un espacio vectorial topològico T? y localmente convexo. 
Sea A C X, A y0 ؛. Entonces co^A) es la intersección M de los semiespacios 
reales cerrados que contienen a A.

En efecto, es claro que si F es un semiespacio real cerrado con A C F será 
co(A) C F. Así pues, co^A) C M. Recíprocamente, si x^ co(A) sabemos que 
existe un hiperplano real cerrado tal que un semiespacio contiene a {؛cq} y otro a 
co(A); es claro que entonces Xq M.

10.7 Puntos extremos. El teorema de 
Krein-Milman

Sea X un espacio vectorial. Sea K c X, K y0 ؛, y sea E un subconjunto no vacío 
de K. Se dice que E es subconjunto extremal de K si para cada x,y € K y 
cada a € (0,1) la relación ax + (1 — a}y € E implica que x,y € E.

Se llama punto extremo de K a aquel punto xq 6 K tal que {؛eq} es un 
conjunto extremal de K. Es decir, x € K es punto extremo de K si para cada 
a G (0,1) y cada y, z G K la relación x = ay + (1 — a)z implica que x = y = z. El 
conjunto de los puntos extremos de K será denotado por Ext K.

Supongamos que E es extremal en un conjunto convexo K y que se tiene que 

los conjuntos i,..., xn} G K, {o؛i,..., an} C (0,1) son tales que ٢٦ر  aiXi G E. 

Entonces {aq,... ,a؛„} C E.
En efecto, sea j G {1,...,n}; tenemos que ٢٦ ———Xi G K. Por tanto, como 

” aj

٢ر  aiXi = ajXj + (1 — a■¡) ٢ —X¿, deducimos que Xj G K.
i=l i^j

Supongamos que E^ es un conjunto extremal de K y que E? C Ey es un con
junto extremal de E^. Se verifica que E^ es extremal de K. En efecto, sean 
x, y G K y a e (0,1) tales que ax + (1 - a)y G E2. Como E? C Ei, se verifica que 
x,y G £1ر, por ser Ei conjunto extremal de K. Como E2 es un conjunto extremal 
en Ei, se tiene que x,y G E2.

Consideremos en R2 el cuadrado centrado en el origen que denotamos por K. 
Es claro que la frontera es un subconjunto extremal de K y los correspondientes 
vértices son los únicos puntos extremos de K, cada uno de los lados es también un 
subconjunto extremal de K.

A los subconjuntos extrémales de un conjunto convexo se les llama caras. 
Dos caras F y F' de un conjunto convexo K se dice que son complementarias si 
F ٢٦ F' = 0 y si ;c G K — ( F U F') entonces existe un único y G F y un único z G F! 
tal que x = Xy + (1 - X)z, donde À G (0,1). Si F es una cara de un conjunto 
convexo K se verifica que Ext F C Ext K.

Teorema 10.7.1 Sea X un espacio vectorial topològico y sea K G X un conjunto 
no vacío compacto y cerrado. Si f : X —> R es una aplicación lineal y continua y si 

257



p = 5/0٢/(3) : • م ع ل*  se verifica que E = لا ع  K ·. f٢x١ = /31 essubconjunto 
no vacio, cerrado, compacto لا extrema!, de K.

Demostración Como K es compacto y ص es continua, se verifica que £ H■ 
Además, E es cerrado y compacto. Supongamos que Io E E es tal que 30 - 
ax + (1 — a)y, donde a 0,1) ع), x,y e K. Tenemos que (3 ٣) م<  y ( )لا < و . Si 
alguna de las desigualdades fuese estricta deduciríamos que /ك < ز)(  asi pues 
/(3/ = () )ى = /٤ y será MGiE. ٠

Observemos que si f es constante en K entonces es E = K. Además si ٦ fuese 
22 solo necesitaríamos suponer que K es compacto.

Teorema 10.7.2 Seaun espacio vectorial topologico 12 y localmente convexo 
 no naco. Entonces K tiene 01 menos un لا sea K c X u 0/009010 compacto لا
punto extremo.

Demostración Sea s la colección de los subconjuntos compactos extremales de 
K. Claramente s^٥, pues KeS. Consideremos en 5 el siguiente orden 
parcial 2] 2 ة ى  si y solo si 11 D 32. Sea (Eaki una cadena en s entonces 
r٠a subconjunto compacto extremal de كز y es claro que
Ea < و para cada a ج T Por tanto,es cota superior de la cadena. Por el 
lema de Zórn, existe en s algún elemento E que será maximal. Entonces, E no 
tiene subconjunto que sea propio, compacto y extremal; por tanto, si / : X ب R 
es una aplicación lineal y continua tiene que ser f constante en E y deducimos 
que E tiene que ser unitario. ٠

Teorema 10.7.3 [Teorema de Krein-Milman]
Sea X 00 espacio vectorial topologico 22 لا localmente convexo. Sea K ح X un 

conjunto no vacio لو compacto. Se verifica que K esta contenido en la envoltura 
convexa لا cerrada de sus puntos extremos. En particular, si K es convexo لا 
compacto tendremos que K es igual a la envoltura cerrada لآ convexa de sus puntos 
extremos.

Demostración Sea Ext K el conjunto de los puntos extremos de K, que sabemos 
que es no vacio. Si existe a e كل tal que 0 ٤ بلا( كل ), sabemos, por el teorema 
anterior, que existe una aplicación /:لاد®, lineal y continua, tal que 500٢٤() : 
3 € 0(Ext 0) > {(كل). Sea • e كل} y sea £ = {r e K :
٤(•) - /31. Es claro que E n cExt 4) = 0. Como E es no vacio y es un 
compacto contenido en *و tiene algún punto extremo, que lo será también de 
K. Esto significa que E n Ext cual es una contradicción. Por tanto,
K c 35(10 كز). Si además كز fuese convexo tendríamos que 0(Ext كز) c كل y 
por consiguiente K = 35(1 كل ٠(.

Nota 10.7.4 1.- Si ٦ es un espacio normado, entonces Ext Bx· ^0y además 
56*- (Ext 3*٠) = 7*٠, ya que 73* es compacto en

2.- Sobre el principio del minimo de Bauer.
Para abordar convenientemente el principio del minimo de Bauer, necesitare- 

mos algunos conceptos preliminares.
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Sea X un espacio vectorial y sea A C X un subconjunto convexo. Sea f : A ه 
R una aplicación. Se dice que f es convexa si para cada x, y e C y cada A G [0,1] 
se verifica que f(Xx + (1 — < Xf(x) + (1 — A)/(y). Se dice que / es cóncava
si — f es convexa. Esto sucederá si para cada x, y 6 C y cada A £ [0,1] se verifica 
que f(Xx + (1 - \}y) > Xf(x) + (1 - A)/(y).

Sea X un espacio topològico y sea f : X —> R una aplicación. Se dice que f 
es semicontinua superior en Xq € X si dado s > 0 existe UXo, entorno de xq, 
tal que f(x) < f(xo) + e si x 6 UXo. Se dice que f es semicontinua superior en 
X si f es semicontinua superior en cada Xq e X. Es sencillo comprobar que son 
equi٦٢alentes:

i .- f es semicontinua superior en X.

ii .- Para cada a € R se verifica que el conjunto {z G X : f{x) > a} es abierto.

iii .- Para cada a G R se verifica que el conjunto {x G X : f(x) > a} es cerrado.

Se dice que f es semicontinua inferior en x0 € X si la aplicación —f es semi
continua superior en Xq.

Vamos a demostrar que si f es semicontinua superior en X y X es compacto 
entonces f está acotada superiormente en X y además alcanza el supremo.

En efecto, para cada n 6 N sea M — {x £ X : f(x) > n}. Tenemos que Mn 
es cerrado y í٦neNMn = 0. Así pues, existe F c N finito tal que = 0. Si
m = máx F, se verifica que í٦efM = Mm = 0· Por tanto, si x G X es f(x) < m.

Sea fi — sup{/(z) : x G X} y, para cada n G N, sea Fn = {x G X : f{x) > 
fi — i}. Tenemos que Fn es cerrado y, si F 6 N es finito, es claro que X^fFí y0 ؛. 
Así pues, y0 ؛ y se deduce que {x G X : /(x) = 3} es distinto del vacío.

De forma similar se demostraría que si X es compacto y f : X —> R es semi
continua inferior en X entonces f está acotada inferiormente en X y f alcanza 
el ínfimo.

El principio del mínimo de Bauer afirma lo siguiente:
Sea X un espacio vectorial topologico real, localmente convexo y T?. Sea A C X 

un conjunto compacto y convexo. Si f : A —> R es una aplicación semicontinua 
inferior y cóncava en A entonces f alcanza su mínimo en un punto extremo de A.

Veamos la demostración: sea /3 = inf{/(:r) : x G X}'■ tenemos que {x £ A : 
f(x) = 2} = {3ر: g A : f(x) < 3ر}■ Por consiguiente, M = {x G A : f(x) = /3} es 
cerrado y por tanto M es compacto.

Veamos que M es extremal. Sean x,y G K y A G (0,1) tales que Ax + (1 — A)y G 
M. Tenemos que

f(y) > A3 + (1 - 3(1 - X) + (f(Xx + (1 - A)y) > A٠ = ر3 ٠ = ر

y deducimos que 3 = \f(x) + (1 - A)/(y). Como f(x) > fi y f(y) > fi, tenemos 
que necesariamente es f(x) = fi y f(y) = fi. Por tanto, por ser M es compacto 
y extremal en A, tenemos que Ext M F 0 y, para x G Ext M, deducimos que 
x G Ext A. Por consiguiente, el principio de Bauer ha quedado probado.
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100 manera 50 si 65 م semicontinua superior لا
en A entonces / alcanza su máximo en un punto extremo 00 A.

Como consecuencia inmediata de lo anterior tenemos que si / : A —> R es una 
aplicación lineal y continua entonces f, sobre cada conjunto compacto convexo, 
alcanza tanto su máximo como su mínimo en algún punto’extremo del mismo.

3 .- Sea A un espacio normado tal que dimA = n. Sea A c A un conjunto 
acotado, recordemos que el teorema de Carathéodory afirma que si X 4)60 ع) 
entonces existen {ai,..., 04ر]] c Ay ه], ..., a„ti} 0,1] ح de modo que

/+1 n+1

Demostraremos ahora que si A c A es compacto entonces 60(4) es compacto.
en 18 definida 0,1 دا] y sea h la aplicación de ["70,1؛؛ Consideremos el compacto

por h{a 1,..., a„٠i) = «1 ا - " ا  an+1■ Es claro que h es continua. Por tanto el 
conjunto

M : h = {(«1,. ٠., «nd) ع [0,1 أ؛  : aq ا - · - I a„٠i : 1}

es un subconjunto compacto de r+1.
Consideremos la aplicación - 0(4) definida por

an+1), (ai,... = aa + ■ · · ب a„( a II. Es sencillo comprobar que ص es
continua y, del teorema de Carathéodory, se deduce que ي es sobreyectiva. Por 
tanto 0(4) es compacto.

Demostraremos ahora que si A c X es un conjunto acotado entonces 56(4) =

En efecto, tenemos que 4 es compacto y por tanto 0(4) es compacto. Como 
A c 0(4) se deduce que O(A) c 0(4). Por otra parte, tenemos que 4 c co(A); 
asi pues A c O(A) y se deduce que 0(4) c O(A).

4 - No estamos en condiciones de probar el teorema de Krein-Smulian que afirma 
 = X es débil compacto entonces 55 (2) ح K لآ si X 69 0 espacio 06 Banach او
55(*) es débil compacto (esto será probado en el próximo capitulo).

No obstante, probaremos aqui el teorema de Mazur que afirma que si K c A 
es compacto entonces O{K١ es compacto.

Como en un espacio métrico un conjunto es compacto si y solo si es precom- 
pacto y completo, demostraremos que 55(*) es precompacto. Sea 0 < ع y sea

c K tal que لا BQxj, |) • K. Tenemos que co(ii,■·· .٤») es un 
7-1

conjunto cerrado y acotado en (•ت], ..., xn)■ Por tanto, este conjunto es compacto 
y existirán ٢],..., ym} c co(aq,..., mn) tales que
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٢

= 2 Supongamos que ٥0 أا)( tal que 55 2 ع)( existe ج ، Si

aqui + ٠٠+ إه , donde (»إ. ... ,u¡} cky (ا. ... ,a،} c 10 1] con = 1. 

Para cada p € {1,..., z}, sea ز(,) e {1,..., n} tal que II Up - ٣ر (») II < 2/2. De esta 
forma,

II z — ل QpijCp) II - II E ي«(»ه - ي||))ئئت  E *ي«ايه - ر (») II = 4/ع. 
P=1 0-1 0-1

l l

Como E ¥يت) e co(aq ... E, existe i e {1,..., 7] tal que اا E apXj^ 1í II < 

Entonces .ح/4

 ج > apUj(p) IIIIIE apUj(p) — y¿ II ل
p: l 0-1

y podemos afirmar que ة(*) c لا B(yi,E).

5 .- Supongamos ahora que كد es un espacio vectorial topologico 7 tal que 
Bx = 0(4), donde A c X es finito. Demostraremos que 2 es finito dimensional.

Tenemos que /(4) es cerrado en ٨ y, como co(4) c £(4), deducimos que 
Bx c £(4). Por tanto, * = /(4).

Desde este resultado es sencillo deducir que un espacio normadotal que 
Ext Bx sea finito no 0646 ser isoméricamente isomorfico 07 dual de otro espacio 
normado.

6 .- Sea X un espacio sectorial topologico لأ sean Kإ,...,Kn n suhcon)untos
es (لا... *٣ )لارج = compactos conexos no vacíos Se verifica que M

compacto.

En efecto, cada elemento de M puede escribirse en la forma *ا donde 

١٨ ,... ا«  c [0, l] con E ءا para اء..... »

Sea

una red de M. Como cada * es compacto y [0, l] es también compacto, existe 
cierta subred (e ريءد tal que para cada ie{l,...,n} es هتت e 1ليائ

donde ي ع  Kj y además جبذا = con ود e [0,1]. Como la aplicación
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" : [0,1]" - R definida por ٨)» = ٤٨٧  es continua, deducimos que

٢٨° = 1. Tenemos asi que

Esto prueba que M es compacto.
7 .- Sea X un espacio vectorial topologico localmente convexo y 72. Sea K 

un subconjunto compacto no vacio de ٨ tal que 56(*) es también compacto. 
Entonces Ext 55(*) c Ext K.

En efecto, sea e ج Ext 56(*). Es claro que basta con probar que ٥٤* 
y para esto será suficiente con demostrar que si u es entorno de cero entonces

.b٠؟K٢؛٠e
Sea V entorno de cero equilibrado y convexo tal que V c u. De la compacidad 

de K se deduce que existe •م], ... ,] c K tal que K c لذرا ن:! ¿ t y).
Para cada i e {1,... ,n} sea Ki = (ت n (7 إته ا )). Tenemos que ٣: es 

compacto, ya que es un subconjunto cerrado del compacto 55(*) y deducimos
0116٠

 Por tanto, 56)*( = 56]*( لا لا... ),* = 00]*( لا لا... .),آ[

Como e e Ext 55() tenemos que existen ا( ,...ا» c [0,1] con 2 اح

y {1 ... 2«) tales que Zi ء Ki, para i e {1, - · - , n}, y e = [ ٨« Por tanto, 

existe tal que e = Zj. Asi pues,

n )*56 زتح( =

Por tanto, ز٤(٥+7*م)/٦  esto concluye la demostración.
Supongamos ahora que A es un subconjunto no vacio de + tal que O(A) es 

compacto. Probaremos que entonces Ext O(A) c A. En efecto, tenemos que 4 
es compacto y es sencillo comprobar que ج() = o(A); por tanto, Ext O(A) c 
Ext 4.

Finalmente, si ٨ es un espacio normado yAc X* es acotado entonces, de lo 
anterior, se deduce que Ext o -A) c Ext A* .
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Tema 11

Compacidad débil y 
aplicaciones lineales que 

alcanzan la norma

11.1 Teoremas de Grothendieck y de Goldstine

TEOREMA 11.1.1 [Teorema de Grothendieck]
Sea X un espacio normado. Sea K C X un conjunto compacto. Existe una 

sucesión Ca„}،] en X tal que K C co{a,’n : n G N}.

و
Demostración Tenemos que 2 K c ن B (» +). Por tanto, existen لا ( )...ء

e 2 K tales que 2 K c 0(21 ة) u ■ ■ · u B(xn(i), 2).
Consideremos el compacto

= {[2K n B(x 1, - ذي}} u ■ · ■ u {[2K n 02»». ]إا - («««»)).

Como 2*2 c لا %0( إ ), existen *«(2)«*, ... ,اسر) en 22كار tales que las co-

rrespondientes bolas centradas en ese punto y de radio د recubren a 2*2. Obser- 
vemos que, para i 2)7 , · · · ,1 + (1)07 ج), se tiene Xi 2*2 ع y por tanto existe un 
,Por tanto, -2 - Xj ■{{■وتبت} - [3(, 1)/٣ *e 012 ¿تدق tal que ((و € {1,..., 0(1
donde 2 e n B(xj, +). Esto prueba que ||ذ - Xj II < I y ll^íll 2 ك 

Consideremos el compacto

٤» = n 2*»«»*( —]) - 1ا«*١.سال)ا**(أ n »»«** —]) - )ا»(»( .
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De manera análoga a la anterior, podemos obtener ؛rn(2)+i, ■ ■ ■ >xn(s) en 2K3 de 
modo que las bolas centradas en estos puntos y de radio recubren a 2A٢3.

De esta manera obtenemos la sucesión (£„)„٠ Observemos que lim ||a; || n٩oo
= 0. Sea x e K. Se tiene 2.7: 6 2K y existe ¿(1) € {1,..., n(l)} tal que 2x g 
B(؛zr¿(ip |). Por consiguiente 2x — e K2 y 4r- 2٤rí،1) 6 2K2 y existe i2 G 
{n(l) + l,..., n(2)} tal que 4x — 2xi(í') G B^x^, ٤). Además, 4؛r —2؛ri(1 ١ — ٩ 2١ e 

y tendremos que 8x — 4xi(1) — 2x^2) G 2A'3. Razonando de igual manera
obtenemos ?(3) G {n(2) + 1,..n(3)} tal que 8x — 4xi(1~) — 2xt^ G B^x^, y 
tendremos que 16a; — 8٩i) — 4٩2) — 2؛Ej(3) G 2K4. Observemos entonces que:

]ة = £ — 2٤٩(1) ج 2*2» 11,111 ك 8
1 1 1„

= X — (؛تدق 1) - )(ت* ع ^#3, Itali أك

3 تد سرع 2(1) - )ه«* - )«*ث ء 2٤,* 11^11 ك و

Así pues, lim zn = 0 y podemos afirmar que x = ٢٦ ^xi(ky Esto prueba que
2 ٥

x € co(؛Tj(i), x^,...) C co(a;n). ■

Nota 11.1.2 Quizás esta nota aclare el final de la anterior demostración. Sea 
A G A un conjunto acotado y denotamos por s 0(4) el conjunto de los X G A 
que se pueden expresar como serie convexa de elementos de 4, (envoltura serie 
convexa de A) tenemos que 0(4) c s 0(4) y probaremos que 5 0(4) c o A).

En efecto, sea 2 = أتهأه, donde () : ¿ G N} c A y ( ه : ي  G N} G [0,1]

con 1 = ه. Sea £ > 0 y sea M > 0 tal que llail < M si X G A. Como

7? = 1’ existe ٣١٤ tal que para cada n > ni se verifica

Existe también un n2 G N tal que II 2 التهبه < ٠ , para n > ور. Sea n G N tal

( ٥٥ )que » > ««««,«اء y consideremos : = « ٣٣ . »-م* ( يي ودع  

Tenemos que 2 G 0(4) y

ي(٥) ؤ س أة ( ي )« Zmtll ك2ب لاس = ·ج

En realidad lo que afirma el teorema anterior es que s •(رته : n G N) D K.
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Obsérvese que el conjunto : n ]ج لار ) que hemos obtenido es compacto. 
Por tanto, también podemos afirmar que todo compacto está contenido en la 
envoltura serie convexa de un conjunto compacto y numerable.

Sea X 09 espado normado de dimensión infinita. Existe una 
sucesión en Sx tai que para cada 706%]ع verifica

d (+] , c ( ,]د ٠٠٠, *٣ ,,)
En particular, se verifica que si n ب m es d Xnamj

Demostración Sean •1 e Sx y Í1 (1). Sea z ع X tal que 2 ٤ [1. Sea
0=1 R una aplicación lineal y continua tal que ؛ y sea 1 : Gj ايق(ك( = G1

en 1 ®)ء) y II 1 = ؤ اا[ . Como اا /1 اا  = sup{|/i(x)| :•1 = [)عم} y la esfera de
G1 es compacta, existe 42 ج G1 tal que =ly |1 = |(2ار)ت. Entonces, para 
cada ai e K se verifica que 1*2 - aitili > 1(٣2 — ]])1 = ا. Por consiguiente,

))]ت(,( > 1.
Supongamos construidos {ل,...,ال„} c Sx con la propiedad deseada. Sea 

Fn = /( ,]م ,...م• ,) y sea 2 Fn. Sea Gn = /(211 ,ة,..., £„) y sea fn : Gnكمآ una 
aplicación lineal y continua tal que fn : 0 en Fn y ||^„|| = 1. Como la esfera unidad 
de Gn es compacta, existe ٣]+ر ج  Gn tal que 112ر+] = ly |1 = |( أبمل(2„ئ٠ا . Para 

cada {ai,..., a„} c K tenemos que 2 - أس»*ا aiXiW > 1 = *»(اا -ا,)**ا : 

por tanto, > 1. Procediendo inductivamente se obtiene la
sucesión (^)nEN en Sx con la propiedad deseada. ٠

Sea X un espacio normado y sea د : X —► X** la inyección canónica de X en su 
bidual (usualmente denotaremos a )ز ت ) por 2). En capítulos anteriores se probo 
que ](*) era *-) denso en **" ahora veremos un resultado, del que se deduce 
el anterior como consecuencia inmediata. Queremos hacer notar que la inyección 
canónica de cualquier espacio en su bidual será denotada por

Teorema 11.1.4 [Teorema de Goldstine]
Sea X un espacio normado. Se verifica que Ex١ es *-IV denso en 13*.

Demostración Sea 0 5 حx٠. y supongamos que • ٤» ي صة(و  . Tenemos
que ز(*) es convexo y cerrado en ( *د٦س_ل? ). Por el teorema de Hahn- 
Banach, existe una aplicación f : - 1, lineal y continua, tal que

ك(/اب٠ل€م,ا)1’}ا < را(0-ا

Podemos suponer que 11^11 = 1. Recordemos que si z es un espacio normado 
entonces c = {h : (Z*,T*—w) * K : es lineal y continua} = ](2). Por tanto, 
£ = {{: —► K : e lineal y continua} = مردو) c X*** y por tanto
existe X* e X* tal que para cada X** e ٦" se verifica ن(®**) = Por
consiguiente, tenemos que

.(*)*ث* > { (j^Bx ع r(a:*)| : f|}sup > ررsup{|x*(a:)| :e 9 = اا*هاا = 1

Por tanto, 1[ > 1, lo que está en contradicción con que 213 ٠* ع *«. •
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11.2 Compacidad débil. Teoremas de 
Eberlein-Smulian y de Krein-Smulian.

 Trataremos ahora de estudiar algunas cuestiones relacionadas con la compacidad؟
débil. Sabemos que todo débil compacto es cerrado y acotado.

Nota 11.2.1 1.- Veamos en Co un ejemplo de conjunto cerrado y acotado que no 
es débil compacto.

Para cada neN sea 2„ = eit"-te„. Tenemos que 2 =1 II Zi - 1 = الزة 
si ¿ و'. Por tanto, M = {zn : n € N} es cerrado y acotado. Sea y un punto de 
débil aglomeración de (:„)„EN- Como BCo es débil cerrado, será ||1 > ||لأ. Para 
cada f ج (Co)* se tiene quees un punto de aglomeración de (/(z„))„EN y,

= es un punto de aglomeración de (e (z„))„EN )%(٧ = )ع )لأ ,para cada ،eN
(0,..., 0,1,1,...). Por consiguiente, ٧(*) : 1 para cada k e N, lo que implica que 
0 ٢٧ غ . Por tanto (2,) [ح٢  no tiene punto de aglomeración débil y deducimos que 
M no es débil compacto.

2 .- Veamos en h un ejemplo de cerrado y acotado que no es débil compacto. 
Sea /ر. Tenemos que si X = Co es X* = 11■ Si (Bh,Tw) fuese compacto, como 
{BiiJíi) es también compacto y *-س c 7ر tendremos que 7*- : Tw en Bi 1, 
ya que dos topologías que sean compacto 12 y comparables son iguales. Tenemos 
que la sucesión de vectores canónicos (eJjEN de ¿1 es tal que *-lime = 0. Por 
tanto, del teorema de Schur 50 deduce que lim 0 = الزهاا, lo que es falso.

Más adelante se verá que Bii no puede ser débil compacto, ya que 1] no es 
reflexivo.

3 .- Si X es un espacio normado y separable tenemos que (79*, T،i) es métrico 
compacto y por tanto es separable.

En efecto, sea :٤[ un conjunto numerable y denso en X. Tenemos que 
M = {qfj : q e e [1 es numerable y probaremos que es denso en
En efecto, sea f 6 ٦ tal que 11/11 >ly consideremos دش..,ا£؛;/(ى, donde 
(21 xn} c X. Existe jeN tal que fj ج B(^;xi, *»: ة). Sea q € Q
tal que

11/11 ا»- ي آيز(«« ...(ء:, ,.2.))

Entonces, para cada ie{l,...,n}se verifica

<ا)ييش-لئ(ت/ل٠

Asi pues,

ليتر؟ا - لي/ I < 19)( - ا 111/11)^(^ - )( < 1■

Esto prueba que qfj e 2(, •م . ت[, ) y que M es denso en Por
tanto, (X*,T*i) es separable.

4 .- Sea z un espacio topologico y sea A c z. Recordemos los siguientes 
conceptos.
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a) Se dice que A es numerablemente compacto si cada sucesión de A tiene 
algún punto de aglomeración en A.

b) Se dice que A es relativamente numerablemente compacto si el( A) es 
numerablemente compacto.

c) Se dice que A es secuencialmente compacto si cada sucesión de A tiene 
alguna subsucesión que converge a algún elemento de A.

d) Se dice que A es relativamente secuencialmente compacto si cl(A) es 
secuencialmente compacto.

Se verifica que:

i .- A compacto => A numerablemente compacto.

ii .- A secuencialmente compacto 4 numerablemente compacto.

Es conocido que las implicaciones contrarias no son ciertas en general y que las 
tres propiedades son equivalentes en un espacio métrico.

Se dice que 4 tiene la propiedad Bolzano-Weierstrass (BW), si cada sub- 
conjunto infinito de 4 tiene punto de acumulación. En un espacio métrico esta pro- 
piedad equivale a las tres anteriores. En general se verifica: 4 es numerablemente 
compacto ج د  es BW. En un espacio 1] las propiedades BW y numerablemente 
compacto son equivalentes.

Si un espacio normado ٦ es tal que (13*,*-س) es secuencialmente compacto, 
diremos que X es un espacio sk. En un espacio de este tipo toda sucesión acotada 
del dual tendrá alguna subsucesión *—débil convergente, ya que existirá a > 0 tal 
que ه* contenga a la sucesión.

Es sencillo comprobar que si ٦ 05 un espacio de Banach sk entonces A c X* 
es *-w débil compacto si y sólo si 4 es *-س secuencialmente compacto.

Si X es separable tenemos que (*•,*-س) es métrico y compacto; por tanto, 
es secuencialmente compacto yserá sk, el reciproco no es cierto en general.

Probaremos ahora que X = Zoo no es sk. Para cada ieN, sea ٨ : Zoo —> K 
la aplicación definida, en cada r e ico, por / ٤)ت( = (٤ ). Tenemos que (/٤) 
es una sucesión de (*,*-س) y que este conjunto es compacto. Veamos que 
) N no tiene subsucesión convergente en 7*-. Supongamos que عي)يص) ٤)رع [ es 
una subsucesión *- convergente a/e V*. Se verifica entonces que f 2 ع*.

no es !(7)ع آ Zoo tal que la correspondiente subsucesión determinada por ع Sea X
convergente. Tendremos que lim / ر )ي*(. = ث () y obtenemos la contradicción de

محز د
que (* م(00إحز))ز٢  es convergente a 7(تة).

Asi pues, en la topología *-débil pueden existir compactos que no son secuen- 
cialmente compactos. En el próximo teorema se verá que esto no sucede con la 
topología débil. En primer lugar, observemos que si X* es separable entonces 
 es metrizable, en cuyo caso también sera metrizable (2*, 7) en (س-*,,*)
esta situación seria fácil probar que, para A c X, se verifica que 4 es débil com- 
pacto si y sólo si 4 es débil secuencialmente compacto. En el teorema anunciado 
se verá que la afirmación es cierta para cualquier espacio de Banach
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5.- Sea X un espacio normado y separable y sea ٢٧ر  : n ج N} un conjunto 
numerable y denso en 9*. Para cada neN sea fn : X ب K una aplicación 
lineal y continua tal que = ly 1 = الررئاا. Veremos que (/n)n6N es total en 
V* sobre X; es decir, si %٤() = 0 para cada « e N entonces 30.111 efecto, 
supongamos que i^0y que /٣(2) - 0 para cada n € N, entonces dado 2 e (0,1) 
existe je N tal que II اه· II < ج; entonces, 1 = 1 ك هاا II < ء,
lo cual es una contradicción. Por tanto, necesariamente X = 0.

Es sencillo deducir (en el capitulo 6 se hizo) que si M c X* es total sobre 
V entonces ¿(M) es denso en (X٠,T٠1). Desde aquí se deduce que si X es 
separable entonces es separable.

oo I
En la situación anterior definimos لأوه : ٢ اذ(  - ), para x^y e X,

ج 2”
donde /لر es una sucesión en X* con las propiedades anteriores. Es sencillo 
comprobar que d es una métrica en X.

Supongamos que A c X es un conjunto débil compacto y consideremos la 
aplicación identidad 4) ل : (4,7) ح ,). Veremos que 7 es continua. Sea 
(* )ع رحم  una red en 4 tal que w lima: a = Xo eA Tenemos que existe M > 0 tal

Como .ة > — M si X € A. Dado £>0 existe m e N tal que 7 > اللعا ٥٥que l ح
لط-•

)*(أغ = )(ء«•!, (»=20»)

e 7, se verifica 0؛ > «0م tenemos que existe «0 el tal que si

o)i < I£ - ١٤•( - £0)1 < ,ؤ ,...(«*/ا

y entonces

m I ث]

l i=mü

< ؤ ]*ة ل + I ت[ 2غ¥ — ,£

para a > 00. Por tanto, 7 es un homeomorfismo y será 77 = ر. Como para un 
espacio métrico los conceptos compacto y secuencialmente compacto son equiva- 
lentes, resulta que (4,1) es secuencialmente compacto; es decir A c X es débil 
secuencialmente compacto.

Supongamos ahora que X es un espacio normado no necesariamente separable 
y sea AcXun conjunto débilmente relativamente compacto, es decir tal que 4 
es débil compacto. Probaremos que 4 es débilmente secuencialmente compacto; 
es decir, para cada sucesión (a„)„gN de 4 existe alguna subsucesión que es débil 
convergente a un elemento de A.

En efecto, sea (4,)[] una sucesión en 4 y consideremos F = [a„]„gN٠ Tene- 
mos que F es débil cerrado y 4 n F será débil compacto. Como F es separable, 
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se verifica que الر" OFes débilmente secuencialmente compacto, para la topología 
débil de F. Por tanto, existe 00 4 ج nFy existe una subsucesión ( ٥٤٤)اع  
de (an)ngN tal que si / : F —> K es una aplicación lineal y continua entonces 
lim = /(00). Es claro que también para cada aplicación / : X ب K, lineal

مز ن
y continua, se verifica que lim : /(00). Por tanto w lim 040 = ر.ر oo و—ب

Obsérvese que también ha quedado probado que si A es débil compacto enton- 
ces 4 es débil secuencialmente compacto.

6 .- 900 X 1070 espacio normado لو sea A c X m subconjunto acotado. Entonces 
4" es débil compacto si لآ solo si en X** es A١ c X .

En efecto, supongamos que 4 es débil compacto en X. Sea 3« 4)[ ع) : 
entonces existe una red ( )م رعم  en 4 tal que = 2**. Como (•)حه] es
una red en 71, que es débil compacto, existe una subred (2 ٥)٥رع ) de (•)رحيم y 
existe X ع Aw tales que «9,* = X. Como *«9,2٥ = X**, tenemos, para 

X* G X*, que x**(x*) = x*(x) = 2(*). Por consiguiente, X** = X y podemos 
afirmar que ](4) c X.

Recíprocamente, supongamos que cP-y'ÜÍA)) c X■ Como A es acotado, 
existe un a > 0 tal que 4 c aBx„. Por tanto, 67*-4) )سأ)) es *- compacto. Si 
(+ ٥رعه)  es una red en 4 tenemos que para (*•)رعه existe un *0 G (4) y existe 
una subred (*)العؤ de (*)اء de modo que = 20. Es inmediato
comprobar que entonces w hrn xp = *0.

La demostración puede ser simplificada breve si se recuerda bien que la to- 
pología Tw de X es la topología que hereda X - (+) de la topología *-ر de 
**

7 .- El siguiente teorema contiene dos demostraciones muy sugerentes. No obs- 
tante, una de las implicaciones fue probada en el punto 5 de la nota anterior.

Teorema 11.2.2 [Teorema de Eberlein-Smulian]
Sea X un espacio normado لا sea AcX. Entonces, A es relativamente débil 

compacto si لا solo si cada sucesión de A tiene subsucesión débil convergente.

Demostración لج Sea (»)99ااح una sucesión en A. Trataremos de probar que
existe una subsucesión débil convergente. Sea F = ٤(3 )آ: - و( :7٤)

Claramente F es separable y F* es *-w separable. Sea (h)„gN c F* un conjunto 
*-w denso en F*. Para cada podemos extender, con igual norma, la apli- 
cación hj de F a todo X. Seguiremos denotando a esta nueva aplicación por hi- 
Como 4 es acotado, para cada G N, se verifica que (hi^Xn^nea es una sucesión 
acotada.

Procederemos de la siguiente forma: para (7)]( ٣٤٣[))٢ , existe una subsucesión 
 que ((¿>غ2) existe una subsucesión ((غ4>2) que converge en K; para ((اغ(4)
converge en K. Observemos que /ير(ا) tiene el mismo limite que 4)اغ). De esta 
forma se obtienen las subsucesiones de (؛r„)ngNj (*), (2), ..., (ي),..., donde 
cada una es subsucesión de la anterior. Observemos que, para cada G N, se tiene 
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que (hi(x^)) es convergente a un cierto elemento de IK, si k > i. Para n eK, sea 
yn = x™. Para k G N se tiene que (yk, yk+i, ■ ■ ■) es una subsucesión de (؛r*); por 
tanto (hk(yny) converge, para cada k G N.

Por otra parte, como A es relativamente débilmente compacto, existe y0 g Aw 
que es punto de aglomeración débil de (yn). Demostraremos que lim hm(yn) = 
hm(yo), para m € N. En efecto, sea m G N. La sucesión (hm(yn))n£N converge en 
K, luego tiene un único punto de aglomeración que es su límite. Si probamos que 
hm(yo) es punto de aglomeración de (hm(yny) deduciríamos que lim hm(yn) = 
hm(yo)■ Sea £ > 0 y consideremos B^ = B(hm(yo)\e), que es un entorno de hm(y0) 
en K. Sea B2 = B(yo; hm; e), que es un entorno débil de yo■ Existe una subsucesión 
(ynk) de (yn) tal que (ynk) C B2; por tanto se verifica que (hm(ynk)) C

Veamos ahora que (yra)ngH tiene un único punto de aglomeración débil. En 
efecto, si tuviese como puntos de aglomeración débil a yo y a y'o tendríamos que 
para cada m € N se verifica hm(y0) = ،(yÁ) = lim hm(yn). Como (y„)n6N C F n—^oo
y (٨n)neN es *-w denso en F*, resulta que si f G F* existe una red {/ia}٥,e/ en 
H = {hn : n G N} tal que *-wlim/i،، = f. Como para cada hn G H se tiene que 
hn(yo — y'o) = 0, resulta que f(y0 — y'o) = 0. De aquí deducimos que yo = y'o■ Por 
tanto, como (yn)neN tiene un único punto yo que es de aglomeración débil y la 
sucesión está contenida en un conjunto A que es débil compacto, deducimos que 
wlimyn = y0.

٠= | Supongamos ahora que A c X es un conjunto tal que cada sucesión de A 
tiene una subsucesión débil convergente. Probaremos que A es relativamente débil 
compacto. Antes de abordar la demostración de este resultado, necesitaremos 
probar los siguiente: sea x** G cl*~wj(A) W, si { ر٦ , · · ·, } C X* entonces
existe z G tal que x*(z) = x**(x*) si i & {1,... ,n}.

En efecto, para cada m G N sea Bm = B(x**;x^,..., z*; ٤), que es un entorno 
*-w de x** y por lo que existe zm G Bm ٢1 j(A). Si i G {1, ٠ ٠ ٠  ,n}, tendremos 
que — x*(zm)¡ < ٤. Existe una subsucesión (znj) de (zn)neN tal que
wlimznj = z E A™. Es claro que en X** se verifica *-wlim٩. = z. Sea i G 
{1,... , n}; tenemos que xUz) = lim x^z„,.), así pues dado s > 0 existe jo G N3 ٠oهر
tal que si j > j0 se cumple ^x*(z) — x*(znj)[ < | y ٤ < |١  por lo que -
x*(z)¡ < — xi(znj) + ~ x*(z)| < ٤■ P٥٢ tanto, X*(z) = x**(x*),
para cada i G {1,..., n}.

Lo segundo que vamos a probar es que si X es un espacio normado y x** G X** 
entonces x** = x, para algún x G X, si y sólo si ker x** = {x* G X* : = 0}
es *-w cerrado en X*.

En efecto, si x** = x, entonces x : (X*, T*_w) K es lineal y continua y ker x 
es un conjunto *-w cerrado. Por otra parte, si ker x** es *-w cerrado tenemos 
que x** : (X*,7٦_w) ه K es lineal y continua. Por tanto, existe x G X tal que 
x** = x.

En tercer lugar probaremos que si F C X* es un subespacio vectorial entonces 
F es *-w cerrado si y sólo si F l٦ Bx· es *-w cerrado.

270



En efecto, es claro que si F es *-w cerrado entonces F i٦ Bx* será *-w cerrado.
Supongamos que طمط* es *-w cerrado pero que F no lo es. Existe pues una red

en 1 tal que limR} = X* pero X* * F. Tendremos que x٧0y por 
tanto existen *ت ل[,  c 2* y 0 < ة tales que O^B = B(x*;xi,..., xn; 6) 
y existirá a٠ e f tal que para cada B{x*\x 1,... 4). Como
existe د e {1,...,„} tal que \x*(xj}\ > s tenemos que si a € z y a > 0ن es 
| ا2||ة > ا)«(ن«ا > (٤٠-),*(٥٠(29)(«-) > ؤ . Asi pues, (٦) es una

que converge a ciertored en [0, ٠], por lo que existe cierta subred

es una red en 15*» n F que converge, para laλ 2 ,0] ع]. Entonces,

topología *-w, hacia د* pero مد ٤*  F. Por consiguiente, د عو*  Bx ٠ ا~ا  F y esto
es una contradicción.

probaremos que A es relati, ramente compacto, demostrando
que 7(4) c X. Sea X** ع cFUjiA)) y sea D = (« : «*(*) = 0}. De- 
mostraremos que 22م* es *-س cerrado. Sea 0 ح م " veremos que 
 ,/ Vamos a construir tres sucesiones (2n)neN c .ج > Bx·. Sea 0 معمل
(^„)nEN ح A y (^:)neN clin 73*» de la siguiente manera:

 ٠ Para لا = e 4 tal que [X* existe 2 )]•(ل = (مل؛Como 21 e (■0 ,"ة
existe ", 4 > 1(1)0 ل مع *جير· Como - را)*[( tal que د Ti e؛ existe

Oe٥n Ex, tal que I اي) - O(Z1)I < 5.

٠ Para {0,0} ح ٦ * existe 2 e A™ tal que 02 = ي2ز ** (O) y 0(^2) = 
ت2 ع e 4*, existe ة Como .لا) - 0)**  A tal que 10(22) - 0(: ة)1 ؛< y 
lo (22) - y{ (-22) I < ؤ . Como 0 e -D n جير ", existe 992 ٤ م  Bx٠ tal que

10(21)- 0(21)1 <|, 10(22)- 0(22)1 < |·

Asi, inductivamente, se obtienen las sucesiones anunciadas, de modo que para cada 
neN sea:

(a) 0= 2*"()siy'e{0,...,n-l}.

(b) 10(2„) - 04 > |لي si 0} ت ج ,..., n ~ 1}.

(c) 10(21) - 0(2 ل1 < ؤ  si ¿ e {1,..., n}.

Observemos que además se tiene, para cada m, que llOill ن y, para m < n — 1, 
Hmfn) = 0.

De (a), (b) y (c) se deduce que, si i 6 {1,... ,0, se verifica ®**(O) = O(:¿),
,0(2|)¿ |<y 10(2،) - O(2،)| < 5. Por consiguiente - ا0لي 

|. > ،(|2)0 - ،(2)10 1 ،(2)0 - ):،(10 > (|2(**0) - 0(2|)¿ = 10)،:( - 0(2íا
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Por tanto,
(x1yo\ (d) - |ليص إك siie{l٢٠ ■}م.

-débilmente secuencialmente compacto, existe al ا؛لجمي Como
guna subsucesión de (2»»), que denotamos igual para no liarla, que es débil 
convergente a cierto 4 ع. Por tanto, estamos suponiendo que wlimZn = 
Tenemos que Xy^Xn) - y^Zn) I = 1٧٤(32) < 5, para ؤ = l, I. De aquí se 
deduce, al hacer - م, que |5 > |(ي^ل, para j e N.

Como 1111(+) = م tenemos que 3 ع 0ي „ : n E N). Por consiguiente, 
N N

existen TV e Ny {ai,... .«ب) c [0, l] tales que 77 دع جت  II < |.

Por la desigualdad (d), para tenemos que

(N \ ر١٢ : 9)» ا ء «٣):« - )دي،I < ·ا

Por tanto,

٣«« < )«(٠ »« )،««( |)ي،اا)ي،-

+*=٢٤٤ 5+ II - ك2ب اا،اا *ا

De aquí deducimos que ««(8) = 0 y, por tanto, مرر ح  D. Como 79 = *75 مل ع * 
será y® e D n 2* ٠

Nota 11.2.3 El proposito de esta nota es probar que si 4 es un subconjunto de 
un espacio normadoentonces son equivalentes

i .- 4 es débil compacto.

ii .- A es secuencialmente compacto.

iii .- 4 es numerablemente compacto.

También tenemos el proposito de probar la equivalencia de las propiedades “rela- 
tivamente". Necesitaremos algunos resultados previos que pasamos a estudiar.

V.- Si A ح X es relaticamente débil numerablemente compacto entonces A es 
acotado.

En efecto, sabemos que 4 es acotado si y solo si /(4) es acotado. Supongamos 
que A no es acotado; esto significa que existe f خ X* tal que (4) no es acotado. 
Por tanto, existe una sucesión ( ٨٣,),ح ! de 4 tal que 1 1 („ „يي٠|)ا > ي/ . Sea 
z e X tal que 2 es un punto de débil aglomeración de ع„)„ي^. Tenemos que 
B = B(z;f; 2) es un entorno débil de z. Como en B a lo sumo hay un elemento 
de la sucesión (£n)ngN, esto es una contradicción.
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2 .- Sea Y س subespado finito dimensional هس X* . Para cada numero real M > 
1 existe un subconjunto finito Fm de ط* tal que 11/11 < M 704*0/(*) : نه e Fm}■

En efecto, vamos a suponer que Y 001 ء. De la compacidad de 5] se deduce 
que existe { 1... ٤) c Sy tal que Sy c 1 2(/, *). Como f < 1, existe 
:ا (٣٤) > لمحتي c 77* tal que زلم...,اتت} » para i e Consideremos
Fm = مد], ..., Sea 0 G 5%, tenemos que existe و e N tal que H/o,..., fj II < 
4*. Entonces

t ،)( - )(170 = )*(1/0 ز )نتة( > I fÁxj - (2)1} - 0|)زي ١ M+l M I 1
> 2M 2M , ¿'

Por tanto, máx{|/o(؛r)| : • e Fm} ؤ si 0 خ Sy. Por consiguiente, si f e Y00) 
se tiene que 11/11 < M 1008٢1/(2) : 2 e Fm}■

3 .- Yema, 0 ط هط• ) Sea B c X* un con unto infinito 06 modo 06ر cada 
sucesión en B tiene punto de débil aglomeración (no necesariamente en B). Si 
fo ع B*existe una sucesión ( ٤٤),٤ = de B tal que mYm [٤ = fo.

b ) Sea A ح X un conjunto de modo que cada sucesión de A tiene punto de 
débil aglomeración (no necesariamente en A). Entonces si x ٥ ع  A existe una 
sucesión (a:„)ngN de A tal que wlimx„ = 40.

Comenzaremos demostrando a) y obtendremos, como consecuencia, la demos- 
tracion de b).

Sea 5 ا0 ج * . Podemos suponer que /0 B. Sea 250 = —/o t B. Tenemos 
que 30 es también relativamente débil numerablemente compacto y que 80 W: 
—/o 1 B* *. Asi pues, 0 90 \"750 عح.

Construiremos una sucesión creciente (E„)„gN, de subconjuntos finitos de ط*, 
y una sucesión (/„)neN, en 20, de modo que se verifique:

i) 11/11 < 2114٢1٤(*) : * e ل, para / e ¿(/1,.. .,/„).

ii) 104م*0ا*1(2ا) ك}ةعل -ج

Sea /1 e 20. Sea 75 ت ع[ * tal que 2(٣]) > ||(/1)||. Sea غ = اي[ }. Como 
B(0;xi; *) es entorno *-w de cero y 0 e ", existe 1/} اعم} tal que 
h 1:2 0)3/ ج): es decir, |/2(xi)| 2 ك. Por el resultado del punto anterior, 
existe ال c Bx finito y tal que 11/11 < 21006*٢1(+) : • e *1, para / e £(/],/2). 
Definimos 702 = ElUEf. 51 ٤ £(/1, /2) es claro que 11/11 < 2máx{|/(:r)| :721 ع.

Supongamos que hemos obtenido {/1, ...,/„} en 730 (con ./ن [ fj si i,j e 
{!,..., n}) yfi,···,^ subconjuntos finitos de Bx con £1 c · · · c ة de modo 
que siie{l,...,n—l}se cumple

rnáx{|/(x)| fifiك 2 11/11 (1

máx{|/i+i(a (2|): غ<ز،مجل:

Tenemos que

B = B( 0; 1 ى الل/)^ل 1(  e زة
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es un entorno *-te de cero y existirá /+] eB٥\ {/1,...,/ل tal que fn+1 ج B. 
Es decir, | |)يا+„ر < د  si X E 1». Para £(/i, ٠.٠„/,٠ i), existe É c ج* y 
finito tal que, si / E £(/i,...,/„٠i), se cumple 11/11 < 211* ك٢ا(2ا) : 2 ع* . 
Definamos Fn+1 = Fn u E¿.

Sea F = UneNEn. Tenemos que F c Bx y, para / E ajn : n E N), es claro 
que existe n E N tal que / E (],..., fn) y se cumple

|e Fn} < 2sup{|/(a;) تق : (*)0*21004 > 11/11

Por tanto, si / E M = /(ئ» :neN) también será 2)01[2513 االاا ك ) : X E F}.
Tenemos que existe un punto g de aglomeración débil de (fnkN· Como M 

es débil cerrado será و E M y, por tanto, 9 < : X E F}. Probaremos
que para cada cumple 0 = ( و ته(  y que, por tanto, 0 = و.

Sea xeF y sea 0 < ح. Consideremos B = 2(9 : X : |). Tenemos que B 
es entorno *-débil de g y por tanto también será entorno débil de 9. Sea en 
tal que X E Fn y < |. Se verifica que existe m > n tal que fm+1 E B y 
que 19(2) - fm+5 > |(يا. Como X E Fn, se tiene que ١/9+](2 ٣) < ٤  asi pues 
19(3 ا)م < ج  y se deduce que 0 = (ج)ئ.

Hemos probado que el punto cero es el único punto de débil aglomeración de 
(/„)„eN. Demostraremos que wlimfn : 0. Si este resultado fuese falso, existiría 
un abierto u entorno débil de cero y una subsucesión (fnj) contenida en X \ u. 
Como 4 es débil numerablemente compacto, deduciríamos que existe un punto h 
de débil aglomeración de (fnj)■ Como X \ u es débil cerrado, tendríamos que 
72 ٢آ٦٧  obtendríamos la contradicción de que 0 غ نج .

Para finalizar, consideremos, para cada neN,jneB tal que fn = —/o 1 
Tenemos que (9,) es una sucesión de B tal que wlimgn = /0.

Veremos ahora la demostración del apartado b). Sea *0 E 74 y consideremos 
la inyección canónica ر: X**. Por ser ز continua, también será débil- 
débil continua. Deducimos que cada subsucesión de 4)ن) tiene punto de débil 
aglomeración. Tenemos queE *-(4) ز)). Por tanto, existe una sucesión 

en 4 tal que = ٣0•)ن) en ٦**: es claro que en X se tiene que
·0^ = rn؛wlim

4 .- Sea A un conjunto tal que cada sucesión de 4 tiene una subsucesión débil 
convergente. Por medio del lema de Day, probaremos, de una forma más breve 
que la expuesta en el teorema anterior, que 4 es relativamente débil compacto.

Sea *م* E 7(45 . De la débil-débíl continuidad de ز se deduce que cada
sucesión de 7 (4) tiene algún punto de débil aglomeración. Por tanto, existe una 
sucesión لجلطلبه(ئ en (4) tal que 108 = 11000ر*. Como (a„)„eN es una su- 
cesión en 4, existe alguna subsucesión (١٠) de (a„)„eN y existe *ع* tal que 
wlim s = 20. Por tanto, 11111 (2٣0)، = (زرر) y deducimos que *20) "ث = ز ).

5 .- Demostraremos que si A 66 débil secuencialmente compacto entonces 4 es 
16717 compacto.

Sea 24 ت0 ج . Por el lema de Day, existe una sucesión de 4 tal que
w lim xn = 0. Como 4 es débil secuencialmente compacto, existe una subsucesión 
(١)j٠gN de (^„)„eN y existe ال ع ل  tal que wlim١. = *]. Deducimos que 

تق0 = ائ  E A.
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Sabemos que si 4 es tal que cada subsucesión de A tiene una subsucesión débil 
convergente entonces 4 es débil compacto. Como 4 = A, se deduce que 4 es 
débil compacto. Como 4 - A, se deduce que 4 es débil compacto.

Si 4 es un conjunto relativamente débil secuencialmente compacto será 1 
secuencialmente compacto; por tanto Aw es débil compacto y tenemos que 4 es 
relativamente débil compacto.

Si 4 es relativamente débil compacto tenemos que 4 es débil compacto; por 
tanto, 4 es débil secuencialmente compacto y tenemos que 4 es relativamente 
débil secuencialmente compacto.

Sin lugar a dudas, ha quedado probado que son equivalentes las afirmaciones:

٤) Cada sucesión 670 A tiene una subsucesión débil convergente.

ii) A es relativamente débil compacto.

iii) A es relativamente secuencialmente compacto.

Obsérvese que si cada sucesión en 4 tiene subsucesión débil convergente (ne- 
cesariamente el limite estará en 71) entonces cada sucesión de 74 también tiene 
subsucesión débil convergente (aunque la sucesión sea Aw \ 4).

6.- Sea 4 un conjunto tal que cada sucesión de 4 tiene un punto de débil 
aglomeración. Demostraremos que cada sucesión de 4 tiene una subsucesión débil 
convergente.

En efecto, sea (ط„لأ N una sucesión de A. Podemos suponer que 7 yj si 
i ص و ’. Sea 0 un punto de aglomeración débil de (yn)n&· Sea 4/ = [لأ : n e [ل. 
Tenemos que yo ج A'W y que cada sucesión de ا tiene punto de débil aglomeración. 
Por tanto, del lema de Day se deduce que existe una sucesión de ا que es débil 
convergente a ملا.

De todo lo anterior se deducen, sin dificultad, las equivalencias:

i .- 4 es relativamente débil numerablemente compacto.

ii .- Cada sucesión de 4 tiene punto de débil aglomeración.

iii .- Cada sucesión de 4 tiene subsucesión débil convergente.

iv .- 4 es relativamente débil secuencialmente compacto.

V.- A es relativamente débil compacto.

Obsérvese que si cada sucesión de 4 tiene un punto de débil aglomeración en- 
tonces cada sucesión de مم también tiene un punto de débil aglomeración (aunque 
la sucesión esté en 4 \ مم).

Sea A un conjunto numerablemente compacto, demostraremos que 4 es se- 
cuencialmente compacto.

Sea (y„)„eN una sucesión de A. Tenemos que existe un punto y0 de débil 
aglomeración de (y„)„eN tal que 0 e A. Repitiendo los argumentos de la demos- 
tracion anterior se deduce que existe una subsucesión ( ر٤)ر [٢  de (yn)neN tal que 
wlimy^zyo·

Tenemos las equivalencias:
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a) A es débil numerablemente compacto.

b) A es débil secuencialmente compacto.

c) A es débil compacto.

7.- Sea X un espacio normado. En la demostración del teorema de Eberlein - 
Smulian probamos, porque fue necesario, que si F es un subespacio vectorial de 
X entonces F era *-w cerrado si y sólo si F n Bx· era *-w cerrado. Desde este 
resultado es sencillo deducir los siguientes:

Dada una aplicación lineal f : {X* .T,^W) ه K se verifica que:

i) f es continua si y sólo si es continua la restricción de f a Bx·.

ii) Si X es separable entonces f es continua si y sólo si f es secuencialmente 
continua (recordemos que (Bx* sería metrízable).

Estos resultados serán útiles en el próximo teorema.

Teorema 11.2.4 [Teorema de Krein - Smulian]
Sea X un espacio de Banach y sea K un subconjunto de X que es débil com

pacto. Se verifica que Fó(K) es débil compacto.

Demostración Es conveniente recordar que ców(A') = co(A').
En un principio, vamos a suponer que X es separable.
Es conocido, del curso de teoría de la medida, que el dual de C{K) es li

nealmente isomètrico al espacio de las medidas regulares de variación
acotada sobre K, con la norma de la variación sobre K. Aquí identificaremos, 
cuando sea preciso, a C(K)* con Mr(K). Sea i la aplicación identidad de K en 
X. Si x* G X* tenemos que x*i G C(K} y, por tanto, si p G Mr(K), existe 
fKx*idp. Sea po G Mr(K). Vamos a demostrar que existe un único x^ G X 
de modo que fKx*idpo = ٤r*(xMo), para cada x* G X*■ Para nuestro objetivo, 
será suficiente considerar la aplicación lineal: : (X*,T*_W) ٩ K definida por
pfir*') = fKx*idpo y probar que ipo es secuencialmente continua.■ Sea pues (x*) 
una sucesión en X* tal que *-wlima:* = Xq. Para cada x G K y cada n G N 
tenemos que

K٠)l < الشنداا ||تق|| ك  sup{||4|| iGN}· sup{]|y|| : y G K} < oo.

Como lim٠ *(*) = *0(**), podemos aplicar el teorema de la convergencia domi- 
nada de Lebesgue y concluir que

!!٩0«(2=) /مثا الأ* /ح ا*أ=«%0»(3.)

Vamos a definir la aplicación T : ،D* siguiente forma: para cada
μ G C(Ky sea (/ل) el único elemento برمة de X tal que aPd¿¿ = **(2), para 
X* G ٦*. Es sencillo comprobar que T es lineab Probaremos que T es *-débil
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، débil continua. Sea (رحم)ملر una red de C(Ky tal que = مل. Si
X* e X* tenemos que

Esto prueba que = 110.
Por tanto, podemos afirmar que T{Bc(K)·) es un subconjunto débil compacto 

y convexo de *. Demostraremos ahora que كتو c 1(2(*)). Sea Xq e K y. 
consideremos la aplicación lineal مي : cw - K definida por 6*20)/ = (2)م): 
es claro que •7)6 م ج )* y 1 = المع. Si X* e X* tenemos que •*(مي) = 
Jk * مأ - (;*20) = د(* ) y esto prueba que 20 = ة.

Por tanto, K c T(Bd ٠) ل , como 56() c T{Bc[Ky\deducimos que 55(*) 
es débil compacto.

Estudiaremos ahora la situación en quees un espacio de Banach, no nece- 
sariamente separable.

Sea * un subconjunto débil compacto de X. Demostraremos que 56(+) es 
débil secuencialmente compacto. Sea (x„,)„eN una sucesión de 35(*). Para cada 
n€ N tenemos que رمه es el limite en norma de una sucesión de (*)و cuyo 
recorrido denotamos por Sea A = tenemos que 4 c 60(* 1 ٢٦ ر ) y
 n e N} c 56(4) c 56(* n [4)) c [A]. Como K n [4] es un subconjunto débil : م•
compacto del espacio [4, que es separable, deducimos que (a;„)„eN tiene alguna 
subsucesión que es débil convergente en [4) a cierto elemento 30 de 55([) (ya que 
36(*) es débil cerrado). Es claro que esta misma subsucesión converge débilmente 
a Xo en X. ٠

11.3 Espacios Reflexivos. Teoremas de James
Sea X un espacio normado y sea ز: X** la inyección canónica de X en su 
bidual: ;(3) = X. Recordemos que se dice que X es reflexivo si 7(*) = *٣*. En 
su momento se demostraron las siguientes cuestiones:

i) Todo espacio reflexivo es completo.

ii) Todo subespacio cerrado de un espacio reflexivo es reflexivo.

iii) Un espacio normado X es reflexivo si y 5610 si en X* se verifica que Tw = 
T™.

Recordemos que la topología débil de X es la topología determinada por 
la que hereda (٦) de *-س en X**. Por tanto, (/*,س) es homeomorfo a 
{j^Bx^T^-w)■ Si X es reflexivo será : 7*» y, como es
compacto, deducimos que 1* es débil compacto.

 si, X es un espacio normado tal que Bx es 0601 compacto طو
entonces X es reflexivo. En efecto, tenemos que 1(2*) será *- compacto y por 
tanto, como 2*«» = *-(](3*)) = ;(ر), se deduce que 7(*) = X** y que X 
es reflexivo.
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Desde lo anterior es sencillo deducir que un espacio normadoes reflexivo si 
.solo si toda 605160 acotada tiene alguna subsucesión débil convergente لآ

Sea X un espacio reflexivo y sea / e كد*. Tenemos que / : (-BxX) —» K es 
lineal y continua; por tanto, como (2*, 2ر) es compacto, deducimos que existe 
•0 e 7ر tal que |/(z0)| = 511]0٢1(2) : •11/11 = *3 م ج . Asi pues, también 
existirá •7 ٣] ع * tal que f(x 1) = ||/||. En esta situación, se dice que / alcanza 
la norma en 3٢] (observemos que 31 e 45* ya que 11/11 = |/(211/11 > |(ات I lili). 
R. James demostró que si cada / e X* alcanza la norma entonces X es reflexivo, 
más adelante trataremos de probar este resultado.

Nota 11.3.1 1. Sea ٦ un espacio normado complejo y consideremos el corres- 
pondiente espacio normado real Xr. ' Demostraremos que ٦ es reflexivo si y solo 
si lo es *م.

Si X es reflexivo y (؛r„)„€N es una sucesión acotada detenemos que existen
.0 = xn دrn)„eN de modo que w lim)؛ de (2)ر ٤٢ Xq G X y una subsucesión

Si / G (Xr)* tenemos que la aplicación definida por (ى = )[•(ؤ - ٤£( (*) es de 
X*. Por tanto, - 9(30). Como Re = /, deducimos que lim/(؛r„ ) =
f(x o)■ Esto prueba que wlimj ؛En = 30 en Xr y por tanto que Xr es reflexivo.

Recíprocamente, supongamos que Xr es reflexivo y que (XneN es una sucesión 
acotada de X. Tenemos que existen I٥eíy (s٠ heN, subsucesión de (؛rn)neN, 
de modo que w lim Xnj = Xo en Xr.

Consideremos la aplicación ه : XrXr definida por (2) = ix. Es sencillo 
ver que (p es lineal (1111021) y continua (es isometría). Por tanto, se tiene que 
wlim.,T؛s٠ = ix0 en Xr. Sea g un elemento de X*. Tenemos que / = Reg es 
de (Xr)* y que, por tanto, = f(x o) y lim,./(X,.) = if(x o). Como

٠) = )ع(/—ة(/ي ), deducimos que limj 9(*,9) z 9(20). Por tanto w lim Xnj = •0 
en X y podemos afirmar que X es reflexivo.

2. Sea X un espacio normado. Sabemos que si X es reflexivo entonces cada 
subespacio cerrado de X también es reflexivo.

Demostraremos aquí que sies tal que cada subespacio cerrado separable 65 
reflexivo entonces X es 70/103+0.

En efecto, si X no es reflexivo existirá una sucesión acotada, (^n)neN> en X 
que no tiene una subsucesión débil convergente en X. Sea Y = 07(٦ : n e N). 
Tenemos que Y es un subespacio cerrado y separable de X y es sencillo comprobar 
que (؛r„)nGN es una sucesión de Y que no tiene subsucesión débil convergente. Por 
tanto Y no es reflexivo.

Con un razonamiento similar al aquí expuesto proponemos que se demuestre 
el siguiente resultado:

Sea A un subconjunto de X. Entonces A es *607 compacto si لو solo si para cada 
subespacio cerrado لا separable F de X se que A٢١F es débil compacto.

XeüA 11.3.2 Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son 
equivalentes.

a) X no es reflexivo.
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r
b) Para cada 6 € (O, 1) existen (xk)k^ C Sx y C Sx· tales que

fn^k) = 9 sin <k y fn(xk) = 0 sin > k.

c) Para cada O € (0,1) existe una sucesión (xk)ken C Sx tal que para cada

h,k € N con h < k si ai,· ■ ■ ,ah, ®h+i,...,ak son positivos con ٢٦ =

Esta condición puede ■٢٦ > ٥ — ¿r؛¿؛ai = 1 entonces o ٢
i=h+l i=l i=h-\-l
expresarse por: para cada h,k £ N con h < k es

dist(co(xi,... ,Xh), co(xh+i,■ ٠ ٠  ,Xk)) > ٠
.de James ل conocida como 18 condición لا 05

Demostración لاج Si X no 06 reflexivo tenemos que ( ٦) ل *٣ . Por tanto, 
existe g ع X** tal que 00 = ((1)ىو) y 1 = ||و|ا.

Sean ه e (0,1) y e X** tales que االاا <ly (0 < (ل. Para cada xeXy 
cada aeK con |a| : 1 tenemos que

٥2)19 = (/) ه < ج ) : I 1(2 - ره < llallllaf - = II af - z||.

Por tanto, p = : a € K, |a| = 1} > 0 y se verifica que 11/11 e (0,1).
Por el teorema de Helly, para / e **و existe /1 ج X* con 11/111 = 1 y tal 

que /(/1) : 0. También por el teorema de Helly, para /1 existe م ج[  X tal 
que llalli = 1 y /1(21) = 0. Consideremos, de nuevo, el teorema de Helly para 
} c {0,9} y M = ^. Para cada {/اى} ماع2ز  c K se verifica que

|t ٥10 ع2|ه = MI < ييهاح *

ya que si 0 ع2 ض  se tiene que

 0020 ك ٥la2K٢٦/J) ك هاه2/ابآ||ا - |ا)ا£-()آلآ( — 0]*]هاا + ه2·||ا
62 02 ع2

Por tanto, para ا:ج — M existe ا2 ج  X* con //2 = M + 1 = ج y tal que
= í٠٦١ :لالأ (2) = 6.

Consideremos nuevamente el teorema de Helly para {/],/2}, 00,0 y M = 
11/11 < 1. Para cada 0 ا02 ج  K se verifica que

IM t 420 - |« )ا/(/ا ا ٠2ا(ا2|) ك 11/||||٠ارا + «2ا2ا |.

Por consiguiente, para e = 1 — XI existe x2 € X con ||؛E21| = M + e = 1 y tal 
que fi(x2) = 9, /2(^2) = 9. El segundo paso ya está dado y aunque no sea 
necesario daremos el tercero para que se observe con claridad cual debería ser el 
procedimiento inductivo.
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Aplicamos el teorema de Helly a {x¡,X2 ١/} c ٦"", 00,0,0] y M = p. Si 
00], 42,43 cKse verifica que

لع|0 ا a20 ا a3O| = عا3|ه < a2 1£2 + اله«

ya que si «3 0 نج se tiene que

ع|م3ى|ه|ه3(يا٢)دكا= ٥ا«ا١«*2الهه*ة

Por tanto, para £ = 1 — M existe وأ ع  X* tal que 113ر II =M+e=ly 
0 = (2) ا(اك3ز = ر3)اتق( = 0ض2ص<3) = و/  y /0 = (3ى. De nuevo aplicando el 
teorema de Helly a 01,2, 6,0,0 ,لوؤ اً  y M= WfW < 1, podemos observar que si 
{ai, «2,03} c K se verifica

1016 -l 420 + 030 = 101 (72)/42 ئ ا[( ) t 1110 ه3ا(ا3|) ك ]] t «2/2 + ع3ك ||.
Por tanto, existirá £3 e A con 13 = 1 y tal que /](•0 = ( )ج = 0%,2(3و  y 

3(23) = 0. Procediendo por inducción se obtiene lo deseado.
hc| Sea 0 e (0,1) y consideremos las sucesiones ( „سعةال  (.«„eN, obtenidas 

por (b). Sean h,k ج N tales que h<k y sean ah, ah+1, ...,«؛ números
h k

positivos con 2 = «ه api. Tenemos que
1 Í = H1

6l = .b(E سه - ),يسث ر٤,٤١»-بيرسث E ||ي¥ح٠
i=hü ط 1 -1-

Por tanto, podemos afirmar que (( ,]م ,... ء,لع0ابط  ... Xk)) .0 ح 
 entonces (ع (Vamos a demostrar que si c) se verifica para algún 0 0,1 لجع

no es reflexivo. Supongamos que ٦ es reflexivo y que existe una sucesión
(£„)neN c 5* tal que para cada h, k e N con h < k es

0(0(2٣1,..., Xh^co^h+I, ..., ٣٤)) = 6,

donde 0 e (0,1). Para cada k e N sean Ak = زه : j > k} y Bk = co(Ak). 
Tenemos que 2 2 = ا y que (72٤) es una sucesión decreciente de cerrados 
débiles, contenida en el débil compacto /٨٠ Por tanto, existe 0 5 *اء*

Como yo e Bi, para 0/3, existen ١٤٧ {ai,..., ai} c [0,1] tales que E

y II yo - E a،M < 0/3. Como [75ع, para 0/3, existen teNy راه ...ه »] c

[0,1] tales que E =1 II yo - E 3/ اليروه < ه . Entonces,
ب،تي1 ب/:ة1

IIE^¿- E « اس ا ٩ «-»*»»- E aiXi\\ < 
-1 -41
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lo que no es posible. .
Si observamos detenidamente la demostración del teorema anterior entendere

mos que si X es un espacio de Banach entonces son equivalentes:

1 .- X es reflexivo.

2 .- Existen 0 G (0,1), una sucesión (xk)keN de Sx y una sucesión (/„)„؛« de 
Sx de modo que /n(z٨,) = 0 si n < k y fn(xk) = 0 si n > k (es el enunciado 
de b) del teorema anterior donde se ha cambiado “para cada 0 € (0,1)" por 
“existe 0 € (0,1)").

3 .- Existen 0 G (0,1) y una sucesión (xk)kEN de Sx tales que para cada h, k G N 
con h < k se verifica que disí(co(a;i,..., Xh), co(xh+i, ■ ■ ·, XkY) > ٠·

El siguiente teorema está inspirado en el contenido de la demostración de c =؛> a 
del teorema anterior.

TEOREMA 11.3.3 [Teorema de Smulian (1939)])
Sea X un espacio normado. Entonces, X es reflexivo si y sólo si para sucesión 

(Cn)neN de subconjuntos de X cerrados convexos no vacíos, donde Cn+í C Cn 
para n eN, se verifica que r١|neNC'ra 70 ؛.

Demostración Supongamos que X es reflexivo y que (Cn)neN es la sucesión del 
enunciado. Como Ci es acotado, tenemos que existe M > 0 tal que C) c MBx٠ 
Claramente, (Cn)neN es una sucesión de subconjuntos cerrados de (MBx,Tw) 
que tiene la propiedad de intersección finita no vacía (P.I.F). De la compacidad de 
(MBX,TW) se deduce que (٦neNC'n 70 ؛.

Supongamos ahora que X es tal que para cada sucesión decreciente (C'„)„، ؛٩  
de subconjuntos cerrados convexos no vacíos se verifica que |٦eN Cn 70 ؛.

Demostraremos en primer lugar que X tiene que ser completo. Sea (yn)nE^ 
una sucesión de Cauchy en X. Para cada n G N sean Bn = [y¿ : j 6 > n}
y Cn = co(Bn). Tenemos, por hipótesis, que Cn 70 ؛. Por otra parte, para 
cada n G N se tiene que diam Cn = diam Bn y, como (yn)nev¡ es de Cauchy, se 
deduce que lim„ diam Cn = 0. Por tanto, |١eN Cn es unitario. Sea yo G X tal 
que |١eN Cn = {؟/o}- Como (y„)neN es de Cauchy, para probar que limy„ = y0 
bastará probar que yo es punto de aglomeración de (yn)nEN■

Supongamos que yo no es punto de aglomeración de (yn)neN- Entonces exis
tirán S > 0 y m G N tales que Bm C B(yo, 5) = 0■ Como existe ho G N, ho > m, 
tal que Bh0 C B(yho, ٠), también será Ch0 C B{yho, ٠). Entonces obtenemos la 
contradicción de que yo $ Ch0-

Finalmente demostraremos que X es reflexivo.
Si X no es reflexivo, como X es de Banach, existen 0 G (0,1) y una sucesión 

(3^)keN en Sx de modo que si h, k G N con h < k es

dist(co(x\,... ,Xh), co(xh+i,... ,xk)) > 0.

Procederemos ahora como se hizo con la demostración de c => a, en el teorema 
anterior.
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y Cn .Por ج.
61, existe {ai,...,aj c 10,1] con

= : j
Como yo I

Para cada nGN sean 2, 
hipótesis, existe yo ع ,م ع ,.

Ch existe ء Como también yo . > 1 »ا - ٢||غتئم, de modo que = ؛a؟

c [0,1] con ع a¿ = 1, de modo que 5 -0ر a؛® I < ي.
i=h+1 i=h+1 3

Deducimos asi que

lo que no es posible. .
Los teoremas de James, sobre las caracterizaciones de la reflexividad, están ba

sados en la caracterización de la compacidad débil de la bola unidad. Una versión
más general de estos resultados sería el estudio de la caracterización de la compaci
dad débil de los subconjuntos acotados débil cerrados. Comenzaremos estudiando 
el caso separable y posteriormente se estudiará el caso general. Como consecuen
cias inmediatas se obtendrán diversas caracterizaciones de la reflexividad.

Lema 11.3.4 [Lema de R.C. James (1972)]
Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto no vacío de Bx٠ Sea 

9 G (0,1ر y sea una sucesión de tal que sup{|/(a;)| : x G A} > 9
si f G co(fn : n G N). Supongamos que (f3n)n^ es una, sucesión de (0,1] con 
Í—OO
٢٦ Pi = 1. Entonces existen a 6 [٥, 1] y una sucesión (gn)neN de de modo 

que:

¿٠- 9n )ع 0زأ  : j e [, ح n) si neN.

sup -20٠¿ح

<a(l-0 E &).
-7*1

-.E >11 ؤو'ؤ(2ا)تمه اح

Demostración 519 ٤ 3*٠ denotaremos هداوا = sup {ا)'ع(وا : £ G 4. Es sencillo
comprobar que I · |م es una seminorma continua en X* tal que 194 < 19

Construiremos, por inducción, una sucesión (yn)n€N en 2*٠ y una sucesión 
en K, convergente a cierto ه, de la siguiente forma.

Escogemos una sucesión (en)n€N de reales positivos convergiendo a cero tal que

5 /8 ز/
7-11
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Para esto, bastaría con escoger cada ٤ de modo que £،>Oy

1 Pk 4 1ر

Construiremos inductivamente una sucesión (gn)neN de ر٢ * de modo que para 
cada n e N sea gn € co(/٩ : j > n) y

Eftfc +ةتم] <a„(lt£„). (11.3.1)

donde

an = inf <
7Ì.—1 / oo \

E دووم + E ذم ج (11.8.2)

Tanto en (11.3.1) como en (11.3.2), por 5 /زوز se entenderá que es el cero de X
7-1

si n : 1.
Comenzaremos con el proceso inductivo y, para una mejor comprensión, dare- 

mos más pasos de lo necesario.
Primer paso, (n = 1). Por hipótesis, tenemos que 194 > 9 para cada و e 

co (fn : n e [). Sea 0] = inf 194 : g ج 0ى „ : n > 1)} > 0 < ه. Tenemos que 
oq < 1. Sea g 1 e co(fn : n > 1) tal que ذوا 1ر4 < «1(1 1 ع ]).

9 65Segundo paso (n = 2). Sea g ج co(fj : 2 < أ); entonces ا ا  Eوم

una combinación convexa de 405 elementos de 00( : 1 و ة ) y, por tanto, pertenece

A : g e co (2 رد : 'و ؤ· ) se tienea co (1 < ٨ : أ ). Si ه = inf < Ifti + E ذم
ا -2 /

que هحء] es sencillo comprobar que 02 < 1. Sea 92 e co(^- : j > 2) tal que
م|1و1 + )»( ، م2إ( + »

Tercer paso (7• = 3). Sea g e co(^' : j > 3). Tenemos que

 وآ3 أ3ل
3-2 2=3

3=2
اوام( t 8292) + E دم و - اوام + E ذم

7-3
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Observemos que el elemento del último paréntesis es una combinación convexa de 
dos elementos de co(/, : j > 2) y, por tanto, pertenece a co(/٥ : j > 2). Así pues,

2 t03 ا/3]9] 1 م2و = inf 5 : 5 6 co(3 < ٨ : و ) > > «2.

Es sencillo comprobar que ٥؛ a < 1. Sea </3 € co(fj : j > 3) tal que

١ 00/
(■£3 + 3(l؛O > 53 1،ر \j@ ٢٢ + 252+/؟/|151 ؟

Supongamos que, por fin, hemos obtenido 51, · ٠ · ,5„_i(n > 4) verificando las 
relaciones 11.3.1 y 11.3.2. Sea g € co(fj : j > n), entonces

y el elemento del último paréntesis es una combinación convexa de dos elementos 
de co(٨ : J > n — 1) y, por tanto, pertenece a co(٨ : j > n — 1). Desde este hecho 
deducimos que

an = inf <E fygj + »)»يإ ·. ge 3 3 ئه٦  >n١

y es sencillo comprobar que a„ < 1. Sea g ع co(^ J>n) tal que

< 1 1 gn 1 .,/««٤4) ٤/»٣8

Como (an)neN es una sucesión creciente en [0,1], tenemos que existe a e [0,1] 
tal que lim„ an = a.

Para cada neN tenemos que

a„ I ٢ زوز/ t E & اسو

Tomando limites para «؛»,se deduce que ا Dj9j\A =
7-1
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Finalmente demostraremos que se verifica el punto iii) del enunciado.

Fijamos n G N. Si n > 2 tenemos:

او/

< t ),ء ٠ اعجليعر لتة مارهرو —

؛لآ '-؛,لآ

ر/ز/ا

)*ئ

Por tanto, hemos obtenido una cota superior de I y hi دا en función de

 De la misma manera, si n > 3 se habría obtenido una cota de .ارور/ا

51 „-2
\D9í\a en función de |د|ووتمخ:

n — 1 oo

ز/ ز/ ,لآ لحز
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Por tanto, para n > 2 y reiterando sucesivas veces (si n es suficientemente 
grande), se obtiene que:

Î ز/ز
ت1

2 ه
rHl

\>J,gj\A

(i£n-l ع—1(1

لهأ

درأ "
)ةجأ-ا(ه&

/ /8ر ز/
ط**-/ 7*-

2 Pi /زأ
j=n 7-7 -1

اش
k=2

5 ز/
2-1/-

( إ)

/ I ١ بة=و

Esta desigualdad es válida para el caso n = l ya que en esa situación equivale

-/2 هأهاً
Finalmente, como ره ك ه  para cada k ع N, tenemos que

iôk(lt£k)

E fiiD

+ (1-0) ,
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oc م
n n ر/د - 2ر/9ر

 5 /8, ز/
٤-

=*1 5 ز//5

7-70*-1 j: 1 j=n-1-1

2 ز/
7+1-

lE&^U

Por tanto,

)ه-ا(+ا-ل »-سس E او

E & -"ل

Teorema 11.3.5 [Teorema de R.c. James (1972)]
Sea X un espacio 4• Banach. Si A es un subco unto no acio 06 Bx que es 

01677 cerrado separable entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) El conjunto A no es débil compacto.

 tales que lim/„(a;) = 0 si ٥x٠ Existen e e (0,1) y una sucesión (In)neN en و&
xeAy sup{|/(x)| 00( :«eN).

c) Existe 9 ع l٠A١ de modo que para cada sucesión (/3٣)99اإع de (0,1] con

:tales que بد/ una sucesión (4«)«" de « الاهاع existen OI اح

i. lim„ gn(x) = 0 si X e A.

sup
/-1

](ه - /3)ر «*١٥ «ه• ٤ .آ[
9+1-

^^٠gjW|:a:g^m. sup
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4) Existe 107 عم ث  que X ج A١ no se 0100720.

Demostración 4) - 0)) Supongamos que 4 no es débil compacto. Sea E = [4] 
y sea F el dual de E, dotado con la norma = sup ٢/70() : £ ع A} (es sencillo 
comprobar que اا .es efectivamente una norma en 1). Denotaremos por م* el 
dual de E con la norma usual.

Consideremos la aplicación حب : A ٩ F* definida por (3)(7) = (•ت). Es claro 
que ي es inyectiva y que para cada ئ € ع  es ه(2م ) una aplicación lineal de F 
en K tal que I 2/ ا)غ()ه - 1/2(3) ك ا •. Por tanto, ه() c 2•. Sea (*٣٥) 
una red de د y sea 0 e A. Es sencillo entender que wlima xa = xo si y solo 
si *-w lima^k) = ٧(0) en F*. Esto significa que ه es un homeomorfismo de 
(4,7) en (2,()ه*-). Por 100, ه() es un subconjunto de ج que no es 
*-w compacto; por tanto tampoco sera *- cerrado.

Fijamos un elemento p de *-(ه()) que no pertenezca a (4). Observemos 
que no existe X e E tal que p(h) = 7(٦) para cada h e F. En efecto, si existiese 
X ع E tal que ٠) = ٠ ) si h 6 F, entonces será تن و  A; Para p existe una red 
(Xaki de 4 de modo que *-س lim„ ه٥)ت ) = p. En esta situación, para cada heF 
sera lima 72)( *(ه٣ع ) = lime، Mxa) = p(h) = 7(•). Esto significa que wlima xa = X 
y que X ع ولاد  \ A, lo que contradice el que 4 sea débil cerrado.

En particular también se deduce que ر-* que ||0 < م||م. Sea j la inyección 
canónica de E en E**. Como E 05 completo, tenemos que ز() es cerrado en ط** 
y hemos visto que p ٤ j(E}. Se deduce que d{p,j{E)) > 0 (aquí d es la distancia 
relativa a la norma de 7**). Sea M > 0 tal que M < 0£)و,ه) y sea 04» : n € N} 
un subconjunto numerable y denso de A. Si n e N y 41 ,]ه 0ر  c K se 
verifica que

 1سه ا تك اب = |a٠ < ٤١»»« ٠ [ اار«»وره
2 2 j ؤ٠

Del teorema de Helly se deduce que existe 7 رو ع * de modo que

(133) ’1 > (i ب2"ن

én)=M, (11.3.4)

)„ج()د«(و = )له(„و = 0, (3.5. 11)
para ز < n.

Para cada «eN, sea fn una extensión, usando el teorema de Hahn-Banach, 
de ¿a A con WfnW = 1 > الرواا. Si fijamos ز ع [, es claro que lim„/„(ره ت(
lim„ gn(aj) = 0. Por la densidad de زهاً : ت  e N} en A, se deduce que lim„ Mx) =
0 para تن ع د . Si 60 ا ج (/, : n € N) y g es la restricción de f a E, tenemos que

M=é) < IIpII? sup{(g(m)| ر0ر » sup{|/(x)|

Tenemos que 0 < A4 = p(5i) < < „pUf* y, por tanto, si ه =

IIpIIf se verifica » 0,1) ء).
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b) c) ¡ Sea 9 G (0,1) y sea (/n)nSN una sucesión de Bx· de modo que se verifica 
b). Consideremos el a G [9,1] y la sucesión (،/„)„eN de Bx٠ que nos garantiza el 
lema anterior. Observemos que si n £ N se verifica gn G co(fj : j > n) y si x G A 
se cumple limn /„(a;) = 0. De aquí se deduce que limra gn(x) = 0 si x G A.

c) => d) Fijamos una sucesión (/3n)„£N de [0,1] con 3) ٢ر n = 1· Sea a G [0,1] y

sea (<7n)neN una sucesión de Bx· de modo que se verifica lo enunciado en c). Sea 

g = ٢^ /3ر gj. Probaremos que no se alcanza sup{|g(;r)| : x G Á}.

Sea xq £ A; tenemos que existe n G N tal que \gj (xq) | < o:0 si j > n. Entonces:

oo n ٥٠

l٠o)l = ^PjgAxo) < ٢٢٠o) + ٢ VAgjtxoH 

sup ■X A ► ٢ O¿0 ١ ٦  /3j 

j’=n+l

a 11 — 9 ٢ /3ر I + a9 ٢ /3ر■ = a.

d) => a) | Si A es débil compacto y f G X*, tenemos que la aplicación |/| : 
(A, Tw) ٩ K definida por |/|(؛r) = |/(؛r)| es continua y por tanto es seguro que se 
alcanza sup {|/(x)| : x G A}. ■

Nota 11.3.6 1- Como consecuencia del teorema anterior, y de su demostración, 
probaremos el siguiente resultado sobre reflexividad, que se debe a R.C. James 
(1957).

Sea X un espacio de Banach separable. Entonces las siguientes afirmaciones 
son equivalentes:

a) X no es reflexivo.

b) Si 9 G (0,1) entonces existe una sucesión (fn)ne^ de Bx· tal que limn fn^x) = 
0 si x G X y ،3(0, co{xn : n G N)) > 9.

c) Si 9 G (0,1) y (fin)nGN una sucesión de [0,1] con ٠٢ /3n = 1 entonces 

existen a G [0,1] y una sucesión (g„)neN de Bx· tales que

i. lim„gn(x) = 0 si x G X

II ٢/3 ر5ر  II = a■
n oo

iii. || ٢/3٥5j|| < a(l — ٥ ٢ .para cada n e N ,(ر3/ 
j=1 J=n+1
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d) Existe f € X* tal que / no alcanza la norma.

Para la demostración de este resultado bastará con probar que a) => &), ya 
que las implicaciones í ؛٦ ٦ · c١, c) ٧ dj. y <íj ٧ a؛ se pueden deducir del teorema 
anterior para el caso en que A = Bx٠ Obsérvese además que este resultado sigue 
siendo cierto si en 6) y en c) se cambia “Si 0(0,1)... " por “existe 3 G (0,1)... " 
(por tanto también será cierto si el cambio se hace sólo en b) o sólo en c)).

Pasamos pues a demostrar que a) b).
Supongamos que X no es reflexivo y que 6 G (0,1). Tenemos que j(X) es un 

subespacio propio de X** y, por tanto, existe x** G Sx** tal que 0 < d(x**,j(X)). 
Sea {xn : n G N} un subconjunto numerable y denso en X. Construiremos una 
sucesión (/„)ngN de Bx» de modo quq،para cada n G N se verifique:

(1) x**tfn) = 0 y

(2) fnixj) = 0 si n > j.

Consideremos n G N y sea M — —---- . Tenemos que M & (0,1) y si
d(x**,j(X^

G K" se verifica que ؛„(o ,...,؛٦o)

e = Md(x**,j(X))<M ٤ك+)ت:نوم

Sean Ci = 0, ·■·,Cn = 0y c„ti = 0. Si ( ]ه ,..., 0ر +]) G K”+í, se verifica que

E oye = | „ع+ه|ا  y si رجه yO se cumple que
-1

Deducimos asi que K + i|d < M 2 ٥+),*(٥*«٤  .

Podemos aplicar el teorema de Helly, con 1 = ج — M, y obtenemos que existe 
un fn e X* tal que ||/n||=Af + £=ly = 0 = (ائخ,... =
fn(.Xn')=0yx1n)=e■

De esta manera obtenemos la sucesión (/„)„غ N de Bx· verificando (1) y (2). 
Como para cada n G N se cumple que x**(fn) = 6, deducimos que, para f G 
co{fn : n G N), 11/11 > 1"""() = 6. Por tanto, 01(0,0(/» : n G N) > d.

Para cada k G N, se verifica que lim„ fn(xk) = 0 y de la densidad de مد• : k G N} 
en X se deduce que lim/„(0 = (ت, si X G X.

2.- En lo que sigue trataremos de estudiar la situación que surge en el caso 
en que X es un espacio de Banach no necesariamente separable. Para ello, ne- 
cesitaremos un lema técnico sustancialmente más complejo que el que se probo 
anteriormente. Para abordar este lema introduciremos la siguiente notación:
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Sea X un espacio normado real y sea (/n)ngN una sucesión acotada de X*. 
Denotamos

Hfn) = {/eP: (22) < lim sup„ Mx), ® e X}, 
v(fn) - {(gnkN : gn e coljj :^>n),neN}.

Observemos que (fn)n& ج VUn) y que cada elemento de آ/(/,) es una sucesión 
contenida en la bola de centro el cero y radio sup {ا|„/اا : n ج N}.

Si (9٤),= e se verifica que V(gn) c v(/n)٠ y س(ك c Ufn). Si 
ا ع 7 (/») se verifica que, para cada X ج X, |/(®)| < sup{H/n؛| : n e N} 11*. Por 
tanto, 11/11 < sup {II/„II : n 1] ج. También se verifica que lim„ inf/„(®) < /(2), si 
X e X, ya que liminf„ /„(®) = - limsup„ /„(—®).

Demostraremos que u(/„) es distinto del vacio. En efecto, definimos en ٨ 
la aplicación •( )ند ح-  lim sup/„(®). Es claro que p(® + y) < p(®) + p(y) y que 
p{ax) = ap{x\ si a > 0. Sea g la aplicación definida en el subespacio 00ر por 
9(0) = 0. Tenemos que 0) = p(0) y, por el teorema de Hahn-Banach, existe una 
aplicación lineal / de X en R tal que (2) < p(®), para X ع X. Tenemos que 
|/(®)| < sup{||/n|| : n ع N} ||®|| y, por tanto, / e X*. Es claro que ا ج ئ (/„).

Lema 11.8.7 [Lema de R.c. James (1972)1
Sea X 1 espacio normado real لع sea 4 un subconunto no 080 لا equilibrado 

de Bx. Supongamos que (04«)«» es una sucesión en (011 con^ß„ = 1 Su- 

pongamos también que 0 ع (0,1) لأ  que ( ٤),٤٤  es una sucesión de Bx» tal que 
sup{|/(®) -y(®)| •(/ا : n ع N) y g e 7(9). Entonces,
existen a ع [0,2] لج  una sucesión en Bx, de modo que si g ح L٢g„١ se
rerijica:

a) sup
٥٥ I

»اب - اا«اا«

b) sup I D(9j - 9)()
-1

si n ع N
-7-1

Demostración Utilizaremos de nuevo la notación دابرا = sup { )®(برا : م•  e 41. 
Tenemos que .ا ول  una seminorma en X* y 11/11 > دابرا, para ا ع  X*.

Sea (£„)„eN una sucesión de números reales positivos convergente a cero y tal 
01116 que

لا 5 /8ر ز/
-*7 7-1+1

Por un procedimiento inductivo, obtendremos una sucesión de escalares (c ٠٧)٥ gN 
y las siguientes sucesiones de X* : ^·)jeN ؛ /(٥ )jeN, (/٥)jgN ١ ··· ؛)"/(٠ ·■;
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■■■, (fi” )٠١ · · ·, de modo que (/٥)jsn esté en Bx y, para cada n G N, se 
verifique:

(1) gn y las sucesiones y (^" )٥eN están en Bx·.

(2) (^WeV(/;-1).

(3) (/")jgN es una subsucesión de

(4) gneco^~\f^,...).

(5) an G [٥, 2] y

.a„_i < an si n > 2 ر6)

Para una mejor comprensión del procedimiento que sigue daremos los pasos 
inductivos n = 1 y n = 2, antes de proceder con el paso general. Procedemos para 
n = 1. Fijamos g G co(/ ٥/,٥١ · · ·) y (^)jeN € V(fj'). Tanto g como la sucesión 

están en Bx·, ya que (/؟)j£n es una sucesión de Bx·.
Definimos Si(g, = {|٥ — g'\A : g' & L^hj)}, que es un subconjunto no

vacío de [0,2]. Por la hipótesis del lema, será supSi(g, (hj)) > 0.
Sea

6] = inf {supSi(^, (رج) : g G 00(9, [9, ...), y (hj) G ^(ئر)}

Tenemos que 6] G 10, 2] y escogemos 9] G co( 0 (ؤف) G V (9) de modo
que

ai<supSr^gx, (h1)) <ai(l+٤i).

Sea g{ G L(hj) tal que ax(l —ej < |p٦ — g^A■ Como A es equilibrado, es seguro 
que existe ؛rx G A tal que ٥؛ i(l — Ei) < 51 (zi) — (؛ri). Como (hj) es de Bx., se 
tiene que liminfy hj(؛ri) G [—1,1]. Sea (/٥) una subsucesión de (hj) de modo que 
liminfj h٥(3؟i) = lim٥ fj(xi).

Procedemos para n = 2 (será más laborioso). Fijamos g e co{/^, fi, ■ ■ ■) y 
(hj) G V(fj). Tanto g como la sucesión (hj) estarán en Bx, ya que (7ر) es una 
sucesión de Bx·.

Definimos

< »•ا داك : y ج ٤)»« م .
SalhA١

que es un subconjunto de [0,2].
3 , ■ · ,)· (hj) G V(fj)}. Tenemos que/ , )/9؛ € co 2,/،(^ ر(٤)رر ؛ = inf {supS؛Sea o

V(fj) C V(fj), ya que (fj) es una subsucesión de (hj), que es un elemento de

P(/٥). Además, si g G co(/2,/3, ٠ ٠ ٠ ) se verifica que /?151 + I ر2/3ر  I g es un
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elemento de co(/ ٥/ ,٥ ,...), por ser combinación convexa de dos elementos de este 
conjunto.

Si tenemos en cuenta que el ínfimo de un conjunto es menor o igual que el de 
un subconjunto suyo, quedará claro que «1 < «2· En efecto,

ai < inf 90)851 ا, D) : 90 = 0151 4 ,^)ب هء,...), (hj) e n

sup= inf ا اوإم \+D\g~ ك1م : / ي )ج(ئ:9 ٤ 0(2, 3, (7) ٤ )ع(/

= inf {supS2(s, (hj)) : g C co(f^,f£,...), (hj) e V(fj)} = a2-

Escogemos 52 £ c°(/2 >/3 > · · ·) y ( ر٥ر ) e V(fj) ٥e m°d° Que a2 < 
supS2(٥2, (٧٠ < «2(1 + £2)■ Sea g'2 G tal que

\ 00 / »2(1 - 2) < »•ا ا ( »[ ) ج2 — او«

Como 4 es equilibrado, es seguro que existe ل2لرع  tal que 02(1 - 319/) > (2ع] +

Sea (%)) una ج (2;z؟)؛es de 73*, se tiene que liminfj/i )ؤف( Como
subsucesión de (رغ) de modo que lim inf 22)721 ر) = limو

Supongamos que, siguiendo el proceso anterior, hemos obtenido o؛i,..., am~i;
gi,..., gm-r, (fj), · ■ ·, (/٢ 1)i ( ر٠ · · ,■ (٠  X) y que se verifican las propiedades 
desde (1) a (6). Fijamos g G co(/™"1, f^,...) y (hj) G V(٨m-1)· Tanto g 
como la sucesión (h) están en Bx٠, ya que la sucesión (" 1) es de Bx٠. Sea

ة ,ج( رغ( )) = sup I E /8رر t E & I - )(داك : ك ج 7ز ) ,

que es un subconjunto no vacio de [0,2.
Sea am = inf {sup Sm(g, (رغ)) : g G c٥(C 1> fm+1 ٢ · · )١  (hj) G V(/1(1 م. 

Tenemos que y(/m-2) د ٢/(٢ا ), ya que (06 (1 ص٢  una subsucesión de (1 غ٢ ), 
que es un elemento de /(أ!-). Además, si g G C٥C“1, /;ا , · · ·) se verifica 

es un elemento de co(/٠f, f™ 2,...), por ser combinación convexa de dos ele
mentos de este conjunto. En efecto, gm-i ٠؛  co(j™Z2, f™~2, · ■ ·) por las hipótesis

293



de inducción y como ( ™وا 1) ع  y (2 ™ص) se deduce que g también es del conjunto 
en cuestión.

Veremos que ه,-] < am■

< inf{supSm-i(30, (30 : ((ج = E ٥٠ ل يإ--«(,, «»)

3})إ-^(^ج)^(,)...,؛اى,؛-^(هءج

= inf{sup{^03i- 5 3-30 دو' : 3' ع 7])(ر :
ع« ء ٢ى٢

= {h3)y.geCoU:l,f;;l·.■Jhy&VUΓl)}=am■

Escogemos gm G co(J™ 1,f^,...) y (h™) G V(/™ ١ر  de modo que am < 
sup Sm(gm, (h™)) < am(l + £m) y sea g'm G ٠٢) tal que

(·9m — Sm^ (3-m 019 + ٢ر ٦ ؟/٧j ٠١ ٢ر٦ (m(l ^m٥؛

Como (h٢) es de Bx*, se tiene que liminf^ h٢(2؛m) G [—1,1]· Sea (/™) una 
subsucesión de (^™) de modo que liminfj h^^Xm) = lim, /™(irm). Con esto con
cluimos el proceso inductivo.

Vamos a demostrar ahora que si j G N entonces L(gj) c Dn=0 L(/™). Sea 
n > 0 y sea j G N, tenemos (de (2),(3) y (4)):

(... ,إه ,1))cu .لهر, ...G 1 زو
 يلئهح١يتئ١٠ب١<ح١٦٦هل١٠٠٠١

ح٠٠٠.)...ه,هح

Por tanto gj G si n < j y deducimos que limsupj. 9, (2) <
limsupj عؤ!"(*) si X G X. Por consiguiente, 7(9) c

Demostraremos que para و G N es ٢]٠٠لؤ ) c ٢|٠ ٠ ]))- En efecto, 
bastará con probar que si n G N es ¿(ور) c Como لؤى) es una subsucesión 
de (/٤) es claro que lim supj (2) ك limsupj h”(;r) si X G X.

Probaremos ahora que si g G 7(9) y G N entonces existe 3ر G 4 tal que

m—1 ي( ١

En efecto, sabemos que existen *» eáy،e ¿(ه tales que

-ا-ا ( ع> ») • -. m(1 — 5m) < ««9 — 1 يق( ١  m -. 
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r
y bastaría probar que g{xm) 9 كm(xm)■

Tenemos que g e ¿وى™) y 9(2) < limsupj^^). Si X = 2*» sabemos que 
= liminfj ^(^). Como g también pertenece a se tiene que 

* para ,(ت(جخت£ئس) < 0(1٠ ع٨ . Deducimos que ( )«ب = 1ر-وئ("^2ت ™) = 
lim /و£ه ط (*) y como ر e L{hT) será liminfy / )""*(ت < ئ(( ™).

Por tanto queda probado que si g e L{gj) (será g ع -t,(^)) yn>2 entonces

.a„(] de„) >م|)ج-„ئ

Observemos que, como (a„)„€N es una sucesión creciente en [٥, 2], existe un a 6 
[9, 2] tal que lime،„ = a. Tomando límites para n ٩ oo en la última desigualdad

deducimos que )»-/«(ري
Finalmente 5610 nos queda probar que

^■(- E -ه^ا٠ه-ا(ه<ما)ج)لج
7-1 j=n+1

Procederemos a realizar esta prueba, aunque es idéntica a la que se hizo en el lema 
anterior si se sustituye gj por gj — g para j G N.

Si n > 2 tenemos que

Efc „٩
(E&'tei¿؛

وأ ثثر
دوآ - 2)« - («) ««« a

/3ر
وة

n —1 ححم

E'Pg-gl-t'Eg -9) ا
E /ز 

j=n+1

»إ
E ذىذ$ - 2)

a

j=n

E &

8)
يي )ه لتتحللتح" لج.ذىذوأ’9١
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Por tanto para n > 2 y reiterando sucesivas veces (si n es suficientemente grande) 
se obtiene que: 

\Pi^grg)\A

n—،2
ز/ (9)و-

ز/ 1=1

ع —l٥؛n—1(1 -ا- ,9)]-

ويإ ي ا

)™ع+ا
حح ب

E, /9 /ر
5 Pi

]Mai-g^A
1

+ •
5 8ر 5/9ر

-*7 1-**

E
k: 2

ة زو

،ء-ا-ش«„ة١

E دو E ز/
j=k+1 -*

E دو E
j=n+1 ر

Esta desigualdad también es válida en el caso n = 1 ya que entonces equivale a

— م1«1ا( + ·)لج
اهاق11ا£١

DiDi
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Por tanto,

7-71

para «eN.

Teorema 11.3.8 [Teorema de James (1972)1
Sea Xespacio 46 13000/0 real. Sea A س subconjunto equilibrado لو débil 

cerrado de Bx. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) El conjunto A no es débilmente compacto.

una sucesión de Bx، para los cuales se 0 ع ع لا b) Existen)
verifica que sup{|(/ — ،٠) :íEA}>٥, para cada f e 0(, : n G N) y 
g ع B°. (el anulador de B), p 1111 رهئ١ ح ٢١  si X ًا B.

(c) Existe 0 G (0,1) tal que si (/?n)nGN es una sucesión de (0,1) con = 1, 

entonces existen a G [،9. 2٦ y una sucesión (gn)ne^ deBx■ tales que si g € 
L^Pn) se verifica:

) sup ١ ١٤4)»( ا)*()- *:٤4

para cada n ,(ر E ه(1 - 0 > <
-7+1

D-ÄrD he دii) sup <

N.
(d) Existe f € X* tal que sup{|f(x)| : ® € 1ر} no se alcanza.

Demostración (a) => (b) Supongamos que A no es débil compacto. Tenemos 
que existe un subespacio cerrado y separable F de X tal que AnF no es débil com
pacto. Del teorema anterior se deduce que existen 0 G (0,1) y una sucesión (hn)n^ 
en Bp, de modo que lim„ hn(x) = 0 si xeAC\F y sup {| ^(a?) ؛ : x C A A F} > 0 
si h E co(hn : n 6 N). Consideremos, para cada n G N, una aplicación fn de Bx· 
que sea extensión, por el teorema de Hahn-Banach, de hn a X. Sea B = A A F, 
se tiene que si f 6 co(fn : n G N) entonces la restricción de f a F coincide con 
un elemento h de co(hn : n G N) y por tanto sup{|/(a:)| : x G B} > 6. Por otra 
parte es claro que limn fn(x) = 0 si x € B. Sea f G co(fn : n G N) y sea g G Ba, 
entonces

sup{|(/ -5٠)| ■ x & A}> sup{|(/ -5٠)| : X G B} = sup{|/(؛r)| : x G B} > 0.
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٤) ٧٦٤ i Si (c) «= (ة) )مد ك )( ك tenemos que lim inf *ر € 7(2  lim 
sup /n(4 Si X e B se verifica que !im/n(x) = 0 y deducimos que /(0 = (تلغ. Por 
tanto, 7(%,) c 28. Con las hipótesis de (b), podemos aplicar el lema anterior y 
concluir con la validez de (c).

."(*)- = ر Sea M > 0 tal que M < Para cada nSN sea لجع (2) q <2 0 Ai لكح

Tenemos que 2 4 = 1. Sean a e [0,2] y (g„)„eN una sucesión de 5 د٠  de modo 

que se verifiquen i) y ii) de (c) y sea f = yyAgj -و) donde g e دئء).

Demostraremos que sup{/(a;)| : X e زد no se alcanza. Sea £٥ e A; como 
lim inf و وج ي  o) ك tenemos que lim 0 وس ·وج( — تت()ج0ز ك . Como 02 — 20 > 0

deducimos que existe n e N tal que (+] - 9)(٣0) <92- 2/1 <0a — 1 
Por otra parte, 81 ع دج  se verifica ع(ج) < limsup.2)'وو;) <ly deducimos que

اا5ا<اا٠

Por otro lado se cumple,

ت(ر o) )»*()-,»(رإ-

n هام

(٢٠o5 ئرم + Ui(/٠؛o) + H - 2M - £لئتم >
7-1 j=n+2I n »

oo ه
< a(l — 2 — )ه 2 )وم + هه  A٠n + i + 2 5 ز.

-7*1 ل = 7بأ2

Un sencillo cálculo nos permite comprobar que

ك l هه ك

-72+2 j:n+1 jznil
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y que

f(x0) < a — (ad — 2M) ٢ + (a6 - 2M)pn+x
j=n-]-l

c٠ oo ١
= a - (af) - 2M) ٢ر <a = sup < | ٢ (gj - g) (x) | : x e A > 

j=n+2 j = l

= sup {|/(x)| : x E A} .

Como A es equilibrado, tenemos que — xq € A y, razonando con —،r0 como se 
hizo con x0, obtenemos que -f(xo) < sup{|/(z)| ؛ x € A}. Por tanto |/(؛ro)| <

{.c)| : x € A}|/)4 ؛} y deducimos que no se alcanza el sup6 ر r)| : x}|/)؛sup
(d) =؛» (a) Sea f € X* tal que süp{|/(a;)| : x e 4ر} no se alcanza. Tenemos que 

\f\ define una aplicación continua de (4ر, Tw) en R y por tanto 4ر no puede ser 
débil compacto. ■

Nota 11.3.9
1 .- Como consecuencia casi inmediata del último teorema tenemos el siguiente 

resultado conocido como teorema de la compacidad débil de James (1964).
Sea X un espacio de Banach y sea A un subconjunto no vacío y débil cerrado 

de X. Entonces son equivalentes.

a) El conjunto A es débil compacto.

b) Para cada f E X* se alcanza el supremo de |/| en A.

c) Para cada aplicación f : X ٩ R lineal y continua se alcanza el supremo de 
|/| en A.

d) Para cada aplicación f : X —» R lineal y continua se alcanza el supremo de 
f en A.

Las implicaciones a) => b), a) => c) y a) => d) son ahora evidentes. Para la 
prueba del resto de las implicaciones podemos suponer que 4ر es acotado, ya que 
de lo contrario existiría / E X* tal que / no es acotada en 4ر, También es claro 
que podemos asumir que 4ر C B\.

Denotaremos por ر٢ ® al espacio normado real correspondiente a X (será el 
propio X si K = R) y recordemos que la topología débil de Xr coincide con la 
topología débil de X.

b) => a) Sea B = A/6x* {x X ■ \f(x)\ < sup (/|{؛r)| : x E ر4,}}
Es sencillo comprobar que B es equilibrado y débilmente cerrado con 4ر C B.

Por ser B equilibrado, es fácil ver que si f E X* entonces

sup {|Be/(؛r)| : x E B} = sup {|/(a?) : x E B} .
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Sea / una aplicación lineal y continua de Ar en R tal que f no es cero en A. La 
aplicación definida por g(x) = f{x) — es de X*. Por hipótesis, existe x0 g A 
tal que |g(؛ro)| = sup{|g(:r)| : x G A}. Para cada x G X se verifica |í/(a;)| < |٥(،Eo)l. 
Sea 0 el argumento de g(xo); se tiene que g(xo) = |<7٠eo)|eí0 y se verifica que si zq = 
e~ídx0 entonces z0 & B y si x G B es \f(x)\ < | ٠|) < |٠ o)| = p(^o) = /(،o)■ 
Esto significa que |/| alcanza el supremo en B y por tanto que B es débilmente 
compacto en Ar. Así pues, B es un conjunto débilmente compacto en X y, como 
A es débilmente cerrado con A C B, deducimos que A es débilmente compacto.

c) => a) | Según el teorema anterior, podemos afirmar que A es un subconjunto 
débilmente compacto de Ar; por tanto A es débilmente compacto en X.
d) => c) | Sea f una aplicación lineal y continua de Ar en R. Tenemos que

sup{|/(؛r)| : x e A} = máx {sup {f(x) : x & A} , sup {—f(x) : x G A}}

y, por tanto, se alcanza sup{|/(؛r)| : x G A}.
2 .- Como consecuencia del teorema anterior, y de su demostración, probaremos 

ahora el siguiente resultado (R.C. James 1969, 1972).
Sea X un espacio de Banach real, entonces las siguientes afirmaciones son 

equivalentes:

a) El espacio X no es reflexivo.

b) Si 0 G (0,1) entonces existen un subespacio F de X y una sucesión 
de Bx· de modo que d{F°, co(fn : n G N)) > 9 y limn fn(x') = 0 si x G F.

c) Si 9 & (0,1) y (Pn'lnm es una sucesión de [0,1] con ٢٦ /3„ = 1 entonces

existen a € [0, 2] y una sucesión (gn)neN de Bx· tales que si g G L(gn~) se 
verifica:

i) II -5)11 = ay

n oo
¿i) II — 5)11 < c،(l — 0 ٢٦ fij), para cada n G N

1 = 1 j=n+l

d) Existe f G X* tal que f no alcanza la norma.

Para la demostración de este resultado bastará con probar que a) => b), ya 
que las implicaciones b) => c), c) => d) y d) => a) se pueden deducir del teorema 
anterior, para el caso en que A = Bx٠

Obsérvese que este resultado sigue siendo cierto si en b) y en c) se cambia 
“Si 9 G (0,1)... " por “existe 9 G (0,1)... " (por tanto también sería cierto si el 
cambio se hace sólo en b) o sólo en c)).

Pasamos a demostrar que a) => b).
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Supongamos que X no es reflexivo y que 0 G (0,1)■ Tenemos que existirá 
un subespacio cerrado y separable F de X de modo que F es no reflexivo. Por 
tanto existe una sucesión (hn)neN de By* tal que <٠, co(hn : n 6 N)) > 0 y 
limra hn(x) = 0, para x G F. Para cada n G N, sea hn una extensión, usando el 
teorema de Hahn-Banach, de hn a X. Si / G co(fn : n G N) y g G F° entonces la 
restricción de f — g a F es un elemento h de co(hn : n G N) y por tanto

11/- g\\ > sup{|(/-٠)| : y G BF} = \\h\\ > d(0,co(hn : n & N)) > 0.

Esto prueba que d(F°, co(fn : n & N)) > 0.
3 .- Sea X un espacio reflexivo. Si Y es un espacio normado tal que existe una 

aplicación T : X Y lineal y continua y abierta entonces Y es reflexivo.
En efecto, tenemos que la aplicación dual T* es un isomorfismo de Y* sobre 

(kerT)0. Este último espacio es reflexivo ya que es un subespacio cerrado de X*.
Otra forma todavía más sencilla de probar este resultado es la siguiente:
Si T es abierta existe M > 0 tal que By c MT^Bx). Como T es débil-débil 

continua deducimos que By es débilmente compacto, por lo que Y es reflexivo.
Como consecuencia inmediata de lo anterior obtenemos que si X es reflexivo y 

M es un subespacio cerrado de X entonces el espacio cociente X¡M es reflexivo.
4 .- Resumiremos aquí las caracterizaciones de la reflexividad que se han de

mostrado.
Dado un espacio de Banach X las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) El espacio X es reflexivo.

b) El espacio dual de X es reflexivo.

c) Toda sucesión acotada de X tiene subsucesión débilmente convergente.

d) Si (Cn)neN es una sucesión decreciente de subconjuntos de X no vacíos, 
cerrados, convexos y acotados entonces P|neNCra y0 ؛.

e) Cada subespacio cerrado y separable de X es reflexivo.

f) X es isomórfico a un espacio reflexivo.

g) Cada elemento de X* alcanza su norma.

h) Existe un espacio reflexivo Z y una aplicación T lineal, continua y sobreyec- 
tiva de Z en X.

i) No se verifica lo siguiente: Para cada 0 G (0,1) existe una sucesión (xn)ra6N 
de Sx y existe una sucesión (fn)neN de aplicaciones lineales y continuas de 
X en R de modo que \\fn\\ = 1 si n G N y fn(xj) > 0 si n < j y fn(xj) = ٥ 
si n > j

j) No se verifica lo siguiente: existe 0 G (0,1), existe una sucesión (؛rn)n6N de 
Sx y existe una sucesión de Sx* de modo que fn(xj) > 0 si n < j
y = 0 si n > j.
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k) No se 67*860 0 siguiente: 00 0 0040 0 0,1) ع) existe una sucesión (•,) ٤٤تإ
.6 para cada «eN...((ل حW1, ،M2؛)Xn), C٠٠,! ,... ٥ de 5* tal que

I ) No se verifica lo siguiente: existe 9 € (0,1) y una sucesión (؛cn)ngN de Sx 
de modo que d(co(xi,..., xn), co(xn+i, xn+z, ...))> 9 si n G N.

En 1971 James demostró la existencia de un espacio normado X tal que cada 
elemento de X* alcanza la norma; por tanto, la hipótesis de la completitud de X 
es esencial en las equivalencias anteriores.

5 .- Si X es reflexivo y A es débilmente cefrado y acotado existirá a > 0 tal 
que A c aBx٠ Es claro que entonces A es débilmente compacto. Además, todo 
conjunto débilmente compacto es débilmente cerrado y acotado. El recíproco es 
cierto si y sólo si X es reflexivo. ١

6 .- Sea X un espacio normado y sea M C X. Se dirá que M es aproximable 
si para cada x G X existe y G M tal que ||m — y|| = d(x, M).

Si X es un espacio reflexivo y M C X es un conjunto convexo y cerrado 
probaremos que M es aproximable. En efecto, sea x0 / M y a = d(xo,M). Sea 
A = M (٦ {x e X : ||x — Xq|| < 2a}; como A es convexo y cerrado será débilmente 
cerrado y, como es acotado, será débilmente compacto.

Es sencillo ver que d(xo,A) = a. Para cada 7i٥2nN existe xn G A tal que 
٥؛  < ll^o — || < o: + ٦ Como A es débilmente compacto, existe una subsucesión

(xnk)k de (xn)n y existe un z G A tal que w — lim٨, x„k = z. Tenemos entonces 
que w - limfc(2:nk - x0) = z - x0 y

a<|l· < inf ؛„تلذا! 4.

Por tanto, \\z — ؛tqII = ٥·؛
En otro capítulo posterior volveremos a tratar este concepto de conjunto apro- 

ximable que es también conocido con el nombre de conjunto de Chebychev.
7 .- Sea X un espado 46 Banach لا sea ع*. Entonces, Isar ل es aproximable 

si 5610 لا si f alcanza la norma.

Supongamos ahora que existe 20 G Sx tal que 11/11 = (0 )"ر. Sea X G X tal que 

= ly tenemos que = dix^M).

Supongamos que M = ker f es aproximable. Sabemos que X/M tiene dimen- 
sion 1. Sea g : X/M —و K la aplicación definida por 9 ( مد ب )ل = (٣ ). Tenemos 
que g es lineal y continua, con ||11/11 = ||و, y existe X G X tal que n؛r ب AfII = 1 y 
g(x + M) = ||ا|و. Como ١++ / = d(:zA ) y M es aproximable, existe y e M tal 
que — y II = \\x + Af|| = 1; entonces /( — y) = *() = ند(و ا  M) = ج|ا||.

1 t M||؛r + M||=a>O. Entonces

Para cada y G M se tiene que 11/11 = /(30) = |/( ذ0ا) ك  Asi pues, 
d(x0,M) > 1 pero 0 G M y d(x0,(f) = ||zo|| = 1. Por tanto ||؛ro + M\\ = 1. Dado 
que dimX/M = 1, existe un /3 G K con |/?| = 1 tal que -x + M = fl(xo + M). Por 
consiguiente, ^x—/3x0 G M y también x—aflxo G M; por tanto ||،e — (x — o٠o)II = 
a = d(xo, M).

8 .- Sea X un espacio normado. Recordemos que una sucesión (؛rra)n6N es 
débilmente de Cauchy si y sólo si para cada f G X* es (/(rn)) una sucesión 
convergente. Recordemos también que toda sucesión débil Cauchy es acotada.
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Sea X un espacio reflexivo y sea (a:„)n6N una sucesión acotada. Tenemos 
que existe a > 0 tal que (٤rn)neN C aBx y por tanto (x„)„eN tiene subsucesión 
débilmente convergente.

Supongamos ahora que (a؛„)neN es una sucesión débil Cauchy; demostraremos 
que (؛rn)neN es débil convergente. En efecto, como es acotada, existe
una subsucesión (؛rnfc)feeN que converge débilmente a cierto x0. Para f € X*, 
consideremos la sucesión y sea £ > 0. Existe n0 e N tal que si p, q > n0
es xp — xq € B(0; f; £/2). Como lim f(xnk') = /(®o), tenemos que existe ki > n0 
tal que \f(xnk ) — < ٠■ Así pues, si n > no se tiene

>£ l((/٩-)٠l + l(٩-/)M/)٠؛o)l < l-(l٠n

y podemos afirmar que (؛rn)neN es débilmente convergente a ؛r0. Por tanto, si X 
es reflexivo tenemos que X es débilmente secuencialmente completo.

9 ) Si X es un espacio de Banach. Se dice que X tiene la propiedad de Krein- 
Milman (PKM), o que X es un espacio PKM, si para cada conjunto A C X que 
sea cerrado convexo y acotado se verifica que A = có(ExtA').

Observemos que si X es reflexivo y A C X es un conjunto cerrado, convexo 
y acotado entonces tenemos que A será débil compacto y convexo; por tanto 
A = cAw (Ext A) = co£l،rt(A) y X es PKM. No obstante, existen espacios que 
tienen la PKM y que no son reflexivos, como por ejemplo ly.

Se dice que X tiene la propiedad de Grothendieck (G), o que X es un 
espacio G, si cada sucesión de X* que sea *-w convergente es también débil 
convergente. Observemos que si X fuese reflexivo, como en X* se verifica T*_w = 
Tw, tenemos que X es G. El recíproco es falso ya que, por ejemplo, /٥٥ es G y 
sabemos que l^ no es reflexivo.

Si X es reflexivo entonces Bx· es *-w secuencialmente compacto (es decir X 
es sk). En efecto, sea (؛r*)nSN una sucesión de Bx*. Como Bx· es débilmente 
secuencialmente compacto, la sucesión (;r* )n6j١j tendrá una subsucesión débilmente 
convergente. Entonces, esta subsucesión también será *-w convergente.

Por otra parte, si X es G y sk probaremos que X es reflexivo. En efecto, si
^g)؛،(،؛, z*)„en es una sucesión de Bx· tendremos que existe alguna subsucesión)

que será *-w convergente. Así pues, también será débil convergente y deducimos 
que Bx· es débil compacto. Por consiguiente, X* es reflexivo, por lo que X 
también lo es.

Demostraremos ahora que si X es G entonces X* es débilmente secuencial
mente completo. En efecto, si (؛c*)ngN es una sucesión débil de Cauchy entonces 
será acotada y existe alguna subsucesión (٠r، jnc'i que será *-w convergente a 
cierto Xq. Pero entonces sería wlim؛، = Xq. Usando ahora el hecho de que 
(;r*)ngN es débilmente de Cauchy, es fácil probar que wlimrr* = Xq.

10 .- Vamos a probar que si H es un espacio compacto, T2 e infinito entonces 
C(H) no es reflexivo.

Primero demostraremos que si H es T2, regular e infinito entonces existe una 
familia numerable de abiertos disjuntos no vacíos. En efecto, vemos que existe Xi € 
H tal que para algún entorno cerrado VX1 de X[ es H ٦ VX1 infinito. Supongamos 
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que no existe tal xi; es decir, para cada x G X y cada entorno cerrado Vx de x 
es H ١ Vx = {؛Ti,... ,xn} un conjunto finito. Entonces U = {x^,... ,xn} es un 
clopen y U es un entorno cerrado de x^, por lo que H \U es infinito, lo cual es 
contradictorio.

Sea, pues, Bi un conjunto abierto tal que ٤٩ C VX1. Si = H \ VX1 existe 
^2 € H¡ tal que para algún í/i-entorno cerrado VX2 de x2 es H¡ \ VX2 infinito. Si 
B2 es el Hi-abierto tal que B2 C VX2 G tendremos que B2 será abierto en H y 
B2 ٢٦ = 0. Razonando inductivamente obtenemos la familia (Bí)í^ de abiertos
disjuntos.

Supongamos ahora que H es compacto T2 e infinito y consideremos una sucesión 
(Bi)ítN de abiertos disjuntos no vacíos. Para cada i € N sea Xf € B¡. Tenemos 
que {31ر}, [xí : i > l,í G N} son cerrados disjuntos. Por tanto, existe un abierto 
G٦ tal que {aq} C Gi y {xí : i > 1, i € N} O G^ = 0. Además G^ U {x2} y 
[xí : i > 2,i G Ñ} son cerrados disjuntos. Por consiguiente, existe un abierto G2 
tal que GiU-faq} C G2 y G2n[xi : i > 2, i G N} = 0. Reiterando el razonamiento, 
obtenemos una sucesión estrictamente creciente de abiertos, (Gí)íe^, tal que Gn G 
Gn+i y Xn+i € Gn+i ٦ Gn si n G N. Observemos que si A = ٧ Gi entonces A 

ieN
es abierto pero no es cerrado, ya que si fuese cerrado sería compacto y existiría 
m G N tal que A = Gi U · · ■ U Gm = Gm y entonces sería xm+i G Gm.

Consideremos, para cada n G N, una aplicación continua fn : H —► [0,1] tal 
que fn = 1 en Gn y fn = 0 en H \ A. Tenemos que (fn)neN es una sucesión 
en C(H') que es acotada (de hecho, ||/n|| = 1 para cada n G N). Supongamos 
que existe una subsucesión (fn^keN que sea débil convergente a cierto f G C(H). 
Observemos que A = UGnk y que si a; € A existe ko tal que si k > ko es x G Gnk. 
Por tanto, fnk(x) = 1 y será f(x) = 1. Por otra parte, si x G A tiene que ser 
f(x) = 0. Esto es una contradicción ya que A no es un clopen. Así pues, C(H) 
no es reflexivo.

Finalmente, si H = { ر٦ ,... .x„} es compacto, T2 y finito es claro que C(H) 
puede ser identificado con (K٦ || · ||TC), por lo que C(H') es reflexivo.

11 .- Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X es un espacio de 
Banach real. Supongamos también que X es reflexivo. Si C G X es un conjunto 
cerrado, convexo y acotado tenemos que C será débil compacto y, por tanto, si 
f : X ٩ R es lineal y continua también será continua la aplicación f : (G, Tw) ه R, 
por lo que existirá un xq g C tal que f{xo) = supTfeC f(x).

11.4 Formas lineales que alcanzan su norma.
Teorema de Bishop-Phelps

Si el espacio X no es reflexivo, el teorema de Bishop-Phelps afirma entonces 
que el conjunto de los puntos f G X* tales que f alcanza su máximo valor en un 
conjunto C, cerrado convexo y acotado, es denso en X*. Si en particular tomamos 
C = Bx deducimos que el conjunto de los f G X* que alcanzan su norma son 
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densos en X*. Para probar este resultado necesitaremos algunas demostraciones 
previas y las siguientes definiciones.

860 c لا conjunto cerrado, convexo لا acotado. Un اى (re- 
lanada) de c es un conjunto de la forma

donde X* ع Sx ٠ لأ  a > 0. denotaremos 8 *ي ه, ) = St ,a,Bx١; es
decir,

٥) عد- ,*3)5  Bx : +*(2٣) لاثتا  .

Diremos que un conjunto K ح X es un 6090 si para cada x٤Kya>٢١se 
verifica ax ع K. Si c c X لآ K es un cono diremos que K es cono soporte de 
c en si (* + • )ن -م لم* .

Observemos que los conjuntos de la forma son cerrados, convexos
y acotados.

Para cada X* 9 ع*» y cada M> 0 denotaremos

^*,M) -•ع: < Mx*^)} ,

que es un cono convexo y cerrado. Observemos que si . e 5. ٧= M 

entonces
٢(٠٧) ه6€كأ:د ٤(٠٠))« .

Vemn دد دد  SeaC un conjunto convexo لأ cerrado de X. Si x* ع X* esta acotada 
en c y M > Q entonces para cada zeC existe 0 ج ى  con £0 - G 7(**, M) y 
tal que [0 ا K (0نه ي* } .

Demostración Supongamos que X* e X* está acotada enCy que M > 0. 
Definimos en c el orden parcial X > y § X — y e /0(2;*, Af).

Sea z^C y sea Consideremos en (02, <) una cadena B.
Es claro que {مم(y)} GB es una red en R que está acotada superiormente. Además, 
si yi < ٧ se verifica y2 — 2/1 G K(x*,M) y, por tanto, 0 < I|y2 — yi||< Mx*{y2 — 
yi). Por consiguiente, *(٧2) > x*(yi). Esto significa que la red es
monótona creciente y es claro, por tanto, que converge a sup [٩٨() : y G 2ر = a.

Vamos a demostrar que {y} eB es una red de Cauchy en *, con lo cual es 
convergente. En efecto, sea £ > 0. Existe yo tal que si yi > 20 2 ح yo se verifica

> (|y2 - ا*)ااا(تا - ئك2|ز = ااأ(

Como 25 es una cadena, podemos suponer que yi > y2 > yo y será yi — y2 G 
Vemos asi que 2( - )*0 > (اا - اء« ) < M— = £. Si 21 es el 
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límite de {y}yEB se tendrá que x^ G C, ya que C es cerrado. Para cada y e B 
tenemos que y > z, por lo que ||a;i — z\\ < Mx*(xi — z). Por tanto, aq > z y 
será ؛٩  G Cz. Además, si yo € B, sabemos que para cada y € B con y > yo 
se cumple \\y — yo|| < Mx*(y — yo)■ Tomando límite, en y G B, se deduce que 
ll^i ~ yo II < Mx*(xi — yo) y, por tanto, xi > yo para cada yo & B. Esto demuestra 
que (Cz, <) es inductivo y, por el lema de Zórn, existe un £0 G Cz que es maximal.

Como 0 G K(x*,M) es claro que cada x G X es de x + K(x*,M)·, así pues, 
tenemos que xo G Cr¡(xo+K(x*,M)). Observemos que si y G (xo + k(x*,M))r\C 
se tiene y — xq G K(x*,M) y también y & C con y > a?o; por tanto, se tiene que 
y = xo■ ٠
Lema 11.4.3 Sean G لآ* y supongamos que para cierto £ > 0 56 verifica 
que para cada X G Banker X* es ١٢٧*(0) < 2/ع. Entonces se tiene que II? — y* II < £ 
ó || مع ب  y* II <£.
Demostración Sea Μ = kerz* y consideremos y* : Μ ب l Para cada مه G BM 
es |y* (2/ > تة ا(  asi pues, la norma de y* en ال es lly* < /2. Por el teorema de 
Hahn-Banach, existe una extensión 2* de ٧* con igual norma. Para cada X G kerz* 
se tiene que 2*() = y* من por lo que ker£* c ker(y* — z*). Por consiguiente,

Tenemos que اها. = Z*H - *١٧ 0* y será *--٧ e R tal que 0؛ existe
£/2 > 11**11 = ١*٤  - (y* - 2*) > ر٤  - lly* - ٥| -1| = ااثة||.

Si a > 0 se cumple que

y*H — *12 = 11? - *مده -الثة- a — 1)11?) — 2ال*
< |1 — a| + 2ؤ = £.

Si a < 0 se cumple

II? t y*H = II? ا ax* t ?11 = 11(110)3* 11? ا
ك ]ا + اه+2* ك 212* ك ,ء

con lo que el lema queda demostrado. ■

Lema 11.4.4 Sean G لآ*, £ G (0,1) y AL > 1 ا -. Si para cada z G 
K(x*,M) se cumple que /"(0 < (ء entonces se verifica que 112* —y* II < £.

Demostración Tenemos que 0,1) = غاظ) y II? II = 1. Por tanto, existe X G Sx 

tal que تن )لآ > غل* ; es decir, 12 ا.(*) Si y G لآ y ?(y) =entonces

ع ع ع.(y- ± = (*)١٤٠ > - y|| < 11- ± تع||
Por tanto, ** ٤ع»  K(x*,M), ١٠(« ± |y) >0y deducimos que Iy*(^y)| < 

انس تىاب  """ Iy*(y)|2 Por el lema anterior, se verifica ! *تذا 1 ان" ٢٤ "
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Veamos que ١3*٣ > £ y entonces necesariamente tiene que ser < ع.
Como ء son menores que 1, existe un 2 5 ء tal que *م() > máx<£, ث), 
por lo que الاأ < Mx*{z} *(,ا/). Entonces, 0< (*)رy será ء < مي () < 
X*(:) + y*^) = (حم + y*)^) < H٤r* + y*||. "

Teorema 11.4.5 [Teorema de Bishop-Phelps]
Sea X m espado 06 Bana 1 لا sea 6*00 conjunto cerrado, convexo لا 

acotado. El conjunto de los elementos de X* que alcanzan el máximo valor en c 
es denso en X*.

Demostración Supondremos que 0 e c y que م* e 9*. Demostraremos que 
dado £ > 0 existe ٧*٤ 9* tal que y* alcanza el máximo valor ه *تدال ر-٧[ * < £.

Sean X* e £ 0,1) ج) y Ai > 1 ٠ ؤ . Como Ai > 1, podemos escoger 

a e K tal que 0 < a < M i con lo que 1 — a > 1 — ل ا — ل  Como 
M M M

1 — a < 1, existe 0 ج Sx tal que ^*(0) > 1 — a. Observemos que ة > ل)(  

y 0 e K(x*,M), ya que 1 = II oll < A *(o). Por la continuidad de **, existe 
 .(y) حم > tal que r < 41(1 — a) — 1 y si y € -SqT) se verifica 1 — a (ot )ج
Como llyll ك - z\\ ا ااةاا  <l + r<l + M(1 — a) — 1 = 71(1 - Oí), tenemos 
c y (٢ o)De esta forma deducimos que S («)٠* > a — اللا < 1

K(x*,M) tiene interior no vacio.
Aplicando el primero de los lemas anteriores a 0 e c y a ب, tenemos que 

existe Xa eC tal que i٠-0e ü(2í*. Ai) y (•0 + كر)حم|) nC= 0*01. Veamos 
que *0 عو مد(*/[ ب  Sea X e c tal que X ي Xa y sea λ e (0,1) tal que
1 —A< . Se verifica que ||a:o - ( - ا£ مسد + (1 - = (1 -  | < a

ا0 — $11
y, por tanto, Axo )• م ج  B(x0,a). Como Aso + (1 — )•20 ت ل , tenemos que

 Esto contradice el que c sea .م• = (c, ya que c 0 B{x o; a ءئ)د — 1) +
convexo. Por consiguiente, *(*م t es abierto, convexo y no vacio y
es también disjunto del convexo c.

Podemos encontrar y* e 8* y/3 > 0 tales que 3/ > (•)*لا, para cada X e c, 
y y* (3/ < (ت, para X e iut^o + K(x*,M)). Recordemos que si 4 es un conjunto 
convexo y٥ET؛,ie 4) ا) entonces (a, ع) c Int(A). De aqui es fácil deducir 
que a 4) 7 ج): asi pues, *0 e *)تع(د 0 1 د *, M)) y deducimos que /لا ح ل*)(  
que 3/ = (•)*/ا. Esto prueba que y* alcanza su máximo valor en c, y lo hace en 
Xa■ Por otra parte, para cada y = *(*,/) se verifica Xa + y e Xa + 
por lo que y* 0ي + y) = y*(ao) + y*(y) > م y y*(y) 0 ح. El último lema nos 
permite deducir que 1** — y* II ة ح . •

Nota 11.4.6 1.- En la situación del teorema anterior, si X*Sx· y X* 0 ص
entonces para £ > 0 y ٢ tenemos que existe y* ء que alcanza el máximo 

valor en c y es tal que —y* II < Es claro que = عا٠ا » alcanza ام 
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máximo valor en c y que |ا£* — z*n < ع, siendo 11^*11 : 3٣*.
Si 0 ي c escogemos aeC y consideramos D = (-4) t c. Tenemos que 0 

es cerrado, convexo y acotado. Dado X* ج X* y 0 < ح, existe y* que alcanza el 
máximo valor en D y es tal que —y* II < ع. Veamos que y* alcanza también el 
máximo valor en c. En efecto, sea —a + xo con £ ٥ خ  c هت] que para cada 8 رد ع  
y*(—a + Xo) > لأ*(—a+ 4 Es evidente que también tenemos que y*(xo) > y*{x) 
si X ع c.

Es evidente que todo lo dicho aquí para el máximo valor es también cierto para 
el mínimo valor en

Supongamos ahora que X es un espacio de Banach complejo y sea
una aplicación lineal y continua. Sea 0 < ح y apliquemos el teorema anterior a 
p = Ref ٢٧ = 2*. Existe una aplicación lineal y continua, tal que

Consideremos ||5 )(و = .||؟* se verifica 11 *0 ج < e y tal que para cierto؟ — Hp 
y ج = 70 - ؟11 < ح(|| - Re(f\\ = 11ر’ - ||و tenemos que ;)*(, - 9)*( = )ي؟

19(2٣0) > 9( م0) = |او|| = ج|| ||. Esto prueba que ||؛)جوا = ج || y, si ه = arg 9(•00) y 
z = •م-, se cumple que z e Sx y و = ||٥)*( ||.

11.5 Operadores que alcanzan la norma.
Teoremas de Lindenstrauss y de Zizler

j. Lindenstrauss, en “On operators which attain their norm" (Israel j. Math.1963), 
planteo las cuestiones que más adelante se indican.

دد ق ل.  Si, X eY son 106 espacios de Banach eC٤٢X,Y١, dire- 
mos سو T 0160920 10 norma si existe 20 ع Sx tal 96 ١2*0 = 11. Denota- 
remos por P٢X١Y١ el conjunto de los T ع 6(٦,٦) سو ه  alcanzan la norma.

Diremos que X tiene la propiedad A si para cada espacio de Banach Y es 
7(, 5) denso en

Diremos que X tiene la propiedad B si para cada espacio de Banach Y es 
P٢Y١X١ denso ه(,*).

Es claro que si Y = K entonces 0(*, Y) es denso en (*ت, Y) para cualquier 
X. Estamos pues ante una interesante generalización del teorema de Bishop- 
Phelps. Esta cuestión ha abierto importantes lineas de investigación. Aquí solo 
nos asomaremos al principio del problema y probaremos que si 4(44 es el 
conjunto de los T e 6 ٨(٦ ,*) tales que 7** alcanza la norma entonces 
es denso en Esto nos permitirá deducir que si X es reflexivo entonces

tiene la propiedad A.

solo si existen dos sucesiones لا si PX Yع ١١ Aiaa 1 1.5:2 Se ,cerifica que T
(z„)„eN c Sx y ( ٤ء«)» » G «. tales que |٥j(T)| > ا[ا - ل , para cada

Demostración 4 Existe ** e 5*٨ tal que = 7. Para T**Xq* e
Y** existirá (,) ب-ع ح  Sy٠ tal que > ||T|| - 1 ■ Como و-

n+1 
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es *-w denso en *•و existe una red (yaki ع 79ر  tal que *-w lim y a = £ة*. 
Observemos que (1)7 converge a 1, ya que en caso contrario existiría cierta 
subred (•)7 y existiría r < 1 tal que llz/all < r, si a € [/ز como r5x٠. es *-w 
compacto seria * e rBx.* y por tanto < r, lo que no es posible. Podemos 
suponer que Jía^o para a e I. Si xa = - tenemos que (•)رعه es una red de

Sx tal que *-ffilimagj la = منه.
seria una red *-w ٥ = )م•( 0رei(1**2؛٥) ,Como T** es *- - *- continua

convergente a ***م**. Por tanto, para 9] ج Y** se verifica:

(}Txág^zXgÁTx^ |ا٣|)ائ،٠

Esto prueba que existe 4, ء[ tal que 2 - ا]ها٤ا(٦٥ا) > ال , para • > •4. Para 
62, 001110

existe ه > إه«  tal que 94([*) > - ؤ si a 2» ؤ. Procediendo por inducción

se obtiene lo deseado.
:Sea 5* un punto de aglomeración *-w de <2 ج ه٠  Para cada و e N se 

tiene que [**•*(زو) es un punto de aglomeración de = (9 (م»)).
Asi pues, para cada ] e N, se verifica

Por tanto, /***الشة = ||T||. •

Teorema 11.5.3 [Teorema de Lindenstrauss]
Sean ٦, Y dos espacios de Banach.

a) 7(*,٦) 66 denso 60 6(*, 1).

b) Si X es reflexivo entonces X tiene 10propiedad A.

Demostración Sea T e (ح,*): para probar el teorema, sin pérdida de ge- 
neralidad, podemos suponer que ||T|| = 1. Dado £ e (0,1/3) escogeremos una 
sucesión (Efc)fcgN decreciente y de positivos de modo que

oo حكام
Í>£ ]2يع[ ,£<2 دع

-1 i=kü

<؛£ل ل . Realizamos el siguiente proceso de construcción inductiva.
Sea T= T. Existe ورع e Sx tal que الويهيرا > ||7ا || - £?. Para ]ار e Y 

tomamos g 1 ح 5ر » tal que و](]]) = IjTiXiH- Sea 2ل : X ب y la aplicación 
definida por

مد = 112 1
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Para 7 existe 5 د ج * tal que > الة — ؤج  y para 722 ع Y tomamos
و2 ع  Sy٠ tal que 2 ج2ت^ ) = IIT-dl.
Por este procedimiento se obtienen las sucesiones (Tfc)fceN c CC{X,Y}, (rcfc)fcgfsj c

Sx y c tales que 7] = T, > !17* - et 17 = (***)*و• y
— TkX + *(غ*)**.

Probaremos inductivamente que para cada fceNse verifica - اذك 2اح(  *

... t Ek-1) y entonces será ذ:ت+اك
Es evidente que eso es cierto para k = 1. Supongamos que es cierto para k 

entonces: si ئ ع  Bx se tiene

ك 117*2اا*ع+9٤(1٤)*1ال*•* ك 1+2باج(٠ . - ا+2.باج( . +.٤)*

Demostraremos ahora que para cada kNse cumple 111*+] — Tk\\ < Si 
e Bx tenemos que ت

||Tfc٠i:r - TkxII < < £fc||Tfc||2 < 2Ek■

Supongamos que ز < k, entonces

IIP¡- - Tj II < *-ا - ر]*  II + - أ2|ا + ··· + ر+زا  — Tj II
ك 2ا-ةج ا + ·■·+ 2  Ej = 2( زع ا - - - ٠  £k-i).

Vamos a demostrar que para cada غ € N se verifica 111+] اا > ||Tfc 12- 
42. En efecto,

Tfc + 111 > 11*+]•* = ||T fc + £k9k(TkXk)TkXk\\
= WTk^+Ekgk^TkXk^XkW =

(1 ٠ ||^||^ج - جج||()7||ئذ - )ؤع
= IITfcll +Ek\\Tk\\2 -^IITfcll 4+ || >ج-لاة

2 IITfcll t *72 - ٤٤* -٤٤  2 IITfcll + 3 - ال[اءء - ٩٨٤ -٤  
lITfclItgfcllTfcll2-¿^-

Por inducción probaremos ahora que para cada fceNse verifica ||Tfc|| > 2١/e٢. 
Esta desigualdad es cierta si k = 1. Suponemos que es cierta para k; tenemos

que:

اا7ال]* ح  IITfcll + efclITU — 4 2/ دع > إ/ 1- ع - ٤٤  >

Asi pues, deducimos que

UTfc + 111 > IITfcll lefclITH2 -4422-2(2/ ١+*٤٤(٤٤  ,IITfcll = ج£ > 7
y, para cada fceN, tenemos que الرج > IITfcll > 1.

Si k > j se verifica

IlTdZfcll = -TfctTfcll > 111*** - \\Tj+ixk-Tfcll
■HTti — Tfcll > IITfcll 2(+] + ■■· + Ek-1) - ح
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.1!] < ||además ||Pfc 2 )دج ك ق ك *ء ل( E > £2ابلع( + +··· )اج Como

deducimos que > ||7223 - ||ا+و.
Por otra parte, tenemos que

ء٠-^-ا٠١^"ا٠" + اا٢ااو >^"٠٠٠-٠II> 117]ر-228

>|K¡|+¿¡E'||2-6¡2||7٦||.

Por tanto, eAgÁTjXklTjW > 11712ر - y será XgATjXk^WTjW > ١[12 - 
.وعPor consiguiente, \gj(TjXk)\ > 111 -6 .||ئآ||دع6

Como para cada k > j se cumple 111; - 1* ك 2+زع(٠.٠ + ل)اجع  deducimos que 
(1) es una sucesión de Cauchy en 6٨(*, y). De esta forma, existe 10 e CP(!, y) 
tal que lim,woo Tn = 10.

Por otra parte, como \\Tk~ TII < : E ؛ج, para ء» deducimos «« ١٣- <

2^£¿<£.

fe—1

Observemos que si 2 و ؤ'  tenemos, para cada k > ة que 7 2 > اا - 7ر* ?. 

Tomando limites para *ممم deducimos que

|Tq ل7ت II ك 2 تك دح < ?ل-وح٠

Probaremos ahora que para cada k > j se verifica que ||To|| ك وا(,7ا)ر  + 
En efecto,

.(**زوا TjXk - Toxk\\ > - PqM > 70) 19 - (*72)\\ < زا - 10

Por tanto 19 (ز703٤ا) > ا9ز(7ر3٤ا)  - IIT - Poli ة ||PjH - - 1-لاج■ Como 1110 < 
 y obtenemos ا-وح-|ا0?|| < ||t se tiene que IITII > 1170 - ||7o-7٦ ر1 - 1110
01116

ووا(1«»«٤ا) 2 - ا-ؤج - 6تج - ا-وج >

De esta manera tenemos las sucesiones (z„)„eN c 5) ,ت„)„eN c Y* de modo 
que, para k > j, se verifica 2 ي ا٥9(13«٤ا) ب . Por el lema anterior podemos 

afirmar que 10 e 70 (٦, y). ٠

Nota 11.5.4 1.- Observemos que, en el teorema anterior, se verifica que la
aplicación T — p = T2 — 71 es de rango finito. Como T3X = تد ا  
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deducimos que 13 - 12 es también de rango finito. Por tanto, ?3—7 = (13 - 22)* 
(12 — 7]) es de rango finito. Inductivamente probaríamos que (21 ٤ - ح*)ر  es una 
sucesión de aplicaciones de rango finito y su limite es 20 — T.

En su momento se verá que si un elemento F de (تر,) es el limite de una 
sucesión de elementos de rango finito entonces F es compacto (lo que significa 
que transforma sucesiones acotadas en sucesiones que tienen alguna subsucesión 
convergente).

2 .- Observemos عدو si T ■٠ X ب Y alcanza la norma entonces la aplicación 
T* : y* ي X* también alcanza la norma. En efecto, supongamos que مد G 9* 
y que 1120 = ||?||. Para existe g ع Sy· tal que 111*0 = 19(230). Como 
19(2130) = |(750 0*111 = 17 = 111 > *2/ > |(0 ٠ي)و  tiene ||r٠٥n = /2. 
Asi pues, en esta situación, también tendremos que T** alcanza la norma. Por 
tanto el conjunto ?1(1, y) de los elementos 2 G (٦,*) tales que T* alcanza la 
norma es tal que ?(A, y) c ?1(1, y) c ?o(A,y).

3 .- Supongamos que ٦ es reflexivo y que T : A » y es una aplicación tal que 
 = y 117*"* = II?** II اأ*اا = tal que 1 * = ع * alcanza la norma. Existe ث*
17* = Tenemos que 1** = ( )مد ج  y** y se verifica 112 = *(2اا)اا * = 
71.

Por tanto, si X es reflexivo tendremos que 7(٦,٦) c ?(A, y) y podremos 
afirmar que = ط](,*) = y en particular que X tiene la
propiedad A.

V . Zizler en el trabajo “On some extremal problems in Banach spaces', Math- 
Scand. 1973, demostró que ?1(1, y) es denso en (7,تم). Con esto quedaría 
probado también que (*,ت) es denso en 6/(٦,٦) y el resultado de Lindens- 
trauss aparecería como un caso particular del de Zizler. Veremos ahora la demos- 
tracion del resultado de Zizler. Aunque ésta haría redundante la de Lindenstrauss, 
hemos pensado que merece la pena conservar las dos. La demostración de Zizler 
sigue, no obstante, los pasos y las ideas de la demostración de Lindenstrauss.

Lia 1 1.5.5 9000 X 02 405 espacios de Banach p seaT '. X i Y 070 aplicación 
lineal y continua. Entonces existe y* G Sy* tal que 11*11 -)*11 = اا*لا) si y 
solo si existe una sucesión (^)fceN en y existe una sucesión (* ٤)٤ا[ح  en 5* 
tales que |(T*^)(^)| > ||?|| -*; ح و '.

Demostración [- Si existe 1* G 5ر tal que = 111 entonces, para la 
aplicación *لا* de X en K, existe una sucesión (* [حز)ز٢  en 5* tal que |(T*y*)(a:,-)| >

 G N. Basta tomar la sucesión como la definida por ز para ,ج -
Vk : y* 7 para cada ة G N.
-* un punto de *-w aglomeración de Como T* es «ر Sea y* G [ج
w - *- continua, *ا/* es un punto de *- aglomeración de (11*/*)* [٢ en **. 
Por tanto, para cada ز G N, se tiene que es un punto de aglomeración
de (|T*y£(3b)D y también de Por tanto,

para cada j G [. Por consiguiente se deduce que 11*" = im = ||?||. ٠
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Teorema 11.5.6 [Teorema de Zizler]
Sean XeY 105 espacios de Banach لا sea P٦٢X,Y١ 67 conjunto de 1.08 T ع 

C٤٢X,Y١ tales que T* alcanza la norma. Se aerifica que p X,Y١ es denso en
.)*,ح(

Demostración Sea T = CICYT) con 7 = ly sea ء ع (0, ؤ ). Probaremos 
que existe 70 e ٤٨(*,1) tal que 18 alcanza la norma en 1" y < ح.

Escogemos una sucesión ( ٤٤)٤ء ». creciente y de positivos, tal que 2 > ،ءت.

مم
E £i < 4 y £fc < غ para cada leN.

Ahora, inductivamente, construiremos las sucesiones (Tkkw c CC{X, Y), 
(y£)keN c 51 y (31] ٣٤)٤ع  c 5* tales que 71* - *ل que, para cada k e N, 
es 111^11 > ||T; > ا اللا* - ع ٠|^ج-  . En efecto, sea 2* = 7* y
sea •1ر e Sy٠ tal que ١71[ > 22 - ا الر  y, para T^y*, sea د] e 5ر* tal que 
TTyi(xi) > ||7i*Ji|| - ع. Definimos la aplicación 72 : Y* —عرج* por

íS^rí^+eiíTíy*)®!)??#
y para T2 tomamos لو* e Sy٠ y X2 ع Sx tales que £ا القلا* > — ؤ  y 
T^yi (>2) 2 ح - ع ■ A continuación, definimos la aplicación

J?W٠=٠W,g2)T)(í?W٠tg2(??W٠,؛

y asi sucesivamente. Observemos que, como T* es *- ل ح  *- continua (11 -٤*), 
podemos deducir que 72, · · · ,Tk · ■ ■ son *- *-ح س  continuas. Por tanto, existe 
la correspondiente aplicación Tfc : A —> y tal que T es el construido.

a) Probaremos ahora, por inducción, que para cada k ع N se verifica

||77H^it2(£it-"t£fc-i),

con lo que se tendría 7اا* II < ٠ = 1+1 > ا + ج - En efecto, para k = 1 el resultado 
es trivialmente cierto. Si también es cierto para k, entonces si y* ج 7ر  se verifica

1 ا7ساءا1ا ك l|τ ئ٠ llعبfc(Γfc ٠س )(®fc)l|τfc٠í/:ll
)t 2 ة 1 اع ا- - · ■ · í £fc — l) t £fe||T l|2 

2(] + ···+ £fe-i) 1 2£fe.

b) Veamos ahora que para cada eNse verifica 11 2*] -222 ؟11؛ . Si 
y* e 3- se cumple < 2*1(7* ٧*()*٤)١ ك 2*٤١7 > 77

£يج ك .*ء

c) Demostraremos que, para k > و', se tiene 117 - Tj II )ك 2زع  + ··· + £fc-i). 
En efecto,

17 - 7711 ة IIK - Tfc-111 ا ٠ - - ؛ 1177+1 - 7|ات ة 2زء( ٠ا"' ·)اجع
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d) Probaremos que para cada k es ١7%*] > ||7£|| +٤١7**12 —4 أح En efecto,

ااا+غلاا > ١١7*]* = ^اا٠اا^^)ئ)^^^عا^
= ا((^|ا1اإ;لأ))لآ()لا^ج = ا[4لا^ع||])^()27الا1

ه_اا^اا(}ذ-ه-اا^اا[^ا؛ج

= [11 gfciim II - 27ااااةج¿ II - اةج
= 1اII £7 - 1 ع*1اeg||T£II - 2||£7 — 2ةج||II£7 1 2^ح

ya que — s| + ٤| + 24 — < ؛٦ e?, o lo que és lo mismo 2e? + 3٤? — e0 < ؟ pues£k e ٢٥’ ه )■
e) Por inducción probaremos que \\T£ || > 2١/e٢. Si k = 1 ello es evidente. Si 

\\T£ || > 2 ر٦  tenemos que

1177,111 ة 1ا2711٠صع71ا2-4ةع
ح 2/5٤ ا )*/)(ي - ع

ح 2/52 > 2/52+1

f) Para cada k G N es 1111] > 1111 < ر. En efecto, basta observar que 
llalli

IIT^ ||£ صجا||^||ة||£2-4ح  
حا||*^|ؤ^2)^2-4ح ^ = |^*||.

g) Si k > ز se cumple > 17] - En efecto,

1ا7ا|سو = 117-^^77^*477^11

ح 1!س- 17-]*ت7ر
ج^ - 2(4] ا - - -II - 1*ح 11  gfe-1).

Como 2( ابوع ا ٠ )ذ_ئح < 2 2 ¿ح < ر , tenemos que
ي ت: اب

11ت7صا+ > ||7||*ز عجج-HTfci < 2 -2إح
Si fc (h > ز se verifica que ا)■^()^^?(! > En efecto, *ا]! =

Por tanto لانت ئت()جلآرت(تجب)7ئلالآ٠

gj|(^^)to)ll|7?ll + 11123 - [+11 < < ر

٥s:_á؛St:
Dividiendo por II, por وح y simplificando queda \(T*ymxj)\ > 11ر -
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i) Probaremos que (Tj)jeN es una sucesión de Cauchy en CC{X, YY Sea n e N. 
Existe k0 G N tal que < ٠ < para k > k0. Sea k > j > k0; entonces:

— Tj|| < 2(ej+i + · · · + Efc-i) < 2(e٠,+i + ...) < e^ < —.
J n

Por tanto, existe To G C£(X, Y) tal que lim (Tn) = To. Tendremos también que 
lim T* = T£.

Observemos que si k > j se tiene que ||T، - T*\\ < 2٢e¿٠ Tomando límite 

para k —> oo, tenemos

Fo

Obsérvese que ||T0* — T*|| = ||T0 — T|| < 2 ٢e¿ < e.

Para Tq consideremos las sucesiones (y^keN G Sy· y (xk)keN G Sx٠ Sea k > 
ر٦  se tiene que \\T*-T¿\\ > ||T;^-To١*|| > \(T*y*-T0*y^Xj)\ >

,fc(ab)l· Por tanto/'٢؟o؛l

\ToyU^\ > ~ \\T* - T٥*|| > \\T*\\ - 6e, - e^,.

Como 117ر || > ||Tq || — ||T0* — T*\\, deducimos que

mi > m - ire - «؟ - ٥٤ , - A. > ire٠٠II - ٥٠ر  - > ra -

Aplicando el lema podemos afirmar que alcanza la norma y concluimos la 
demostración. ■

Obsérvese que, en la demostración anterior, para cada k es T^+1 — Tf de rango 
finito. Así pues, Tf — T* = (T£ — T¡^) + ■ · ■ + (Tf — T*) es también de rango 
finito y lim (T£ — T) = TY —T*. Esto prueba que T¿ — T* es compacta.A;هoo

11.6 Aplicaciones débilmente compactas

Concluiremos este capítulo estudiando otras cuestiones relacionadas con la compa
cidad débil como pueden ser: aplicaciones débil compactas, propiedad de Dunford- 
Pettis,etc. Antes de estudiar las aplicaciones compactas lo usual es estudiar las 
aplicaciones débilmente compactas. Por su importancia en las aplicaciones, hemos 
preferido dedicar a las aplicaciones compactas una parte importante de uno de los 
próximos capítulos.

Definición 11.6.1 Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X Y una 
aplicación lineal. Se dice que T es débilmente compacta si para cada sucesión 
acotada (؛rn)neN de X se verifica que la sucesión (Txn)neN tiene alguna subsuce
sión débilmente convergente.
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 Y una ي sea T ·. X لو X eY dos espacios normados هاج 11.6.2 9009[•[
aplicación débilmente compacta. Se que T es continua.

Demostración En efecto, si T no es continua tenemos que para cada n e N existe 
xn ح Bx tal que 112ر > n. Entonces (Txn) no puede tener una subsucesión 
débilmente convergente ya que no tiene subsucesiones acotadas. ٠

Supongamos ahora que 2] y 22 son dos espacios normados y que las aplica- 
ciones [22-:/*-[:ل son lineales y continuas. Es sencillo comprobar 
que si la aplicación T : Y ب Y es débilmente compacta entonces son débilmente 
compactas las aplicaciones TU y VT.

Es también sencillo comprobar que si / es una isometría lineal y r es continua 
entonces T es débilmente compacto si y solo si VT es débilmente compacto.

En el siguiente teorema obtendremos diversas caracterizaciones de las aplica- 
ciones débilmente compactas.

una :-,ط sea ٦6 لو* dos espacios normados 11.6.3 ,9040 /هاط
aplicación lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es débilmente compacta;

7)75 69 relativamente débilmente compacto,

c) Si A ح X es un conjunto acotado entonces TA es relativamente débilmente 
compacto;

d) T es continua ■y T٦x**١ c ]٠١ donde 3^٦Y -1** es la correspondiente 
aplicación canónica del espacio Y en su bidual;

e) T es continua لو la aplicación dual T* es *- - لا continua;

f) La aplicación dualT* es débil compacta.

Demostración a) - b) Debido al teorema de Eberlein-Smulian, bastará con 
probar que wcVTBx) es numerablemente compacto. Sea (yn)neN una sucesión 
de wcl(YSx). Como II II - 1(113*) = 175)1 ل*) tenemos que para cada heN 
existe xn € Bx tal que II y„ - Txn II < Por ser 7 una aplicación débilmente 
compacta, existe una subsucesión (2 ٣٤عز)ز«1ا  de (x„)„eN y existe yeY tales que 
wlimTs٠ = y. Probaremos que w lim ynj = y. Sea و ج  y*; para cada 1 6 ز) 
tenemos que

I - 9() < lé٩) - g^Txn^ t 19(73) - 9(7) 
< lis■ -Ts ll + ) -oH.

De aquí se deduce que 9(2,) = (لا).

b) ج c) Sea A c X un conjunto acotado. Tenemos que existe H > 0 tal 
que A c HBx. Como TA c H(TBx) y H{TBx) es relativamente débilmente 
compacto, deducimos que TA es relativamente débilmente compacto.
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C) ج d) Bastará con probar que T**(Bx٠٠) c %2(3). Recordemos que 
el teorema de Goldstine afirma que 7175*" w = /9*. Recordemos también que 
Thx) : para X € X. Sea ثد e 75* entonces existe una red, (*) بم رع ,
de Bx, tal que *-1:011* = £**. Como 1" es *-w ٤ *- continua, tenemos que 

Como .**ند** = كلاأ(7ا ) es débilmente compacto, existe una 
subred, ()اع») de (*)م[ y existe un y € Y tales que wjmTxpzy- Entonces, 
en y** se verifica que *-wkhíTxp) = *-wlimTuüiXp') = jz{y)■ Como también 
tenemos que :?ئ“, deducimos que **2- *ة(/).

d) ح e) Supongamos que 7*"(2 ٨)** ء * y demostraremos que T* : 
(y*,T٠_w) ح es continua; con esto también quedará probada la con-
tinuidad de T* : (*,*-2,**)(س*-) y por tanto la continuidad de T.

Sea (*)اعه una red en y* tal que -0. Demostraremos que
wkT*ga = 0. Sea y* e ٦**. Para cada ael tenemos que x**(T*ga) - 
** y, como (هو)**** *ند ع ز (*), existe un y e y tal que **2 = **ة(/). Por 
tanto = limga(g) = 0.

e) 4 f) Como 31» es compacto en (7*, 2*-), deducimos que 1*2% es 
débilmente compacto; asi pues, 21* es débilmente compacta.

f) -ج a) Con la cadena de implicaciones desde a) hasta e) ha quedado probado 
que si una aplicación es débilmente compacta entonces también será débilmente 
compacta la aplicación dual. Por tanto podemos afirmar que 1* es débilmente 
compacta. Como 1 : jiT**]!, deducimos que 2 es también débilmente compacta.

Sean XeY dos espacios normados. Denotaremos por al conjunto
de las aplicaciones de X en y que son débil compactas. Es sencillo comprobar 
que KW^iY) es un subespacio vectorial de Demostraremos que
KW^X^Y) es cerrado en 6/(2, *) cuando y es completo.

En efecto, supongamos que (,)[آ es una sucesión en KW^XjY) tal que 
limT„ = T en Probaremos que T e Ü(Y, y). Tenemos que
limir = 7", por tanto, si ك٠ ع  X** se verifica que T**x** = 1*1 ٤*٤*٤٣٠  
Como (7**0**) ٤ت[ح  es una sucesión de 2 (*)ر que es un subespacio cerrado de 
y**, deducimos que Tx** e 12(1).

][1 [[76111.6.4 SeanX eY dos espacios normados p seaT ■٠ X ب Y una apli- 
cación lineal. Se dirá queT es completamente continua , 0 de Dunford-Pettis, 
si T transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones convergentes 

en norma. Es decir, si en X se verifica que X entonces en Y se verifica
que limTXn = Tx.

Sean X, y espacios normados y sea T : X ب y una aplicación lineal. Es 
sencillo comprobar que T es completamente continua si y solo si siempre que en 
Y se verifique wlimXn = 0 entonces en y se verifica que lim Txn = 0.

También es claro que T será completamente continuo si y solo si la aplicación 
T : (*,1) - (*,1 II) 05 secuencialmente continua.
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110 si 2 es completamente continua entonces 2٦ es continua. 
En efecto, si T no es continua entonces existe una sucesión (؛r„)neN de 75* tal que 
ü^.-ü > /2 para n e N. Tenemos que wlim LXn = lim 0 = يبول y es claro que 

nn 77 70
(٤(*»)) es una sucesión de y que no es convergente.

Supongamos ahora que 21 y 22 son dos espacios normados y que las aplica- 
ciones u : Zi X y V : Y z2 son lineales y continuas. Es sencillo comprobar 
que si la aplicación T : I —> y es completamente continua entonces también son 
completamente continuas las aplicaciones TU y VT. Es también sencillo compro- 
bar que si 1/ es una isometría lineal y T es continua entonces T es completemente 
continua si y sólo si 7/1 es completamenfh continua.

 sea T X Y una لم Sean X e Y dos espacios normados ه• 1 1.6.5
aplicación lineal. Entonces T es completamente continua si لو solo si para cada 
subconjunto débilmente compacto M de X se ·cerifica que TM es compacto en Y.

Demostración - Sea M un subconjunto débilmente compacto de X. Sea 
(yn)n€N una sucesión en TM. Para cada n e N, sea Xn e M tal que Txn = yn■ 
Como M es débilmente compacto existe una subsucesión ()1 de (£„)ngN y 
existe xeM tales que w lim s ٠ = *٠  Como 7 es completamente continua tenemos 
que lim Txnj = esto prueba que ٨4 es compacto.

Si T no 08 completamente continua existirá una sucesión en X y
un numero real 0 < ج de modo que wlim Xn = 0 y /71رر > £, si n ع N. Tenemos 
que M = اته : n ع N} u {0} es un conjunto débilmente compacto; por tanto, el 
conjunto TM = مد» :nehju 001 será compacto en Y. Asi pues, existe una 
subsucesión (12,) de (T'Xn'k'Ñ y existe un لأ ع  y de modo que = y.

Obsérvese que necesariamente es llyll > £. Por otra parte, como T es débil - débil 
continua, tenemos que wlimTxnj = 0 y por tanto deducimos que y = 0, lo que es 
una contradicción. ٠

Sean XeY dos espacios normados y sea T:X^Y una aplicación lineal. 
Supongamos que z es un espacio normado y que To : 2 ب X es una aplicación 
débilmente compacta. Es sencillo comprobar que si T es completamente continua 
entonces la composición Tq es una aplicación compacta (transforma sucesiones 
acotadas en sucesiones que tienen alguna subsucesión convergente).

Supongamos هاو Y es completo لا que T transforma sucesiones débilmente de 
Cauch en sucesiones que son convergentes. Demostraremos que entonces T es 
completamente continua.

En efecto, observemos en primer lugar que una sucesión (íc„)„gN de un espacio 
normado es débilmente de Cauchy (resp. de Cauchy para la norma) si y 5610 si 
para cada par de sucesiones crecientes (pn)n€N y (؟n)n€N; de enteros se verifica 
que 0 = («22 - «)بيإلسا (resp. - 2« = 0). Si (xn)neN es una sucesión
débilmente Cauchy de A y (PnkN; (؟„)„eN son sucesiones de enteros entonces 
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11(*2 - *4,) = 0. Asi pues, también es 101(1*•» - 12) = 0. De aquí se 
deduce que la sucesión (Tzn)neN es de Cauchy y que por tanto es convergente.

Sean XeY dos espacios normados. Denotaremos por al conjunto de
las aplicaciones lineales de د en y que son completamente continuas. Es sencillo 
comprobar que y(A, y) es un subespacio vectorial de (ك,*). Demostraremos 
qpeV X Y es cerrado ه//(*,*).

En efecto, supongamos que (TnkN es una sucesión de(*, y) tal que limT„ = 
T en 6(*, 7). Probaremos que T ع y(A, y).

Sea (xn)„eN una sucesión en * tal que wlima:„ = 0. Dado 0 < ح fijamos 
m e N tal que IIT - Tm\\ ك ه , donde M e R es tal que M> Oy IMI < M si 
n € N. Como lim !,0 = „ي, tenemos que existe no e N tal que < 5, para 
n > 70. Por tanto, se verifica que < \\Txn - Tmxn\\ ا HTmXnll كة ع , para 
n > ٠ De aquí se deduce que limTTn = 0.

11.6.6 Sea X ل espacio normado. Se dirá quetiene 70 p opie- 
101 de DunfOTd-Pettis (٨ es DP) si para cada espacio de Banach Y لو cada 
aplicación lineal :س* que sea débilmente compacta se erijia que T es 
completamente continua.

Nota 11.6.7 1. Sea ٦ un espacio normado con la propiedad de Dunford-Pettis. 
Es evidente que para cada espacio normado y, no necesariamente completo, y 
cada aplicación lineal :*ة que sea débilmente compacta se verifica que 2 
es completamente continua (obsérvese que puede considerarse como espacio final 
de T el espacio compleccion cz de 2).

2. Es evidente que la restricción a un subespacio de una aplicación comple- 
tamente continua (resp. débilmente compacta) es completamente continua (resp. 
débilmente compacta).

Supongamos que ٦ es un espacio normado y que c A es un subespacio 
vectorial deque es denso en X.

Sea y un espacio de Banach y sea T:Z^Y una aplicación completamente 
continua. Consideremos la aplicación T de X en y obtenida como la extensión 
por densidad de la aplicación T. Demostraremos que T es también completamente 
continua.

En efecto, sea (in)nEN una sucesión de * tal que wlima;„ = 0. Para cada 
neN sea zn € z tal que Es sencillo comprobar que wlimz„ = 0
y que por tanto limTY„ = 0. Como lim 70 = (, ٦لآ( - ت  deducimos que también es 
lim Txn : 0.

Supongamos ahora el caso en que T es débilmente compacta y demostraremos 
que la extensión T es débilmente compacta.

En efecto, sea (؛rn)neN una sucesión acotada de X. Para cada n ع N, sea 
Zn^z tal que Ikn — £„11 < 1 Tenemos que la sucesión (:n)n€N es acotada y, por 
tanto, existe una subsucesión (2ر )neN y existe y e y de modo que w lim Tznj = y. 
Como limjT(٩. - •«,) = 0, también será 010 = ( ذ00ز7(2وء) - ةل  y deducimos 
que w lim¿ 1رر = y.
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٦

De todo lo anterior es sencillo deducir que Z es DP si y sólo si X es DP; en 
particular, el espacio normado X es DP si y sólo si CX es DP.

3. Sea X un espacio reflexivo infinito-dimensional. Tenemos que la aplicación 
identidad I de X en X es débilmente compacta pero no es completamente continua; 
por tanto, X no es DP.

Toda aplicación lineal de Zi en cualquier espacio normado Y que sea continua 
es completamente continua, por tanto l¡ es DP.

Observemos que pueden existir aplicaciones que sean débilmente compactas 
y no sean completamente continuas. También pueden existir aplicaciones que 
sean completamente continuas y no sean débil compactas, como, por ejemplo, la 
aplicación identidad de Zi en Zi٠

Finalmente es sencillo comprobar que٠si dos espacios son isomórficos y uno es 
DP entonces también el otro es DP.

Teorema 11.6.8 Sea X un espacio normado, las siguientes afirmaciones son 
equivalentes:

a) X es DPP;

b) Cada aplicación lineal T de X en Cq que sea débilmente compacta es también 
completamente continua;

c) Para cada sucesión de X tal que wlimn2:n = 0 y cada sucesión
(Jn)neN de X* tal que w lim„ fn = 0 se verifica que limn fn(xn) = ٥ر

d) Si en X se verifica que lim„.rn = x y en X* se verifica que wlimn fn — f 
entonces se verifica que lim fn(xn) = f(x)■

Demostración a) b) | Es evidente.
b) => c) | Supongamos que c) es falso. Entonces existe una sucesión de

X débilmente nula y existe una sucesión (/n)neN de ر٢ * débilmente nula de modo 
que para cierto número ٤ > 0 se verifica que | ٨؛ (;rn)| > e, para cada n G N.

Definimos una aplicación T de X én cq en la forma Tx = {fn^x^nE^■ Si 
x G X, es claro que T es lineal. Como (/n) es débilmente convergente, existirá 
H > 0 tal que ||/n|| < H, para cada n G N. Así pues, si x G X tenemos 
que ||7٦r|| < ٧í||؛r||. Veamos que T es una aplicación lineal y continua que no 
es completamente continua. En efecto, se verifica que wlimo:„ = 0, pero para 
cada m G K se = ||(/n^m)neN|| > |/m(^m)| > ٤■ Si probamos que T es
débilmente compacta habremos concluido la demostración.

Sea (zm)m£N una sucesión de X que es acotada. Consideremos la aplicación 
canónica j de X en X** y sea x** G X** un punto de *-w aglomeración de 
m))mEN٠ر٠ (2)

Para cada j G N definimos Bj = B(x**\ fy,..., fj■ i). Tenemos que Bj es en
torno *-débil de x** y por tanto podemos obtener inductivamente una subsucesión 
(٩)jeN de (zm)meN de modo que |/i(٩٠) - < j, para i G {1,...J}.
Tenemos que (x**(/n))neN G Cq y probaremos que w — limTzm. = (x** (fn^neN■ 
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Como (1 مال ر)  es una sucesión acotada de Co, bastará con probar que (رزوات! 
converge por coordenadas a (ك*)ط)لأرN· La sucesión de la coordenada n-ésima 
de (Tzm^jeN es ى„)^د((جو« y si j > n se cumple IMzmj) - ٦ > )مت اس  Por 
tanto, lim = 2 ة٨أ( ).

Otra manera de probar que la aplicación 1 es débilmente compacta puede ser 
viendo que la aplicación dual 7* es continua de ¿1, con en ٨", con 1.

Sea a e ،1. Tenemos que 7• = (:)ز. Un entorno débil de T*a es de la

forma V = ..., C;e)· Claramente

u = 75(0 (*1*(/,))),, ٠٠٠, زإح,))(**( ع )

es un entorno *-débil de a y es sencillo comprobar que si b ع u entonces 2*0 ج V. 
c) ج d) I Supongamos que tenemos en ٦ que w lini Xn = X y que en ٦" se verifica 

que w lim fn = f. Para cada ٤٤[ tenemos que fn(.Xn) - (2 ٣) = أ/(  - f)(xn - 
X) 3٣)2 - 1 (*) ب ٤ ). Haciendo uso de la hipótesis, es sencillo deducir que 
lim Mxn):/^)■

)ي ب )ه ا  Si a) es falso entonces existe un espacio de Banach Y y existe una aplica- 
cion lineal :*ط que es débilmente compacta pero que no es completamente 
continua. Esto último significa que existe una sucesión (^n)neN en X y existe un 
<5 > 0 de modo que wlim .2„ = 0 y 1126 < رر, para n e N.

Para cada n e N existe gn ج 9ر  tal que ٥n(Tn) = Como la aplicación 
dual T* :Y* ب X* es débilmente compacta, tenemos que existe ع** existe 
una subsucesión (ج)jeN de (٥„)„eN de modo que 19», = f. Para cada 

و ع  N se verifica que *5 < رارو (2)» = = 1/72رر . Por tanto tenemos 
que en X se verifica que wlim 0 = وم y en *" se verifica que 111117*9» = f. 
Sin embargo, es falso que se verifique que limTgn.tZnj) = 0) =0. •

Nota 11.6.9 Sea X un espacio normado y supongamos que el espacio dual 
X* es DP. Demostraremos que entonces X es DP. En efecto, sea (ا„سذ una 
sucesión de X tal que wlimxn = 0 y sea (جأ?سN una sucesión de X* tal que 
w lim fn = 0. De la débil - débil continuidad de la aplicación canónica X**
deducimos que en X** se verifica que wlim0 = („#)'ز y como X* es DP tenemos 
que 131 (مد,,)(/,) = lim/„0 = („ي.

Como 7] es DP podemos afirmar que 0 es DP y también que • 65 DP.
En 1992 Stegall obtuvo un ejemplo de un espacio de Banach X con la propiedad 

de Schur pero tal que ٦* no es DP (Stegall. “Duals of certain spaces with the 
Dunford-Pettis property”. Notices Amer. Math. Soc. 19(7)).

Dunford y Pettis demostraron que los espacios tipo 2 ل(ائ٦ , μ) son DP (donde 
.(un espacio de medida finito سر) 06 ,2 ,(6)

Grothendieck, en 1953, demostró que los espacios tipo 6(*) son DP (donde 
K es un espacio topologico compacto y de Hausdorff).
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Tema 12

Bases, series y copias.

12.1 Bases de Schauder

Definición 12.1.1 Sea ٦ un espacio normado لا sea (*,),إح una sucesión en X. 
Se dirá que es una base de 5070000 de X si 0070 cada ٣٤* existe

una sucesión única de escalares ( ه)2)٤اع« : tal *ه«« - .

Como ejemplo destacado tenemos que (e„)„EN es una base de Schauder tanto 
en Co como en Ip, pe[ 1 + 00).

Recordemos que una base algebraica para + es un conjunto MqX que es 
libre y tal que C{M) = X; es decir, todo vector dees combinación lineal finita 
de vectores de M (M es sistema generador de *). Suponemos que es conocido 
que para cada espacio vectorial existe siempre base algebraica. Aquí las bases de 
este tipo serán llamadas bases de Hamel y entenderemos por base en un espacio 
normado lo que aquí hemos llamado base de Schauder.

Si (®„)„EN es base de un espacio normado X tenemos que

[®„]neN - clT(®„ : n ع [٢ ) - X

y, por tanto, X es separable. Conviene aquí observar las siguientes cuestiones.

Nota 12.1.2 1. Un problema que estuvo durante muchos años abierto es el
conocido como problema de la base. ¿Todo espacio Banach separable tiene base? 
En 1.972, p. Enflo (utilizando resultados de Davie) construyo un espacio de Banach 
separable que no tiene base.

2. Si X es un espacio normado separable existe una sucesión (®„)„EN en ٦ 
que es libre y tal que [®„]„EN = sin embargo, ésto no significa que (®„)„EN sea 
base de X.

3. Si (®„)„EN es base de X y 2 0 = «« ه٤ن«  entonces an : 0 para cada n e N.
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Si X es cq o Zi, entonces la sucesión (zn)neN, donde x± = 2ei’''' 'Xn =

-en — e„_i, es tal que (؛r„)neN es libre; además, como coo C C(xn : n 6 N),
٥٥ 2

deducimos que [a؛n]ngN = X■ Observemos que ٢٠٦ ^xn = ٥ y que (؛r„)neN no es 

base de X.

12.1.8 Sea X 00 espacio normado لا sea هسا base de X. El
n-ésímo funcional asociado a 10 base es la aplicación fn ٦ X ي أ  definida, 

para 3C ج X, de la siguiente forma: si * ح«» entonces fn٢x ١ - ٩ »

Es evidente que cada fn es lineal y que = ا. Además, si X e X, se

verifica que 2 = 4 أ«(*)*».

Para cada n e N, consideremos la aplicación ر:- ( ■ · ■ Xn) c X 

definida por ٨»(22) = اب:(*)*:. Es claro que Pn es lineal y que Pn{x) = 2 

si £ e لت-"ال(ء. Asi pues, la sucesión (•,())اعير converge a X. Es usual 
denominar a Pn como la n-ésíma proyección asociada a la base (؛c„)neN·

Observemos que, para cada n e N, la aplicación Pn es la proyección sobre 
٤ئ( 1 , ..., Xn) desde k؛]í>ra.

Es sencillo comprobar que si (znfngN es una base de X y M es un subconjunto 
finito de [ entonces [1٧ es el complemento topológico de [• ا اع = (٤  : i ج 
M). Más adelante se comentara que ésto no es necesariamente cierto si M es un 
subconjunto infinito de [ت.

Es también sencillo comprobar que si (/,) ح٤٢  es una sucesión de escalares 
distintos de cero y es una base de X entonces 50 verifica que es
también base de ك.

Diremos que (:Tn)neN es una base normalizada de X si OnjneN es una base 
de X tal que 11$„ II = 1 para cada n ع N.

12.1.4 Sea X 7• espacio normado لا sea (*٣٤,), [1 una base de X. En- 
tonces, cada /ور con n ع y, es continua si لا solo si cada ورا con n ج y, es 
continua.

Demostración Supongamos que Pn es continua para cada n 6 N. Si x G X se 
tiene fn(x)xn = (Pn — Pn-f)(x) y por tanto

Recíprocamente, si ahora suponemos que cada fn es continua entonces también lo 
será cada Pn ya que Pn = + · · ■ + xnfn. ■
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Teorema 12.1.5 Sea X un espacio normado y sea (in)neN una base de X. Si 
X es un espacio de Banach entonces para cada n £ N el correspondiente funcional 
asociado fn es continuo y existe M > 0 tal que ||Pn|¡ < M para cada n G N.

Demostración Sea

{.r)|| <1,uGN)؛V = {x E X : ||Pn

Si x G V, como ||:r|| = lim ||Fn(a:)|| se verifica ||a?|| < 1. Sea x E X; como 
||a;|| = lim ||Fn(٦z)||, existe m € N con m > ||؛r|| tal que ||Fn(x)|| < m, para n G N. 
Por tanto, —x G V, por lo que |l mV = X. Del teorema de Baire deducimos 

m meN
que existe m G N tal que Int (mV) 70 ؛. Por ello, deducimos que Int (V) 70 ؛.

Supongamos que conseguimos demostrar que V es cs-cerrado. En este caso 
tendríamos que Int (V) = Int (V), por lo que será Int (V) 70 ؛. Como es claro que 
V es convexo y equilibrado, podemos deducir que 0 G Int (V) y por tanto existe 
M > 0 tal que MBX c V. Por ello, Bx d MV y, para cada x G Bx, se cumple 
||Pn(؛r)|| < M. De esta forma deducimos que Pn es continua con \\Pn|| < M, para 
cada n G N.

Nos quedaba por demostrar que V efectivamente era cs-cerrado. Sea ٣ Xnzn

una serie convexa en V que converge a cierto z e X. Demostraremos que z G V.
Si n G N tenemos que para cada r G N se verifica que

00 00
De la convergencia de ٢ Xr deducimos que ٢ ||P„(Arzr)|| es convergente. Como

00
estamos en un espacio de Banach, podemos afirmar que ٣ Fn(٨rz٢) será con

vergente a cierto yn G X con \\yn\\ < 1. Observemos que esta convergencia es 
uniforme en n G N. Procedemos ahora de la siguiente forma:

Para cada r G N se tiene

f-L^XrZr^Xl = Pl(XrZr)■,

/ ٥٥ ٠ ٢ ٥٥por tanto, ٢ ٨(٨ r^r)^i es convergente a^y también ^ ٢ر  Zi(٨r^r)J xi = yi- 

Tenemos que ٣ر  f-í(Xrzr) es convergente a cierto ٨،i G K y aq = yi٠ Para 

cada i G N se cumple

P^^XrZr^) P\{XrZrf = ر٥r) ^2-rر2 (٨
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Por tanto 5 fzQXrZrk = y? 11 y será (2 -(ئ ))ج ل2ل=2اال*, . Además,

Zr) será convergente a cierto 5 ؛/í2 6Kyse tiene que *ءسر =2- 1.

Asi sucesivamente podemos probar que para cada n € N es

( ي ٤,٨ *)) Xn - »» — ٠٠٠ — Vi

y, si أ«(*) = Pn € K, tenemos que para cada n ج N se verifica ١٥٤* =

yi,-. ٠, HnXn = - 1 ----- 1إ. Por consiguiente, yn = Piaq + ···+ 
Demostraremos que lirn yn = 2: es decir, 2 = ««*»» ]مة ا .
Tenemos que

\\yn — z\\ < IIyn — اكقاد(ة ب  · · · + xrzr)\\
+ +٠٠٠+ Xrzr) - (]ة] + ■·■ + ArZr)||

+ (٨]2] ),*ر - 2.

Como ٨ < existe unreN tal que ü دد < |. Si fijamos este r « tiene

*ا - (Al 1 *٠* ٨**٤ا) = ا ي المة < ي =٤٨٧

y, para cualquier n ع N, se verifica:

11 »ر - 7,» ة]( ] + ··■ + Ar^r)|| - II yn - (PAiZi) + ··· + P„(Ar^))||

= llg^í*)ll^gll^i*)||

Finalmente, como lim p AiZi t - - -1 A^^r) : λl] -l - - - ا tenemos que 
existe un 70 tal que si n > no se verifica

l-P Al + ٠٠٠+ ٨ 2) - (AiZ] +٠٠٠+ < 5.

Por tanto, IIy„ — z|| < ح si n خ no. Como 2 = 2 ل«يم para cada n € N tenemos 

que /ي(وو) = ftij t - - -1 ynXn = ار» y, por ser I|y„|| < 1, deducimos que z e V. ■ 

Nota 12.1.6 Probaremos que el teorema anterior no es cierto en el caso en que 
X sea normado no completo.
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Consideremos en Coo la sucesión (؛TnkN donde Xi = 61 y xn = en — 6„_ا 
si n > 2. Es fácil comprobar que (/,),لإح es una base de Coo. Veremos que el 
funcional asociado /1: Coo —ج K no es continuo. En efecto, para cada n e N se 
cumple

6 ا ا  ... t 6„ = nai +(7- 1 2 + · ■ · + Xn
y/i(ei + -٠٠ + e„)=n.

Teokema 12.1.7 860 X I espacio normado لا sea اأءتا١٢اأاً,ا  sucesión en X 107 que 
= X. Supongamos que para cada ne^ existe / ور ع  X* tal que Jn٢Xm١ = 

ónm, para cada /ع!. Definimos, para 7» ٤,!٤  aplicación por

 M para cada ne N ك ||Si existe M > 0, M € R, tal que ||Pn .أ**(*)/ 5 = (2) 72

entonces es una base de X.

Demostración Sea *٤* probaremos que 2 = 5% ٤(٩ )3) o, lo que es lo

mismo, lim م„ (ir) = X. Sea 0 < ج, e e R. Como [ir„gN = X existe y =
■Para cada n>m tenemos que Pn(y) = y اأمة < .ح - ri + ··· + amXm tal que II y؛c،i

Por tanto, ||P„(2;) - y|| = 17, (• م <)- عال  y

(.1 + e(M = جب r|| < Me؛ — F„(x) — < I|p„(:r) - y|| t ||y||

Finalmente, supongamos que = سا*. Entonces, para cada n € N,

tenemos que
( ٤) ( ٤)fn (ي - fn (ت ««)

y, por tanto, ٨„ = pn. •

Teorema 12.1.8 [Teorema de Nikolskii]
Sea X un espacio de Banach لا sea (* م٣!ح,,)٢  una sucesión de elementos de 

que son distintos de cero لا tales que = X. Entonces, (3 م٤آ!ح,),  es una base 
de X si لأ solo si existe M > ٠ tal que para cada sucesión de escalares se
tiene que:

اا٨ ]*] + ··· + A„□:„!! < M ||Aia;i + ··· + ApZpIl sip^eNyp؛«.

Demostración Supongamos que (in)nEN es una base de X y sea (AJneN una 
sucesión arbitraria de escalares. Tenemos que existe M > 0 tal que 11-Pnll < M, 
para cada n e N. Si n,p e N y p > n, se tiene

■nxn ٠٠٠ ٨٣),ر = اوراد ا ... ا د+

Por tanto

|| اتماد ا ' ٠ ٠ ا  Ai^nll = ا ٠ ٠ ٠  t ٨ر٨٣)ر ك +٠٠  ApiTpII.
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Supongamos ahora que se tiene la condición del enunciado, probaremos que
0 tenemos que = مدر + ··· + En)neN es libre. Si)؛

11^1^111 < M || اعاد + ٠  · · + ApXpll : 0; deducimos que ٨] = 0, 
||٠٠٠+ [20[71 ٨ > اعاد ا   ApXpll = 0; deducimos que = 0.

Procediendo de esta forma quedaría probado que اد = · ■ ■ = Xp = 0. •
Para cada n € N definimos en C{xn : n ج N) las aplicaciones fn y Pn de la 

siguiente forma: para * = *أنه, /n(» - ٨* Pn(x) = د**. Tenemos que 
HPn(x)|| ي اروارار  y por tanto Pn es continua en ( أي :٤٤ ع *) también lo es ع. 
Por la densidad de ( : n e N) en A, podemos extender fn y pn a todo * con 

igual norma y tenemos que, para cada X e X, se verifica Pn(x) = 5 ١٤)*(٤ , con 

||Pn|| < M, y fn(xm) : ،, para m e N. Del teorema anterior deducimos que 
(:r„)„eN es una base.

Nota 12.1.9 En la situación del teorema anterior, tenemos que ١٨]] < 1٨]], 
por lo que tiene que ser M > 1. Si fuese M = 1 se diría que la base (x„)„eN es 
monótona. En este caso tenemos que para cada icXla sucesión es
creciente y convergente a Por tanto, para cada n e N se tiene 71 رر y,
como * es una proyección, tenemos que ||pn|| = II Pn .الرا < ||p„||2, por lo que 
deducimos que 71 - رر.

Es claro que si ||P„H = 1 para cada neN tendremos que (2!„)ngN es una base 
monótona.

Al número M del teorema anterior se le suele denominar constante básica 
de (\Xn)n^■

12.2 Sucesiones básicas. Ejemplos

12.2.1 Sea ٦ un espado 06 Banach لع sea ٢Xn١nes una sucesión en 
X. Se dice 96 (•/,),,ح[[ es una sucesión básica si (* ,/),/م ح ![ es una base de\x،٠

Podemos, por tanto, afirmar que (a:„)„6N es básica si y solo si existe M>0 
tal que para cada sucesión de escalares se هزه que

1^12?! + ٠٠٠ ٨٤ر ك  M||٨iXi 1 - - - ا

sin,peüyn<p.

A'&OÍHA 12.2.2 Sea X un espacio de Banach, لا sea (2 ٣),٤آ[ح  una base de X 
entonces la sucesión de ndonales asociados, es básica en X* .

Demostración Para cada رمه consideremos el correspondiente elemento ورث del 
bidual X** de X. Consideremos la aplicación Tn : [/n]nGNX* definida por
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EN yxeX tenemos que]/، ع " Si *)•*(ط = .;ل)7)ك

(yf^xW^Xí = ]*،)»ن()( =

= (7* ك()4

Asi pues, Tn = 4 en [/nJneN y deducimos que, para cada n € N, se verifica 
„Tnll = 11411 = 1 اا4ا  y que (/„)„eN es una base de عاس«. •

Nota 12.2.3 1.- Si (*٣٤),,! es una base deentonces la sucesión de funcionales 
asociados (Jn) es básica en **, pero no es necesariamente una base de *ث. Por 
ejemplo, (e„)„EN es una base de 7] y la sucesión de funcionales asociados es la 
sucesión (e„) N de مم, que verifica [en]neN — CQ.

2 .- Si (a؛n)n€N es básica en ٦ entonces (a;„)„EKi es 11-250 y la sucesión de 
funcionales asociados (4)„EN es total.

Conviene ahora considerar el siguiente ejemplo: sea < el subespacio de 
 * Tenemos que .(27٣) = (formado por las funciones f tales que 0 () ,أ] ,10)6
es un espacio de Banach separable. Para cada n € N, sea Xn el elemento de ٨ 
definido por ,,(٤) = e * si t e [0, 271 y sea fn el elemento de X* definido por

(*"٤)٤ / = 441

para X ع X. Tenemos que {(x„)„en ١ د/( £n} es biortogonal. Además kkN = 
X y es total.

En el trabajo “On a conjeture of Littlewood and idempotent measures" (Amer. 
j. Math. 82, 191-212. 1960) de p. Cohen, se prueba que (2:„) EN no es básica.

3 .- Si X es un espacio de Banach y (akngN es una sucesión en X que es 
básica tenemos que cada subsucesión de (>n)nEN cumplirá la condición del teorema 
de Nikolskii y por tanto será también básica.

4 .- Sea (*/,)اح una base de un espacio normado X . Sea

ال = ء«)«( " cK:^a„a:„ es convergente}.

Con las operaciones usuales, M es un espacio vectorial tal que Coo c M. Si X es un 
espacio de Banach y 1 = ||„£اا para cada neN entonces es claro que h c M c 0. 
Al espacio M se le denomina dominio de convergencia de la sucesión básica 
(،Tn)n£N٠

Dos bases con el mismo dominio de convergencia se dice que son equivalentes. 
Si T : X ب Y es un isomorfismo de X sobre Y y (sn)neN es una base de < es 
sencillo comprobar que es una base de Y, que es equivalente a (kneN- El 
reciproco de este resultado es cierto si X e Y son espacios de Banach.
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Tecria 12.2.4 Si X 0* 507 espacios de Banach con bases equivalentes enton- 
ces 907 isoméricos.

Demostración Sean (a„)nEN una base deXy (&n)„€N una base de Y de modo 
que (a )ngN y (ón)neN son equivalentes. Definimos :*آ por

)««يي -٥» (٥٥ ) ٥٥

Es claro que 2 es lineal y biyectiva. Demostraremos que GT, el grafo de T, es 
cerrado.

Sean (/„)neN c X* y (5„)„eN c *و respectivos funcionales asociados. Es 
claro que (x,y) e GT si y solo si y = esto sucede si y solo si /nN = gn(y) 
para cada n € N. Supongamos que es una sucesión en GT tal que
lim = X, lim yn = y pero que y - Tx. Entonces existirá m e N tal que 

fm^x) 9 طm(y)■ Por la continuidad de ر y ى deducimos que existe 5 > 0, ق ع  R, 
tal que si — 2,1 < ة y II y' - لأ < ة||  entonces كت(ط ط(  gm[y'Y Como existe un 
p e N tal que - x\\ <5 y \\yp - yll < 6, deducimos que fm(xp) ل دمرج  lo 
cual contradice que (و, Pp) e GT. •

Nota 12.2.5 1.- Sean <٥* dos espacios de Banach. Sean (xn)n6N ele
(í/n)n6N c * dos sucesiones básicas. Supongamos que existen fci > 0 y > 0 
tales que para cada sucesión (ه),) de escalares y cada n e N se verifica

اءشا!* 5 ا ٤٩٤"ر ك اء ٤٩٨٣ (12.2.1)

Entonces podemos deducir con facilidad que estas sucesiones básicas tienen el 
mismo dominio de convergencia y por tanto son equivalentes. Asi pues, también 
tenemos que 13,1,! y [yn]nEN son isomorficos.

Recíprocamente, si (^)rO e (y„)„eN son equivalentes se tiene que [;CngN y 
[y„J„eN son isomorficos por medio de la aplicación definida por 7(= (0 ]؟ ٤  
.aiyr Es sencillo pues deducir que se verifica (12.2.1) [ح؟

2 .- Si M es el dominio de convergencia de una sucesión básica (zn)„eN de 
un espacio normado X y en M definimos = هاجتةاا„£„||, tenemos que 
II (a¿) II es una norma en M y la aplicación ه))»(( = 7؟ = anXn es una isometría 
lineal y biyectiva entre M y [,,إح. Observemos que (e„)„eN 06 una base en M 
equivalente a (؛rn)n٠

3 .- Sea (a;n)neN una base de un espacio de Banach X. Sabemos que para cada 
conjunto infinito PcNse verifica que (3٠)• es una sucesión básica; sin embargo, 
no podemos afirmar que cuando sea convergente entonces también lo sea

ieN
DiXi (después veremos un ejemplo). Cuando asi suceda, diremos que (:)عز 
UEP
es una subbase complementada de (٤)!.
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En esta situación, denotamos Y = [r،١]¿ep y Z = m^p', veremos que
Y (٦ Z = {0}. Sea x E Y n Z; podemos escribir x = ٠٢ a^i = 3¡ ٢ر íXí٠ Sean 

i&P ie^-P
(an)n^ y (bn)neN las sucesiones definidas por

_ í an, si n € N, ٥ _ । /3n, si n N,

Entonces, x = ٢٢ dnxn = bnxn y para cada n G N se tiene an = bn y 
deducimos que a^ = 0 si i E N; por tanto x = 0.

Vamos a demostrar que (xi)i^p es subbase complementada si y sólo si Y + Z = 
X (obsérvese que, al ser cerrados, serán complementos topológicós). Supongamos 

que Y + Z = X. Sea ٢ anxn = x; tenemos que x = y + z donde y = ٢ UíXí G Y 
n=l i^P

y z — ٢eN١p @iXi e Deducimos que ai = ai si i G P y = di si i P; así 
pues, '^aiXt converge.

íep
Recíprocamente, si (xí^í^p es una subbase complementada y x = ^2anxn G X 

tenemos que la subserie ٢، anxn = y E Y es convergente, lo que implica que 
n¡P

también converge ٢ر  anxn = x — y = z E Z; así pues x E Y + Z. 
n^P

4 .- Consideremos en la sucesión definida por íq = ei y bn = en — e„_i si 
n > 2. Veamos que (bn)n es base de lp Sea a = (a„)ngN E li y sean

.... ^di ٦  । d^ . . . , an  ٦  । 2 ؛diy O ٦ 1 = ।؛Q
i>l i>2 i>n

Tenemos, para cada n E N, que an = an — an+i٠ Probaremos que ٠٢ anbn = a; 

esto es claro ya que

iei + · ■ · + an_ien-i + anen؛aibi = c ١ ٦

y

.0 — ¿|(a| ٢ + |w؛lim (|an — o =٢ — lim ||a ٠—^ n-^oo ؛٥ n—>o٠
¿=1 n+1

Si fuese ٠٢ a^i = a E ly se verificaría que, para cada n E N, an = an — an+i 

y por tanto ٢^ a¿ = ai .......٢ di — an ..por consiguiente, (bn) es una base 

de li٠
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Si ( ٥؛ n)ngN es una sucesión de K tal que ٤٢=1 |an+i — ٥؛ n| < ٥٥ y lim(an) = O 
se verifica que ٤ر٦٢  anbn — a e h, donde an = an—an+i para cada n. En efecto,

í ~ |l٠٢ر (٥؛ + A|| = || — «n+l^n٢٦؛Q — IIa
2=1 i>n+l

|·l¿+٥¿؛ - ٥؛| n+i<٢ + |n+l٥؛| =

Así pues, es sencillo entender que el dominio de convergencia M de (ón)n€N es 
exactamente

{.0 = Üm an ٦ < ٥٥١An+l I n٢ |٥؛ : n)neN٥؛}) = M ^-٢ n—^co

Observemos que ١٢ ~bn = ٢- ٦——١  € h, pero ٥2 ؟٦ ٢٢١ n no converge. En 

efecto, esto equivale a que lo haga ٢٦aibi, donde a¿ = 0 si i impar y a¿ = ٤ si i 

par, y en esta situación se verifica que ٢٦ |o؛n — an٠i| = ٢٦ ٤  es divergente.
n>l n>l 271

Teorema 12.2.6 (Perturbación de una sucesión básica)
Sea X 0 espacio fie Banach, sea (,)/لإح una sucesión básica en X لآ sea 

٢ín١nB 10 correspondiente sucesión de funcionales asociados. Sea (/,,),ا una 

sucesión en X tal que ٢ ١٥ :p < 1. Entonces = ر0 - «

a) (7 ٣اإح,)  es una sucesión básica equivalente a (),,ح.
b) Si es una base de X entonces también lo es (,,),,ح![.
c) Si está complementado en X entonces también lo está [0,1,, ح[.

Demostración Por 01 Teorema de Hahn-Banach, para cada n ع N, podemos 
extender fn de [«„]„gN a ٦ con igual norma. Definimos :*-م* por S(x) : 

٢ - 0»). Tenemos que

oo oo
115() < 5 II fnh - &")|| < ||z|| 5 WfnW II a" - ٥ر  = INI- 

n=l n=l

Asi pues, ||5|| 1 > ك م  y tenemos que T = I — s es un isomorfismo desobre X. 
Para cada n ع N se verifica

))»ه( »ه 5(0)»» — »ه -2 /٤(»4()»٥» — دج — »ه »ه( 0٤) —
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De aquí es sencillo deducir que T([an]neN) = [٥n]neN· P٥٢ tanto, (an) y (bn) son 
equivalentes y si (an) es una base de X también lo será (bn).

Finalmente, si ([«،en) está complementado en X entonces, por ser T un 
isomorfismo, también T([an]ngN) = [ón]neN está complementado en X. ■

Nota 12.2.7 1.- Consideremos la base usual (en)n€N de l^.
Supongamos que (an)n£N es una sucesión de l± tal que ||era — an|| < p < 1, 

para cada n G N. Consideremos la aplicación T : l± —» l^ definida por T(x) =

٢ر ؛ r(n)an. Es claro que T está bien definida, ya que

q q q q
٢ ||٠ )a„|| < ٢ ||x(n)en|| + ٢ |Hn)(a„ - en)|| < (1 + p) ٢ |٠ )|, 

p P P P
para p, q G N con p < q.

Si || a: || = 1 tenemos que
oo o٥

a„)|| < p٢M = p؟٠„ - ٠ || = :(||7 — T)(a||)

Por tanto, ||7 — TU < p y I — (I — T) = T es un isomorfismo de 1ر sobre Zi٠ Como 
T(en) = an, podemos afirmar que (a„) es una base de U que es equivalente a (en).

2.- Sea (xn)neN una sucesión básica en un espacio de Banach X. Una sucesión 
bloque respecto a (a;n)„eN es una sucesión tal que yn 0 para cada n y
existe una sucesión creciente de naturales, {k(n) : n G N}, de modo que para cada 
n G N se tiene que yn es combinación lineal de {x¿ : k(n — 1) < i < k(n)}.

Es evidente que la sucesión (yn)n&¡ cumple las condiciones del teorema de 
Nikolskii y podemos afirmar, por tanto, que (yn)neN es básica. Observemos además 
lo siguiente: si Pn son las proyecciones de (r„jn6f; y Qn son las de (yn)n&i tenemos 
que, para cada n G N, Qn coincide con P^n) en £(yn : n G N) y, por continuidad, 
deducimos que también lo hace en [yn]neN· Como [yn]،؛ C [؛rn]neN, podemos 
afirmar que Qn es la restricción de Pk(n) desde [a?n]n€N a [yra]neN-

Teorema 12.2.8 [Teorema de Bessaga-Pelczynski (1958)]
Sea X un espacio de Banach. Sea (bn) una base de X y sea (fn)n& la- 

correspondiente sucesión de funcionales asociados. Supongamos que la sucesión 
(xn)nsn C X es tal que xn 0 para cada n G N y lim fi(xn) = 0 para cada 
i G N. Se verifica que, para cualquier sucesión de números reales positivos (En)neN; 
existe una subsucesión (xp^n^nefi de (ajn)neN y existe una sucesión bloque (yn)neü 
de (bn)n^ tales que para cada n gN es ||؛r٠) — yn\\ < En-

Demostración Vamos a construir la sucesión creciente k(n) del bloque y los 
indicadores p(n) de la subsucesión.

Sea p(l) = 1. Como (6„)ra6N es una base tenemos que Xi = ٢ fi(xi)bi y

existe k(l) tal que ||£i — /í(؛d)M < £1■
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Sea yi = ٣ ٨ (^i)٥¿■ Como

/l(^n)٥l ٩ 0, . . . , fk(l)(xn)bk(l') ٩ ٥١
k(l)

tenemos que | ٢ fi(xn)bi\\n-.oo 0 ه y existe un p(2) tal que

fc(l)

Tenemos que ٣ر  fi^Xp^bi = xp^ y existirá fc(2) > fc(l) tal que

k(2)
IK(2) “ ٣٠P(2))M| < ٢

fc(2)

Tenemos que fi(xp(2y)bi٣ ٠ =2؟/ Sea
l=k(l) + l

k(2)
^fitXp^b ٣ —(Zp(2) =11^(2؛l

fc(2) fc(l)

٣٠p(2))،>í)|l “ 1^(2) - (^f^Xp^bi؛ =

k(2) k(l)
■£2> MI((٠)i/٣ l +II¿|٥((rP(2/¿)11(^1)-٣؛ >

Procediendo inductivamente, la demostración puede concluirse fácilmente. ■

Corolario 12.2.9 Sea X un espacio de Banach. Sea (bn)n&^ una base de X y 
sea (fn)n^ la sucesión de los correspondientes funcionales asociados. Sea (zn)n€N 
una sucesión en X tal que para cada i € N es lim fi(xn) = ٥ y existe 6 > 0ر € R, 
de modo que > <5, para i E N. Entonces, (xn)n.gN tiene una subsucesión que 
es básica y equivalente a una sucesión bloque de (bn).

Demostración Denotamos por Pn las proyecciones correspondientes a (&n)n٠ 
Sabemos que existe M > 0 tal que ||P„|| < M para cada n. Aplicamos el teorema 

anterior a (en)neN١ donde en = 2^+^m s؛ n e ٦^١  y tenemos que existe una
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subsucesión (xp(n)) de y sucesión bloque de (&n)neN, que será
básica, de modo que ||؛rp(n) — yn|| < en para cada n e N.

Sean hn los funcionales asociados a la sucesión básica y sean Qn las
correspondientes proyecciones. Sea (fc(n))n€N Ia sucesión creciente con la que se 
obtiene la sucesión bloque (yn)n&¡■ Tenemos que Qn coincide con P^n) en l'Vn،؛■ 
Si y € se tiene que hn(y)yn = Qn(y) - Qn-^y) = - Pk(n-i)(y) y
será

limil = IMikll < t lhki)(y)H) <

Por tanto,

8 1 ك ١٨ [() ll(^p(n) ٤٧») ( Vn\\ ك H٠Tp(n) yn\\ ب Ikll ة ع „ t \\yn II

y se cumple ||yn|| Esto prueba que Por
2 الرروا

consiguiente, < لث y
d

oc ٥٥ 1 1
E ١١١*» II^pD — y"n ة E 2 : و'

Podemos concluir entonces que (؛rp(n))neN es una sucesión básica equivalente a
(yn)neN- ■

El siguiente ejemplo está tomado de R.C. James “Bases in Banach Spaces".
(Amer. Math. Monthly, 1982).

Ejemplo 12.2.10 Base de 0,1])تع]).
Recordemos que los 090090*08 didicos de orden n son

,^^Í٠٠٠}؟,٠

El conjunto 7 = U„eN٥n 66 67 conjunto de todos los diddicos y 66 denso 60 [0,1]. 
El conjunto D puede ser expresado en forma de sucesión de la siguiente forma

Consideremos la sucesión en 0(10,11) definida de la siguiente manera: 
fk) = 1, 2(٤) definimos fn por f^t^ ^sij^ng fn(tn١
la definición de /٤ se completa por segmentos. Vamos a probar que es una
base de ([,]])و demostrando que cada g 10,1)6 ع]) puede expresarse de forma 

única por g -;ئ.

Observemos que «esto use asi seria g(o ١ «=٤ por أأا* -0«

lo que (]) - = (يريه ر وم ح )](و - رغيه[( (]). Inductivamente quedarla 
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probado هاو OS a ١٠ esta univocamente determinados por 105 valores de g por medio 

de 1(2(٤)5 ٤)» -٥٧٤  Observemos ademas que si •» - entonces .ه» = 0(

pn y g coinciden en t\,... ,tn.
Ahora consideremos los («¿)¿ew definidos inductivamente por el procedimiento 

anterior y demostraremos que ٢٦a¿٨ = g. Sea e > 0, por la continuidad uniforme 

de g, existe 6 > 0 tal que si z,y ع [0, !ط 1•الا- ا  entonces 19(2) - 9() < 2.

Sea mental que ح < 'ة١  existe 710 ta^ue si 7/0 entonces ٤» es un numero
diadico con denominador 27+1 pp>m. Sea t ح
fcG {0,1, 2,3,..., 2? — 1} tal que t G k *+2

2?’ 2 p

10,1. Entonces existe un entero 

. Observemos que, si n n,

p^t١ es un numero comprendido entre Pn ٧—١ ا  Pn ٧ ; ١  · Por tanto, »(٤) 

es un numero comprendido entre g (٤) »9 (2). Asi pues, queda claro que

)(ها ا)(«- < I ٠) - 0)( + )ه(وا («-٤ا) |ب|< = ·ج

Se ha probado que ||p — pn|| < e si n > n0 y por tanto podemos afirmar que 

٢٦ difi = g٠

Es fácil ahora probar que C([0,1],C) también tiene una base.

Corolario 12.2.11 Sea X un espacio de Banach infinito dimensional con base 
(fin) y sea E subespacio infinito dimensional. Entonces existe una sucesión en E 
que es básica y equivalente o una sucesión bloque de (bn).

Demostración Sea (fn) la sucesión de los funcionales asociados a (bn). Para 
cada n G N consideremos los funcionales {٨,..., fn} restringidos a E. Como 
dim E = oo, tenemos que existe xn Q E con ||zn|| = 1 y xn G ٢١=i ^er fí- Es 
evidente que lim fi(xn) = 0, para cada i G N. Aplicando el corolario anterior 
obtenemos la conclusión deseada. ■

Nota 12.2.12 El Espacio de Cantor
Por medio del espacio de Cantor y algunos artilugios no demasiado complicados 

 todo espacio de Banal separable es linealmente isometrico طه de ][0110؟ 08
a un subespacio cerrado de C([O,l]),K). A partir de este resultado es posible 
]0[0٤* 110 en todo espacio de Banach existe una sucesión que es básica. Neamos 
esta prueba y posteriormente daremos otra demostración con menos requisitos 
topologicos.

Denotamos [0,1] por I. Sea X un espacio de Banacli separable y denotamos 
por z al espacio topologico formado por el conjunto 13*, dotado de la topologia
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*-débil. Tenemos que z es un espacio compacto y, comoes separable, se tiene 
que este espacio también será métrico.

Es conocido que todo espacio métrico compacto es imagen continua del espacio 
de Cantor K. Por tanto existe una aplicación h : K ي z continua y sobreyec- 
tiva, por lo que C(Z, K) es linealmente isomètrico a un subespacio de C{K, K). 
Es también conocido que 6(*, K) es linealmente isomètrico a un subespacio de 
C(j٢,K).

Consideremos la aplicación تي : تمد —» C(Z, كلآ) definida por () = ة, donde 
X es el correspondiente elemento del bidual X** de X, restringido a z = ®X-. 
Es sencillo comprobar que ه es una isometria lineal. Por tanto, deducimos que 
X es linealmente isomètrico a un subespacio M de C(I, كلآ). Asi pues, existe una 
isometria lineal T de Ai sobre X. Por el corolario anterior, podemos afirmar que 
en M existe una sucesión (٥„)neN que es básica. Para cada nE٩ sea Xn = T{gn)٠ 
Tenemos que (®„)ngN es una sucesión básica de X.

Si X no es separable entonces bastará considerar cualquier subespacio cerrado 
de X que si lo sea para deducir que también en X existe alguna sucesión que es 
básica.

LiiN 12.2.13 Sea X ل espacio 00 Banacb, infinito dimensional لو sea F un subes- 
pacio finito dimensional de X . Sea Entonces existe X ع X tal que ^x\\ = 1 
y وا كا (1 + و|)ج + ءئد|| || para cada y e F y cada AeK.

Demostración Supondremos que £ < 1. Por la compacidad de Sf, podemos 
encontrar ٢,ررزج  en Sf tal que para cada y ح Sf existe algún ,---جي{1ض } 
tal que II y - y ¿II < |. Tenemos que existe { ,او ...زح,  c 5*- tal que 1 = (¿لأوج si 

عأ{1ل...ا  *. Sea ه ح ثم  ker gi con = 1.
Sean y e Sp y a a. Consideremos عي{1",٠م } tal que — y،II < ؤ. Se 

tiene que

وا + اسه > »اا ا اتشه - وا gh + |-)مس = >|-ا .ل

Si y e F tenemos, para cada a e K, que + (1 2 ٩) اء  y, por tanto.

ا(<||لأ|| + و|)ج + ·||ط "
12.2.14 Cada espacio de Banach,infinito dimensional contiene un 

subespacio rectorial cerrado infinito dimensional con base.

Demostración Recordemos que si (a„)ngN es una sucesión de números reales, 
se define na„ = lim (ai ■ - - · · a„). Si para cada n ح N es a„ > 0 tenemos que 
n(l ا an) converge si y solo si = 49» converge.

+ 1)11 de reales positivos tal que )؟إء«)ء Sea £ > 0. Escogemos una sucesión

2,) < 1 + £· Sea iieSxyFi ٣(٤٤ ). Existe algúne Sx tal que, para cada 
مد ع  n y cada a e K, se verifica | ||و < (1 + و|)ا£ ا
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Sea= /(2 م1,3ت ). Existe algún 23 e 9* tal que si X G (•],تة) yaeK 
se verifica < (1 03 + ب ج2ا|)2ت . De esta forma, inductivamente, es posible 
obtener la sucesión (;rnkN.

Sea (an)neN una sucesión de escalares y sean n, m G N, con m ك n. Tenemos 
que 0]] amXm ح Fm : (•م], ..., Xm) y, por tanto,

ا ]مد] ب٠٠٠ب amXmW ك با( ٤٤٣)]*]ه +٠٠٠+ UmXm ب
كا (1 ب  Sm)(l ٠٠٠+ 0 ب ١)]+٤ + amXm ب am+l^m + l ب arn-|-2*Z'm+2||

< ■ · · < (Sm + 1() 1 ا Em+1) .٠٠(1* ?؛n)||alXl + ٠٠٠ 4ااره«
(1 d ج) llajai 1... i a„ 3ا,ت.

Asi pues, la sucesión (*ن,) es básica. ش ٠

TEOREMA 12.2.15 [Principio de selección (Bessaga-Pelczynski)]
Sea X un espacio de Banach y sea (،cn)nef; una sucesión en X débilmente 

convergente a cero y tal que para cierto 8 > 0 es 8 < || „: ٠٠ر , para n G N. Entonces 
(xn)neN tiene una subsucesión que es básica.

Demostración Sea (era)neN una sucesión en (0,1) tal que JJ(1 — en) > 1 — £q, 

donde ٢o £ (٥, 1)■
Sea ni = 1 y y(l) = £(xni). Sean zn · ■ · zim(i) G S٣(i) tales que

m( 1)
]jBízn^MjSYa).

Sean 511. ■·0im(i) ج *. tales que | اج(2|)ا > إ - لأ , para ,m(l)}
Como

ة")„ياج0,...5ب()ا(ل„ا ^“0,

existe un n > ni tal que

اي٥١١ا)ي«*( ...,*ي |)؛لآ()تجاجاقل < .ي

Probaremos que para cada y G y(l) y cada a G K se cumple || س<الأ„2ا | > (]—£]).
En efecto, si |a| < I e y G Sy( 1), sean ¿1 ,i G {1, ■ · ■ , m(l)}, tales que IIy — 

الاة < لأ . Tenemos que

> \gu(y t aaAz)! = 19]:( t 1 - 2] t
!^„2)] - laiAo - |لايياج| - ماج| < 

اآك٣ ¿lili - اجاؤ ي„2)

lly + az„2H
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Si اما > ق  se verifica II y t -£س„2|ا > ااء«*اااما - ا|2||/ >2-1>1ا .

Sea ahora y e ](])0 رو ي . Tomando -لا tenemos que siaeKse cumple
االعا

;اع-اة||^^اق||

por tanto, II y ا وصه  II 2 ة (1 - ا|)اج /||.
m(2)

Sea 1(2) = (««»و) y sean ««« )»ا ء  Sy^ tales que (٨٥,,«) c 

Sy( 2). Sean 02, ٠٠٠, ج  *. tales que 92:(22٤) > 1 - |, para : ء 
{1, - - - , m(2)}. Como w-limXn = 0, existe algún و > n2 tal que

ج|نى21|)خ( "'اذ< اي,٥22٥*()٤ا)و» < .

Para cada y 6 SY( 2) yaeK veamos, como antes, que lly 1 2£ — 1 سء„3|ا ح · En 
efecto, si اما < sea , m(2)} tal que - ^2í|| < . Entonces

0 4
11« t aa^l > lg2i(y t + ه„^11 > ;وا (22) - زوا لا( - 2ا)نه  - |a| |í,2í(^3 

>l-£2·

Si |a| < ٦ seráا-(
||y ا الورده > 0رر - ||لآ|| ؤ 2 - 1 ة 1 - £2.

Sea ahora » ع y(2), y ?0 Si a ج K se tiene !!2 ل ا مع3|ا > 1 — ج - Por 

tanto, ||y ا ورنحه  II 22 - 1) ؤ) llyll.
Procediendo inductivamente, obtenemos una subsucesión (١)kgN de (a;„)„gN 

tal que, si denotamos ٦)*( = ٤(٣٤  para cada k € N, para y e Y(k) y 
a e K se verifica ||y 1) < ا 0رر  - £fc)||y||.

Veamos que (•,*)*ح[ es una sucesión básica. Sea (an)„eN una sucesión de 
escalares y sea p < q, p, 5أع Tenemos que

I ***»«1 ا = - »»*ها ب٠ب" ٥»»*« ب ٥«٨ (LpXnp.”! ها**«, 
1 - ٤]+ر

= 1 . . . • »*ها ب٠٠٠ب  UqXnqW1 - 4] 1 - ؟ع

< oo 1 Ikm + · ■ · + aqXnq II 

n(i-£”)

ك llaiS 1 ب٠'٠ب ،¥ng ا .
1 - ج0
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Nota 12.2.16 Sabemos que si ٨ es separable entonceses linealmente isome- 
trico a un subespacio cerrado M de 6(10, l],K). Veremos que, por medio de este 
resultado, podemos conseguir unas demostraciones más sencillas de los resultados 
anteriores

Consideremos la isometría M. Como C([o, 1], K) tiene base en M,
existirá una sucesión básica (z¿)¿en. Sea N = cMc 6(10,l],K); tenemos 
entonces que T~1(N) es un subespacio cerrado E de X que tiene base. Si X 
es infinito dimensional basta tomar Y = [;CnkN c X (siendo ٢ر  : n G N} un 
sistema libre en 2) que será separable y por tanto existe un subespacio vectorial 
cerrado E de Y con base. Asi pues, v١iene un subespacio cerrado con base.

Sea ahora X un espacio de Banach y sea ( ٣٤,),إح  una sucesión débilmente 
convergente a cero, donde ||m„|| > 0 < ة para cada n G N. Consideremos la 
correspondiente isometría lineal T : tkeN ح 0(10, كل]ا )■ Es claro que (TxnkÑ 
es débil convergente a cero y que 125> < ر para cada n G N. Por tanto, como 
(TTnkN está en un espacio con base, deducimos de un resultado anterior que 
(TxnkN tiene una subsucesión básica. Dicha subsucesión se transforma por 7-1 
en una sucesión básica en X.

Teorema 12.2.17 Supongamos que X es el espacio cq o algún lp, con p > 1 y 
p oo. Sea {an : n G N} una partición de N. Para cada n G N sea En = [x e 
X : x = ٠r(i))ieN : x(i) = G si i an}. Para cada n € N sea yn G En con yn / 0. 
Entonces, k]n6N es isomètrico a X y está complementado en X (con proyección 
de norma 1 ).

Demostración Empezamos suponiendo que X = h٠ Se puede suponer que 
= 1 para cada n G N. Es claro que dados los escalares o؛i, ■ · ■ ,an, tenemos 

que

|·í٢، |٥؛ = ||n2/n؛-|a-------aiyi |-||

Definimos la aplicación T : —> Z٦ por T(x) = ١٢٦ x(n)yn y tenemos que

·l(l؟ = ٢ ٠
Así pues, T está bien definida y ||T(z) || = ||؛r||, por lo que T es una isometría e 
Im T es un subespacio cerrado de l^. Por tanto, (yn)neN C ImT C [٦/n]neN y será

■ ·ngN]؟/»[ = Ini T
Veamos que [yn]neN está complementado en Zi٠ Para cada n G N, sea hn : E 

K una aplicación tal que ||hn|| = 1 y hn(.yn} = 1· (||l/n|| = 1)· Sea x = (x(n)) G Zi 
y consideremos en Zi la sucesión definida por

’e ،7W ٤ x (j) - J siXn^ - { 0, si i i cr(n).
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Es claro que «» e En para cada n y que 2 Xn = 2 2 ا»*ا = IMI■

م
Sea k]neN la aplicación definida por p(^) - 2 Mxn)؟/n’ Tenemos

que

= 58 IWI»(٣ا)اا٤(«٣ا"ا)«=8 ا٨٣

Deducimos entonces que p está bien definida y que 70(٣) < IMI· Además, para 
cada n e N, se tiene ًصأ(غ = ولا  Im p = [ynkN y, de la continuidad de p, se 
deduce que la restricción de p a [Pnkw es la identidad.

Finalmente, 08 claro que HpII < 1 pero también que HpII > !10(٧) = Ikll = 1. 
Asi pues, HpII = 1.

Es sencillo comprobar que los razonamientos realizados valen también para el 
caso en que X es del tipo Zp, 1 < p < (oo.

Consideremos el caso en que X = CQ. Tenemos que si oq, - - - , a„ son escalares 
se verifica

+ ٠٠٠ + Mn II =

La aplicación T es la misma que antes y tiene las mismas propiedades. Finalmente, 
p se define por medio de 7 y asociando a cada وعد igual que antes, la sucesión 
 Observemos que =sup I|rc„|| y que lim k) - 0. La serie con la que se .(,رط)
define p es convergente ya que

{.p<n<q: :«=«>٤٤٤الر)ياي( = ا«9اا(٤ا)ي*(ي باا E ا
n=p

El resto se demuestra de forma similar. ٠

Teorema 12.2.18 [Teorema de Pelczynski (1960)1
Supongamos que X es 67 espacio 0 o ووو/اوآ p Entonces:

1) Cada subespacio infinito dimensional complementado de X es isomórfico a
.م

2) Cada subespacio cerrado infinito dimensional de X contiene un subespacio 
complementado infinito dimensional (لا por tanto isomórfico a X).

Demostración Sea E un subespacio cerrado de X que sea infinito dimensional. 
Sabemos que existe en E una sucesión básica kkN equivalente a una sucesión 
bloque kkN de la sucesión canónica (e„)„eN٠ Tenemos que si F = kkn 
entonces F es isomórfico a hki؛^ que según el teorema anterior está compie- 
mentado en X y es isomètrico a X. Asi pues, F c E, F es isomórfico aXyF 
está complementado en X.

Si ahora fuese E un subespacio complementado en + tenemos que (en su 
momento se demostró), entonces FcE también está complementado en E y 

341



tendremos E==F + G,E^FxG~XxG, por lo que ٨ será un factor de F. 
En el caso en que X sea Co 61, (0 1) esto significa que Xy E son isomorficos. ■

CdLNBAO 12.2.19 Un 900050010 infinito dimensional de 0 está complemen- 
tado si لا solo si es isomorfico 00.

Demostración En su momento se probo que si X es separable y E c X es 
subespacio vectorial isomorfico a Co entonces E está complementado en X. ٠

12.2.20 Cada subespacio cenado infinito dimensional de 60 ó delp, 
p€[l,oo), es estable.

Demostración
Denotamos al espacio por X y sea E un subespacio vectorial cerrado de ٦ que 

sea infinito dimensional. Entonces existe FcE isomorfico aly complementado 
en ٨: también F está complementado 10 por lo que, si ى es el correspondiente 
complemento, tenemos que E = FFG,E^FxG^XxG,ExlmlxXxG^ 
^xG«fxG«E -

Nota 12.2.21 No se ha podido probar que si E es un subespacio vectorial 
cerrado de e [1,00)) isomorfico a Ip entonces E está complementado en Ip. 
No obstante, el resultado es cierto para una isometrla, lo probaremos para el caso 
de 1 (aunque Pelczynski lo ha probado para p > 1).

12.2.22 Sea E س subespacio de u que es isometrico all· Entonces E 
esta complementado en ll·

Demostración Sea T : h ب E una isometria biyectiva. Para cada neN sea 
:[ع )ة(),( ء 0;-, . Probaremos que si n m se verifica ره n 0 = ر. 
En efecto, si & € en 0, tenemos que TtenD - 0, (0 -ه ء,()*( . Sean a = 
ا ك”٧ال = 1 )(9)= . Claramente |a| ي وا رح  y es sencillo comprobar 
T{em)(k) T(e„)(fc)

que 17(0» - < \T(emD\ 1 por lo que

ا7ع(-«8اا«ء  =^|r(a -,dera)(¿),

00 00
TiaemWX+l^nklX |ع>

= ||rem|| + ||re„u = 2.

Como ٥ر» - k II = 2 = /اها + ا , esto contradice que T sea una isometrla.
Podemos suponer que para E no existe un j e N tal que •٣() = 0 para 

cada X e E. En efecto, si este fuese el caso podemos considerar la aplicación 
T : E —ب E' obtenida suprimiendo en cada £ e E la coordenada j. Claramente 

342



T es una isometria. Reiterando este proceso se obtendría finalmente un espacio 
F isomètrico a E tal que ■para cada j G N existe x € F con x(j) 0. En esta 
situación podemos probar que on es una partición de N, ya que si j Uan será 
Ten(j) = 0, para cada n; entonces, si y € E, existe x € /1, x = ^x(i)ei, con 
Tx = y. Como y = Tx = ^x(i)Tei, deducimos que y(j) = 0.

Para cada n G N sea En = {x € Zi : x(i) = 0 si i / un}. Se tiene que 
Ten G En y, en esta situación, probamos que [Ten]ra6N está complementado en Zi 
pero [T٦en]neN = E. .

Definición 12.2.23 (La propiedad de aproximación)
Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximación si 

para cada subconjunto compacto K de X y cada s > 0 existe T : X X lineal y 
continua tal que — z|| < e si x G K.

Sea X un espacio de Banach con base (a:n)neN٠ Probaremos que X tiene la 
propiedad de aproximación. En efecto, sea K un subconjunto compacto de A" y 
sea Pn la n-ésima proyección de la base. Sea Wn = {؛r G X : ||؛c — Pnor|| < e}; es 
claro que Wn es abierto y que Wn C Wn+1. Como K c ٧n Wn, existirá un N G N 
tal que K C ! ٢ر٧  y entonces || P\¡x — ar|| < e si x G K.

El matemático sueco Per Enfio en “ A counter example to the approximation 
property" (Acta Math 130 (1973), 309-317) da un ejemplo de espacio de Banach 
separable que no tiene la propiedad de aproximación. Este fue el primer espacio 
separable conocido que no tenía base. En 1978 A. Szankowski probó que para 
cada lp(p ^2,p 00) existe un subespacio sin base.

12.3 Convergencia incondicional de series

1) Sea X un espacio normado. Denotamos por $ a la familia de los subconjuntos 

finitos de N. Sea ٢^ Xi una serie en X. Si F 6 <f٠ se denotará

S(F) = ^Xi٠

Se dirá que ٢ر  Xi es incondicionalmente convergente hacia x (ico) si para

cada s > 0 existe Fo G $ tal que ||؛r — S(F)|| < e si F G ،h y Fq C F.
Una serie incondicionalmente convergente también es denominada sumable. Es 

evidente comprobar que ٢٦ Xi es ico hacia x si para cada s > 0 existe tiq g N de 

modo que || ٢٦x¿ — x¡¡ < e si F G $ y {1,...,n٠} C F.
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* es *ا*] ١«٥ه١«4أ٥*٥ءا"ء««ا«««  cowuergent hacia se si لأ solo si

oo
para cada biyeccion r ل ب  N se verifica que 2١٩() es convergente « En 

-1

efecto, supongamos que es ico a X, sea لي : N ب N una biyección y sea

£ > 0. Tenemos que existe Eo = {1,...,ارر tal que نه ج[ ع ح*• ر مو  cumple 
II E Xi — ا|تت < £. También existen mi... mno tales que 1 = ([()ه - - - ^(mno) =
ءءذ

00. Por tanto, si m 0 = [ ,])/*ه امره/... , tenemos que si m > 000 se verifica 

{!,..., no} c Mi),...,ه(•), por lo que II 5 و(ه) - < £.
-1

Recíprocamente, supongamos que 2 Xi no es incondicionalmente convergente 

hacia X. Existe £ > 0 tal que para cada ز وح  existe algún عر• con RjC^y 
llE^-z|l>g-
itF

Sea P] = {1} existe *1٤8 tal que 5 اا Xi - ئ|| > £. Análoga-

mente, sea لآل = Ki u {2} y sea ÍjEÍ tal que ع؟* II E Xi - > £.

Inductivamente, es posible determinar K1 c م c - - - c *, c···, subcon- 
juntos finitos de N, tales que para cada n€Nes{l,-H,n}c Kn. Para cada

Sea -. إ -<„،<---< ٠, ،,> sea ln el cardinal de Kn. Tenemos que 00ع لا
] una biyección; sea 2* - 021 , ,1 ره:], , 7]1 ,71 ه ا,]/,...,]:  una 
biyeccion de modo que Zi}. Procediendo inductivamente obte-
nemos finalmente una biyeccion ]ص ت ا:  modo que /ه ,ه ...,ط] , م-  
para cada n e N. Observemos que para cada n ح N tenemos que

^ E اا )ى - ادبغ ¡ xii > ء,
7-1 ,ر*

por lo que 2٥*() no converge a X.
ة-1 OO oo

Es claro que si ر•: es ico hacia * entonces 5» es convergente hacia X,

pero el reciproco es falso. Recordemos que en R se verifica que es ico
OO oo 1 5

si y solo si El^í es convergente y que E(—•6 convergente pero no es 
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incondicionalmente convergente.

2) Se dice que ٢| a:¿ es incondicionalmente de Cauchy (iCa) si para cada

e > 0 existe Fq G $ tal que || ٢eF ؛r¿|| < s si F G $ y F l٦ Fo = 0. Es sencillo 
comprobar que esta condición equivale a que para cada s > 0 exista n٥ € N tal 
que || ٢ Xi || < e si F G + e inf F > no٠

íef

Se dice que ٢^ Xi verifica la condición de Cauchy si la correspondiente sucesión 

de sumas parciales es de Cauchy.

Demostraremos que ٢^a؛¿ es incondicionalmente de Cauchy si y sólo si para

٥٠
cada biyección 92 : N ه N se tiene que ٢٦ر  x^i) verifica la condición de Cauchy. En

efecto, supongamos que ٢ر es incondicionalmente de Cauchy y sea ip : N —> N

una biyección. Sea e > 0; entonces existe no tal que || ٢ Xi || < s si F G $ con 
i^F

inf F > ٠ También existe algún e N tal que {1,..., n٥} C {p(l),..., pímo)}. 
Por tanto, si p > q > mo, tenemos que inf {<p(q), p(q + 1), ٠ ٠ ٠ , p(p)} > no y será

II ١ ٦  Xip(í) II ٠١ £٠
l=q

Recíprocamente, supongamos que ٢٦ر  Xi no es incondicionalmente de Cau

chy. Tenemos entonces que existe e > 0 de modo que para cada Fo G $ existe 
F G $ con F ٢l F٥ = 0 y ||٢٦¿|| > e. Puede obtenerse, inductivamente, 

í&f
una sucesión (Kn)n0i de conjuntos finitos no vacíos y mutuamente disjuntos 
de modo que {1,··■ ,n} ٢l Kn = 0. Para cada n € N sea rn = card (Kn) y 
ln = card ({1, ■ · · , n} U K± U · ■ · U Kn). Tenemos que < F < · · · < ، < · · · ·

Sea pi :Ay = {1,..., 1^} —> {1} U Fi una biyección de modo que los últimos 
٢i elementos de 11ر se correspondan, en su orden, con los elementos de K^. Sea 
922 : A2 = {1, ٠ ■ ٠ , h, ،i+l, · · · , ،2} 2 ,1} ه}UKiUF2 una biyección tal que p? = 921 
en +1 y los últimos ٢2 elementos de +2 se correspondan, en su orden, con los de K¿. 
Razonando de esta forma se puede obtener finalmente una biyección 92 : N ه N 
tal que 92 = pn en An. Para cada n E N tenemos que, si {p(p), ■ · ■ , 92(؟)} son las 
imágenes de los últimos rn+1 elementos de An+i, se verifica que 92(11) < p(p) < 

q 00
ry(i) no٢؛ consiguiente, la serie P٤· ٥٢ < M٢ ؛ xvW) II = II ٢ p(q) y II

j=p íek„+1 1=1
verifica la condición de Cauchy.
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3) Supongamos que X es un espacio vectorial topològico y sea ته: una 

serie en X. Diremos que la serie converge hacia X e X si la sucesión de sumas 
parciales, (5n)neN٢ con ٠ ٣ 1"1 لآ = ال ,, es convergente en ٨ hacia X. Se dice 

que E Xi es incondicionalmente convergente hacia * si para cada آ/ entorno de 0 

en X existe /ع• tal que E — zehsi-F’e^ con 00 .در manera similar 
ieF

a como se hizo en espacios normados, se puede probar que esto sucede si y solo 

si para cada biyeccion ي : N ب N se verifica que la serie ب(«) es convergente 

hacia X.

Diremos que E^¿ verifica la condición de Cauchy si la sucesión (52) de

م
sumas parciales es de Cauchy. Se dice que E *؛ es incondicionalmente de Cauchy 

si, para cada ٢ entorno deexiste و» tal que E دع e V si F 6 ق> y ٨٢[ = 0. 
iEF

De forma análoga a como se hizo en espacios normados, se puede demostrar que 
5* es incondicionalmente de Cauchy si y solo si para cada biyeccion ي : N ب N 

se tiene que E *ه() verifica la condición de Cauchy.

Si %*٤ es convergente hacia X y es incondicionalmente de Cauchy, demostra- 

OC
remos que entonces E دع es ico hacia 2. En efecto, sea ا un entorno de 0 y sea 

w un entorno equilibrado de cero tal que w ب w c V. ·Existe algún no € N tal 
que E^ e w si F e ٠ con inf F > no. Por otra parte, existe ni ع,7]ح  no, 

iEF

tal que E دع — X € wz si n > ni■ Entonces sife$y{l,”',„i}cP tenemos 

que

Si E^ es 00 es evidente que será incondicionalmente de Cauchy. Si X 

es secuencialmente completo y E دع es incondicionalmente de Cauchy entonces 
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٢٢i Xi es ico. En efecto, la propia serie ٠٢ Xi sería convergente hacia cierto 

x £ X; por tanto, como es incondicionalmente de Cauchy, será ico hacia x.
Si Y es otro espacio vectorial topològico y T : X —» Y es lineal y continua es 

sencillo comprobar que si ٢ Xi es una serie en X incondicionalmente de Cauchy

entonces es una serie incondicionalmente de Cauchy en Y. Además si
oo ' oo

٢ر Xi es ico hacia x entonces '^Txí es incondicionalmente de Cauchy hacia Tx.

oo
4) Sean X un espacio normado y ®٢؛  una serie en X-, demostraremos que 

oo
٢ Xj es incondicionalmente de Cauchy para la topología débil (débil incondi

cionalmente de Cauchy, w — iCa) si y sólo si para cada / € X* se verifica que 
oo oo

٢ ؛(/| Ei)| es una serie convergente. En efecto, supongamos que ٢ر  Xi es w — iCa

y que 6 ر X*. Sea e > 0 y consideremos B(f,e); entonces, existe no £ N tal que 
si F e $ y no < inf F se cumple ٠٢ Xi 6 B(f, e), por lo que sería

i&F

/ (٤ر ٤)ر
iEF

De aquí deducimos que ٢ f(xi) es una serie de escalares incondicionalmente

OO
de Cauchy y por tanto será ico, con lo que podemos afirmar que ٢ر es 

convergente.

Recíprocamente supongamos que para cada f € X* se verifica que ٠٢ر  |/(^i)| <

٥o
oo. Sea B = B^f^,■■■ ,fm^e) un entorno débil de cero, tenemos que ٢fi^Xjf 

• ■ · , ٢ fm(xi) son series incondicionalmente de Cauchy; así pues, podemos deter

minar no e N tal que si F £ ٠I٠ y no inf F es ^f^ 
ieF

~ ٨ í ٢ر
\i€F

para j G {1, · ■ · m}. Por tanto será ٢ Xi £ B. 
ieF
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Si ahora ؛2ر ، es una serie en X* es sencillo comprobar que es incondicio

nalmente de Cauchy en la topología *-w si y sólo si para cada x € X se cumple

·٥٥ > (\2\fi(x؛

5) Sean X un espacio vectorial topológico y Xi una serie en X. Di-
00 ٠٥

remos que es S-convergente (resp. S-Cauchy) si cada subserie es

convergente (resp. de Cauchy).

Diremos que ٢ a?¿ es BM-convergente (resp. BM-Cauchy) si para cada su-

o٥
cesión real y acotada (a¿)iSN se verifica que ٢^ es convergente (resp. de

Cauchy). Tenemos que S-convergente implica S-Cauchy y BM-convergente im
plica BM-Cauchy; los resultados recíprocos son ciertos en el caso de completitud 
secuencial. Utilizando sucesiones de ceros y unos es fácil observar que cada serie 
BM-convergente es S-convergente y cada serie BM-Cauchy es S-Cauchy. Es claro 
que si Xi es BM-convergente (resp. BM-Cauchy) en un espacio normado 
X que sea complejo entonces ٤٣٦ aiXi es convergente (resp. ؛؟^؛٦  a^xi es de 
Cauchy) para cada sucesión (a¿)¿eN acotada de complejos. El siguiente lema nos 
permitirá profundizar en la relación entre estos conceptos en el caso de espacios 
normados.

0 conjunto ,*[ ■·■لاا١ = sea s 800 لا X un espacio normado
finito de elementos de X. Definimos los números:

{{,1,1}- c···,£„{ }اء = السءباًاا««« . ,اج»(

6(«) = sup{|]^aíZi|| . {ai,·■· ,an} c [-1,1]}

««8)2««« ر/:•٠١ )ا*

Entonces [(5) = 0(6) = ^S).

Demostración Es evidente que 7(5) < Q(S) y concluiremos la demostración 
probando que Q(S) < 10(5) y ñ(S) < 2(5).

Si {ai, ٠٠٠, لره  c [—1,1] tenemos que existe una aplicación f:X—؛R lineal y
Como ١,r,^،، الا = 1ذ continua con
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resulta que Q(S) < R(S).
Si f : X ٩ IR es una aplicación lineal y continua con ||/|| < 1 entonces, para 

i € {1,..., n}, definimos = +1 si f(xi) > 0 y £¿ = —1 si f(xC) < 0. Se verifica

por lo que R(S) < 7(5). •

Nota 12.3.2 Supongamos que 2 es un espacio normado complejo y que s = 
c X. Si definimos, como antes, los números P(S),Q(S) y R(S) 

tenemos que 7(5) = Q(S) : 70(8). Consideremos ahora los siguientes números:

P'(S) = }٠||{ : اج , c رع.

8(5) = sup{|| E ام : *( .. ٠٥ «) c Bel·,

R(S') = su E ٤/٤٢٠ 11/11 <

Es claro que 7(5) < P'(S),Q(S) < Q'(S) y veremos que todos estos números 
son iguales.

Es claro que 7/(5) < CAS). Demostraremos, como antes, que Q'(S) < 
B'(S). Sea 1 ,]ه ر  c Be; tenemos que existe una aplicación %:*-0 

lineal y continua con الا = ly /(٤٩٧«) = Como /(= (*٤٥٨

.(5)٣/ > se sigue que Q'(S) ,()/> |الم؛هعر

Demostraremos ahora que R\S) < Sea / : X ب c una aplicación
e 5• tal que ؛ء sea ,...,„1 {1ي. Para cada e > ااااا lineal y continua con

|/ الي = ح ¿/(^); entonces E |/(x¿)I = (1 )زء < ||٢ايمج > lo que prueba 

la desigualdad.
Finalmente para probar la igualdad de todos los números bastará con probar 

que 02/(5) < B(5). Esto es evidente ya que si زه ,...ره,  c Be entonces existe 

una aplicación lineal y continua tal que / E«i^i) = II E “م'¿I
n n

entonces |E٥i^ill ؤ E /(^1■

En loque sigue denotamos BMco = BABconvergente (BMCa = BACauchy), 
Seo = S-convergente, (BCa = B-Cauchy). Observaremos que nos estamos permi- 
tiendo la licencia de utilizar una notación que se corresponde a las denominaciones 
en Ingles.
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Sea ٢ un espado normado » ««٤* una sede en X, enton-

oes las condiciones iCa, SCa, BMCa son equivalentes.

Demostración Es claro que BMCa implica SCa. Aquí probaremos que: a) 
SCa implica iCa. b) iCa implica BMCa.

a) Supongamos que زته no es iCa. Entonces existe 0 < ع y existe una 

sucesión (En)ngN de conjuntos finitos y disjuntos de N tales que inf ا+ة > supE„ 

y II E 2 ا1 > ج - Si ahora consideramos la subserie رهت, donde (٣)=: es la 
ieE„ 7-1

sucesión de N obtenida al situar los elementos de El, E2, · · · en orden creciente, es 
claro que esta subserie no es de Cauchy.

b) Supongamos que E 2: 05 iCa y. sea (ai)tGN c [—1,1]. Sea 0 < ح. Existe

tal que اا E$íll < ٠ si F € ه y no < inf F. Supongamos que q>p> م: por el
رى؛ 2

lema anterior, existe ٤٤٠٠٠٠ ء ») c tal que ك II 11■ Si

El = {« e 1+ = ي ,...زو : دح, } y Ez = {í ع ي , .. ., q} : 1- = ءح} entonces

EهحIا = IIE - E الء |ك + | = ·ح
i=p ;11 ٦eFí

Nota 12.3.4 1) Si X es un espacio de Banach los modelos de convergencia ico, 
Seo, BMco son equivalentes. Si X es normado no completo podemos afirmar que 00 00
si ؟٦  xi es Seo entonces es ico. En efecto, tenemos que ؟٦  X{ es iCa y convergente;

por tanto será ico.
Recordemos que un espacio normado X es de Banach si y sólo si para cada

serie E3؛، con ٢ر  II xi II < 00 se verifica que ٢ a;¿ es convergente. Observemos 
i=l i=l i=l

que si E lililí < ٥٥ entonces ٢z، es '^a. Por consiguiente, si X es de Banach
OC 00

será E xi ^co■ Si X es finito dimensional es conocido que ٢ xi es ١؛ co s٤ Y s٥l° s٤
CXD

٠٢ | ؛؛ Tí || es convergente. No obstante, el teorema de Dvoretzky-Rogers (que en su 
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momento se estudiará) afirma que en cada espacio de Banach infinito dimensional 
OO OO

existe alguna serie ر٦  a:¿ que es ico pero es tal que ر٦  ||aq|| es divergente.

Consideremos en cq la serie ٢ ٦ « es claro que esta serie es incondicionalmente 

convergente a x = pero tenemos que ر٦ || ٤ en|| = ٤؟  que es divergente.

2) Veamos un ejemplo de serie en un espacio normado que es ico pero no es 
Seo. Consideremos el espacio coo y para cada n g N sea xn = ٤en — ^٦-en+i٠ 

Tenemos que aq + · · · + xn = — ٦٢e„+i y por tanto ر٦  a:¿ = ei٠ Es fácil

comprobar que la convergencia es incondicional. Observemos, no obstante, que la 

subserie ر٦  x^i no es convergente ya que

T2 + ... + ١ = |e2 - |e3 + le4 _ le5 + ... + ٤e2n _ __e٠

3) Veamos un ejemplo de serie que es S-convergente pero que no es BM- 
convergente. Sea X el espacio vectorial de las sucesiones reales de recorrido finito 
y consideremos en X la norma ||a:|| = sup{^|؛r(n)| : n e N}. Consideremos la serie 
oo oo

ر٦  e¿ y sea ر٦  e„٠ una subserie. Consideremos x tal que, para j E N, xínj) = 1 
i=l j=l

m ٦
y = 0 si n rtj. Para cada m € N se tiene que ||؛r — ٢١ enj || =------ y, por 

j = l nm+l

tanto, ر٦  enj = x.
3=1

Veremos que ر٦  e¿ no es BAÍ-convergente. Supongamos que para (|)íeN la 

OO ٦
serie ر٦  -ei converge a cierto x. Entonces, para cada n E N se cumple

lia; - (ei + ٠ · · + -en)|| = sup{|a:(l) - 1|, |؛؛ r(2) - ٤,|,... -|٠) - ٤ |}.
tz 2 2 ti ti

Deducimos que |a;(l) - 1| < ||a; - (ei + · · · + ٦„)||, para cada n E N, y por 
tanto a:(l) = 1. También se tiene ٠ |a:(2) — ٠ | < ||a? — (ei + · · ■ + ٦n)|| para cada 
n > 2. Por consiguiente, a;(2) = 1. Reiterando el procedimiento, deducimos que 
x(n) = i, por lo que x no puede ser un elemento de X.

Teorema 12.3.5 Sea X un espacio normado y sea ر٦  a:¿ una serie en X enton

Xi : F E T} es ر{٦ Xt es incondicionalmente de Cauchy si y sólo si ؛2!؛؛ ces
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precompacto.

Demostración Para cada ٧٤ 9, denotamos S(F) = Supongamos que 
iEF

Entonces existe tal .ح > es incondicionalmente de Cauchy y sea 0 «تدح

que si أبل ع  $ y F n Fq = 0 se verifica II < ع. Si F e $ tenemos que
KF

„¿?(E) - 5(1١70) لعك, por tanto, 5(7) 7)9)3 ج nP٠);£). Esto prueba que 
{S(F) :Fe$}c Uagf 1(5(4): ٤), donde por 5(0) entendemos el cero.

Recíprocamente supongamos que 09(*) : F € $} es precompacto pero que 

 no es incondicionalmente de Cauchy. Como los conjuntos precompactos ؛*ب

son acotados, existe M > 0 tal que (٤٣ا)ا5  < M para cada [٤% Por otra 
parte, existe 0 < ع y una sucesión (FnkN de subconjuntos finitos y no vacíos 
de N tales que, para cada n e N, se verifica infFn+i > sup Fn y > ع.
Existe لآ,...,ائ™} tal que ًا(*) U¿=iB(y¿,|) y tiene que existir
h e {1,..., m} tal que, para cierta subsucesión {Fn )jgN de (,),ع[, se verifique

tenemos que :٤ < ٤ Escogemos entonces k e N tal que(■ة ؛)أ*( ع لغلأ(,(

y que

||S(Fni)-U + --٠ + S(F„،))H

Por otra parte, ||S(Fni) + --- + S(F„)|| = ||5(E)||, donde f = f„]U ٠ .٠ uf„t٠ Por 
consiguiente, || ة(أك(ل1ب-ب) + ا|)كس'ك  < ^M < ؤ y deducimos que ||5'(F„I)|| < 
٠ .lo cual es una contradicción ,ع

Nota 12.3.6 1) Si 2 Xi es una serie Seo, tiene sentido considerar M = (5(4) :

A € F(N)}> donde 5(4) = 5/: y por 5(9) denotamos el cero. Probaremos que
ieA

M es compacto en X. En efecto, consideremos el espacio de Cantor 00, y la 
aplicación s : {0,1}”٦ definida por

5(4:) además = 5)«خ)؛ج((ا ti} es = ؛ة : Observemos que si d = {¿ e N
como ,ج > M, por lo que bastará probar que 5 es continua. Sea 0 = (لارط,)
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es incondicionalmente de Cauchy, existe no e N tal que ا S(F)|| ؤ e si

F ع $ y no < infiF. Si B e P(N) y infB > no se verifica que ||S(B)|| < ة. 
Sea a = (a¿)igN 00,11 ع: tenemos que H = {ai} X---X {a„٥} X {0,1} X ■ · · 
es un entorno de a y si b = (5j)igN ع H será 5(4) — 5(0) = 115(13), donde 
infB > no si B 0 نج. Por tanto, 11 ( )ه — 5(7ال) < ج . Finalmente observemos que 
M:cl({S{Fy.Fe^}).

Hemos obtenido una condición necesaria para la S-convergencia. Veamos ahora 
una condición suficiente, supongamos que Q = /(ًا([) : F e 0٤) es compacto. 
En esta situación tenemos que ا() : B e $} es precompacto y la serie será 
incondicionalmente de Cauchy, por lo que será S-Cauchy. Por consiguiente, dada

oo كحم
una subserie 8*» de 2*» tenemos que *»و es عل Cauchy y sus sumas

OO
parciales están en Q, que es compacto. Esto prueba que 2رر es convergente y

deducimos que es S-convergente.

مم
2) Supongamos que 2*، es una serie BM-convergente y consideremos el 

espacio topologico producto [— 1, (en el caso complejo se tomaría donde 
D es el disco unidad cerrado) y la aplicación s : [-1,1٦ definida por

»ء)؛«((— ٦ ١ 1.
OO

Sea a e [— l,l]N y sea 0 < ج. Como 2: es incondicionalmente de Cauchy, 

tenemos que existe un «0 ع N tal que ||9 ٢اايتت 2 ٤ 5: ١٥ < :٤٣٧ ع• . 

Consideremos 0 < ق tal que si r = máx{|[٤ci|| . . اا««*ا) se verifique 7 < ء ■ 
Tenemos que H = [ai — <5, ai + 5] X ····■· X [an 0 - 6, موه ٠ ة ] X - - - X [-1,1] X - - - 
es un entorno de a. Si b € H tenemos que

[|B(a) — ||)ؤ(لا < (||ai — احاة + · ■ ■ ب (a„ 0 — òno)^¡¡ + Il ح

ة ة 1 2 „ E انجع, 
i=no+l

donde Ci = لفه e [-1,1] si ي > no + 1. Para cada n > no 1 ا tenemos que 

[[ E |مءلا  < supill E مج : ¿ج = لا،|| }. Asi pues, existe {ج,...,ا(ه„ج„} c 

i=no + l i=no + l
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{-1,1} tal que

ايي-الءبةا E ااهج ة IIE ®*II + II E^n<g٠g )ؤ
i=n 01ب i=no+l 2^غ

donde او ت  {i 1 + ج,..., n} : 0 < دج} y F2 = {ي E1 ا,..., n} : 0 > ¿ج}.

Por consiguiente, 2|| E CiXiW < I + |ل por lo que 2|| E Ci^íll 
i=n 0+1 -7001

será 115(8) - 5(0) ك ح .

Deducimos pues que M = {E^^j^CaJigN E ط)•) es un subconjunto com- 

pacto de X. Finalmente observemos que M = •4)ا) donde

4 = {E :»٤1: ( .إه ,...ه ,) c [—•1,1]}.

Hemos obtenido asi una condición necesaria para la BM-convergencia.
Veamos ahora una condición suficiente. Supongamos que Q = 7(4) es com- 

pacto. Entonces tendremos que {S(F) :1٤2195 precompacto y la serie 

será incondicionalmente de Cauchy, por lo que es BMCa. Asi pues, dada una 

sucesión ٤(4 ه = (٤ • E loo tenemos que las sumas parciales de E forman 

una sucesión de Cauchy «» M, que es completo. Por consiguiente, E «٣ 

٠٠ oo
es convergente y también lo será هد. Podemos pues afirmar que E^¿ es 

BM-convergente.

Teorema 12.3.7 Sea X un espacio normado y sea E Xi una serie en X Se 

verifica que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

.es vCa تم( -. 1

4 - L : E ٩٧*، : n E N, {«1,..., «٩ا  c -4 1]} ء acotado.

3 .- £a٦x٦ es fie CaucEy a a cada (4)! fie Co.
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٢

4 ٠- ٥  Xi : F 6 es acotado.

5.- {٢ £txl : n e N, {٤1٩..., sn} c { — 1,1}} es acotado.

6 .- { ١ ٦ ٠٤() ؛  n € N, f 6 Bx-} es acotado.

Demostración 1=> 2 | Sea f € X'■ tenemos que si x = 'î aixi € L se verifica 

n ٥٥ ٠
٨sí pues, considerando a L como ·٥٥ > (|aq|/) (/2؛)،؛ ٤ ؟I ؟ que

subconjunto de X" y aplicando el teorema de la acotación uniforme deducimos 
que L es acotado.

2=> 3 | Supongamos que M > 0 es tal que si x € L es ||t|| < M. Sea 
(a¿)¿€N € cq y sea e > 0. Tenemos que existe no E N tal que |a،| < si

i > no. Entonces, si q > p > no tenemos que ٢ G L y, por tanto,

q oo
٢٦؛, ||™ c٠|| < M, por lo que que ^^aiXi es de Cauchy.

i—P i=l

3=> 4 | Supongamos que ٥ Xi : F € $} no es acotado. Entonces, existe 
i£F

Fi € $ tal que || ٢ ^dl > ٦· Claramente { ٤ر  : F G $,infF > supF^ no 
ieF¡ ieF

es acotado; así pues, existe F2 G $ con infF2 > supF٦ de modo que || ؟٦  Xi\\ > 
iEF±

2. razonando inductivamente, se obtiene una sucesión (Fn)nSN de subconjuntos 
finitos no vacíos de N tales que || ٢ 2؛di > n s؛ n ؛ N. Sea a E c0 tal que a(z) =

i€F„
si i € Fn y a(i) = 0 si z Fn. Tenemos que para cada n G N es || ١٤ a(i)xt || > 1,

por lo que ؟ ٦  a(i)xi no es de Cauchy.

4=> 5 | Sea M > 0 tal que || ٦dl < M si F E Entonces, si n 6 N y 
ieF

{ei, ..., En} C {—1,1}, consideraremos los conjuntos F\ = {? e {1,. ٠., n} : Ei > 
0} y F2 = {i G {1,. ٠ ٠ , n} : < 0}. Tenemos que

■di < 2M٢ 2؛ I + II،؛2 1؛ dII < II٤٦؛í II
1=1 iEFi íEFq
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Por otra parte, es trivial que 5-2 4.
أ م*: Sea -M > 0 la cota dada por 5. Supongamos que لكح * una 

aplicación lineal y continua con < 1. Sea neNy consideremos 5 (أاب2٤ا) . 

Para cada i G {1,... ,n} tomamos e, = 1 si /(0 ت ؤ,(  y 1— = ؛ع si /(0 > (إ. Se 
verifica que

í ي E /(*,) = E-f^^ : /(52،*) < II E^Síll
Observemos que si ٦ es complejo entonces la cota correspondiente a

٤٢٤ :nEN, 1,1-} .ا}}

será también 44. Por tanto, si 2 es complejo y g : X —ب c es lineal y continua con 
IIpII < 1 tenemos que, si f = Reg, se verifica 9() = (3٣) - ;() y si n € N será

E I9(yE : E 2 «ا٤اا)  M.

-ú', l es conver 1 =<6 ٢ 1 ؛٠ر٠٠ Si f t X* \ {0} entonces de (i se deduce que

1¿= ٠□
gente y por tanto también será convergente ٢٧ |/(jq)|. ■

12.4 Copias de espacios de Banach

El teorema anterior es válido tanto si X es real o complejo. Si X es espacio 
complejo es claro que, en el punto 2, se podía haber sustituido L por

Eats’¿ :neN,aí€C,|aj١<l para

En el punto 3 se puede considerar, si se desea, el espacio c٥ complejo. Si M es la 
cota correspondiente de L en 2, se verifica que si a G ،٥٥ entonces para cada n G N 

es || Eaí^ill — ^ll«ll■ Si M es la cota correspondiente a 6 y f € By· tenemos

=٨٧ por tanto E ،*(اا ااداارلك٠

Es sencillo comprobar que toda subserie de una serie wiCa es también wiCa.
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Finalmente, si ٦ es completo podemos considerar la aplicación 

definida por ٠(a) = 7?(٠¿■ Observemos que si ااء es la cota correspondiente 

a 2 tenemos que para cada «٤«» verifica 2»» por tanto,

0] اا٠اا)«( < ٨ , por lo que a 05 continua.

Dada una serie es un espacio normado ٨ definimos 2» : cooX,

مم
Co(a) = «(*)**إ entonces del teorema anterior (punto 2) se deduce que 20 es

مم
continua si y solo si 2*، es débil incondicionalmente de Cauchy. Si además ٨ 

es completo • es la extensión de •٩٤,٧ claramente es

٢ ٢x¿ es wiCa entonces para cada f Observemos que si 8 ع X* se cumple )»(عذ! =
0, por lo que wlim(xn) = 0 (el reciproco es falso).

Observemos que en Co la serie 2 دع es débil incondicionalmente de Cauchy pero 

no es convergente. La existencia de este tipo de series caracteriza precisamente a 
los espacios que tienen copia de 0.

Teorema 12.4.1 [Teorema de Bessaga-Pelczynski (1958)1.
Seo. X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirmaciones son equi- 

alentes.

i) Existe una serie débil incondicionalmente de 6072 que no es ico.

ii) Existe una serie 5*: que es débil incondicionalmente de Cauchy pero

infieN libili >0.

iii) X tiene copia de 0.

Demostración
32 Sea T : Co —ج y G I isomorfismo de Co sobre un subespacio y de X. 

Existen a > o,,d > 0 tales que a||a|| < 1110 < اع||م| si a 60 ج. Tenemos que T es 

débil - débil continua; asi pues, como 2 en es wiCa, la serie ح Te„ es wiCa y es 

claro que infneN IITen II > a > 0.
oo حكام

21 Si ت: es wiCa e inf libili > 0 es claro que no es convergente.
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1=> 2 | Supongamos que ؟٦  y¿ es wiCa pero que no es ico. Entonces, tampoco 

será incondiciohalmente de Cauchy y existen e > 0 y (E)neN C í> tales que 
infE+i > sup Fn y || ٢ ?/¿|| > e, si n € N. Para cada n € N sea xn = ٢ yi٠ 

ieFn ieFn

Es sencillo comprobar que ٢^ a:¿ es w ؛٥ a Y tenemos que inf¿SN ||a;¿|| > e.

oo

 ,z¿ es wiCa y que existe 6 > 0 tal que > 6 ^٢ Supongamos que | ؛> 3=2

para cada i € N. Como w limn؛rn =،), sabemos que existe una subsucesión 

 neN de (a;n)raSN tal que (yn)ne^ es básica. Como '^yi es wiCa, tenemos(n/؟)

que el dominio de convergencia de la sucesión básica contiene a c٥. Si

2^aiyi es convergente tenemos que < ||ajy¿|| y, como lim¿^o٥ ||a¿yi|| = 0, se 

verifica lim ai = 0: por consiguiente, el dominio de convergencia de la sucesión 
básica (yi)i^ es exactamente cq, lo que significa que (؟/،)¿eN es una sucesión básica 
equivalente a la base (ej)¿SN de c٥, por lo que existe un isomorfismo T de cq sobre 
٢ ~ [yn]neN٠ ■

Nota 12.4.2 1. Sabemos que 1] no tiene copia de 0: por tanto, en 7] toda serie 
wiCa es ico.

2. Sea X un espacio normado y A c X. Denotamos, para cada subconjunto 
finito F de 4, por S(F) a la suma de los elementos de F. La familia 4 se dice 
que 68 sumable a a; si dado 0 < ح existe un subconjunto finito 10 de A tal que 
||S(J1) — x|| < £, si F c A es finito y Fo c F.

Es claro que los términos de una serie ico forman una familia sumable. Veremos 
que, en esencia, cada familia 4 que sea sumable es una serie ico. En efecto, para 
cada n e N existe 72 4 finito tal que sifcdes finito yFncFse cumple 

اا5)س - 2اا < تق . Por tanto, si a ي E tenemos que

الها S(E» -ي- S(E u ا)))«( ة 3 1 ¿ < ؛٠

Esto prueba que ع = {a ج A : ||ah > *) es finito y que {a ع ع  : a 0 نج} = 
UneN^n 08 numerable. Si denotamos a este conjunto por ٢,» : n ع N}, es claro

que Di es ico.
55 dice que AcX verifica la condición de Cauchy si para cada £ > 0 

existe (ع) c 4 tal que 115(7) < £. Si F c A es finito y F nP(£) = . Asi, para 
cada a )٤ ع ) se verifica 1/0 < £. Por tanto es fácil deducir que {a e ع : a 0 نج} 
es numerable.

Si X es un espacio de Banach y A c X es de Cauchy probaremos que 4 es 
sumable. En efecto, para cada n e N, sea Gn = 7(1/2). - -UE1/2"). Denotemos
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a S(Gn) por Sn. Si q > p se tiene que ||Sq — Sp|| < así pues, (S„) es de Cauchy
y será convergente a cierto x € X, que será tal que ||؛r — SpH < ،, para cada 
p e N. Si F c A es finito y contiene a Gn entonces || S(F) — Sn|| < ٤ y por tanto

h - S(F)II < ||x - M + ||Sn - S(F)\\ < L + L =

TEOREMA 12.4.3 [Teorema de Orlicz-Pettis]

Sea X un espacio de Banach. Si ٢٠Xi es una serie en X cuyas subseries son

débil convergentes entonces ؟٦  Xi es ico.

Demostración Para cada / e X* tenemos que ٦٢٦ es una serie de escalares

٠٠
cuyas subseries son convergentes, lo que prueba que ٠٢ ؛(/|٩ )| < oo y, por tanto, 

o٥
que ٢ Xi es wiCa.

OO
Supongamos que existe una subserie, que seguimos denotando por ٢٦ x^, de

OO oo
modo que ٠٢ Xi no es convergente. Entonces ٢ Xi no será de Cauchy y por tanto 

existe s > 0 y existen unas sucesiones crecientes de enteros (pn\ (qn) con Pi < 
Qn

 Entonces ·٢ < \\Xj entonces \\yn ٠٢ = pn < qn < · · · y tales que si yn > · · · > ؟1
j=Pn

es claro que ٢ yn sigue siendo una serie cuyas subseries son débil convergentes.

OO
Por tanto ٢^ yn es wiCa y también w lim„ yn = 0. Así pues como ||yn|| > e para 

cada n 6 N tenemos que existe una subsucesión (zn)n€N de (yn)ngN que es básica, 

٢٦ zn es wiCa y ||٥n|| > e, para n € N. Por tanto, (zn)neN es equivalente a la 

base (e„)raeN de Cq y existirá un isomorfismo I : cq -> [z«]neN tal que T(en) = zn.
OO oo

Como ٢٦ zn es débil convergente, tendrá que ser ٠٢ en débil convergente, lo cual 
es falso""1
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Teorema 12.4.4 Sea X un espacio de Banach y sea (xn)neti una sucesión básica 
normalizada en X (es decir, ||a:n|| = 1 si n E N). Entonces (xn)n^ es equivalente 
a la base (en)neN de cq si y sólo si existe k > 0 tal que para cada sucesión de 
escalares (cJjgN y cada n ؛N se verifica que

Demostración Si (zn)ngN es equivalente 2 la sucesión (en)gN de Co entonces 
existe un isomorfismo 21: [ JngN de modo que 2(6,) = para n e N. Si 
n £ N y Ci,... c son escalares, consideremos la sucesión a ع Co, donde (٤) = Ci 
si i < n y a(i) = 0 si i > n. Tenemos que*

sea (3 لو X 09 espacio de Banach تا* 12.4.5 860* م٣)٤٤[٢  una sucesión básica 
normalizada en X. Entonces (* ٣لإح/)/  es equivalente a la base (e 0٥7 ١ااعأأ ] si لع 
solo si existe k tal 900 para cada sucesión de escalares ( ٤)٤[٢ لو  cada 0 ٤ل[  
se veri a que

le.
ج 1 "ك؛ك

Por tanto, es suficiente tomar k = 111.

Veamos ahora el reciproco. Definimos 1:0 [ تلذ ل  eN por T(a) =

Demostraremos que T esta bien definida. Sea £ > 0. Como lima¿ = 0, existe 
z E N tal que ازها < ؤ , si z ع N e i 0¿ ؤ. Si p > 0¿ ؟ ة  se cumple

١20* ١=*  sup
i=p ك وكة

Es claro que T es lineal y también es inyectiva, ya que (٣٤) [[ es básica. Veamos 

que T es sobreyectiva. Sea y = 53٤) = [in,„gN. Es claro que, como (* ٤)٤  es 

normalizada, se verifica و = )إو( ع  Co, por lo que و = y.
Probaremos ahora que T es continua. Si a : ( ٥) ع  Co tenemos que, para cada 

n E N, se verifica

WTaiXiW < k sup

por lo que |T(a)H < *٥.
(Podemos observar en la demostración que no es preciso que tenga que ser 

• .(ly que basta con imponer que exista <5 > 0 tal que 1,2?„ II > 5 si n E N = ر1
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Demostración => | Sea T : [؛cn]n6N 1، ه un isomorfismo tal que T(xn) = en. 
Sea (c¿)¿gN una sucesión de escalares y sea n € N. Entonces

١7(٤* +٠+ c )"11 = ٤ الءما < الاا ا2٤ا* +٠+

por lo que basta tomar

 ء h la aplicación definida, para cada y = 5 aiXi - «٣١٣*Sea T : 1 لح

por 7(») = (٩١)». Veamos que Tq está bien definida. Si 0 ح existe

Por tanto, se verifica 0 ا se cumple» ؤ p < ؟ no G N tal que si

q q
يع الما 5 ال" ٤ي المشر 5 2  por lo que (٩٤) e ١" Como para cada n e N se verifica

٢ر الما < اء  deducimos que »ا»•ا < ا»ا  Asi pues, T es continua.

Es claro que T es lineal e inyectiva; concluiremos viendo que T es sobreyectiva.

y ٤*««e 1 ،¥¿ا = ٢ G ¿1 entonces )*(ء = Es sencillo comprobar que si Oí

será Ty = a.
(En la demostración podremos observar que no es preciso que tenga que ser 

IMI = 1 y basta con imponer que (£n)„gN sea acotada). •

Nota 12.4.6 1. Recordemos que se dice que Y es cociente desi existe un
subespacio vectorial cerrado K de X tal que Y es isomorfico a X/K. Si este 
isomorfismo es T : ٨*/ ٠  b y p es la proyección canónica ر:* Y¡K, 
tenemos que Tp lineal continua y sobreyectiva. Recíprocamente si
r : V » V es una aplicación lineal continua y sobreyectiva y K = ker 1 entonces 
la correspondiente aplicación T : ٦*/ ب  y es un isomorfismo, por tanto Y es 
cociente de X.

-Demostraremos si 7] es un cociente de un espacio de Banach X
entonces 71 es isomorfico a un subespacio complementado de X . 11 0*000, sea 
y : V ) ،1 una aplicación lineal, continua y sobreyectiva. Para cada neN existe 
Zn G X tal que Tzn - ,ه الرةاا < 0/1 الره  = M (donde M es la constante abierta 
de 2). Esto prueba que (Zn) es una sucesión acotada. Consideremos la aplicación 

 Tenemos que s es lineal y que es .٩¿a^ = (٥)definida por 5 *-ا:

continua, ya que )ا5اا)ه  < Si به G entonces para cada nGN tenemos
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Así pues, || ٥؛ || < ||T|| ||S( ٥؛ )|| y esto prueba que ¡i es isomórfico a un subespacio 
cerrado, Im S = H, de X.

Observemos que TS : Zx —> Zx es la identidad, ya que

T(Sa) = T(^ ٦ ctiZi) = ١ ٦  a٠iTzi = ١ ٦  otíGi — a.

Consideremos la aplicación p = ST : X X. Tenemos que p(p(x)) =
ST^ST^x)) = ST(x) = píx), por lo que p es una proyección tal que Imp c H.

Veamos que H c Imp. En efecto, si z = ٦٢٦ ohzí G H se verifica a = ( ٥؛ ¿)ieN S h 
١=i

y existirá x G X tal que Tx = a. Entonces p(a?) = S(Tx) = S(a) = ٢٦ a^Z{ = z.

Por tanto H está complementado en X y es isomórfico a Zx٠

Teorema 12.4.7 Sea X un espacio de Banach, las siguientes afirmaciones son 
equivalentes:

1 .- X* tiene copia de cq.

2 .- X tiene una copia complementada de ،٦٠

3 .- X* tiene una, copia Z de tal que

a) Z es isomórfico a 1^,, si se considera en Z la topología *-w de X* y en 
loo la topología *-w dada por Zx٠

b) Existe proyección p : X* ه X" con Imp = Z y que es *-w - *-w 
continua.

Demostración 1 => 2 | Sea T un isomorfismo de cq en X*. Tenemos que T* : 
X" ٩ (c0)* ~ ¿i es sobreyectiva continua y *-w - *-w continua. Sea S = 
(la restricción de T* a X), S : X —> Zi٠ Observemos que si x G X se cumple que 
Sx = T*x : Cq ه K está definida, para a G cq, por

00 00
aiTei(xfi ١٦ = (aiTei ٢٦¿) = (c)(oí) = x(Ta*؛T)

Por consiguiente, Sx = (Tex(؛r), ...).
Como Bx es *-w denso en Bx··, se tiene que T*Bx = SBx es un conjunto *-w 

denso en T*Bx··. Observemos que, como T* es abierta, se verifica que T*Bx·· 
es un entorno de cero en (c ٥*) ؛٥  h y existirá a > 0 tal que aBir C

Para ae* : co ه K, consideremos el *-w entorno B^ = B(ae٦; ei; ^). Tenemos 
que existe zi G Bx tal que Sx± G Bi٠ Por ello, |Sa;i(ei) — c،e*ei)| < f y

.٠ = ٠ - a < ؛(i(ei)[ > |aej(ei)| - - ae^ex!،؟^
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٠٢

Por tanto, ||S ؛٩ || > ٠ .
Para ae؛, consideremos el *-w entorno B2 = ei, 62; f). Existe un x2 € 

Bx tal que Sx2 € B2 y se verifica |Sa:2(ei) - ae^ei)¡ = |S؛c2(ei)| < ٠■ Además 
se tiene

- e2)| > a)1(62)62؛ - |Ss2(e2)| - ae؛» < (|fe2(e2|

y será ||S،r2|| > ٠·
Para «63 consideremos el *-w entorno B¡ = B{ae^\ ei,e2,e3; ؟) y sea X3 € Bx

= ^ - y |S®3(e3)| > a ٠ > (|C3(e2؛S|٠ > (|r3(ei؛tal que 8x3 € B3. Se verifica |S
< ||r3؛por lo que será ||S ,؛٢ > ٠

Razonando inductivamente obtenemos una sucesión (xri)n&i en Bx tal que
rn(en_i)| < Por2؛;n(ei)| < ^ ... |S|،؟ y ٠ < ||para cada n € N es ||Szn

tanto, para cada k fijo, se verifica lim Sxn(ek) = 0. Además, los funcionales 
asociados a la base (e٠)new de Z٦ son (en)„eN y para cada n € N se verifica 
|efe(Sa;n)| = |Sxn(e*)| —> 0, si k € N es fijo. Por tanto deducimos, de un teorema 
anterior, que {Sxn)nEN tiene una subsucesión, que denotamos por (Syn), que es 
básica y equivalente a una sucesión bloque de (e* )„٠ Como las sucesiones bloque 
de (e*)nSN son equivalentes a la propia (e٠)ra6N y además el espacio vectorial 
cerrado que generan está complementado en (teorema 12.2.17), existe, por tanto, 

una proyección continua p : h ]،٩ ؟ yn]ngN· Observemos que si z = ٢ €

es convergente a cierto ؛¿?/¿o ٢ ,eN € Zi y, por tanto¿(¿٥؛) en se verifica]،؟؟/،

y € X. Tenemos que Sy — ^^atSyi = z, por lo que pS : X [،؟?/«]neN es 

sobreyectiva. Como [Syn]neN es isomórfico a /1, se verifica que Zi es un cociente 
de X.

De la nota anterior deducimos que ly es isomórfico a un subespacio comple
mentado de X.

2 => 3 | Supongamos que topológicamente tenemos que X = A® B, con 
A~l\. Considerando la proyección p : X —> X de X sobre A desde B, sabemos 
que la aplicación dual p* : X* ه Y* es una proyección de X* sobre B° desde A°. 
Si consideramos la aplicación canónica q : X —> XIB, se demostró que la aplica
ción dual ،7* : (X/BY ٩ X* es un isomorfismo de (X/BY sobre (ker q)° = B° (es 
además isometría). Observemos que q* es un *-w - *-w isomorfismo. Del isomor
fismo entre X¡B y A se deduce que existe otro isomorfismo, para las topologías 
*-w - *-w, entre (X/BY y A*. Del isomorfismo entre Z٦ y A se deduce que existe 
otro, que es además *-w - *-w entre A* y Zoq. Por tanto si Z = BG, tenemos que Z 
es isomórfico a /٥٠, por medio de una aplicación que es también isomorfismo *-w 
- *-w. Además p : X* ٩ X* es una proyección de X* sobre Z que es *-w - *-w 
continua.
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3 => 1 Es evidente que si X* tiene copia de 1^ entonces la tendrá también 
de Cq. ■

Nota 12.4.8 Sea X un espacio normado y sea ٢^ /„ una serie en X* que es 
n=l

wiCa. Para cada x** € X** se verifica ٠٢ < oo y, en particular, para

cada x G X se cumple ٥٠ > 2؛·

Recíprocamente, supongamos que X es tonelado y que ٠٢ |/n(^)| < ٥٥١ para 

cada x G X■ Consideremos

[{·1 1١]- an} C < '٠'í2 {٥؛١ : n e}؛ = #

Si x G X y ٢ر  ai¡i G E tenemos que

·i(2i؛٠ i(i٠ - ؟٠

Como E es puntualmente acotada en X, E es uniformemente acotado; es decir, E 

es acotado y ٢ ٨  es una serie wiCa.

Teorema 12.4.9 Sean X un espacio de Banach y X* su espacio dual. Entonces, 
en X* cada serie wiCa es ico si y sólo si X* no tiene copia de l^.

Demostración => | Supongamos que X* tiene copia de Z٥٥ entonces también la 

tendrá de cq. Sea pues T un isomorfismo de ٩١ en X; tenemos que ٣^ Te„ es 

wiCa en X* y, por tanto, será también ico. Se deduce entonces que también lo 
sería ^en, lo que es falso.

٠٠؛ J Si existe una serie ٢^x\ en X* que es wiCa pero no es ico tenemos que 

entonces X* tendrá copia de co y por tanto también de 1^. ■

12.5 Bases incondicionales, contractivas y 
acotadamente completas

Es sencillo comprobar que si X es c٥ o lp, p G [l,+oo) y (e¿)jgN es la correspon

diente base canónica entonces, para cada a G X, se verifica que ٢^ ٥ (í)e¿ = a 
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y la convergencia es incondicional. Una base con esta propiedad será llamada 
base incondicional. Si (e„)„EN es una base incondicional de un espacio de 

Banach X, tenemos que, para cada M cN infinito, si هه es convergente 

será ico y por tanto Seo. Asi pues, 5 a e es también convergente y pode- 

mos afirmar que (ej)i£M es una subbase complementada. Recordemos que en 
ر1, اة = ,اة ■ ■ · ,ة „ = en — 61... era una base tal que cierta subsucesión no era 

base complementada; asi pues, (),ح es base de h que no es incondicional.
Las siguientes cuestiones son evidentes:
i .- Si T : X ب y es un isomorfismo y (ة„) es una base incondicional de 

entonces es una base incondicional de TX: por tanto, si dos bases son
equivalentes y una de ellas es incondicional también lo es la otra.

ii .- Sea X un espacio de Banach y sea (an)nEN una base incondicional de X. 
Si (,),ح[[ son los funcionales asociadas a (an)n£N y la sucesión (٥n)ne N es tal 

que E ١٥» - bn\\ WfnW = p< 1, entonces sabemos que (MnE N será equivalente a 

por lo que (ón)n£N será una base incondicional.
AL- Sea X س espacio normado لا sea لم٦جعهه٩ ح  X tal que [,, ,,أ ح إ  = X. لا 

existe ٢k١Té c X* con ٤٤ (0) = وززة si ة ز,  Para cada sea Pm٢x١ =
E ؤ;(•). Si existe algún k > 0 tal que ||Pm|| < k, para cada Meí, entonces 
Í.EM
(0)[1 es una base incondicional de.

En efecto, ya se ha probado que (ón)neN es una base de X. Supongamos que 

E<u٥i = ® e X. Veremos que la convergencia es incondicional. Sea £ > 0, como 

* ٤=١ ي ح [*1  existe y = ,512ا -t- - - - 1 /Um tal que - y\\ < 2. Entonces, si 
Af 1} د,..., m} se verifica

> y II - لأ(سم < اج تدا(|| - (Fm(z؛I = غيه - اس II E
اا E ٤»* - ك ١٧ )ت( - ر?11 -1 لآ|| جعكا|:ل- + ع = 2*( 1 1.)

ع /ا

Veamos ahora que si X es de Banach es válido el reciproco del resultado ante- 
rior-, 05 1001: si ^b^nEú es una base incondicional de X entonces existe *0ح 
tal que 1/7ر < k para cada Meí.

En efecto, como ٦ es un espacio de Banach, los funcionales asociados fn serán 
continuos y por tanto es evidente que para cada Ai e $ será Pm continuo. Si

es wiCa y por tanto existe no tal que ؛ا)*(؛ tenemos que ٤)*(٧٤ = * 
ا E 77اله)ي( < si inf M > no y M € » Entonces es claro que 1 (٨٨(،٤) )«/ا:
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es acotado y, por el principio de la acotación uniforme, podemos afirmar que existe 
k > 0 tal que 111 < k si M e $.

Observemos que, en esta situación, si d c N es infinito podemos considerar 
Pa : X ب X فيع) = Es claro que también es ك k.

ieA
iv.- Demostraremos ahora que si X es un espacio de Banach y (MnGN c X es 

tal que [,,],,اح = X entonces ٢bn١ro es una base incondicional de X si لآ solo si 
existe algún que para cada 4, 9ع con A c. B لآ cada sucesión ( ٥حن)ن٤٧
de escalares se verifica que

En efecto, si (ó¿)¿eN es una base incondicional existe k > 0 tal que „-PfII < k 
síFeí. Entonces 514, 5ع con AcBy (a؛i)¿eN es una sucesión de escalares 
tenemos que

M،IIE٥ = دوا؛ )»«يإ( II ء ا«ميإا«

Recíprocamente, si se da la condición anterior es claro que (&í)iGN es una base tal 
que IIPfII ك k si F e $. Asi pues, (&„)„eN será una base incondicional.

12.5.1 Sea X un espacio de Banach لا sea (,,),,إح una base de X. 
Sean جاًهىأ٩  los funcionales asociados a (,),,ت[ح. Se 014 que ٢bn١nE^ es una 
base contractiva sh١ si es base de X* . Se dice que
es base acotadamente completa (70 هتا) si para cada sucesión
«٣»»»de escalares se verifica que si (مث،) es acotada entonces  ̂QiXi 

es convergente.

12.5.2 Sea X un espacio de Banach لا sea (*/)/تإح una base de X. Si 
(/ ٤آإح,,),  son los correspondientes funcionales asociados tenemos que las siguientes 
afirmaciones son equivalentes.

a) (fnkw 66 base de *٦و  es decir, (؛r„)nGN es base Sh.

b) Para cada f X* es 11 \\f\\n = donde Wf ا es la norma de f restringida

c) Para cada f e X* es lim (6 ا9٦ا(/2ا) ,* : E ajXi, 1 = اا*ا}) = es decir 

lim„ = 0, donde WfWn es la norma ع[ restringida a

Demostración Veremos en primer lugar la equivalencia entre 2 y 3.
Supongamos que 2 es cierto. Para f e X* y 0 < ج tenemos que existe m e N 

tal que si n > m se verifica 11/11„ < . Asi pues, si INI = 1 y a: e [1ر, se tiene 
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١٢)( ك ع , por lo que (*)ا < e para cada X e £(؛M1١■··) con 1 = | اا3ا . Por 
tanto, 800 ١)*( : • = ٢٠ , IMI = 1} < £ si n > m.

i>n
Reciprocamente, si 3 es cierto y £ > 0 tenemos que existe m ع N tal que 

sup{|/(؛r)| : * = 1 = ,أتهأه} < £. Esto claramente implica que ١ر١ »» < £ si
i>m

n>m.

12 Sea *ا ج ز  entonces podemos escribir / = 2 aih■ Sea £ > 0; existe

un m ع N tal que ||/-£يىع|| = II aifiW < £. Entonces, si a; € 1+خك,...) 
1 i:m+l

y = l, tenemos que 2 ١ا)*(/ = ا 5 0ا)*(ؤ* ك اا  aifiW < £. Por tanto, 
i:mü i:mil

٤٣, عك , como (,,),,=٢ es decreciente, deducimos que lim ll/lln = 0.

2 => l I Demostraremos que y„]„eN = Sean / ع X* y£>o. Veremos que 
existe g e ٨(7» : n e N) tal que < £. Sea k la constante básica de 
Tenemos que existe m e N tal que si n > m es ll/lln < ه. Consideremos 

k oo
g = E (* ٤)٤ : tenemos que g e CUn : n e N) y si a; = E 5 = *ه* entonces

oo oo m oo
Como II E ajXj II ك II E ajXj II ب II E ajXj اكاا + ااج تل  ajXj II = l + k, se 

j=m+1 l
tiene 1) /(ا - ا)ءئ()ج < ه  + fc) = £, por lo que اا - ||و < £ ٠/

Teorema 12.5.3 [Teorema de James]
Sea X س espacio de Banach COTI base (*,),,لإح entonces X es اته si لا

.be لا es sh ٢^؟Xn١n solo si

Demostración Denotaremos por (fn)n& a la sucesión de funcionales asociados 
a (؛Cn)neN٠ Supongamos que X es reflexivo; demostraremos en primer lugar que 
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(٤cn)neN es be. Sea ( ٥؛ n)neN una sucesión de escalares tal que supngN || ٢ر  QíXí || < 

k. Para cada n G N, sea un = ٢^ Qja;¿. Como (un)n€N es acotada, existe una 

subsucesión (unk) que es débilmente convergente a cierto u E X. Supongamos que 

u = ٢ /3، a:¿■ Sea n G N entonces lim/n(unfc) = fn(u) = Pn- Si nk > n se verifica 

fn(unk) = etn■ Así pues, también se cumple lim fn(unk) = o؛n y deducimos que 

an = Pn, para cada n e N. Por tanto u ٦٠٢^aíxi-

Demostraremos ahora que (؛rn)neN es sh. Supongamos que no lo es; entonces 
existe f G X* tal que no es cierto que lim ||/||n = 0. Entonces existirán s > 0 
y una sucesión creciente (pn)„eN de enteros tales ||/||Pn > s si n G N. Por tanto, 
para cada n existe yn G £(xPn+i,...) con ||yn|| = 1 y tal que |/(yn) | > e. Para 
(yn)n&i existe una subsucesión (ynk)keN que será débilmente convergente a cierto 

y = ^CiXi. Si n G N tenemos que lim/n(j/nJ = f^y) = cn. Si pnk > n se

verifica fn(ynk) = ٥؛  esto prueba que lim fn(ynk) = 0 y cn = 0 si n G N. Así pues, 
wlim(ynfe) = 0; esto contradice que |/(yn،c)| > ٤ para cada k G N.

Supongamos ahora que (؛rn)„gN es sh y be. Probaremos que X es reflexivo. 
Sea (j/n)neN una sucesión de Bx y supongamos que k > 0 es la constante básica.

Para cada n G N supongamos que yn = ٢ a”a؛¿■ Sea i G N fijo y sea n G N.

Tenemos que

11 (H &i-1 xf- i------٩ h afxf ~ (&iXi-----ri +؛i٥؛|| = ||
H-------+ a™x™\\ + lla^aq H------ri H؛"؛o|| >

< 2fc||^|| < 2k.

Así pues, para cada n G N se verifica |a"| < ٦٠٢٠٢ y podemos afirmar que la 
sucesión ( ) n€N está acotada. Para("٥؛ ٥؛٢ )neN existe c N infinito tal que 
( ٥؛ i)aeMx converge a cierto «i G K. Para existe M2 C infinito
con mín Mi < mínM2 tal que (2 ٥؛ )>eM2 converge a cierto a¿ G K. Razonando 
inductivamente determinamos una sucesión de conjuntos infinitos (Mk)keN de N 
tales que Mk+i C Mk y mínMk+i > mín Mk y (ofyjeMk converge a cierto ak G 
K. Para cada n G N sea pn = mínMn y consideremos la subsucesión (yPrl)■ 
Observemos que si n > k es pn E٠Mk y por tanto para k G N fijo tenemos que 
(o؛^")n€N es una subsucesión (aJk)jeMk y convergerá pues a ak. Para cada N G N 
tenemos que ||afna:i H------ h xx11 < fc||yp„|| < k, y esto se verifica para cada pn.

Dejando fijo N y haciendo pn ه oo obtenemos que ||ai؛ri H------ H ٠z٨r|| < k.
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Esto significa que (5 ٩*٤ ) es acotada. Como (»)«ء» es una base be, 

tenemos que ده: converge a cierto y e X.

Demostraremos ahora que wlim I = y. Sea ا ء ٢٠ : probaremos que 
limn/(y٠n) = /(y). Como (x„)„eN es una base sh, tenemos que dado £>0 
existe ل٧ ع  N tal que < —٠ Como

lim(<t) = ٠_1,

existe M e N tal que si n > M y i € {1,... ,1 — ر٧ } se verifica | "ي — ادع  < 
Entonces ■(اإ(||تجا2

II » - ٩الء)* < ١٣»»» - a|"؟ 1 - - ٠ 1 -»«"«ا - 0-^11 2 ال
Nit

Por otra parte, para cada í € N se cumple 2 اا a^XiW 2 ك 2ر ك *, para

NAt
cada « ع آ . Asi pues, tomando deducimos que 5 اا aiXiW < 2 k. Como

esto es cierto para cada í ع N, se verificará II 5 aiXiW < 2k. Por tanto, si n > M, 

se cumple

)«**( I f)ذا ( - مع ل)؛ ا )،«ي > ftypj -

.e ة ذا11^ة +11/11^1 س||ذ|| ة

 sea ٧* espacio de 300067. Sea una base 06 س Sea X إ 12.5.4]••][
kí^nE^ la sucesión de los correspondientes funcionales. Entonces, si (029)99! es 
una base sh de X tenemos que ( ٤٤, )٤ , !1 es una base be de X*.

Demostración Sabemos que (2)2! es una base de أش probaremos que es una 

base be. Sea ()،ء» una sucesión de escalares tal que ا الأبه  < M, para cada

مم
„eN. Dado xeX demostraremos que Dififx) < oo.
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Tenemos que existe una sucesión (A)ÍEN de escalares de modo que ** = أب.

Sea 0 < ج. Para cada n > m, se verifica

n n m—1
اا E ااىع < nEWiii + اا E ٠ااكي ك 21

i=m 1 [-غ

Además, existe un no ج N tal que si n > m ؤ no se cumple II E الماه < ٤  y

<llEaJzll l؛E٠dlí2M¡:£· 
7-772 I=m

Asi pues, *أ(«) es convergente para cada X e X. Esto significa que la 

oo
aplicación definida por (05 (): )ة = ؤه  lineal y continua, ya que si X e X y

n € N se verifica ا yaifi(x)\ < Aí||m||- Por tanto |/ي)| <

En principio, sin hacer uso de la hipótesis de que (MnEN es base sh, lo que 

ha quedado probado es que = f. Observemos que, al ser (»)»: una

base sh, se tiene que ى„) es una base de X*; asi pues, existe una sucesión ،' ١٠ ١ ٠٠  

de escalares tal que / = E درة- Para cada jeN tenemos que ()) = ز y

OO
también (0,) = ته. Por consiguiente, ه] = Sj y f = E ه*. •

12.5.5 Sea X un espacio de Banach que tiene una base ( ٩٣٤),٤  que 
es 00. Entonces, si ( ),ئ٤لإح  son■ los 006:0700168 asociados se eriíica que ا؟جهلع 
es una base sh de z = ■y X es isomérico a z*.

Demostración Sea 2 مت:ي٠  la aplicación obtenida al considerar que, para 
cada reT, ه(•) es la aplicación de z en K definida por ه(3ع()م ) = (*). Es decir, 
٧(3) es la restricción dedesde X* a 2*. Asi pues, 1(•) < = ا,3اات - Sea مه =
/31X1 + · ٠ ·T/Un un elemento de /(رت : n e N). Si k es la constante básica tenemos 
que 711^11 = ر < k. Consideremos f e 9* tal que 3 (ع٣ ) = ||rn||. Tenemos que 

اا2اا  = (+) = (•,(*)). Observemos que 7, = *1(2)1 ا ٠٠٠ + خ)ص(ةئ ; asi
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pues, fPn eZ y será Ikll = 1 ك/(*) WfPnW < Por tanto,
||تاال < 1ها(2اا)  y podemos afirmar que ص es un isomorfismo.

Observemos que los funcionales asociados a (/„)„eN son Es claro
que [^(؛rn)]n€N = 2*, asi pues, es una base de z*. Sea para
cada n ع N, sea 2 *2: رو* la correspondiente proyección generada por la base 

Si n e N, tenemos que

)ئ"؟ = اا»بر٢)2ا٣) ر»(=٤)*)

y ا٣ا)»( ء الواث»  Por tanto, la sucesión ( («(تل)«)) es acotada y 

también sea acotada . Por consiguiente, como (*)»» es be se

verifica y gfJDi = X■

Probaremos que ه es sobreyectiva probando que ٧() = 9. En efecto, para cada 
¿eNse cumple ه)(/*) = g{!*), por lo que 9 = (*)ه. Finalmente observemos 
que (/2) 06 una base sh de z, ya que los funcionales asociados, forman
una base de z*. ٠

Nota 12.5.6 1. Es importante, para entender el teorema anterior, que observe
mos lo siguiente: si (٥n)neN es una base de X con constante básica k y (fn)neN 
son los correspondientes funcionales asociados, entonces (fn)neN es una base de 
[/n]n؟N con constante básica k y los funcionales asociados son (6n)neN- Además, 

para cada f 6 [٨]neN, se verifica f = yi^fi = yf(bi)fi٠

2. Omitimos la demostración del siguiente resultado: si X es un espacio de 
Banach tal que X* tiene base, entonces X tiene una base be y por tanto X* tiene 
una base sh. el lector interesado puede consultar el trabajo “On bases, finite 
dimensional decompositions and weaker structures in Banach spaces" (Israel J. 
Math 9, 488-506, 1971) de W.B. Johnson, H.P. Rosenthal y M. Zippin.

3. Pasamos ahora a estudiar algunas cuestiones relacionadas con las bases 
incondicionales. Recordemos que (e،)؛^ es una base incondicional, tanto en cq 
como en lp, p e [l,+oo). Sin embargo, (e¿)¿eN uo es acotadamente completa en

cq ya que (e٦ + · · · + en)n£N es una sucesión acotada pero no converge en 

cq. Si p e [l,+oo) tenemos que (e¿) es una base acotadamente completa de lp, 
ya que si ١٤ر٩١  está acotada tenemos que existe algún M > 0 tal que
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ت ١٥)»، ك)")»«ث(:  M si n ع N, lo «« prueba que » = « ٣) »اء ي  «« = a.

Un ejemplo de base no incondicional en Co es la llamada base sumante de CQ. 
Para cada neN sea Zn = ei + ---en; tenemos que si a = (an)n6N ج co entonces 

a = E<¥i, donde ai = ai — «id. En efecto,

٥٠ * || (٠ ٠, ٠ ٠ ٠n+l 5 ٤٤ ٠ ٠ ٠n+l 5 ٤n+l 5)، || || ٦ । ٤، II ^ ٠ر  n—>o٥

Por otra parte, si ^ ؟■٤  atzi = 0 tenemos que para cada n t N se verifica 
o0 = ¿؛ y ai = 0. Restando, deducimos que an = 0. Así pues,

(^)¿eN es una base de cq que no es incondicional, ya que para cada N se verifica

'٨
iiE(-1)^1,

N "2.N
E(-I)^t E حالنة.

-1 ل=¿٧ + 1

Por tanto, no es posible que se cumpla la condición de base incondicional.
4. Sea X un espacio de Hilbert separable y sea (a¿)igN una base ortonormal 

de X. Es sencillo comprobar que (4) ٠[٢  es equivalente a la base canónica (٥) 
de 12 y que (a¿)¿eN es una base incondicional de ٦ que es sh y be.

5. Sea X un espacio de Banach que tiene base incondicional (e„)„eN٠ Sea 
k> 0 una constante tal que si ( ٥٠تإح;)  es una sucesión de escalares y A, ج ج  <í> con 

dcBse verifica que ا E ¿II < E ce¿||. Para cada • : E a¿e definimos
ة ح ا . =¿1

اء = sup{ II ال««ءبا . ، = ±1 ع ٣)

Es claro que < اتأدا- Si ()٤٧ es una sucesión en {—1,1} y Al = {í e N : ح¿ = 
+1}, A2 = {« e N : £¿ = 1}, entonces tenemos que 

n oo
llEe e¿H < اا E «¿ ة ا + اا  E ®2 خ ك¿" &|| E«¿®ill. 

٤ع4] ءعأ 1  i: 1

Asi pues,< 2%1*. Es fácil probar que I ■ I es una norma en X y hemos probado 
que es equivalente a II · ||. Veamos que para la norma I - I se verifica que (e؛)¿eN 
es una base incondicional monótona; es decir, donde la correspondiente constante 
básica puede tomarse como k = 1. En efecto, sea ( ٥٠) =٢  una sucesión de escalares
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yA,Be^ con A c B. Sea 2 = y atei; tenemos que si (£¿)¿gN es una sucesión 

en {—1,1} se verifica que

E ر- II ا'ةا ة
ieA

11 i ه*:

Por otro lado,
M > IIE^c^er E جيعيلاايع

ieA ieB-A

por lo que deducimos (multiplicando por 1/2) que كا اتها . Asi pues,
ieA

ieA ieB

Sea " z *ء. Como Ea«eí es ico, tenemos que, si ( ٤٤ء)  es tal que

si a¿ yO y a¿ = 0 si a¿ = 0 (seria = ؛N, podemos definir a ج y si i |الا ك بة

,también sea convergente ؛ء،، = إء bi = 0). Entonces

Veamos que si (e)„gN es una base con esta propiedad entonces ( ٤٤)٤١  es 

incondicional. En efecto, si X = E ٠¿م ه - (a¿)ieN ع ما  entonces, para cada 

¿ e N, se verifica < |a ا y [ *آث٣ «» es convergente. Por tanto, 

٢لةغعيع  es convergente y deducimos que E«¿e¿ es ico.

6. Sea X un espacio de Banach con base incondicional ( ٤٤) ار . Sea k > 
0 tal que si (a،)¿gN es una sucesión de escalares ,5 ع con د cBse 
verifica que II E<v¡e¿ll ك Para cada sucesión d = ()*!ا de {1, -1},

ieA ieB
consideremos la aplicación definida por

= E,¿iaei-

Es claro que Rd es lineal y es sencillo comprobar que

»«ا )»ي( II ء ««»»تا ي( ) 2
Asi pues, Rd es continuo. Como 11134(*) < 21, independientemente de la 
sucesión d = (dik® de {1,-1}, podemos deducir, del principio de la acotación
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uniforme, que existe M > 0 tal que /7٢ < M para cada sucesión d = (1)[٢ de 
{1,-1}. A la constante M se le suele denominar constante básica incondicio- 
nal de (ej)iEN-

Demostraremos ahora que para cada sucesión («¿)¿EN de escalares tal que

converge y cada sucesión acotada λ = (^i) EN, se verifica que :هزه

En efecto, tenemos que existe una aplicación بد:د® lineal y continua con 
11/11 = 1 y tal que

٥٥ (٤ ١ ٤ ٤

Si ahora es Al = {i ع N : (47٤) > 0} y 2د = N — Al, se verifica que

: ا(

< IWI ( اا E aieiW t 2 اا «éll) < |^||2ع -1.|اغىح||ة[

Observemos que si fijamos د e Zoo y definimos Tx : X ب X por Tx

)* tenemos que »٨] : (»»2)ي( ) ٤ ٥) < »اله ا  Asi pues, 2» es lineal

= ^(6)*( por r :حمآ Si definimos > /الا y continua con
tenemos que T es lineal y continua con ||T|| < 2k.

Si fijamos X : هنه ع:  X, podemos considerar Tx : Zoo ي X definida por

همم هم
7 ٤(٨) = ه، ***. Como es ico, sabemos que 4» = : λ =

(A)n ح ة ،»} es compacto y, por tanto, existe < > 0 tal que para cada ٨رE كع
se verifica ا ٤ = ء . Asi pues, (ء٨ا)ا٢  = También sabemos 

que < 27• اا٨اا , por lo que tenemos que IITII < 2*. Si consideramos 
2, tenemos que 111() < asi = (٣•)definida por 7 (*,مم) -*:7
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Finalmente, sea :ع» = X e X y consideremos una sucesión (6¿)íen, de 

escalares con I&i| < |aj| si ¿ e N. Sabemos que es convergente y sea

 ,i yO, V = 0 si a¿ = 0 (será bi = 0). Entonces» = دد

oo oo oo oo
العوا = ا الع* 5 الماثمة ا اله، 5

Vamos ahora a definir una norma I · إ en X equivalente a la original II - II: 
٥٥ oo

Es claro que .٢] a¿| si ¿ e| > يةا| : ،||para X = DiXi sea |m| = sup{||^&ie

ي الها تي  asi pues, I · I es equivalente a II . II.

Teorema 12.5.7 Sea X un espacio de Banach con base incondicional ( )زه ن ح . 
Entonces si ٢e٦١٦e^ no es una base acotadamente completa se verifica 900 X tiene 
copia 00 0.

Demostración Consideremos en + la norma definida en cada تلذ = يع[6إ  por

no es acotadamente )(*4 ء) Como! ء:٤=31أة٤ع II تك يع٠يةي sup{ II = اتعا
OO

completa, existe una serie ٩٤؛  que no es convergente pero es tal que existe اا > 
n ٠ oo

0 con «9 :رر ا اعءتؤ  < H. Como ،ع no verifica la condición de Cauchy, 

existe 0 < ج de modo que para cada n existe m> n tal que I 2/ a e I > ء. Para 
i=„fl 

m 1
ni = 1 existe mi > ni tal que [ا تج ا&6ا  > £. Para n2 = mi existe m2 > •ء

]]•-ق

tal que I 5 a e I > ع. Razonando inductivamente obtenemos una sucesiones 
«2ti

crecientes de enteros (nk)fcEN,(mk)keN tales que si k € N es nk < mk = n٠i y 
mk mfe

ا 5 العزه > 2 . Para cada *لع sea Zk - 2 u¿e Es claro que (2 ٤ا!ع)  es una 
nkn n،٠l

sucesión básica. Además, inf ||لآ|| > E. Por tanto, si probamos que Dk es wiCa 

quedará probado que X tiene copia de 0  una sucesión acotada :(٤) = Sea a ء٠
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٩

de escalares y sea n € N. Entonces

.Zi\ < H sup |cq| < Ha ٢ر | |i؛í|zí| < sup |o؛q| ٢٦ | = \íZí& ٢ر |
— “ — i<i<n

Como esta acotación es independiente de n € N, queda probado que es una

sucesión básica equivalente a la ( ٩)٠  de cq y también que ٢^ z¿ es wiCa. ■ 

ذلآآ0اأ1غ 12.5.8 560  X un espado de Banach con base incondicional ( )زه ن ح . 
Entonces si no es 97 se uerijica que X tiene copia de 11.

Demostración Supongamos que ٨ está dotado de la misma norma que en el 
teorema anterior. Como (eí)ieN no es sh, existirá / e X* de modo que no sea 
cierto que lim WfWn = 0. Podemos suponer que f es real y que = 1. Existe 
 = 2 : (2٣)/y una sucesión creciente de enteros (nfc)keN tales que 511٢1 ع > 0
٢ ce¿, ا*ا = 1} > ع .
i>nk

Para mi = ni existe 2] = 5 يه ع  con 1 = 1 ا tal que (21) > £. De la con-
ح77]•

vergencia de 5 يع e deducimos que existe ٣ر  > ni de modo que ا E ي اج  <
»>،i>m 1؛

ي ة ٣1 = E* Asi pues, para .ع/2 ¿ tenemos que f(x 1) > f(zi) - f( E يع ع ) ح
]/ح رح;

٤/2 y
|اعا ج)يء  ¿I >1-2/2.

Existe cierto n tal que > ر y para m2 = existe 22 = E a tal que 
i>m٠2

(22) > 2. De la convergencia de E 4 ٤)٥  deducimos que existe ٣ > m؛ tal
ح77•2

que ا E ا!ةي < ع /. Asi pues, para *2 = E يع ع  tenemos que /(*2) > /2 
iym^ i>m2

y 1/2 < ا0ت2ا .
Razonando inductivamente determinaremos dos sucesiones crecientes de ente- 

ros {mk) y H) de modo que mk << mfcd y una sucesión (؛En)neN tal que
ي/

Xn = E a^Ci y 2/2 < (,*)م y 2/2 — 1< ا„£ا. Es claro que (؛rn)neN es básica, 
i>mn

ya que es una sucesión bloque de una subsucesión de ( ٥٠) ح [. Si (لإح)غه es una 
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sucesión de escalares ynEN tenemos que

; ; (٤ در رج

Esto prueba que la sucesión básica (لأحك) es equivalente a la base (e،)igN de /1· ٠

Teorema 12.5.9 [Teorema de James]
Sea X 0 espacio de 730007 con base incondicional Entonces X es

refleáo si لو solo si X no contiene copia de 7] لآ no contiene copia de 0.

Demostración Es claro que sies reflexivo no puede contener copia de Co ni de 
h٠ Por otra parte, si ٦ tiene una base incondicional (e¿)ígN y no tiene copia de 
Co entonces (0 ٤[;)٢  será acotadamente completa y, como X tampoco tiene copia 
de ¿1, será ( ٥٠) [٢  una base sh; asi pues, * será reflexivo. ٠
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Tema 13

Espectro y aplicaciones 
compactas

13.1 El espectro de un operador

Sea X un espacio normado y consideremos en el espacio vectorial CC^X) la ope
ración A o B, composición de aplicaciones, que denotaremos simplemente por AB. 
Es claro que si A, B, C 6 CC{X} y a £ K entonces:

i) A(BC) = (AB)C;

ii) A(B + C) = AB + AC-,

iii) (B + C)A = BA + CA■

iv) a(AB) = A(aB);

v) AI = A, donde I es la identidad;

vi) \\AB\\ < M|| ||B||;

vii) 111 = 11ر.

Si Z es un espacio de Banach en el que está definida una operación interna, que 
suele denominarse multiplicación, y se verifican estas siete propiedades que tiene 
la composición en CC{X) se dice que Z es un álgebra de Banach con unidad.

Si A e C£(X) y n e N denotamos An = A ٢٨٢o A y A° = I (la identidad).

Definición 13.1.1 Se dice que A e C٤(A٢) es invertible si existe B e CC{X) 
tal que AB = BA = I, es decir si A es isomorfismo de X sobre X (en esta 
situación a la inversa B se la denota por A-1 y claramente es única).
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Se dice que AeKam valor espectral de A e 6(*) si A — XI no es 
invertible. 50 lama espectro de A a

6(4) - 70069- : ٢٨٤ كم[  invertible}

se llama resolvente de A a P٢A لا ١ - ٢  0(4). Por tanto,

.{XI es invertible — ع:أ€د} = (4)0

Obsérvese que A —XI es invertible si y solo si Ai—د es invertible; en ocasiones 
a estas aplicaciones las denotaremos simplemente por A — د o ٨ — A.

Teorema 13.1.2 (Desarrollos de Neumann)
Sea X un espacio de Banach لو sea 4٤0(٦)

i) Si X ج K y /4 < ادا entonces 4)/ ٨ ج ) y

دخم(ر’:ل"٦حمآية■ pir’h خا٠

ii) Si A in ertible y si B ع c ٤(*) es tal que \\B - -ال < ث  entonces B es 
4 I

invertible.. Si IIB — الج < %٤٢آ  con € < l 56 verifica que

اا٢ااا-ع-ل <

Demostración i) Consideremos B = *4: tenemos que اطا = د|ال || < l. Re- 

cordemos que entonces B — I tiene inversa y es (B — iy I = - 5 Bn. Multipli- 

oo I
cando por λ, deducimos que A—XI tiene inversa y que (4-2 - = ٨ا-)ا
Además, ا-/(8ال-) < 2 = د ; por tanto |ل-مدإ(ا|| =

< 173 ١٨ اا اا
ii) La primera afirmación ya se probo para una situación más general como es 

^(AjT). Por otra parte, si A y B son invertibles y ||B — A|| < ع , ع  < l,
IIA 

tenemos que

113-1 - 14-1 < 11/3-1 - 4-1 = 1/8-1(4 - 75)4-1 <
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Por tanto IIB 1|| < الشا y

11 ٢يع-ا11 ي  II٢1|I 4-14-4 > *-4 ر.
1 —ع

13.1.8 Sea X un espacio de Banach:

a) Si 4 e (ت) entonces 6(4) 65 un subconjunto compacto de K.

7) Si IX es اه conjunto de 106 elementos nertitdes de c ٨(٦ ) entonces 
Inn X es abierto en c 14 ٨(٦) رو  aplicación ه : In vXI y ١, ه () = 
4-1 es continua.

Demostración

a) Como consecuencia del teorema anterior tenemos que 6(4) c {د e K : ادا < 
||A||}, por lo que 0(4) es acotado. Si A — A¡ es invertible y ٨/ es tal que

λ - Ai < tenemos queا

por lo que (4 - ٨/7) es invertible. Esto prueba que 0(4) es abierto y, por 
tanto, 6(4) será compacto, por ser cerrado y acotado.

b) Es claro que 770(*) es un subconjunto abierto de 6٤(*): dados 4 e 
/««(*) y 6 > 0 tenemos que si || ج - ال < آحآ  y r < 1 se verifica que B 

es invertible. Consideremos r < ٤, r > 0, entonces si ق = - y
4 I6ب دع ا

|| د—ق ||< A será

سمرا - B-1|| < التيالاتها < : التجا <

Nota 13.4 Sea X un espacio de Banach

a) Sabemos que si 6 د ع /(*) es invertible y A' e 6٨(+) es tal que < 
entonces 4 es invertible. Asi pues, si A e (4) y μ e K es tal que 

،4-1
^-A| < ■ د entonces l(A-A)-^-A)! = 4)« «٨اء»-٧«««٤ء ) 

’11
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Para AtK denotamos d(A) = dis(X, ٠■(^)), observemos que si A € p(A) y 
E Kes tal que | ٨|، < ——٢  entonces A + ٨، € p(A) y por tanto será

l(٨_٨) ؛1
~ |j(Á٦٦٠

b) En lo que sigue, si A e p(A), denotaremos por ñ(A, A) a (A— 1ر)، (o bien por
1 ٥٥ñ(A) si no hay confusión). Sabemos que R(X) = ٨n+1 An si |A| > ||A||.

Demostraremos que

(.٠)٠(A - ،٨) ٠) - ٠) ٥
Esta expresión es conocida como ecuación de la resolvente. En efecto,

(p-A^X-A^R^ - ٠)) = (p-A)(X-A)R(X) - (p-A)(X - A)R(p) 
= (p-A)-(X- A) = (p-X)I.

y deducimos que ñ(A) — R(p) = (p — A)R(X)R(p)■

c) Si A e CC^X) y A € p(A) entonces R(X, A)(A, A) = I y por tanto

(A- ٠(٧)٠  = I.
Deducimos que R(X,A*) = R{X,A)* y X E PÍA*). Si A E p(A*) tenemos 
que A — A* es la aplicación dual de A — A y, como A — A* es invertible, es 
sencillo ver que A — A es invertible. Deducimos que p(A) = p(A*) y por 
tanto a(A) = <t(A*).

d) Sea X un espacio de Hilbert sobre K y sea T E C£{X). Entonces, la 
aplicación ٧٥ : X x X —> K definida por p(x,y) = (Tx,y) es sesquilineal y 
continua. Se deduce que existe una única T' E C£(X) tal que para cada 
x, y E X es

{Tx,y} = (x,T'yY

Se dice entonces que T' es la adjunta de T. La aplicación F : C£(X) ه 
CC{X) definida por F(A) = A' verifica las propiedades F(A + B) = F(A) + 
F{B\ F{aA) = aF{A), F(AB) = F{B)F(A) y F(F(A)) = A. Una aplica
ción con estas características se dice que es una involución.
Demostraremos algunas de las propiedades:

٠ (aAx,y) = a(Ax,y) = a{x, A'y) = (x,aA'y);
٠ (ABx,y) = {Bx,A'y) = {x,B'A'y);

٠ (٥ , y} = {Ay,x} = {y, A"x} = {A"x,y).
٠ Por otra parte ||Az||2 = {Ax,Ax} = (A'Ax,x) < ||A'A|| ||z||2 y se 

deduce que ||A||2 < ||A'A|| pero ||A'A|| < H-A'H ||A|| = ||A||2; por lo que
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Observemos que si د e 0(4) entonces د(ي د()د—ع, ) = I. Tomando adjuntos 
será R(X,Ay(X - 4/) = 7 asi pues ٦ ع م (/), por este motivo si د E p(A') 
sera λ e 0(4)) = 0(4) y deducimos que (4/) es el conjugado de (0(4)) y 
que 6(4/) es el conjugado de (0(4)).

Teorema 13-1.5 [Teorema de Gelfand-Mazur (1.941)1
Sea X 0 espacio de Banach 60776 0 لا sea AeC (م*) tal que A٠B entonces:

a) a(A١ no es 400

b) (Formula del radio espectral) La sucesión es convergente لا

sup{|A| : ٨ e •(4) = lim

Demostración
a) Sea f : 0/(٦)K una aplicación lineal y continua. Si A e 0(4) defini- 

mos ( ٨) = ((٨ - ط-) ). En 0(4) se verifica que

A'-A:دج دج ردج

يئ(/)د
-: lim 'د((ر - د٣د(ع - د)د ) : «-0.>ه-)م-

Si fuese (4) = c seria (٨) analítica en c y si A 0 se cumpliría (٨ — z 
A“’(^ - Como {— *4) )11 : 1 < ادا) es acotado y como 0 ث ب  si

¡Al —> 90 ,م tendría lim' (0 = (-٨ - ط  y, por tanto, lim 0 = ( (س٨ ; entonces
ا! امهما / * نةتادا

w estaría acotada en c. Por el teorema de Liouville tiene que ser constante en c. 
Entonces esta claro que w( A) = 0 si A e c. Pero si ص e es escogido de
modo que (-4-1) = 14-1, deducimos que w( 0) = (-4-1) = 4-1 = 0 lo 
que es absurdo. Esto prueba que 0(4) *0٧ por tanto 0(4) 0.

b) Se define el radio espectral por

r(A) = /اه : A E ()ر

Probaremos que r(A) = lim 
oo 1 ك]

Si |A| > اللها tenemos que * "ج = (٨ ) y además 11" خواًك11د  es
=„Tl 0=0 ا ا

convergente. El radio de convergencia de esta serie 50 calcula por la condición de
آ** ^limsup = لما/ siguiente limite sea menor que 1, limsup اه»»
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Entonces, si z = lim sup /٢4«آآ tenemos que, para ادا > z, se verifica que
"ات** - ٦ es convergente y λ 0(4). Asi pues, si 4)0 6 د), se cum- 

pie |A| < Z y será r(A) < limsup ٧||An||. Bastará entonces con probar que 
liminf ٢/¡١ A٩| < r(A).

Observemos que si n € N es p{An) = {An : A € p(A)}. En efecto, si Ai,..., A„ 
son las raíces del polinomio ín — A es sencillo comprobar que

An — XI = (A — XiT) ...(A- XnI).

Por tanto, An — XI es invertible si y sólo si A — Xjl es invertible, para cada 
j G Así pues A G ٠-(A) si y sólo si Xn G ،r(A") y será |An| < ||A”||; es
decir |A| < ١/¡¡A١ Por tanto r(A) < liminf ||A”||n. ■

Observemos que el teorema de Gelfand-Mazur, y la fórmula del radio espectral, 
no son ciertas si K = R. En efecto, sea X = R2 y t G [0, 2t٢), sea At : R2 —> R2 
definida por

(.r(l) sen، + x(2) cosí؛ ،,r(l) cosí — sen؛) = ((2)A،(a:(l),x

Entonces, si٧0y٧7٢se verifica que c٢(A،) = 0 y. ||Ap|| = 1.

13.2 Partición del espectro

Sea X un espacio de Banach y sea 4 G 6(+). Vamos a establecer la siguiente 
partición del espectro 6(4) de A.

a) 0(4), el conjunto de los A G K tales que existe ٣٤ ٨ ٢ 0] con Ax - Xx. 
También puede definirse como el conjunto de los λ ع K tales que A — A no 
es inyectiva. Este conjunto es denominado espectro puntual de A, sus 
elementos son denominados autovalores de A. Si A es autovalor de A, el 
espacio ker(A - 4) se denomina autoespacio correspondiente al autovalor 
A. A los elementos no nulos de ker(A — 4) se les denomina autovectores 
correspondientes al autovalor A. Observemos que si X es de dimensión finita 
es 6(4) = ٠p(A).

b) 0٤(4), el conjunto de los A G 0(4) tales que A - A es inyectiva, pero no 
es sobreyectiva e Im(A - A) es densa en Este conjunto se denomina 
espectro continuo de 4.

c) 0٤(4), el conjunto de los A G 6 (4) tales que A —A es inyectiva pero Im(A —A) 
no es densa en X. Este conjunto es denominado espectro residual de A.

Antes de continuar recordaremos algunos resultados elementales:
Si ImA 66 densa entonces A* es inyectiva. En efecto, sea 3* G kerA*; se 

verifica 4*3* = 0 y, por tanto, si X G X se tiene **(*0 - (4)*3 - (ي, por 
lo que X* = 0. Supongamos ahora que A* es inyectiva, probaremos que ImA es 
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r

densa. En efecto, si Im A X existirá y* G X* \ {0} tal que y*(ImA) = 0 
entonces y* G ker A* y A* no sería inyectiva.

Recordemos que M c X* es un conjunto *-w denso en X* si separa los puntos 
de X. Supongamos que A es inyectiva; probaremos que ImA* es *-w denso en X*. 
En efecto, si x 7؛ y se tiene Ax ± Ay y existirá y* G ٢* tal que y*(Ax) 7؛ y* (Ay), 
por lo que A*y*(x) 7؛ A*y*(y) e ImA* es *-w denso en X*. Por otra parte, si 
Im A* es *-w denso en X* entonces separa los puntos de X. Por tanto, si x 7؛ y 
existirá A*x* G ImA* tal que A*x*(x) 7؛ A*x*(y). Así pues, x*(Ax) 7؛ x*(Ay) y 
Ax 7؛ Ay. Utilizando estos resultados obtenemos para A G C£(X) las siguientes 
conclusiones:

i) Si A G 0(4) § د — A no es inyectiva ]٣ ط ( - A*) no es *- densa 
§ Im(A - 4*) no es densa %٤٨

٠ Im(A - A) densa enA§٨-A* inyectiva

densa رر , Im(A - 4.) es مه inyectiva .اث (ii) Si A G OC(A
enA*

: A — » inyectiva : "" - A*) es * -w densa

Por tanto 0.(4) c ap(A*).

iv) Si A G 09 (4*) 77 A — A* no es inyectiva «٣ Im(A - A) no es densa en
A 77 A 0٤(4).

v) Si A G c٢r(A*) entonces A — A* es inyectiva y será Im(A — A) denso en A. 
Así pues, A ar(A). Además Im(A — A*) no es densa en A*. Observemos 
que bien podría ser Im(A — A*) *-w densa.
Si A es reflexivo tenemos que A — A** no es inyectiva, es decir A — A no es 
inyectiva. Por tanto A G c٢p(A). Así pues, si A es reflexivo es ٥٠C(A*) c

vi) A G 6٤(4*) 77 <

A — A* es inyectiva 77 Im(A — A) densa en A 77
A ٥٢ (A)
Im(A — A٠) es densa en A* por tanto es * -w 
densa en A* 77 A — A es inyectiva y deducimos
que A4) ,ه) y A G 0٤(4)

Por tanto 0٤(4*) c 0(4).

Veamos ahora un ejemplo en el que 60 (4) sea vacio. Sea A : ¿2 2¿ لا la 
aplicación definida por 4((4)!٢) - (&¿)¿gN donde ٥1 = 0 y ة٠  = ai si i > 1. Es 
claro que Si a G ¿2 es tal que Aa = entonces para cada i > 1 se
verifica زه-] = Aa¿ y también „Aa„ = Asi pues, si a 0 ص será A = 1 y a sera 
una sucesión constante no nula. Esto contradice que lim ai = 0.
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Recordemos que si {aq,... ,xn} son autovectores que se corresponden con au- 
tovalores distintos Ai,...,An de A entonces {aq,..., zn} es libre. Vamos a de
mostrarlo por inducción sobre n e N. Para n = 1 ésto es evidente. Suponemos 
que es cierto para n — 1. Sean aq, ■ ■ · ,xn autovectores que se corresponden con 
autovalores distintos Ai, ■ ■ · , Xn. Si oqaq + ■ · · + anxn = 0 tenemos que

A(oqaq + •■■٠ cnnxn) = ٥qAiaq + ٠ ٠  ■ + anXnxn — 0.

Como AiOqaq-l----- l·A, ر؛ه .,ía;„ = 0, deducimos que ai(Ai — An)aq-|------h ٥؛ n_i(An_i — 
An)a:n_i = 0. Por tanto oq = · · · = o؛n_i = 0y también será an = 0.

Se define el espectro aproximado, ٥٥ (A), de A G C£(X) como el conjunto 
de los A € ¡K tales que existe (؛rn)neN <٥٠Sx con lim(Aa;n — Xxn) = 0. En este 
caso a A se le denomina casi-autovalor y a la sucesión (a:n)„eN se le denomina 
sucesión de casi-autovectores asociada al casi-autovalor A.

Finalmente, si A c٢(A) y x € Sx se verifica

1 = JMI = ||(A - A)١ - A)(a;)|| < ||(A - A)-11| HAz - A<

Así pues, A <xa(A) y deducimos que t٢a(A) c (?(A).

Teorema 13.2.1 Sea X un espacio de Banach y sea A € C£^X). Se verifica que
(.1) U ac(Aرر ر)٥٠ aa(A) es un subconjunto cerrado de ^ÍA) y ،7a (A) D Fr(a(A)) U

Demostración En primer lugar demostraremos que cto(A) es un subconjunto 
cerrado de K. Si para cada n € N existe algún xn G Sx tal que ||(A — A)(a؛n)|| < ٤, 

tendremos que A G <7٠(A). Así pues, si A 0 c٢a(A) existe un m G N tal que, para 
cada a; G Sx, se verifica ||(A — A)(a;)|| > ٤. Por tanto, si y G U(X; —؛—) y x G Sx, 

m 
se tiene

ll(^-٠ll = ||(M-٠+(A-A)(z)|| > ||(A-AW - ||(p-AW > ٤-٤ = ٤ . 
1m *2/m 2m

Por consiguiente, p aa(A) y, por ser cr(A) compacto, queda probado que cra(A) 
es un subconjunto cerrado de ٥٠ (A).

Veamos ahora que Er(c٢(A)) C ،7a(A). Sea Ao G Fr(a(A')') y sea e > 0. Veamos 
que existe x G Sx tal que ||Aoa; — Aa؛|| < e y por tanto Ao € ،7٥(A). En efecto, 
tenemos que existe A c٢(A) tal que |A — Ao| < | y d(X) < |. Sabemos que 

||(A — A)~11| > ٦٢٢٢ > -. Por tanto, existe y G Sx tal que ||(A — A)1 y|| > -. d( ٨ر  s s
= :(||Entonces, ||a;|| = 1 y observemos que ||(A — A)(a . ٤—؛١ ٦ = Sea x 

0 1y٨ — ر)
|٦C٢٢A)٦٩i٣ < 1’ Además’ l ؛٤° ~ ٠  - (A - A)z|| = |Ao - A| < |, por lo que

|(Aq — A)a:|| = ||(Aq — A)x — (A — A)x + (A — A)a?|| < — + ||(A — A)a;|| < e.
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Poi' otra parte es claro que ap^A) c 6٥(4).
Si د e 6(4) pero λ aa(A) tenemos que existirá ú > 0 tal que si X e X se 

cumple (٨ - 4) > Si fuese (٨ - 4) = 0 seria X : 0 y por tanto د — A 
seria inyectiva.

Veremos ahora que Im(A - 4) es cerrado. En efecto, supongamos que lim(A - 
+)(4 - ٨)) y. Por ser = («م*)( ٤[ح)),٢  de Cauchy deducimos que (x„)„eN es de 
Cauchy en X y existirá ٤٦ tal que lim xn : X. Por consiguiente, lim(A — 
4)( ٣), = د( — م*() ) y será ( ٨ - ت() ) = y, por lo que y e Im^λ - A), — 4)
no es densa ٧٨ Queda asi probado que 0٤(4) c 0٥(4). ٠

لأل ع ح  Sea ٨ 00 espacio / مه لا  sea 4 ٦)6 ع). Sea
que X ع و (4) لا  sea 5 جا١هآ ع * cualquier sucesión 06 casi autectores para 
X. Entonces:

1) 0 bien ٨ no es autovalor y wlimx„ = 0

ii) 0 bien X es auto alor لا cada elemento no nulo de débil acumulación de 
( ٣٤/),٤ [] es autouector para X.

Demostración Por ser X reflexivo sabemos que existe alguna subsucesión de 
 rnkw que es débil convergente. Si es falso que wlimXn = 0 tenemos que existirá؛)
alguna subsucesión (xnkk N de (*«)«! tal que = z y z 0 ص. Entonces,
w lim Axnk = Az pero también 11(4««» - ٨»٤ ) = 0. Asi pues, restando, 
tenemos que 11111 •غر = Az pero wlim \xn = ة. Por tanto, Az = asi 
pues, ٨ es un autovalor y z es un autovector asociado a A. Si د no fuese autovalor 
tenemos que será w linkn) =0- "

TíOídA 13.2.3 Supongamos que X es un espacio de Hilbert, A ع CE X لا 
que X ع oAp Si X no es autoualor entonces existe una sucesión ortonormal de 
casi autouectores para X.

Demostración Sea (*)/ح c 9* una sucesión de casi-autovectores para A. 
Tenemos que 101(3,) = 0. Sea z = ١*(٣ ,) y sea k)„eN una base ortogonal de 

z. Para cada i E N, se verifica = D(n)wn, donde a(n) = (xi,Wn). Dado

m 1
2 Denotamos > ا*ا El existirá mi £ N tal que0 ؛, para < ح

m 1
y ام ت  y^ai^Wj y consideramos

وسط ... ي,س/٤)*(زس/( ت .))زلا,*(
Como lim fwi (*2) = 0,..., lim ««0 = لئن, existe algún „2 > «1 tal que

fw 1 ت(7أI t ( 2 ' ' ' ا »«أا »*( )1 < ·ق
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Es decir, tal que «» (ي٤ا) ٧ * (««,(«"» < |· Para *»» 2 2«»)"»» existirá

ج™
»»*ا - 5٥اوس»)أاه» < tal que 5 و > 7711« . Entonces

m 2 1772 m 1
 1تق|„2 — ح an2 دس)ت( II = لع||٦2 — )?.(%[ دس ب ||ئس)و(%[

1- 1- 771+1-
7722

(|ls(i)l + ·■· + I%(mi + ||ا|„£2 س)ئ%[~او >

ح

ص 8 ب 8 : 4'
m 2

Si denotamos 22 = % kwj y continuamos de la misma forma, obtendría-
j=miil

mos una subsucesión (2 ٣,٤)٤!٢  de (a;„)„eN, una sucesión de vectores (*)ر de 
soporte finito en (٥,,)! y disjunto ( es decir, (0 = ( ,زة 2ز  si وب) de manera que 
II Xnk E Como para cada UNse verifica2مط

ك ١١ *ة ٨رر ب ١١ رم* *42 - * Axnk II 2 ب*),
deducimos que k{Xzk — Azk) = 0 y (21] ٤)٤ح  es una sucesión ortogonal. Para cada 
k 6 N tenemos que

llzfell ة IliCill XnkII >1 *ة.

es acotada y deducimos que !™¿(u - AzA = 0. Por 
keN ¿11^11

ll^kll ك خرا! II ب ll^fc Xnk II كا 2■

Asi pues, ([

tanto, si yk = -¡ي, para ٤٤[, tenemos que (ykkw es una sucesión ortonormal 

de casi-autovectores para A. ■

Nota 13.2.4 Sea A : ،2(^) ٩ /2(^) la aplicación definida por A(a) = b donde 
bn = dn+i si n G Z. Se verifica que ||A|| = 1 y será r(A) < 1. Por tanto 
<r(A) c D = {z G C : \z\ < 1}. Observemos que A es invertible y A-1 viene dado 
por A-1 (a) = b, donde bn = an^i si n G N. Por tanto, si A — A es invertible 
también lo será A“1 (A —A). Recíprocamente, si A-1 (A —A) es invertible, también 
lo será AA-1(A — A) = A — A. Por tanto A — A es invertible si y sólo si lo es 
AA-1 — I. Recordemos que si T G C£{X) es tal que ||T|| < 1 es ؛٢  — I invertible. 
Por tanto, si A < 1 se verifica que AA-1 — I es invertible y también lo será A — A, 
por lo que c٢(A) C Sc = {z G C : \z\ = 1}.

Demostraremos que c٢(A) = Se· Consideremos, para y = '^ykZk^ la ecuación 
. k^Z

(eí6 — A)x = y, que podemos expresar, en cada fc G Z, por eieXk — Xk-i = Vk-

388



r

Observemos que entonces

Jiite y2te¿٥ 3-1'-'+ e¿٥(fc )ر•
= -0* - ]) + - 2) + ·· + ٥0(*-1)(٥0*٤ - Zfe-1

Podemos escoger y de manera que = , ya que 2 اجا2 = 2 ث  < oo.k E 2**1 11
deducimos 7ر1 ا »« ا - - - ا با:2ب لثب'٢ Entonces se tendría que

que lim ا6لأهغ — ئت0ا  = oo, lo que no es posible ya que lim |e 0 = الأ. Por q *من |e fe ol , q p ya que *1* جا اخ
tanto, para cada 0 G R la ecuación (٥0 — 4) = y no siempre tiene solución. Esto 
significa que — A no es sobreyectiva y, por tanto, 6(4) = Se. En su momento 
se vio que 0,(4) = 0.

Consideremos la aplicación *:* ه و*  donde A*((ara)XeN) : ا2 ب  K, viene 
dada por 4 ((09) )(02) = 0)4) (لأ»)) = >; bniOn = >; bnan+1 = (««41) .

٩٦ لج /2
Se tiene que A* actúa de manera idéntica a A, ya que 12 = 12. Por tanto se 
tiene ap(A*) -07, como 4) أ) c 4) أ*), se verifica 6١(4) = 0. Asi pues, 
(4) = 0•(4) c 0(4) c 0(4). Por tanto, 6(4) = ac(A) = 6٥(4).

Observemos que 4 es una isometría sobreyectiva y, de manera análoga a lo 
hecho aquí, se podría probar que si A ج ٤(٦ ) es una isometría sobreyectiva 
entonces 0(4) c 9•. No obstante, si 4 es isometría no sobreyectiva la cosa 
cambia.

Teorema 13.2.5 Si A & C C (X) es una isometría no sobreyectiva entonces 
٥٢(A) = Be■

Demostración Como ||A|| = 1, c٢(A) c Bc = Uc U SC- Si ٨ G Uc se verifica 
|A| < 1 y ||(A - A)؛c|| > (1 — |A|)||x||, por lo que ٨ ¿ c٢a(A); así pues, Fr^a^A)) U 
c٢p(A) Uac(A) C o٠a(A) C Sc y tenemos que Fr(c٢(A)) C Sc■

Por otra parte, es claro que 0 G ٥٠(A) ya que A no es sobreyectiva. Como 
0 Br(c٢(A)), tenemos que 0 G Int(a(Ay). Sea B = p(A) l٦ U que será abierto y 
disjunto con Int(a(A')). Tenemos que BUlnt(a(A)) ^U. Si A G B y A B, será 
A G ٥-(A)٦Fr(c٢(A)). Así pues, A G /ní(c٢(A)) y se deduce que U = B\Jlnt(a(A}). 
Como U es abierto conexo (¡bendita topología!) uno de los dos abiertos es vacío; 
así pues, B = 0 y, como a(A) es cerrado, se tiene que ؛?(A) D el([/) = Bc■ Así 
pues, c٢(A) = Bc y deducimos que Fr(a(Ay) = Sc = c٢a(A). ■

13.3 Operadores compactos

Definición 13.3.1 Sean X, Y dos espacios normados y sea T : X ه Y una 
aplicación lineal. Se dice que T es compacta (o totalmente continua) si T(Bx) es 
compacto en Y. Se dice que T es precompacta si T(Bx) es precompacto.
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Es claro que el que T sea compacta equivale a afirmar que para cada A c X que 
sea acotado se verifica que TA es compacto y también equivale a que T(B) sea 
compacto para algún entorno B de cero en X.

Si T es compacta también será precompacta y si T es precompacta será con
tinua. Si T es precompacta tenemos que ImT = ٧ nT(Bx) y, como, para cada

n € N es nT(Bx) precompacto y por tanto separable, resulta que el rango de T 
es separable.

Teorema 13.3.2 Sean X, Y espacios normados y sea T : X Y una aplicación 
lineal:

(a) T es compacta si y sólo si para cada sucesión acotada (xn)ne^ en X se 
verifica que (Txn)ne^ tiene una subsucesión convergente;

(b) Si Y es Banach y T es precompacta entonces T es compacta;

(c) Si ImT es finito dimensional entonces ImT es cerrado y T es compacta. Si 
X e Y son espacios de Banach y T es compacta con ImT cerrado entonces 
ImT es finito dimensional;

(d) Si T es compacta, para cada sucesión (؛rn)neN tal que wlim؛cn = x se verifica 
que limTTn = Tx. El recíproco es cierto si X es reflexivo.

Demostración (a) Si T es compacta y (zn)neN es una sucesión acotada en X, 
existe H > 0 tal que C HBx٠ Como (Txn)n£n C T(HBX), que es
compacto, existe alguna subsucesión (Txnk)k&n para la cual existe lim/؛ Txnk. Re
cíprocamente, para cada sucesión (Txn)nE^ de TBX se verifica que, al ser (a;n)neN 
acotada, existe alguna subsucesión que es convergente; esto prueba que
TBx es compacto.

(b) Es claro ya que T(BX) es compacto, por ser T(BX) precompacto y T{BX) 
completo.

(c) Si Im T es finito dimensional entonces Im T cerrado y T(BX) es un subcon
junto cerrado y acotado de un espacio finito dimensional, por lo que es compacto.

Supongamos ahora que X e Y son dos espacios de Banach y que T es una 
aplicación compacta con Im T cerrado. Tenemos que Z = Im T será un espacio de 
Banach y que T : X Z es continua y sobreyectiva. Por tanto T es abierta y 
existirá a > 0 tal que aBz C T(BX); como T(BX) es compacto, Bz también es 
compacto, lo que significa que Z es finito dimensional.

(d) Sean T compacta y sea una sucesión en X tal que wlim;rn = x.
Tenemos que es una sucesión acotada y por tanto para cada subsucesión
de (7٦rn)neN existe otra subsucesión IfiTxn^k^ que converge a cierto y e X. 
Como w limk7٦rnk = Tx se tiene Tx = y y esto prueba que limTa:n = Tx.

Supongamos ahora que X es reflexivo y que T : X ٩ Y es lineal tal que si 
wlim؛rn = x entonces limT؛rn = Tx. Veamos que T es compacta. Sea 
una sucesión acotada; entonces, como X es reflexivo, existe alguna subsucesión 
(xnfc)k6N de (؛rn)neN tal que wlimk(؛cnfc) = x, por lo que \imTxnk = Tx.
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P£(X, Y)

Observemos que de este resultado no se debe deducir que si T es compacta 
entonces T : (X, w) ه (Y, || ||) es continua, ya que si esto sucediera se podría 
probar que Im T es finito dimensional. ■

Sean X, Y dos espacios normados y sean Ti,T2 : X ه Y dos aplicaciones 
lineales compactas. Como (Ti +Tz)(Bx) C T£BX'; +T¿(Bx) es compacto resulta 
que (Ti + T^^Bx) es también compacto, y deducimos que Ti + T¿ es compacto. 
De manera similar, si a € K, se prueba que aT^ es compacta.

Supongamos ahora que Z es otro espacio normado y que T : X —؛· Y es 
una aplicación compacta y que S : Y ٩ Z es una aplicación lineal continua. 
Consideremos ST : X Z. Tenemos que S(TBx) C S(TBx) que es compacto, 
por tanto S(TBx) es compacto y será ST compacta.

Supongamos que R : Z —> X es una aplicación lineal y continua y que T : X —>■ 
Y es una aplicación compacta probaremos que TR es compacta. En efecto, como 
R(Bx) es acotado en X tenemos que T(RBx) es compacto.

Los resultados anteriores son también válidos para aplicaciones precompactas.
Al conjunto de las aplicaciones lineales y compactas de X en Y lo denotamos 

por K£(X,Y) y al de las precompactas la denotamos por PC(X,Y). Es claro 
que KC{X, Y) es subespacio vectorial de C£(X, Y) y que K£(X,Y) lo es de 
P£(X,Y).

Demostraremos que PC(X, Y) es cerrado. En efecto, sea T٥ €
y probaremos que To^Bx) es precompacto. Sea e > 0. Tenemos que existe 
T e PC{X, Y) tal que ||T — To|| < ٠ y existirán {xi,... ,xn] C Bx tales que 

٧ B(Txí, |) D T(Bx'). Entonces ٧jB(T؛ri,e) D T0(Bx) y deducimos que 

Tq^Bx) es precompacto.
Denotamos por FC{X, Y) a las aplicaciones lineales de X en Y con imagen 

finito dimensional. Es claro que FC{X, Y) C P£{X, Y) y si T € CC{X, Y) es el 
límite de una sucesión de F£(X, Y) tendremos que T & PC(X,Y).

Si Y es un espacio de Banach tenemos que K£(X. Y) = P£(X, Y) es un 
subespacio cerrado de C£(X, Y) que es de Banach. Entonces K£(X, Y) es también 
de Banach; en esta situación, si T € C£(X, Y) es el límite de una sucesión de 
F£(X, Y), tenemos que T será compacta. En el siguiente teorema probamos que 
si Y es un espacio de Banach con base el recíproco es cierto.

Sabemos que si Y es de Banach entonces C£(X, Y) es también de Banach. 
Demostraremos ahora que si X {0} y C£(X,Y) es de Banach entonces Y es 
de Banach.

En efecto, sea a e Sx٠ Existe / € Sx* tal que /(a) = ||a|| = 1. Sea (yn)neN 
una sucesión de Cauchy en Y; para cada n 6 N definimos Tn : X —>· Y por 
Tn(x) = f^yn■ Para cada n,m e N se verifica ||Tn — Tm|| < ||yn — ym^, por 
lo que (Tn) es de Cauchy en C£(X,Y) y existe T € C£(X, Y) tal que limT„ = 
T. Por tanto, limyn = limTn(a) = T(a). Observemos que, como cada Tn es 
compacto, si K£(X. Y) fuese de Banach entonces podríamos deducir, con el mismo 
razonamiento, que Y es de Banach.

Teorema 13.3.3 Sea X un espacio normado y sea Y un espacio de Banach con
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base entonces FC, X Y١ =
Demostración Sea (Pn)neN ؛a sucesión de proyecciones asociada a cierta base 
de y. Sean T ٦,7) ع ٨ ) y 0 < ع. Para cada n G N tenemos que 7,7 es 
de FOX, y). Tenemos que p„(y) converge a y puntualmente en T{Bx), que es 
precompacto. Por tanto, pn(y) converge uniformemente a y en T(Bxy, asi pues 
existe «0 G N tal que )ا ,ط لا ) — y||<esiyG T{Bx) yn^„٠. Por consiguiente,
II PnT — T|| < ج si n ؤ n y esto prueba que T )ع ح , y).

Nota 13.3.4 1. En 1932 se planteo la cuestión de que si cada operador compacto 
definido en un espacio de Banach separable es limite de operadores de rango finito. 
En 1973 se resolvió negativamente esta cuestión, por p. Enfo.

2. Sea a = (an)neN una sucesión acotada de números reales. Por medio de a 
definimos la aplicación : مم ,م ت( ) = Es claro que T es lineal
y que es continua, ya que 111(*) < I|a|| |,2;||. Demostraremos que T es compacta 
si y sólo si lima¿ = 0. Para cada fceN definimos la aplicación *:مم Zoo 
por (70 ٤)ة()م• = ٣ () si i < k y (2٤3ة()م) Tenemos que Im Tk
es finito dimensional y que 3)(7 (ال -٤ ) < ||z||sup{|a¿| Asi pues, si
lim a¿ = 0, deducimos que limTfc sera compacto. Por otra parte, si T
es compacta, como wlim(e¿) = 0, se verifica lim Te¿ 0 y por tanto lim a¿ = 0. 
Estas conclusiones son también válidas si cambiamos Zoo por Co o Ip.

3. Si X es normado infinito dimensional es claro que identidad)
no es compacta.

Teorema 13.3.5 [Teorema de Schauder]
56000 X,Y dos espacios normados لو sea T ·. X ي Y una aplicación lineal 

precompacta. Entonces la aplicación dual T* '.Y* ح X* es compacta.

Demostración Como X* es completo, bastará probar que 2* es precompacta. 
Sea 0 < ح. Como T(Bx) es precompacta, existen {yi,... ,y™} c TBx tales que

)»»(لاع/*
Observemos que si y € TBx se verifica االااا < m٠ Como Af = ج K : ^1 ة 

اا2اا } es precompacto, existen unos subconjuntos Mi,.. ,Mn de كا con diámetro 

menor que I de modo que M راح ار . Sea H las variaciones con repetición de

tomados de m en m. Para cada jm) ج H definimos

.G MjJ .,)لا( . Mjir و ع)رز( ...)™و, = ج{ ج ر/ : )الأ,
Es claro que si y ع و  para cada i G {1,... ,9, se cumple 19() < ||y¿n ك 
Asi pues, (زلا) G M y existe tal que 9(:) G Mji. Tendremos que
g e لائد · · ٠خ ). Por tanto BYi c لا'ىأر٠٠٠خ y será (لا 

ع./* لا
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Probaremos que cada *(( ,]ز , ٤٣ ,)) tiene diámetro menor que £. Sean 
g,h & 4(], ...,ت/). Si X 6 2* entonces para algún i ج {l,...,rn} se verifica 
\\Tx - yi\\ <5٧ tenemos que

 (\TDI) - (rgk :)^(ىا - 72(1)+
(22/() - )(17 + )(7 - )(19 9)( t - و|(7)تلآ >

< II Tx n\\ + I ص(ج - Kyt) ا ا 111 - النزلا
ك٠)يئغ-)يلأ(جاب 1·

Como gM A(j 1,...,و™), serán ها,لؤ ع(  Mji y por tanto |5 > |(و)يرأ(غ-سإ. 
Asi pues, — (*/)(•)ا < s si X e 75* y, por tanto, وغ — 1*7 ك .ع ٠

Nota 13.3.6 1. Sean espacios normados. Es claro que si T ع 
entonces T* eSupongamos ahora que ث e *(7*,٦*) y que Y 
es de Banach. Probaremos que T ع

En efecto, tenemos que 2** : r*Y** es compacta; asi pues, **(ط*) 
es precompacto pero c TlBx··) y tendremos que 2*( (2*)) es
precompacto, donde 05 *٠: ث  la aplicación canónica usual. Si j' :Y —> ٦** 
es también la aplicación canónica deducimos que 7(2*) = 8) )**2)1- ن*))), ya 
que j'T = T** ٥]. Asi pues, T^Bx) es precompacto y, como Y es de Banach, se 
verifica que 1(2*) compacto.

2. Supongamos que T : X ب Y es compacta. Sea ن:* X** la aplicación 

canónica. Tenemos que (*) es la complecion de X. Consideremos 71 = 7** ,
)كد('ؤ

veamos que 70 es también compacta.
En efecto, sea «*) una sucesión acotada de ](*). Para cada n € N existe un 

*,٤٦ tal que زاا٣) *) < *. Tenemos que (a؛n)n6N es acotada, luego existe
una subsucesión (١) de (xn)neN tal que (TxnkkN converge a cierto y & Y. 
Entonces, si Y** es la aplicación canónica, se verifica Yij'ÍTxnk) =
j'k■ Como j'T = وم y lim^ ك>(وم = bkj'(Txnk) = j'(y), resulta que 20 
es una aplicación compacta de 7 (2) en ز’'(y) y Tq = 170- ن será una extensión 
compacta de T : X ب Y, a la complecion ز(*) de X.

3. Supongamos que T : X ب Y es lineal y que existe a > 0 tal que si 
X e X es 1123 ك. Si T es compacta entonces, por el apartado anterior, 
podemos suponer que X es de Banach. Si (3 ٣ح,)٢  c 73* tendremos que para 
(TxnkN existe alguna subsucesión que converge a cierto y &Y■ Como
٥||¡E„* - 2«٤ II < WTxnki - Txnk2 II, se tiene que (ا)خت es de Cauchy, y será 
pues convergente. Esto significa que 25* es compacto y X tendrá que ser finito 
dimensional. Por tanto, si X es de dimensión infinita y T : X ب X es lineal y con 
inversa continua entonces no puede ser compacta.

13.4 El espectro de un operador compacto

A continuación pasaremos a estudiar cuestiones relativas al espectro de un opera
dor compacto y después estudiaremos los teoremas de la alternativa de Fredholm. 
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Lema 13.4.1 Sea * un espacio normado yAe 7(*). Entonces, 0٥(4) c 
0,(4).

Demostración En efecto, sea a 4)68 ع), tenemos que existe (^)neN c 5* tal 
que lim \\A(xn) — ه„)II 0. Pero también existe una subsucesión ( (د٩ا[عو)).  de 
(Á(xn))neN que 06 convergente a cierto yo ع *. Como lim||j،4(؛rn) - aXnjW = 0, 
se tiene 0 = زاذط 0رر  y, por tanto, 4(00) = limjaA(xnA = ayo. Esto prueba٠ (.4) ,0 ٥ ٤ 4110

 subespacio س Sea Y .()/ع seaT لو Sea00 espacio normado ددأ 13.4.2
uectorial cerrado de X tal que T - I١٢X١ c Y . Entonces, para cada a 0,1) ع) 
existe Xa 5 ج* con d{T{xa),T{YE 4 ح.
Demostración Dado a e (0,1) sabemos, por el teorema de Riesz, que existe 
Xa ج 9ر  tal que (,م) > a. Entonces, si y e Y, como y+ (2 — I)(y) 
h) 1 ج tenemos que )-/()"»(أ-ا ال*)-/()(- = )ا1-)**(7ا)ا  > a,

YEiOtCBA ة.دةد Sea X un espacio normado لا seaT ع KC, X . Entonces, ٠P٢T١ 
es numerable 0 لأ es el único punto de acumulación posible de Up T .

Demostración Sea Er = {د e np(T) : ١٨ > ل , si r > 0. Tenemos que 0,(2) — 
{ ٥} : لا ي/ . Demostraremos que cada ٨٤ es finito.

Supongamos que Er es infinito. Entonces podemos escoger una sucesión 
A )„gN, de autovectores mutuamente distintos. Sabemos que si (zn)n6N es la 

correspondiente sucesión de autovectores entonces {xn : n € N} es libre. Para 
cada n e N, sea Yn = (• ,]م . ٠ ٠  y tenemos que Yn c ٦,] si n ج N. Para cada 
n e N consideremos -7 Tenemos que ( ا T — /) (Y„٠i) c Yn ya que si 

z = ] ]م +٠٠٠  a„(ia;„٠i es

،( - ٤) = ai لجة( )ال M--- + “n *(ب-ج
Por tanto, existe ٧*]1 e ٦ر +] con | ا2اب„/  II = 1 y

d í،T(h) - -7(2)) = 2'

Por tanto, (7( ١١٤,)٢(١))» > ||٨ „+1| > ٤» Si consideramos la sucesión 

es claro que si n > m es 7(») - T(ym)H > 2» Como T es compacto, 

existe una subsucesión (ynkk N de (y„)neN tal que ((لا*)) es convergente, esto 
es una contradicción.

Finalizaremos probando que siAeKyA/O entonces λ no es un punto 
de acumulación de ٥p(T). En efecto, sea r € K tal que 0 < r < اλا, entonces 
 ,c 0,(4) c *. Por tanto ج es entorno abierto de λ y {K : |li| > r ج i/} = ى
B n ap(A) es finito y A no es de acumulación. •

394



٢

Teorema 13.4.4 Sea X un espacio de Banach y sean A G K£(X) y ٨ G K, 
entonces:

a) ker(A — ٨) es de dimensión finita;

b) Im(A — ٨) es cerrado;

c) A — X es inyectiva si y sólo si A — X es sobreyectiva.

Demostración Tenemos que A — A = A(٠A — I) y ٠A es compacto. Bastará, 
por tanto, pues hacer la demostración para la aplicación A — I.

a) Supongamos que ker(A — I) es de dimensión infinita. Entonces existe una 
sucesión Un؛nt’؛ de vectores de ker(A — I) que forma un sistema libre. Para cada 
n e N sea Yn = £(xi, ..., xnfi Tenemos que Yn C Yn+i y además (A - I)(Yn+1) c 
Yn, ya que si z G ٢n+i es (A - !)(z) = 0 e Yn. Por tanto en cada Yn podemos 
escoger yn G Yn con ||y„|| = 1 y d(A(yni, A^Y„-^) > - si n > 1 y en particular

||A(yn) " A(ym)|| > - si n > m. Esto contradice el que (A(؛rn))neN tenga una 
subsucesión convergente, por ser A compacto.

b) Como ker (A — I) es de dimensión finita tendrá en X un complemento 
topològico M, de forma que X = ker(A — I) ® M. Sea S : M —> X la aplicación 
definida por S = (A — I)m■ Es claro que S es inyectiva y que Im S = Im(A — I). 
Veamos que existe r > 0 tal que si x G M se cumple r||2٠| < ||S(x)||. En efecto, 
en caso contrario, para cada n G N existe xn G M con 11 S(xn) 11 < ||2n||٦ Sea 
yn = ٦٦٠٦٢؛  tenemos que (y„)neN C Sx y limS(?/„) = 0.

Por otra parte, alguna subsucesión, {A(ynk))ke^, de (A(yn))„£H será conver
gente a cierto xq G X. Como limfe(A — Ifiynk) = li٠S(ynk) = 0, resulta 
limkj/n،, = !im;؛ A(ynk) = xq- Como M es cerrado será 2o € M, pero enton
ces S(xq) = iimk S(ynk) = 0. Como S es inyectiva se tiene que xq = 0. Esto 
es una contradicción ya que (ynk)keN ٤ Sx٠ Por tanto, existe r > 0 tal que 
r||z|| < ||٠)|| si x G M. Desde aquí es sencillo probar que Im S es completo y 
por tanto cerrado.

c) Resolveremos primero ciertas cuestiones. Tenemos que las siguientes in
clusiones pueden ser comprobadas fácilmente:

ker(A — I) c ker(A — I)2 C ٠ · · C ker(A — I)n c · · ·
Im(A - I) D Im(A - I)2 D ■ · · D Im(A - I)n D · · ■

Es evidente que la primera cadena es de subespacios cerrados. Veamos que cada 
subespacio de la segunda cadena es también cerrado. En efecto,

٠ si n es par es I — (A — I)n un polinomio en A sin término independiente. 
Como A es compacto, para cada p G N se tiene que Ap es compacto y 
las combinaciones lineales finitas de un operador compacto son operadores 
compactos. Por tanto, I - (A - I)n es compacto y tendremos que Im(/ — 
(/ — (A — /)n)) = Im(A — 1)" es cerrado.
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٠ Si n es impar (A — I)n — I es polinomio en A sin término independiente y por
tanto es compacto. Asi pues, Im((A - 7)3 + / — /) = Im(A — I)n es cerrado. 
Para n G N, si z G * ([مم — )/”اب  se tiene que (4 - 7)(4 — Z)(z) = 0. Por 
tanto, (A — I){z) Gker(A z)". Esto significa que (A Z)(ker(A Z)"*؛) c
ker(A z)”.

Supongamos que los contenidos de la primera cadena son estrictos, entonces 
para cada n G N podemos escoger yn G هك[( — /)" con llynll = ly

٠ملأ(٠٠ل>)ام-

En particular sería ||A(yn) — A(ym)|| > si n > m. Por tanto, tenemos la 
contradicción de que (yn)n £ N es una sucesión acotada y (A(yn))n£N no tiene 
subsucesión convergente. Así pues existe n G N tal que ker(A—Z)” = ker(A—Z)”+1.

Observemos ahora que en la segunda cadena es Im(A — Z)"+1 c Im(A — Z)” 
y (A — Z)(Im(A — I)”) c Im(A — Z)”+1. Si los contenidos son siempre estrictos 
tenemos que para cada n G N existe yb € Im(A —Z)n tal que d(yra,Im(A —Z)”+1) > 
٠ Y ||yn|| = 1■ En particular tenemos que d(yn,ym) > ٠ si n > m, con lo que de 
nuevo se obtiene una contradicción. Así pues, existe m G N tal que Im(A — I)m = 
hrdA-I)™^.

Una vez vistas estas cuestiones previas, pasemos a la demostración de c).
Supongamos ahora que A — / es inyectiva. De la igualdad Im( A — Z)m = 

Im(A — Z)m+1 deduciremos que Im(A — I)m = Im(A — I)”،-1.
En efecto, se tiene Im(A - I)m c Im(A — I)m~1 y si y G Im(A - I)m~1 existe 

x € X tal que (A — I)m~1 (x) = y. Por tanto, (A — /)(y) = (A — y 
(A — I)(y) G Im (A — Z)m = Im (A — /)™+1 y existe z G X tal que (A — I) (y) = 
(A — Z)m+1(2) = (A — /)(A — Z)٦z). Como A — Z es inyectiva se tiene y = 
(A —Z)٦z). Por tanto, y G Im(A —Z)m. Reiterando este razonamiento llegaríamos 
a que Im(A — Z)2 = Im(A — Z); así, si x G X se tiene (A — I)(x) G Im(A — Z) = 
Im(A — Z)2. Existe pues algún z G X tal que (A — Z)(؛c) = (A — Z)2(z); entonces 
será x = (A — Z)(z), por lo que Im(A — I) = X y A — I es sobreyectiva.

Recíprocamente, supongamos que (A — Z) es sobreyectiva. De la igualdad 
ker(A —Z)”+1 = ker(A —Z)” deduciremos la igualdad ker(A —Z)" = ker(A —Z)"-1. 
En efecto, tenemos que ker(A — Z)"1؟ C ker(A — Z)”. Sea y G ker(A — Z)”; 
como A — Z es sobreyectiva, existe z & X tal quOe (A — Z)(z) = y. Entonces, 
0 = (A — Z)"(y) = (A — Z)”+1(z) y, por ser ker(A — Z)”+1 = ker(A — Z)”, tenemos 
que z G ker(A - Z)". Así pues, (A — Z)”“1(y) = (A - Z)(z) = (A - Z)n(z) = 0. 
Reiterando el razonamiento, obtendríamos finalmente que ker(A—Z) = ker(A—Z)2. 
Sea y G ker(A—Z). Como A—Z es sobreyectiva, existe z G X tal que (A—Z)(z) = y. 
Así pues, (A — Z)2(z) = (A — Z)(y) = 0. Por tanto, z G ker(A — Z)2 = ker(A — Z), 
tenemos que y = (A — Z)(t) = 0 y será ker(A — Z) = {0}. Por consiguiente, A — Z 
es inyectiva. ■

El siguiente teorema tiene ahora una demostración inmediata.

:sea T G KC X , Entonces لا espacio de Barach س Sea X هثه 13.4.5
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i) Si X G c ٢؛(٢ ) y x 7، O se verifica X G crp(T);

ii) Si X G la dimensión de ker(T — A) es finita;

iii) a(T) es numerable y el único punto posible de acumulación es el cero.

Es claro, en esta situación, que si a(T) no es finito será un compacto numerable 
y, como el único posible punto de acumulación es el cero, deducimos que <r(T) es 
una sucesión que converge a cero. La otra posibilidad es que ■níT') sea finito. 
Observemos que si dimX = oo entonces 0 € ٥٠(T). Recordemos que si A e CE( ر٢ ) 
es compacto entonces A* es compacto. En el siguiente teorema relacionamos los 
autovalores de A y A*.

Teorema 13.4.6 Sea X un espacio de Banach y sea T G KC{Xfi Entonces:

i) dimker(7٦ — /) = dimker(T* — /) < +oo;

ii) Los autovalores no nulos de T* son los mismos que los de T y los correspon
dientes autoespacios tienen la misma dimensión finita.

Demostración
i) Observemos en primer lugar que, por ser T y T* compactos, tenemos que 

existen n, m G N tales que dimker(7٦ — I) = m y dim(T* — I) = n.
Vamos a demostrar que dimker(T — I) < dimker(T** — I). Sea {٩,..., xm} 

una base de ker(T — I). Tenemos que {¿i,... ,xn} es libre en X**; bastará probar 
que para cada i G {1,... ,m} se verifica Xi G ker(A** — 1). Tenemos que (T** — 
Ifixi) = T**(£i) — £i٠ Veamos que T**(xí) = ¿i si i G {1, ٠ ٠ ٠  ,m}. Sea x* G X*, se 
verifica que T**(xí)(x*) = £i(T*x*) = (T*x*)(x¡) = x*(Txi) = x*(xí) = Xi(x*).

Demostraremos que n < m. Si fuese n = 0 el resultado es trivial. Si m = 0 se 
tiene que T — I es inyectiva y por tanto T — I es sobreyectiva y (T — I)* = T* — I 
será inyectiva; por tanto, n = dim ker(T* — /) = 0. Supongamos pues que n > 1 y 
m > 1. Procederemos por reducción al absurdo. Supongamos que es m < n. Sea 
{aq,..., xm} una base de ker(T — I). Sea {؛،, ...,،}un sistema libre en X* tal 
que x*(xj) = 5ij si i,j G {1,... ,m}. Sea {y^,... ,y)} una base de ker(T* — I) 
y sea {y^,... ,yn} un sistema libre en X tal que y^yj) = &ij si i,j G {1,... , n}.

Definimos, para cada x G X, C(x) = T(x) + B(x), donde B(x) = Es

claro que B es continua y, como dimlmB es finito, tenemos que B es compacto. 
Por tanto, C = T + B será compacto.

Demostraremos que C — I es inyectiva. Si C(x^j = x será

m m
x = T(x) (T-I)(x) = -'^x*(x)yi.

Tenemos que ker(T* - I) = (Im(T - 1))°; por tanto, si ٠ر  G {1,..., m} se verifica 
yj((T — /)(؛r)) = Xj(x) = 0 y será (T — I)(x) = 0. Deducimos que x G ker(T — /)
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y X será de la forma a; = Como para cada ز e {!,...,m} se tiene

 necesariamente será X = 0. Tenemos que c — I es inyectiva y ,وبلع = 0 = (2) :
por tanto C — I será sobreyectiva. Existe un تم E X tal que (C - í)0) = ym+1■ 
Entonces

ا = )ا+ط(ا+ص = »»«»/-"« =

Esto es una contradicción.
Tenemos que dimker(T* -7)4 — )] ك مطن ). Por la misma razón es 

dimker(T** -7)ك dimker(?* - 4) y, como hemos probado que dimker(? -7)ك 
dimker(?** - 4), deducimos que dimker(?* — 4) = dimker(? — 4).

ii) Tenemos que si A 0 نج entonces A ج 0(2) ه  dimkeOT - ٨7) = 0 § 
dimker(T* /(7*).

Si A 0 نج fuese un autovalor de T o de T* tenemos que ٨7 — )[هكذا) = 
dimker(^ - dimker(4 — ؟) = dimker(T* — ٨7). •

Nota 13.4.7 1- Si ٦ es un espacio de Banach infinito dimensional y Al c 0٤(*) 
es compacta, sabemos que no es posible que exista a > 0 de modo que para 
cada ع* sea < „Abril. Esto significa que 4 no es invertible y por tanto 
0 E 0(4).

2- Sea A : ¿2 ي h la aplicación definida por (•ت) = donde 0 =
( )نه ن رح  es una sucesión de escalares. Sabemos que 4 es compacto si y sólo si 
lim ai = 0. En esta situación, si A es un autovalor, será 4(•) — Ax = 0, para 
algún X E ¿2 con X 0 نج. Es decir, ؛¥(«) - Áx(i) = 0 si ¿ E N. Deducimos que 
A = زله para algún ز ع  N. Recíprocamente, es sencillo comprobar que cada ai es 
un autovalor de A.

• Si cada نه es distinto de cero deducimos que 00(4) = زه : ¿ S.N} y 0(4) = 
.00 (4) ٤ pero 0 ,لا 001 (4) ,6

٠ Si existe algún ai que es cero, se tiene 6(4) = apQA) = نه : ¿ E N} y en esta 
situación si Af : {i E N : a¿ = 0} 06 infinito y en esta situación deducimos 
que 0 es el único autovalor tal que su correspondiente autoespacio tiene 
dimensión infinita.

3- Si X es infinito dimensional y A : A ؛ A es lineal con dimlmA finita 
es claro que 0 es autovalor de أز y su correspondiente autoespacio ]مك[ es de 
dimensión infinita.

4- Sea 2¿ د : ¿2 ب  la aplicación definida por 4(2) = (02) ش(1تةؤ,) ),...). 
Tenemos que 4 es compacta y también será compacta 4" : (12)*(72)*. Si 
0i)ieN 2) ج)* sabemos que ص((*هع) es el elemento de (72)* = 72 definido por 
(O)j€N, donde, para cada .ز E [, hj está definido por

4 ٠((١())«٤ ,) = = 0 + e (1) + ) ا )(,هي ب ....
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Asi pues, 7] = [8+ = 702 ,2ر ... y tenemos que A*y = (3 ,لا لأؤ , ...)y será 4*(٥]) = 
0. Esto prueba que 0 ع ٠ P(A*) pero 0 2 0,(4).

5- Si X es un espacio normado y 6 د ع /(*) tenemos que 6(4) = 0(4*). 
Si además X es infinito dimensional y د es compacto, la única posible diferencia 
entre 0,(4) y ap^A*) esta en que si tienen o no tienen al cero como elemento.

6- Consideremos 4:2-/2 ١٩ aplicación definida por 4(2)(*) =
Es decir, 4 está definida por una matriz infinita Vamos 2 demostrar

que si la familia es sumable entonces 4 es lineal y compacta. Sea

2 12 = a. Es sencillo comprobar que 
¿di

oo ى ٠٠

ك 112.

Asi pues, A está bien definida. Es claro que 4 será lineal y que 412 < 12.
Para cada a e N sea A„ : 12 ا2 ي  definida por la matriz (/ )زة )نبن( [٢ [, donde 

و ع ,si i > n زز : 0/  N y Pij = a؛u si i < n y و e N. Es claro que 49, ()(0 = (ا si 
i > n y, por tanto, dim ]•و(,*) < oo. Además, 51 72ت es

OO oo oo oo
٤(4 - "ا)()*()» = يع ١(2()٧"ا) = ٤ي ١٤١٧")"

Asi pues, 4 - 2||ع < DEk،). Por tanto, lim||A - 0 = ||ع y A es
-1 -1

compacto.

399



Consideremos ahora la aplicación dual A* : ll· l2■ Si (ydie N 2/) ع)*, sabemos 
que Alyi)) 05 el elemento de (¿2)* = 12 definido por (h)jgN’ donde, para cada

ز ع  N, hj está definido por 4((»))() = (٤)(4(٥)) = Asi pues,

oo oo.
٠, ٤٥ yaayi,.■■■ Por tanto, es claro que :2 = اف = 7?¿ ا م ا  es 

la aplicación determinada por la matriz ( ٥,٤()٩ ,)2٤, que es la traspuesta de

13٠5 Teoremas de la alternativa de Fredholm

Para ilustrar los teoremas de la alternativa de Fredholm, comenzamos con estudiar 
algunos resultados sobre sistemas lineales de ecuaciones.

Consideremos en [كم un sistema de n ecuaciones y n incógnitas.

y(l) = («)»ر()""»

an تما(1) + · ■٠ · + مغ («) = y(n).

Si denotamos 4 = podemos expresar el sistema por Ax - y, donde
A determina una aplicación lineal de ك" en K", y se tiene que y e Kn. Aquí 
• denota la incógnita de K”. Las siguientes afirmaciones son todas conocidas y 
fáciles de probar.

i- Para cada y e K" el sistema Ax = y tiene una única solución si y sólo si el 
sistema Ax = 0 (sistema homogéneo asociado) admite como única solución a la 
trivial.

ii- El sistema homogéneo Ax = 0 tiene solución distinta de cero si y solo si 
Atx = 0 tiene solución distinta de cero. En esta situación el. máximo número de 
soluciones linealmente independientes de Ax = 0 y de Atx = 0 es el mismo (es 
exactamente n - rango A = n — rango غ).

iii- Para cada مل ع  K", el sistema Ax = ملو posee solución si y sólo si para 
cada solución * = (a:(l),...,م())) de Atx = 0 se verifica que 2(1 o(l) ا - - - t 
(z„) oW = 0.

En esta situación cualquier solución de Ax - y0 se obtiene como la suma de 
una solución fija de Ax una combinación lineal de soluciones del homogéneo 
Ax = 0.

Estos resultados sobre aplicaciones lineales en espacios de dimensión finita 
pueden generalizarse al caso de aplicaciones compactas. El estudio fue hecho en 
1903 por Fredholm para el caso de operadores integrales y F. Riesz en 1918 para 
el caso de aplicaciones compactas cualesquiera.

Teorema 13.5.1 [Teorema de la alternativa de Fredholm (1)1
Sea X un espacio de Banach y sea 4 *)ج ح ). Sea λ ع K, λ 0. Entonces 

exactamente una de las siguientes alternativas se verifica.
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i) Para cada y & X la ecuación 4ر(^) — Ax = y tiene una única solución en X.

ii) Existe una solución distinta de cero de Ax — Ax = 0.

En la situación de la alternativa ii) el máximo número de soluciones linealmente 
independientes de Ax — Ax = O es finito.

Demostración Como A es compacto y A 70 ؛ tenemos que si A € c٢(A) entonces A 
es autovalor y se verifica la alternativa ii). En este caso tenemos que dim ker(A—AI) 
es finito. Si A ،٢(A) entonces A — AI es invertible y se verifica i). ■

TEOREMA 13.5.2 [Teorema de la alternativa de Fredholm (II)]
Sea X un espacio de Banach y sea A G K£(X). Sea A G K, A 70 ؛. Entonces, 

la ecuación homogénea A (x) — Ax = 0 tiene una solución x G X distinta de cero 
si y sólo si la ecuación homogénea A*(x*) — Ax* = 0 tiene una solución x* € X* 
distinta de cero. En esta situación el número máximo de soluciones linealmente 
independientes de ambos sistemas es finito y es el mismo.

Demostración Es una sencilla consecuencia de que ^(4ر) = <tp(A*) y de que si 
A G c٢p(A) entonces dimker(4ر — AI) = dimker(T* — AI). ■

TEOREMA 13.5.3 [Teorema de la alternativa de Fredholm (II؛)]
Sea X un espacio de Banach y sea A G K£(X). Sea A G K, A 70 ؛ y sea 

y G X. Entonces la ecuación 4م(;r) — Ax = y tiene una solución x S X si y sólo si 
x*(y) = 0, para cada ٥ G {1,... , m}, donde {؛r*,... ,x^} es una base del espacio 
de las soluciones de la ecuaciones homogénea A*x — A*x = 0.

En esta situación, si xq es una determinada solución de A(x)—Ax = y entonces
{xm, .٠ ,.i؟ctmxm, donde {a + ■ '؛!؟؛·la solución general de esta ecuación es ;ro+ai

es una base de soluciones de la ecuación homogénea A(؛r) — Ax = 0.

Demostración Recordemos que si E es un subespacio vectorial de X y a G X 
entonces a G E si y sólo si /(a) = 0 para cada f & (E)°.

La ecuación AL(®) — Ax = y tiene solución x G E si y sólo si y G Im(A-AI) (que 
es cerrado). Esto sucederá si y sólo si x*(y) = 0 para cada x* G (Im (4ر — AI)0). 
Tenemos que x* G (Im (4ر — AI))0 si y sólo si x*(y) = 0 para cada x* G (Im (4ر — 
AI))0. También tenemos que x* G (Im (4ر — AI))° si y sólo si para cada x G X es 
x*(A(x) — x) = 0; es decir, si y sólo si (4ر* — AI)(x*)(x) = 0; es decir si y sólo si 
.((0 T £ ker^* - AI = (*x)(AI - *ر4)

Por otra parte, sea xq g X una determinada solución de A(x) — Ax = y y sea 
 una base del espacio de soluciones de A(x) — Ax = 0. Entonces x G X {zq,..., xm؛}
es solución de 4ر(^) — Ax — y si y sólo si x — ؛r0 es solución de A(x) — Ax = 0. Esto 
sucede si y sólo si existen ,..., am & K tales que x — xq = aixi + · —H amxm. ■

Teorema 13.5.4 Sea X un espacio de Banach y sea A G KC(X) de modo que 
1 o■p(4م). Entonces

i) Para cada y G X existe un único x E X tal que x — A(x) = y.
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١ لا c٩x14 ع [Si 4 (ئ  - A١w . (7 — A ١ ٩  : e < 1, entonces, para cada 
■X, existe un unico £1 € X tal que 32] — Ai(aq) = y 1 ج [1

٤٤) Si y, yi e X y X,X1 & X son como en i) y ii), entonces

الاكالا ا»اء( >æiU-»ا  t II y - Will).

Demostración
i) Es claro ya que I — A es invertible.
ii) Si Al e 6/(*) y 14-4] (7- 4)-1>£= الل será W(I - AlHl m < 

ئ٠٠٦· ا.إ ...  y entonces / — Al es invettible. Sabemos que será

II(/ - Al)-1 A)-I|| < 4.

Como I — Al es invertible es claro que se verifica ii)
iii) Por otra parte, tenemos que

|'الاا ة (7 - 4-)]1 - (7 - ال+ال-) (7- الط-)
ا||بسكبل٢|ال

ا-)د-/(||:||2ليأ+لت(||م||-)

ح (اج]-4

Si tenemos que •4 - م(•) = y, £ ا - ات(د ) = [] entonces

Hx-®1H =||(EA)-^) {I — Aiyi^yiyw < „(/-A)-^)
= ن( - د4||)ئا-)ا i ll(-f - ^4i)-}(y) - مم( - 24الأ(إ-)ا)1ا

Nota 13.5.5 1. Sea X un espacio de Banach. Si ٦)6 د ع ) y A es compacta, 
tenemos que los autovalores no nulos de A y A* son los mismos. Si 4 no es 
compacta no tiene porqué suceder esto.

Consideremos A : ¿2 > la aplicación definida por 4(4) = b, donde bn = 
an+1· - Es claro que ||A|| : 1. Tenemos que 4(6]) = 0, asi pues 0 e ap(A) y 
si AyÉOy 1> ادا es 4(1, ٨, )... = ٨ , ...) = (0,0,...). Por tanto,
{A e K : |A| < 1} c 0,(4) y es claro que A) = {A e K : |A| 1}. Sea AeK con
|A| = 1, tenemos que si 4(٥) — Aa = 0 se verifica A = ييهي y |a„٠i| = |un|. Por 
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tanto, como a G l2 será a = 0. Es sencillo comprobar que A*(a) = (0, ai, 02, ■ · ■) 
y por tanto A* es inyectiva, por lo que 0 trp(A). SiAGKyA^O tenemos 
que, si A*(a) — Xa = 0, se verifica (0, a1; a2, · · ·) — A(٠i,«2, «3, ■ · ·) = (٥, 0, ■ · ■) y 
deducimos que a = 0. Por tanto ap(A*) = 0.

2. Consideremos el espacio de Banach X = ٥([0,1]) y sea T : X ٩ X la 
aplicación definida por = tf(t\ Es sencillo comprobar que ||T/|| < ||/|| y
que ||؛T|| = 1. T es inyectiva, ya que, si tf(t) = tg(t) para cada t G [0,1], tenemos 
que /(í) = g(t) si i 6 (0,1] y por tanto, como f y g son continuas, se verifica f = g 
en [0,1]. T no es sobreyectiva ya que si g(t) = tf(t) para cada t G [0,1] tendremos 
que 5(0) = 0. Por tanto, Im T c {g G X : g(0) = 0} y entonces es también claro 
que ImT no es densa en X; por consiguiente, 0 G ar(T).

Para cualquier A / 0 tenemos que A — T es inyectiva ya que, si A/(í) — tf^t) = 
Xg^t) — tg(t) para cada t G [0,1], tenemos que (A — t)f(t) = (A — t)g(t) y será 
f(t) = g(t) para cada t G [0,1] excepto a lo sumo para t = X. Esto significa que 
f = g en [0,1], por tanto = 0.

Si A [0,1] entonces A — T es sobreyectiva. En efecto, la ecuación Xf(t) — 

tf(t) = g(t), t G [0,1], tiene la solución /(i) = ٢~٠ ٦٢٠٥٢ ٤ an °؛١  si A (0,1] 
es A G p(T).

Para cualquier A G [0,1] tenemos que A — T no es sobreyectiva e Im(A — T) 
no es densa en X. En efecto, si g(t) = Xf(t) — tf(t) tenemos que para t = A es 
g(X) = 0. Por tanto, Im(A — T) C {f G X : /(A) = 0}, que no es denso en X, por 
lo que <t(T) = arlT'} = [٥١ 1]·

3. Consideremos el espacio de Banach X — C([a,&]) y sea A : X —> X la 
aplicación definida por A(؛r)(s) = /a٥K(s,t)؛r(í)dí. Suponemos que K(s,t) es 
una función real definida en [a, fe] x [a, fe] y acotada. Además suponemos que las 
discontinuidades de k(s,t) se encuentran situadas en un número finito de curvas 
tpk(s), k G {l,...,n}, donde p¡. : [a,fe] ٩ [a,fe] es continua. En esta situación 
demostraremos que A es una aplicación compacta.

Es claro que si s G [a, fe] es fijo entonces la función K(s,t') tiene un número 
finito de discontinuidades (n a lo sumo) y por tanto existe

Jy(s) = I k^Sjt^x^dt.
Ja

Esto significa que existe la función y = A(x), veremos que y G X.
Sea M = sups tera 6i \k(s, i)| y sea G el conjunto de los (s, t) G [a, fe] x [a, fe] tales 

que existe k e {1,..., n} de modo que \t — pk( ٥|) < ٠  c؛ar0 ٩ue ٥ es un 
abierto que contiene a las gráficas de 91ر,..., pn. Por tanto, F = [a, fe] x [a, fe] ٦ G 
es compacto y k es continua en F. Así pues, existe ú > 0 tal que si |<٢ — ú"| < S 
entonces \k(s',t) — k(s",t)\ < ٢—٢ , para t G [a,fe]. En esta situación sería

3(6 — g>)

Z
b

.٠t)r|؛ (|k(s',t) - k(s",í\
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Para evaluar esta integral dividimos [a, 6] de la siguiente forma:

^ ""-pئ«|)صلأ-«|؛؛{لائ1 ٠'٠ -^
Q = [0,0 \ p.

Claramente P es la unión de 2n intervalos cuya suma de longitudes no pasa de 
Tenemos que

د )""ا - "٤١"»« < 2M|MI¡ = اا*اؤ

/ ««٥,) - k(s",tHlt < اييت«»» - a) = ٤ا٣ »

Por tanto, / )/(ا — 1(/5)/ < ا£اا£ | si /5/ — s" I < 6. Esto significa que 
es continua y por tanto y G X. Asi pues, A esta bien definida, además es claro 
que A es lineal.

Es sencillo comprobar, repitiendo los pasos anteriores, que si M c X es aco- 
tado, entonces [11109 ٤ 3: ط equicontinuo; es decir, si 5 ع [a, ة] y £ > 0 existe 
5 > 0 tal que si 5 — اة < ل  se verifica 6)(30)4) — ()(**)ا/) < =, para cada ت ع ). 
Por tanto 4(3*) sera relativamente compacto y deducimos que 4 es compacto.

Si la función k(s,t) es continua y k(s,t) = 0 para t>s tenemos que la aplica- 
cion 4 tiene la expresión (ته) - y donde

الأ5١ = (*/١,٥)٨(٤.ا»)

Este tipo de aplicación es compacta y es conocida como el operador de Volterra.

4. Consideremos el espacio de Banach X = ٠([0,1]) y sea A : X ٩ X la 
aplicación definida por A(x) = y, donde y(s) = ر٥٥  x^dt. Tenemos que A es lineal 
y compacta. Además A es inyectiva y, como Ax es derivable en [0,1], para cada 
x & X tenemos que Im A c {x G X : x es derivable y :r(O) = 0}. Por tanto, 
Im A no es denso en X y deducimos que 0 G ar(A). Sea A y0 ؛ y consideremos la 
ecuación Ax = Ax. Se tiene que x es derivable en [0,1] y x^dt = Xx(s). Por 
tanto, Xx'(s) = x(s) y x(0) = 0. Entonces x(t) debe ser de la forma x(s) = ke^^3 
y z(0) = 0, por lo que x = 0 y tenemos que op = 0.

Pero como A es compacta, sabemos que A — A es inyectiva si y sólo si A — A 
es sobreyectiva. Así pues, si A 0 se verifica A G p(A) y tenemos que ؛?(A) = 
c٢r(A) = {0}, c٢c(A) = c٢p(A) = 0 y también tendremos que ٥a(A) = {0}.
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Tema 14

Operadores en espacios de 
Hilbert

14 .1 Introducción. El adjunto de un operador

Los aspectos introductorios de este tema ya han sido vistos y aquí solo se recor- 
darán cuando sea preciso.
Sea X un espacio de Hilbert separable y sea {a¿}íEN una base ortonormal para

X. Sea de أ(*). Para cada أ ء أ  tenemos que d(u) =

Denotamos, para cada زرز e N, روا = d(a),n).
Para cada X & X, tenemos que

Como = 2( ٨٣)زه,٨ز»  si n e N, deducimos que
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Asi pues, 4 está determinado por la matriz Observemos que
51 - K" o X = ¿2١ y la base ortonormal considerada es la usual, entonces si 
X = 2٣(2), ٠٠٠) tenemos que ( ,م )زه = ز( ) y obtenemos que

« = )و¿*( ا الم ا الء ١

Si X es n-dimensional tenemos que (*نز) es una matriz de orden n, que re- 
presenta al operador 4. También tenemos que cada matriz de orden n, (kij), 
determina un elemento de 0 ٨(٨ ).

En el caso en que la dimensión de X no sea finita no es claro qué tipo de matrices 
(kij) determinan un elemento A 6 ج(*). Veamos una condición suficiente. Si 
(kij) es una matriz asociada a A € CTX) entonces para cada ت e N se verifica 

ازرا = زه(( 5 ), aif ك ||A(u,)||2 < oo. Es decir, cada columna de (kij) es 

de /2.
Consideremos la aplicación dual A* : X* -» X* y sea (زإ) la matriz asociada 

a A*, por medio de la base dual ( )»ه تع  de X*. Tenemos que * ٤ = ,)ز/(*( ؤ ;). 
Como *(/زه) = para algún ة ع  X, será

زبا* = (٤, ٤) : (0٤,0) - (,0٤) = )()زهئ(* = ))((زهئ
= faj(knai 1 )[ة2ص2 + ن ] f- هزء ,...ا زه ) = kji.

Asi pues, podemos decir que (زإ) es la matriz traspuesta de (*). Por este 
motivo podemos afirmar que para que (kij) sea la matriz asociada a cierto 4 ع 
0(٦) es necesario que tanto los vectores fila como los vectores columna sean 
de 12. Desgraciadamente no se conoce una condición que sea a la vez necesaria y 
suficiente.

Si X = 72, y en 12 consideramos la base usual, se vio que si (زن) es tal que 

٤ \kij? = a < oo entonces la matriz está asociada a cierto 4 ٨)6 ء ٤ ) que es 

compacto y además mil ك (٥ ).
En el caso de X = ¿2, veamos también otra condición suficiente para que una 

matriz determine un elemento de 6/(٦). Esta condición es conocida como el test
٠٠ هام

de Schur. Sean ١*) :/3 < oo y 59(2 ١ر ) Sea * = ¿2,

tenemos que

ا«« = 2 )»»ف( ي (٢)»« دع oo ( هه ي( ))
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٢

2 y será)الآد c|32| ؛ |kj/ = )*()(ا ,Por tanto
-1

oo ق (

oc ( ٠٠ \  ٤ ة )ا«* اما ك ٥) «* - ٥٣

Asi pues 4 0 ع ٤ (*) y |اادا <
Sea ٦ un espacio de Hilbert y sea 4 e 6٨(*). Recordemos que la aplicación 

(y)((),لا) es sesquilineal; por tanto, existe un único A' /)ج م *) tal que 
para cada X,y&x, se tiene que

El operador 4/ es denominado adjunto de A.

Nota 14.1.1
1. Algunas propiedades inmediatas del adjunto son las siguientes: (4 -l 3) = 

A' ٠ B'; M)' = g; (ABy - 3/4/ y (4/)/ = A; 4 = Mil y 4/4 = 412.
Para cada y e X tenemos que {A'Qxyy) = ي, (A'y^yy - kx,A{y)y Si 

X fuese un espacio prehilbertiano, la definición de adjunto carece de sentido. En 

efecto, consideremos X = 600, con (*,) = y sea A e COX) definida

por «)- (٢٩١«)

n e N es (A(en),e 1> = ل. Por otra parte, si B e CX(!) se tiene (en,B(e 1)> ت 
B(ei)(n). Como 2( ٥)] ع ٦ , no puede ser B(ei)(n) = * para cada n e N; asi 
pues, 4 carece de adjunto.

2. Sea X un espacio de Hilbert separable y sea (MigN una base ortonormal 
de X. Sea A e 6٤(*) representado por la matriz () . Entonces kij = 
(4(7),١0) : y, ]0• tanto, l\A٦Uj١,Ui1600 . ١ = = ز*
prueba que la matriz que representa a 4 es (دج).
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3. Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(Xj. Trataremos de relacionar 
A' G C£{X) con A* G C£{X*j.

Si fy G X* entonces para cada x G X es (A* fy)(x) = fy(A(x)) = {A(x),y} = 
(x, A'[y')}. Esto significa que el representante de A*fy es A'(y). Si T es la 
aplicación lineal conjugada de X* en X definida por T(fy) = y, tenemos que 
TA*^) = A\y); es decir TA*(Jy) = A"T(jy); así pues, TA* = A'T y será 
A' = TA*T~1. Esta expresión nos permite estudiar las propiedades de A' por 
medio de las propiedades de A*.

14.2 Operadores normales, unitarios y 
autoadjuntos

Definición 14.2.1 Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(X).

a) Se dice que A es normal si A'A = AA!.

b) Se dice que A es unitario si A'A = AA! = I; es decir si A' = A'1.

c) Se dice que A es autoadjunto si A' = A.

d) Un operador autoadjunto A se dice que es positivo, en cuyo caso se escribirá 
A > 0, si es (A(x), x) > 0 para cada x G X.

Si A y B son autoadjuntos y A — B > 0 escribiremos A > B.

Caracterizaremos ahora los operadores de los tipos anteriores.

Teorema 14.2.2 Sea X un espacio de Hilbert. y sea A G C£(Xj. Si A es 
autoadjunto y (A(x),x) = 0 para cada x G X entonces 4 = 0.

Demostración
En efecto, como A es autoadjunto será {A(A(x)),x} = (A(x), A(؛r)). Entonces 

si x S X sed verifica

2(A(x), A(x')') = {A^x + Are), x + Axj — 1xA^x), x) — (A(A(؛r)), A(؛c)) = 0.

Por tanto, A(x) = 0 para cada x G X y será A = 0. ■

Teorema 14.2.3 Si K = C entonces A es autoadjunto si y sólo si (A^x^x) G R 
para cada x & X.

Demostración
En efecto, si A es autoadjunto entonces para cada x G X se verifica

(A^x^x) = (x, A!(re)) = (x, 4ر(□?)) = {A{x),x).

Por tanto, {A(x),x} G R.
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Recíprocamente, supongamos que (A(x),x) e R si x G X. Entonces, para cada 
x,y G X tenemos que

4 ( ر4 ؛( r), y} = ^(٤r+y), x+y) —i (A(x—y),x—y) +i (A(x+iy), x+iy)—i(A{x—iy), x—iy).

Tomando conjugados deducimos que

٠, ر4؟( /)) = (A(x+y), x+y)-{A(x-y), x-y)-i{A(y+ix),y+ix}+i{A(y—Íx'), y-ix).

Está claro entonces que {A^x^y} = {x,A(y)) y desde aquí se deduce que A! = A.

Teorema 14.2.4 Si K = R entonces A es autoadjunto si y sólo si {A(x),y) = 
{A(y),x), para cada x,y E X.

Demostración
En efecto, si A es autoadjunto se verifica

(A(x),y) = (x,A\y)} = (x,A(y)) = (A(y),x).

Recíprocamente, si para cada x, y 6 X se cumple (A(x), y} = (A(y),x) entonces

(.Mto) = (A'(x),y = ®((٠)/؟,) = (٠)١
Esto significa que A(x) = A'(x). ■

Teorema 14.2.5 A es normal si y sólo si para cada x,y E X es (A(x),A(y)) = 
{A' (x) ,A' (y)).

Demostración
En efecto, si A es normal y x, y E X tenemos que

( ٠,)٠ )) = (®M'^(y))) = (٠G ٠))) = (٠٠ ■
Recíprocamente, si ( ر٠ ), A(y)) = (A'^x), A'(y)), para cada x,y E X, tenemos 

que {A'(x),A'(x)'') = {x,A^A\x)')} y también ( ر٠ ), A(x\) = {x, >1'(A(2:))). Por 
tanto, para cada x G X se tiene (x, (4 ر1ر ' — A' 4ر)(x)) = 0. Como (AA' — A'A)' = 
AA' — A' A, deducimos que AA' — A'A es autoadjunto y por tanto que 1 ر1ر1' —ر4ر'  = 
0.

Teorema 14.2.6 1ر es normal si y sólo si para cada x E X es m(؛c)|| = 114ر'(®)II■

Demostración En efecto, si A es normal y x e X se cumple ||A(a:)||2 = ( ر٠,) ر٠ )) =
.2(||(٠,)٠)) = ||٠

Recíprocamente, si m(®)|| = |٠(®)||, para cada x E X, tenemos que 
( ر٠,) ر٠ )) = {A1 (x), A'(x)), para cada x E X. De igual manera que antes 
podemos deducir que 4 ر1ر ' — A'A = 0. ■
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14.2.7 A es unitario si 6610 si para cada x,p ًا X se (4(3), 4()) -
(٣, 9) - .))ا(/,)ت•(/(

Demostración
En efecto, si 4 es unitario será 44/ = 4/4 = 1■ por tanto, ((**),(لا)) - 

^(a;),A'(y)) y (4(*), (لا)) = {x,A'D) = (o>.
Recíprocamente, si para cada X, y e X se cumple (A(x),A(y)) = (y> = 

 tenemos que 44 = 4/4. Como para cada X e X se verifica ,(()/م),4•)/)
(y) = (42,ط) = (x,A'Ax), tenemos que {x, {A' A - 7)2) = 0, para •عم. 
Teniendo en cuenta que 4/4 — I es autoadjunto, deducimos que A! A — I = 0. •

14.2.8 A es unitario si لر soto si A es una isometria sobreyectica.

Demostración En efecto, si 4 es unitario es claro que 4 es biyectiva y II (12 (ه-

Recíprocamente, si 4 es isometria sobreyectiva tenemos, para cada تعت, 
que (y> = (42,42) = (3, 443). Por tanto, (z, (A'A — 0 = (#(ل. Como 
4/4 — I es autoadjunto, se verifica 4/4 = /y como 1 es invertible, se cumple 
• .I = ا = 1-44-(/) = (1-^)(^) - 44

de نلزه رع soto si para cada base ortonormal 14.2.9 لا A es unitario si !ه*
X se ■cerifica que tanto 14(رحن])نه como A ٢٩١١iEi son bases ortonormales de 
X.

Demostración
En efecto, supongamos que 4 es unitario y que رحزلزه es una base ortonormal. 

Tenemos que para cada € / se verifica <= (( ))ته(م)يع(د = زه(/,)نه(/(  
 Por otra parte, si {x,A(ai)> = 0, para cada tenemos que será ·<(وميع
{x,A(ai)) = {A'^xlai) = 0 si i ج I. Asi pues, /(•0 = (م y será X = 0. Esto

significa que زه(/] ل€ل:=)1
Si (0 = <( ('مع٠ل , para cada i e A también deducimos que (•م,/)غ)) = 

 si i e jf. Por tanto, 4(3) = 0 y será 1 = 0. Asi pues, también ,زه) = 0 ,(*)4)
{A'(a¿)}ie.r es una base ortonormal de X.

Recíprocamente si {ai}iEi es una base ortonormal de X tal que tanto 
como {A'taiyki son bases ortonormales, tenemos que si X e X, por la identidad 
de Parseval, se verifica

اا)ع(داا2 = 5(4,)*( ٥٤) (0,: 4))*( = 1ا2اا2,
اح عة

ya «« (««)١»» es una base de X. Ademas «ا«««» = A' (ابإ«() «)«) = 

2(4(*),٤)4/(0 ٤) = ت*( ,/(*))/(*) = X. Asi pues, es claro que 4 es unita-
احز

rio. ,
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Teorema 14.2.10 Sea A 6 C٤(X) y consideremos la aplicación definida por 
p(x,y) = (A(x),y). Entonces A es autoadjunto si y sólo si <p es hermítica.

Demostración
En efecto, si A es autoadjunto tenemos que p(x,y) = (Afxfy) — (x,A'(y)) = 

(z, ٠>) = (٠)١ z) = My,x¡■
Recíprocamente si <p es hermítica entonces tenemos que A(؛r) = A(x) si x € X.

Teorema 14.2.11 Si A sea autoadjunto se verifica que A es positivo si y sólo si 
la aplicación sesquilineal ip es positiva.

En efecto, basta observar que (Ax,x) > 0 si y sólo si p(x,x) > 0.

Nota 14.2.12
Sea X un espacio de Hilbert n-dimensional y sea {ai,... ,a„} una base orto- 

normal de X. Sea A : X —> X una aplicación lineal y sea (kij) la matriz asociada 
respecto de la citada base. Tenemos que A es autoadjunto si y sólo si kij = kji 
para cada i,j € {1,..., n}. En este caso, A será positiva si y sólo si

Esto sucede si y solo si la forma cuadrática definida por la matriz (kij) es positiva.
En el caso en que *2< {ai, «٠٠٠» ل  sea la base usual tenemos que 4 será 

positiva أة y solo si 2 0 < 77 ](*,ؤ آ*  para cada * ع IK".
Discutiremos ahora las condiciones para que 4 sea unitaria. Es claro que 4 será 

unitaria si y 8610 si ( )ط()لية = يغ()ديج( ) coincide con la matriz unidad. Tenemos 
que 4 es invertible si y solo si 1() 0 ء. En este caso el elemento i,j de 4-1 
es <(44 donde Adj(fcji) = (-]) :در ام (*,) eliminando la fila j y la columna

En la situación finito dimensional la condición A'A = 7 implica de forma 
automática que det(A0؛') {Oy por tanto que 4 es invertible (después se verá 
que esto no es en general cierto en el caso infinito dimensional). De aquí se 
deduce que 44/ = : I. Por tanto, podemos afirmar
que A es unitario si y solo si det(fci^) kji coincide con el elemento de 
4-1 : Adj(fetj) También podemos afirmar que 4 es unitario si y solo si 44 = ر: 

det(^j) 1
es decir

5 ز««**» =
m=l

1, A ز-ز
0, si *٤ز
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Así pues A es unitario si y sólo si las n columnas de (kij) forman un sistema 
ortonormal de Kn. También A es unitario si y sólo si las n filas de (kij) forman 
un sistema ortonormal de K٩

Finalmente estudiaremos las condiciones que caracterizan que A sea normal. 
Tenemos que A es normal si y sólo si (kji)(kij) = (kij)(kji). Es conocido, del 
álgebra lineal, que la igualdad anterior sucede si y sólo si existe una base ortonormal 
{6],... ,bn} de X tal que la correspondiente matriz asociada a A es diagonal.

Demostraremos que S es normal si y sólo si para cada base ortonormal 
{bi,...,bn} de X existe un operador unitario B tal que la matriz representante 
de B^AB respecto de {í>i, ٠.., bn} es diagonal. En efecto, si A es normal, existe 
una base ortonormal {ai,..;,an} de X, tal que la correspondiente matriz aso
ciada a A es diagonal. Sea {bi,..., bn} una base ortonormal de X y consideremos 
B : X ٩ X definido por B(bi) = a¡. Es sencillo comprobar que B es unitario y si 
i,j € {1,... ,n} tenemos que

(B^AB^bj), bi) = {B~1A(aj),bi) = (B'A(aj),bi) = (A(aj'),B(biy) = {A(aj),ai).

Por tanto, la matriz de B~XAB respecto de {bi,..., bn} es diagonal.
Recíprocamente, supongamos que para cada base ortonormal {bi,..., bn} de X 

existe B : X ٩ X unitario tal que la matriz de B^AB, respecto de {bi,..., bn}, 
es una matriz diagonal D. Entonces, como B es unitario, si a¿ = B(b¿), para cada 
i G {1,..., n}, se verifica que {«¿}¿e/ es una base ortonormal de X y

(A(a٥),a¿} = {A^aj^B^ = {B'A^aj^bi) = (B-1A(aA,bi} = {B^AB^bj^bi).

Por tanto, la matriz asociada a A respecto de {ai,..., an} es diagonal y deducimos 
que A es normal.

Nota 14.2.13 1.- Sea X un espacio de Hilbert separable y sea {ai}¿6N una base 

ortonormal de X. Definimos la aplicación A : X X por A(؛r) = ٢٦ an{x, an)an 

donde { ٥؛ n}raEN es una sucesión acotada de K. Es claro que A G CC(X). Además, 

A٦x) = ٢٦a^{x,an}an. Por tanto

,n| (x؛o| ١ ٦ — ^r), a^^a)؛n{A؛o ١ ٦ ((r)؛A (A

((.r)؛ r), — A{A)؛ A^}١ ٦ ٥؛ —

Así pues, A es normal. Además, A es unitario si y sólo si |an| = 1 para cada 
a G N. A es autoadjunto si y sólo si cvn G R para cada n € N. A es autoadjunto 
positivo si an > 0 para cada n G N.

2.- Sea X un espacio de Hilbert. Hemos destacado antes que si A G CQÁX) y 
X es de dimensión finita entonces de la igualdad A'A = I se deduce que AA' = I y 
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que por tanto 4 es unitaria. Veremos que esto no sucede asi cuando la dimensión 
de X no es finita.

Consideremos la aplicación A : 2¿ ا2 ب  definida por (2)$ ,(1)$ ,0) = (م),...). 
Entonces, 1 ا4(٣اا)  = si a; € ¿2 y tenemos que /(ت) = Es
claro que /((•2 = ((ي pero (/(• ))م = ,)(م•( مد (), : (o,a:(2),...) por
tanto 4/4 - ا y د no es normal.

TEORIA 14.2.14 Sea X un espacio de Hilbert لا sea A ع Entonces:

a) Existen dos únicos operadores autoad ntos B لأ c de modo 906 A = B -C;

b) A es normal si لع solo si BC : CB.

c) A es unitario si لو sólo si BC - 322+02-1.

Demostración Si B = 2(4 + 4/) y C = ^(A- A'), es sencillo comprobar que 
ByC son autoadjuntos y A = B + iC. Si B1 y c 1 son también autoadjuntos y 
A = Bi + ¿A tenemos que 4-2] - ;01 y deducimos que Bi = 2 (4 t 4/) y 
A=A-¿').

Si A es normal será A! A = AA; asi pues (2-6) (13+6) = {BHC){B — iC) 
y deducimos que BC = CB. Recíprocamente si BC = CB es sencillo comprobar

او A - IC B ب ;S iC^B) = (0 - +6)هم 4/4- 44 .
Si A fuese unitario, de (2 - iC)(B i 16) = I : (B + iC)(B - iC) deducimos 

que (221 c 2) + :(25 — CB) = 1 = (B2 + 2) t — BC) y por tanto que 
B2 + c2 = / y CB - BC = 0. Si ahora 4 es tal que CB = BC y B2 + c2 : I es 
sencillo comprobar que A'A = I = AA!. ٠

Nota 14.2.15 Seaun espacio de Hilbert y sean 4, 6 ع/(+) dos operadores 
normales. Tenemos que A + B será normal si y solo si (4 + B) A (ب ا  = A 1 
BHA t B). Utilizando la normalidad de A y B, esta condición equivale a que 
B'A + AB = AB' ا BA'. Tenemos que AB será normal si y solo si d'(dfi) = 
 y esto equivale a que B'AA'B = AB'BA. El teorema de Fuglede ا()()
(1.950), que más tarde será probado, afirma que si N e 6٨(*) es normal y 
4 ٦)0 ج ٨ ) conmuta con N entonces 4 conmuta con /7. Partiendo de este 
resultado se deduce que si A, B son normales y A, B conmutan entonces también 
son normales A + By AB.

14.3 El espectro de los operadores autoadjuntos y 
normales

Sea X un espacio de Hilbert y sea A 6 CC(X). Recordemos que, si a £ K, se 
dice que a es un autovalor aproximado de A si existe una sucesión (a;„)n€N en Sx 
tal que lim(Aa?n — axn) = 0. Si la sucesión (؛rn)neN converge a cierto xq e X 
tendremos que Axq — axg = 0 y será a autovalor de A.
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Sea (a„)„gN una sucesión de autovalores de 4 que converge a cierto a G K. 
Para cada neN sea Xn 9 ج* tal que Axn - cmz„ = 0. Tenemos que

*1 ٥ I an - 0ر ك اا4د٣» - 0رر -ا- 0ر -

y deducimos que a es autovalor aproximado.
Mas tarde veremos algún ejemplo de autovalor aproximado que no es limite 

de sucesión de autovalores. Trataremos ahora de determinar el espectro de 4 en 
función de los autovalores y autovalores aproximados de د y A’.

Teorema 14.3.1 Sea * un espacio deHilbert y sea 4 6 ج ٨ (*):

a) 4)6 ه ع ) si y solo si ة e (/)ز

b) ker A = (774/), 4 es inyectiva si y solo si ImA' es denso;

c) 6(4) = ٠p(A) 4),0 لا )ا( = 08(4) لا /).

Demostración a) 4)0 ه ع ) si y 5610 si 4 - al es invertible; 05 decir si y sólo 
si existe B 6 ع/(*) tal que (4 — a07 - 4)75 — 1 = ؛٠ ). Tomando adjuntos, 
deducimos que esto sucede si y solo si 73/(4 - al) =1= (4/ — a٠'; es decir si 
y solo siaG P(A').

b) a: e(Im^4')؛ si y solo si para cada y ج كو  es 0 = ^, د4))لأ(' = د(4(2إ,); /^. 
Esto sucede si y solo si ¿4(2;) = 0; es decir a: ج kerA. 4 es inyectiva si y solo si 
001 = ker د = (ImA')؛ y esto sucede si y solo si ImA' es densa en X.

c) Si a e 6(4) significa que A — al no es invertible y esto significa que o 
bien no existe ,5 > 0 tal que م INI < 14(•) - ai„, para bien Im(A — al) 
no es denso. En el primer caso tenemos que para cada neN existe yn tal que 
||A(y„) - ayn II < لأ||ل„||. Si Xn = ج, para cada será 2)4اا») - az„„ < ل 
y deducimos que a e 0٥(4). En el segundo caso tenemos que 4 - al no es 
inyectiva. Asi pues, a e ap^A'). Por tanto, 0(4) c 0٥(4) لا ap{A'). Por otra 
parte, es claro que 4) ه) c 6(4) y como ٠p(A') c 6(4/) = 6(4) tenemos que 
6(4) = ٠a(A) 4) لا أ /).

Si a e 6(4) entonces a e 6(4/) y tendremos que o bien a ع ٠ a(A') o bien 
a e aptA"). Desde aquí se deduce que 6(4) = 0,(4) u 0٥(4/). •

Teorema 14.3.2 Sea * un espacio de Hilbert y sea 4 ع C٤(X) un operador 
normal.

a) Si a اً 0(%4) لآ  X es autou ector de A asociado a a entonces a اً ٠  A, ١ لا  X 
es autouector de A asociado act;

b) Autoectores de A correspondientes a autoualores distintos son ortogonales;

-)()ى(4.)
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Demostración a) Sea A(x) = ax con a G K y x G X, x 0. Entonces
c|| = 0. Así pues؛؛r) - o)4؛ — aiy(x)|| = || (A — al)(x)|| = ||A)١ر| = - (A'(ir||

A' (x) = ax.
b) Supongamos que ai,a2 G K; xi,®2 £ X, xi / 0, x2 70 ؛; ai 7؛ a2, 

A(؛ri) = aixi y A(x2) = a2x2. Entonces, o؛i(؛ri,iC2) = (axi,x2) = (Axi,x2) =
.0 = (2) y deducimos que (xi,x2٥2 ؟؛؛^(i١ = (2؛xi, A'(^)) = (^i١٥2a)

c) Sea a G c٢(A) entonces o bien a G ap(A') o bien a G aa(A). Si a G <jp(A'Y 
como A' es normal se tiene a G ،٢P(A) C c٢a(A); así pues, se verifica o٠(A) = c٢a(A).

Nota 14.3.3 1. Sean X un espacio de Hilbert separable y sea («¿)¿؛n una base 

ortonormal. Sea A : X ٩ X la aplicación definida por A(؛r) = ٢ aj(x, ai)ai, 

donde x G X y ( ٥؛ ¿)¿eN es una sucesión acotada. Se probó que A G C£(X) y que 
A es normal; así pues, <r(A) = c٢o(A). Vamos a demostrar que o-p(A) = {o؛¿ : i G N} 
y que o-(A) = cl(<rp(A)).

En efecto, tenemos que A(a¿) = o؛¿«¿. Por tanto, a¡ G <rP(A) si i G N. Por otra 
parte, si a G c٢p(A), existe x 70 ؛ tal que

oc 00
ó ٢٦ (x, a^ai — ax = A(x) = ٠٢ ai(x, ai)ai,

por lo que, para cada i G N, se cumple a(x, = ai(x, a،). Como x 70 ؛, existe i0 
tal que (x, a¿٥) 70 ؛ y será pues a = ai0. Por tanto ap(A) = {o؛¿ : i G N}.

Si a cl(c٢p(A)), existirá S > 0 tal que |a — 6< |، ٥؛  para cada i G N. Entonces, 
si x G Sx se verifica

2||¿ai — a) (x,ai}a) ٢ || = r) - oir||2)؛A||

■2 = S2؛a|21{x, a¿)|2 > <52|M - ٢ =

Por tanto a c٢o(A).

Definición 14.3.4 Sea X un espacio de Hilbert y sea A G 6(و)ح se define el 
rango numérico de 4 por (4) = {a؛K:a= (Are, ع) para algún X G 5*1.

'I'&OKIA 14.3.5 Sean X m espacio 06 Hilbert 4٤0 لو(+). Entonces:

a) a G 0(4) si y sólo si G (4/)

b)

Demostración a) a = (4(), 2) si y solo si a = (•م, A(®» = A'(ir), ir);
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b) Sea a 4)6 ج), entonces 0 bien a e 0(4) 0 bien a G 6٤(4/). Si a G •٥(4) 
existirá (2٣,) G 9* tal que 1111 4*, - 00 = رر. Como para cada n G N se 
cumple |(مل)„ئع> - a\ : < m(íCn) - 0رر, resulta que
lim(4(^n),؛c„> -٥٧ esto prueba que 0 G 1(0(4)). Si a G 0,(4/) se tiene 
a e cl(w(4')), entonces es claro que a G cl(w(4)). ,

Nota 14.3.6 1. Si 4 es un operador autoadjunto entonces para cada مد ع ت  
es GRy por tanto (4) c R. Si A es autoadjunto deducimos que
0(4) c R. No obstante, puede suceder que 0(4) c R y no sea 4 autoadjunto. 
Por ejemplo si A = c2 y 4(*٣) = (2(1) +٠(2),(2)) entonces 0(4) - {1} pero

2. Si 4 es unitario tenemos que 44- A! A - 4 = 11-4'11 = 1; asi pues,
si X G Sx se cumple < ||4|| ||z||2 = 1, por lo que (4) c 3•. Como
4-1 = 4' tenemos que 0 4)0 ل). Si A G K y 0 < 1 > ادا entonces 1^1 > 1 y será 
I ٤ 0(4/). Como A — XI = - A') y como y A,^ - 4 son invertibles
se tiene que 4 — Ai es invertible. Asi pues, si 0 < |A| < 1 tenemos que A 6 (4) 
y esto prueba que 0(4) c 50.

3. El que un operador 4 G CEA sea normal no supone, en principio, restric- 
cion para su espectro. En efecto, sea fcK cualquier subconjunto compacto y 
{an : n G N} un subconjunto denso y numerable de E. Consideremos 4 : 2 ا2 ب ا  
definido por 4(•) = (](2)023 ,(ط), - - -). Se verifica que 4 es normal y es sencillo 
comprobar que ٥٥ (4) = نه : ¿ G N} y 6(4) = E.

Recordemos que dado 4 G CE(X} se definía el radio espectral de 4 por TA = 
٠{|a؛| : a G 0(4)]. De manera análoga, podemos definir el radio numérico de 
4 por Ra = : a G 0(4)1. Como 0(4) c cl(w(4)) y si X G Sx se tiene
1(4(2;),2í)| < 14, deducimos que 4 < Ra < /4.

Lia 14.3.7 Sea X 00 espacio fie Hilbert complejo لا sea A CE X entonces:

ري 4 = 2154:

ii) Ra^íRí.

Demostración Probaremos que para cada X G X se verifica que 4(٣)12 + 
|<A2(m), 279414 > |<ت(*) INI- Para esto probaremos que si X G X se verifica

ا (4,)*( 44))*( + ا)*,)*(( ك 20944)*( „2.„:

Sea 6 = Entonces 2)42)1 - (,(*•))-ه),*). Para 2; G A y
GR— 00] tenemos que

(4(2), 4(٣)) t (42(2), •) -2 t t
-(٤42(*) — 14(2;) - t12;)

- 2((4(٤4)*( + )(ث +

Asi pues,

))«*(,)*((ا + هر<2ا>م)تي( ي 23٨اا(4(2) ا*•-2 ا )*(ا -
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Por la identidad del paralelogramo esto será igual a 754(٤22 ا4اا)تد(  + t 2112). Si 
)ت ء entonces ambos lados de la desigualdad son cero. Para (•0 تد) = 0)4 , sea 
12 = 0. Entonces tenemos que (2اا)نم(ا٠غ,)٠>) + (42خ(2ا),) < 2ا3٨اا4  y, 
como hemos supuesto que (42(),) > 0, deducimos que

INI ٠||)2 1 < 2ة4اا)جاا||

y que 4()12 < 279414() INI- Por tanto ||٠)|| < 27[ y sera ||4|| < 
2Ra■ Si X e sx entonces )ا د(2 اندم  t 0 > (*)213414 — 2اا)يداا; es decir 

ا(42(٣ا)*,) ٠ اا(4(٨ا)  - ñ^)2 < (ñ^)2. Por tanto < (ñ^)2 si X e Sx
y deducimos que ñ^2 < (ñ^)2. .

Nota 14.3.8 Si ٦ es un espacio de Hilbert real entonces los resultados del 
teorema anterior no necesariamente tienen que ser ciertos, ni siquiera cuando 4 
es normal. Consideremos X = R2 y sea A : X ب X la aplicación definida por 
4(*) = ((2), -(1)) entonces 4/ = -A, 42 = -I, 14 - 754 = 1, pero Ra = 0.

Cuando X es complejo la desigualdad /4 < 2734 puede llegar a ser igualdad.
Consideremos X = c2 y sea A: X X la aplicación definida por 4(3) = 0);
es claro que 4 = 1 = 2Ra■ En el caso en que 4 sea un operador normal 
probaremos que esto no sucede.

14.3.9 Seaس espacio de Hilbert complejo لا sea A ع )ت( ا  
operador normal. Entonces 14 = Ra = r a p existe a 4) 2 ع) tal 96 \a\ = A^.

Demostración En primer lugar probaremos que si 0,1 = „ ,2 = ذ,..., entonces 
 Lo haremos por inducción sobre n. Para n = 0 el resultado es .لعاا'|| = 41
claro. Si es verdadero para n entonces si ئ ع د  tenemos que 142" (x)|| - 

اا42("42اا))*(" = اا(42(/)"42اا))*(ث , ya que 42" es normal. Asi pues, 42" -
= (42")2 = (4١2")2 = Podemos deducir también que

para 2” es •42» كذ (RaT . Por tanto si 2 = ز" se verifica ||A|| = 44 كذ 
ر94), كذ 22 2194) . Tomando limites cuando n —> oo, deducimos que ||ااد < Ra■ 
Como también es Ra 14 ك, será 4 = Ra■

Consideremos una sucesión (in) c Sx tal que lim|(A(xn)١Xn>| = 14. Po- 
demos suponer que para alguna subsucesión, que denotamos igual, se verifica que 
lim(A(;En),£n) = به, con N = 14. Entonces

اسئتبهخمفياا2 = ن٠لد ٠ > 0 n»-4’n, لفي٠,٦<- , A^n^+Xa^^Xn, س٠

La segunda parte de la desigualdad, cuando n 00 ب, converge a =
0. Asi pues, lim (0 = مد — العره(  y a e 08(4). Por tanto 74 > 4 y será 
14 - A. A esta igualdad se puede llegar también por la formula del radio 
espectral, ya que para ز = * n = 0,1, 2,... es A = lim 4)11 = ا4د ا ) = 

2" j j
4.
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TBRBk 14.3.10 Sea X 00 espacio 46 Hilbert (اه o complejo) لا sea A تع 
C£>x ا operador autoadjunto. Sean / و لا وا  respectivamente el ínfimo لر 
el supremo del rango numérico لا() d Entonces mA,M ٨ ع ٠ alA١ y 6 (4) ح 
[mA, 41. Además rA = Ra = max{\mA\, 114] = 4.

5* tal ح rn)n€N)(.4)66 ؛ Tenemos que existe ج Demostración Veamos que mA
que kl\A{xn),xn} = و. Sea B = 4-/747 entonces lim (0 = (,* ,ررت. Además, 
si X e Sx se verifica (Bx,x) = (4• — mAXyx) = (0< 7 — م نع y deducimos 
que B > 0. Para cada neN sea yn = (BOrnLBkF(2;™) - l\B2(xn),B(xn)}xn■
Entonces para cada n e N es 0 < (B(yn),yn) = {B^^Xn^B^Xn}} y

(BZtXny'BtXnKXnIxZ) - 0 < )),(,/),((ا ا .

Por tanto, 1(3(٣٤),13(٣٤٤))12 < (/(٣٤)8,(ع/ند)) (BÍXnlxn) y deducimos que 
< 1132.105١(73( ٣٤*,)٤ ). Asi pues, 1114(•,) -7414 = 0y será 

mA 4)0 ع ٥ ).
De forma análoga, considerando c = MaI - 4, se prueba que Ma e aa(A).
Por otra parte tenemos que 6(4) c 1(0(4)) c [mA,MA■ Como mA,MA ع 

0(4) deducimos que 74 = max[\mA\, //04) = Ra■
Finalmente observemos que 14 = supfKAaqy)) 5*1. Como A es

autoadjunto, para cada 2, y 9 ج* tenemos que

iñe( ٠)١ y> = I (<4)ب y) + (4(*))y» = 2 ({A^ y) + (4()»نع)

< t yll2 + ٤)4* = ( ا - ارا  t IMI2) : Ra■

Sea 6 ه R tal que ه ٤ر))*(, ) = Entonces /((٨)4) ,)*ن ا )ر = ١ ),)
y deducimos que 134 ك, para cada *5 ٣ر, ع *. Esto prueba que |ااعا <
Ra y, por tanto, que IAII = Ra■ •

0 ٢ذ0اأ0٦إاأد  Sea x un espacio de Hilbert لا sea A ع CE X . Entonces
ااعاا = ة)دج(■

Demostración Tenemos que 4/4 05 un autoadjunto y sera 4/4 = TA'A pero 
como 4/4 = 412 deducimos que Mil z (,)إ. ■

Nota 14.3.12 1. Sea A = I&2 y sea A : A » A la aplicación definida por
4(*) = ( )](تده + (*2,) ه ()) donde a ع K. Entonces la matriz representante de 
A es

a 1
0 a

y 6(4) = 0. Asi pues, 74 = اها. La matriz representante de 4/4 es

12 a
10211
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y se verifica •(44) = *2 t 4 + /ؤ ± ءاها · Por tanto,

Observemos que en este caso es 4 > و.
2. Sea X un espacio de Hilbert con diml : n. Sil = c entonces el espectro 

de cada A ج ٤ (*) consiste de n autovalores (aqui consideramos la multiplicidad). 
Si K = R o c entonces el espectro de cada 4 ٦)6 ج) que sea autoadjunto consiste 
de n autovalores reales. En efecto, sea {«],..., a„} una base ortonormal de X. Sea 
A : X ي X una aplicación lineal y sea M = (kij) la matriz representante de A, 
kij = (( ,)نه ه :). Si a e K tenemos que a e 0(4) si y solo si A—al no es invertible. 
Es decir, si y solo si de٠ - 071 : 0. Esto nos da una ecuación polinomica en a 
de grado n denominada ecuación característica (el correspondiente polinomio 
es denominado polinomio característico). Si K = c entonces el polinomio 
característico tiene raíces complejas cuya suma de multiplicidades es n. Si 00؛ es 
una de estas raíces tenemos que el siguiente sistema en *(1), س()

t ))(د]* ا ٠٠ . t )(م*,] = 0
ب (&>٠>-αηΚ2١ 1 ·· . + -0

)!(سة ب )ء([*, 1 .. - ب ،( - )(م*) -0

tendrá alguna solución no trivial xq = (^o(l),... ,2:0(n)), esto significa que a0 es 

un autovalor y que xq = 2 ر٦ ?o(i)a¿ es un autovector asociado a <١

Sea ahora K = R o C y sea A G C£(X) un operador autoadjunto. Sea a0 = 
a + ib una raíz del polinomio característico de M = (kij), matriz representante de 
A. Tenqmos que = kij y probaremos que b = 0. Si Z denota la matriz identidad 
tenemos que det((M — al)2 + fe2/) = det(M — (a + ib)I) det(M — (a — ib)!) = 0. 
Entonces existen ؛eq(!) ٠ ٠  . ®o(^) en K, no todos nulos, tales que

ا([ - 47)2+7271

20(1)

το (n)
50, ...,01.

Sea x0 = ٢ Xo(i)ai٠ Entonces x0 70 ؛ y (A - a/)2(z0) + fe22:0 = 0. Así pues,

,0 < /()^((0) = ((A-aZ)(^), (A-a0؛,)a2؛)2(fe2||a?0||2 = {—b2I(xo),xo) = ((A-aZ-

ya que A es autoadjunto. Esto prueba que b = 0 y ٥؛ o € R.
3. Sea X un espacio de Hilbert n-dimensional sobre K y sea A 6 C£(X).

Entonces:
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i) Si كلآ = c, A es normal si y 5610 si existe una base ortonormal en ٦ formada 
de autovectores de A.

es autoadjunto si y 6610 si existe una base ortonormal en X كلآ : 1؛ ع ii) Si
formada de autovectores de 4.

Vamos a demostrar i) y ii).
Supongamos que 4 es normal. Es conocido, de álgebra lineal, que la matriz 

representante de 4 respecto de cualquier base ortonormal es diagonalizable. Esto 
significa que si ai, - - - , a٢ son los autovalores y cada زه se repite [ز veces podemos 
hallar nj vectores independientes en el nucleo de 4-07 y por el proceso de Gram- 
Schmidt podemos determinar una base ortonormal de ! ([م - زه ) formada de nj 
vectores. Como A es normal tenemos que autovectores correspondientes a auto- 
valores distintos son ortogonales. Además « ا1’"٠١لل= . Por tanto, juntando 
estas bases obtendremos una base ortonormal de 5 formada de autovectores.

De manera similar se demuestra que si K : R y د es autoadjunto entonces 
existe base ortonormal de 5 formada de autovectores de 4.

Supongamos que ه], an} es una base ortonormal de X formada de auto- 
vectores de A y que كلآ = c. Entonces, si {ai,... ,a„} son los correspondientes 
autovalores tenemos para عم que

»( 4)),( = ),ه,)«(( = = (5»( ,ر«ره)ره٤)
7-1 7-1

= :ه ,د( 4) : ي .أبمهآ,

Asi pues, para cada i [,...,ع ل , se verifica 4/(4) = aiai y será 4/4(4) = 
|ai|2a¿ = /(زه). De aquí ya se deduce que A!A = 44 y que 4 es normal. En el 
caso K = R tendremos que ai,..., a„ son reales y que, por tanto /( )نه = نهزة  = 
a¿a¿ = (زه), si i € {1,..., 7. Asi pues, A' = A y será 4 autoadjunto.

4. Observemos que en el caso K = R existen operadores normales que no tienen 
autovalores. Por ejemplo, está definida por la matriz

C0S0 —sen 9 
suQ cosO

tenemos que 4 es normal pero no tiene autovalores.
5. Sea X un espacio de Hilbert y sea 4 ٦)6 ج ٨ ) un operador autoadjunto. 

Sean mA y Ma el menor y mayor de los valores de c٢a(A), respectivamente. Sea 
(a:„)„gN una sucesión libre en X. Para cada n € N, sean Fn = ( ,]ت ...تن, „), mn 
- min ((•),تط) : X e 1 = اا3ا } y Mn = : 3 1 = , ع ر }.
Vutorces. m ٨ ك٠٠٠ك 707ر) +] < mn ...77 ك] = Mil < II <■··< 11 < > [*]٨ 
 -Sea (a„)„eN una sucesión ortonormal obtenida por el proceso de Gram .··■< ا
Schmidt a partir de (íCn)ngN. Entonces para cada n se tiene que mn y Mn son 
respectivamente la menor y la mayor de las raíces del siguiente polinomio de grado
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n en ٨:

/ >ام)ا«(د<— د ن٠2م)1> ... <٠>ام)„ ١
ل)ام(د( 62) (4(82)) ٩2-)٨ - - - مله(2>

/ د —<A{an)i an} (ا (4(٥٤١,٩٤
det

Vamos a ver ahora que si (*ت,) es denso en X entonces lim٩ = mA y lim Mn = 
Ma■ Este resultado, que pasamos ahora a demostrar, es conocido como el teorema 
de Riesz (1908). Demostraremos sólo las afirmaciones acerca de de mn y mA■ Las 
correspondientes a Mn y Ma tienen una demostración similar.

Para cada neN tenemos que Fn es finito dimensional y su esfera unidad será 
compacta. Por tanto, la función continua (4(3), •٣) alcanza su mínimo valor mn 
en algún zn e Fn con 21 = رر, mn = {A^Zní^n}. Como Fn c Fni 1, es claro 
que mn+1 < mn y, como mA = inf{<^4(rc), دتد : • e 5*, será mA < mn para 
cada n. Fijamos neN y consideramos la aplicación qn : Fn -4 definida por 

)ض = - ض™ ,#), para مه e Tenemos que ٠(x) >0y 9(2,) = 0; es 
decir, ؟ alcanza el mínimo valor en 2,. Para cada ieRy cada X e Fn tenemos 
que zn + tx e Fn y

٠ئالآ( ) = {A(zn + tx), Zn + tx} -mÁZn + tX.ZnHx)

= 2) — mn(x, £»¿2 2 اRe({A(zn),x) - m„(.، *))ا.

Como q(zn + *•٣) tiene un mínimo en t : 0, esto significa que la derivada en í = 0 
es cero es decir que Re^A^Zn^x) - = 0.

En el caso en que كم - podemos reemplazar x por ix y deducir que Im ({A(zn),x 
nr„^n,^) = O.

Hemos, por tanto, probado que se cumple (ع)لةذ x^-mÁZn^ 2) = 0.
En particular, como (41» ٠٠٠» an} c Fn tenemos que ((**))0 = (*4 :»ة(*/-)زه si 

í e {1,..., n}. Tenemos que Zn ج *» y se verifica Zn = 2 زهرا con bj = (2», aj) y

1 = « ق ١٥", = الءا . Por tanto, = » para 1} ي ع ,... .»)

Esto significa que el sistema lineal, de n ecuaciones en las incógnitas 1 .. ٠ ,y„,

»ء»)-

tiene para λ = »» la solución no trivial .....0 = » «ءى٥(,4)و«),«( -٥ , 

para i € {!,..., n}.
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Entonces, 20 20 ,( ع غ  = ly

zo> = (٨ 2»»» تك ا«« "دج 1}

- إبإ ا«»««« E„ 1 |c آ2

٣ ١-
: ٢٩ ٢ 4) قج٦ء

= «*[ ا٩ا2 = ع0٠

Como m„ es el minimo de : • م ع  En, 1 - اا0ا }, deducimos que
mn 00 ك.

Finalmente, si *ر» : n e N} es denso en ٦ tenemos que también lo sera 
 N} y, por tanto, K}neN será una base ortonormal de X. La sucesión ج n : «ء
mn es decreciente y esta acotada inferiormente por و, por lo que converge a 
cierto mo > mA■ Si fuese mo > و, por la definición de /704, tenemos que existe 

Xo ء Sx tal que »» > se verifica )*,»/(٣» = أل  y por tanto

n n
ح„ئ^0ؤ«>ؤ«, = 10  lim„ | ن£ا٩م)لااتز  = limoli = 1. Para cada „en, de- 

7-1 7-1

notamos yn = y tenemos que ٤, = lim mn < 1 د(ئ4ص,)لأ(  =
1يا=بكا0ااوع>زم

(( ,)مم د مت ) < Too, lo que es una contradicción. Ásí pues 770 = m^.

14.4 Operadores compactos en espacios de 
Hilbert

Teorema 14.4.1 Sea X un espacio de Hilbert y sea A € C٤(X). Entonces si A 
es compacto se verifica que el adjunto A' es también compacto.

Demostración Sea (؛cn)n€N sucesión acotada en X y sea a > 0 tal que ١رر  < 
para n e N. Se verifica que que (/(•,,))ح[ es también una sucesión acotada en 
X y por tanto existe cierta subsucesión (4(4/( د٣[حز)))ير٢  que converge en X. Para
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cada وج e N tenemos que

114 )إر*( 4 اا)ر«ه( - (4 ه»**( Xnj ) ٦ A هن*( )),د
= (44 (•٤ - Xnj)í - •((ر

ك اا  A A (3ر - Xnj ) [I - Xnj II 
,||(s٠)'AA - دإهخ||aك 2

y podemos deducir que (("*,))عر es de Cauchy ٣٧ por tanto convergente,

 00 operador c٤٢x١ ع sea A لو espacio de س Sea X إطجى 14.4.2
autoadjunto y compacto. Entonces 0 bien 4 0 bien j|A|| es autovalor de A y 
existe 0 ع Sx tal 96 Ax^'X,^ = Ra·

Ademas, para 0 ع Sx se verifica que Axq'xo'') = Ra si ًلا solo si 30 es 
autovector que corresponde a 0 autovalor a con 14 = اها.

Demostración Sean mA = inf(4) y Ma = supw(A). Como 4 es autoadjunto, 
mA y Ma son elementos de ٠a(A). Como 4 es compacto, se tiene que ٠a(A) c 
0,(4). Además como 4 es autoadjunto se verifica 14 = máx{| mxl, ا اددد }. En- 
tonces es claro que o bien ||A|| 0 bien l|A|| están en 0,(4) denotemos por a a 
este autovalor. Si 20 es un autovector de norma 1 correspondiente a a entonces 
0 )*,)•((ا = ا<0ئ؛0ئ, >| = |a| = 14 = Ra, ya que 4 es autoadjunto.

Recíprocamente, si •0 e 5* es tal que 1 ((• ,)مم 30) = وه[  por la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz, se tiene que (4•(0,)0ا)ا  < ||A(xo)|| *0 ك ||A|| = Ra■ 
Asi pues, deducimos que ٣0*1 (0*)14 = ))•ا ا),)م  y tendrá que ser ٠0ع) 
una combinación lineal de مم: es decir, existe a tal que 4(•٣0) = مه. Entonces 
(4(" ٥»)٥ ) = a = الما y Xo es autovector asociado ة un autovalor ٩ con اها = الها

Teorema 14.4.3 Sea ٦ un espacio de Hilbert y sea 4 6 ج ٤ (*). Si 4 65 no 
nulo, autoadjunto لا compacto entonces:

i) Existe una sucesión finita 0 infinita (٥٧٤٣), 11 de nimeros reales distintos de 
cero con ... y una correspondiente sucesión ٢a„١n£^ (finita 0

infinita) ortonormal de modo que 4( ٣) »ه)»*,*(» ٥٧ *٤٠  En la 

sucesión ( ٥),٤٤  cada ه، se repite a lo sumo un numero infinito de reces. 
Si el recorrido de (,),,إح es infinito se verifica que ١mran = ٠·

ii) El conjunto ره» : n 1] ع es exactamente el conjunto de los elementos no 
nulos de 60 (4) لا para cada 00 لأح se tiene que 4» es un autovector asociado 
a •ه

٤٤) Si •رحم es una base ortonormal de ker A entonces u رعم/ه 
constituye una base ortonormal de X formada por autovectores de A.
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Demostración i) 4 tiene un autovalor ai, con |ai| - /4. Sea 0] un auto- 
vector correspondiente a «1 con 1 = || ل٠إ  y sea F¡ = c (ai). Si X e ((]))ط 
e 80 cumple (0 = د,ت< = <امت٠حا)ام)ت(هد = >)اع( . Por tanto, ( )ج ج لر : 
esto significa que A e /(لر) y es claro que 4 será compacto y autoadjunto. Si 
4[ = 0 entonces si X € X se verifica x = y + z con y £ Fi, z £ *1 y

A٢x١ = 4(1/)+4(2) = (( *)])],لا - دى لأع , a٦١a4(2,41+/ ٦ = ا(]ه ] = avlx,a١١a٦
Por otra parte, si 0 ممرا ل  tenemos que existirá un autovalor 42 con 102 = 
ع د ٥2 Sea .اتها > Es claro que 102 -||دماعاا  un autovector asociado a 02 con 
1,02„ = 1. Sea )ء = ه ],). Si X £ ل se cumple

,)م•(( 02) = ,م( 4(0))] : ,ي 016)] = 0.
Análogamente, (4(), 2) = 0, por lo que 4 e (*لة) y será autoadjunto y 
compacto.

Si 0 = دما entonces, para cada X E X, se verifica x = y + z con لا E 12, 
z E 1. Por tanto,

D = A^y^a^a 2 1 (02(02 ,لأ) = ai (لأ,ai)ai +a2(y,a2>a2 
= ai (x, ai)ai t a2(x, 02)02.

Si 0 ا لر ل  continuamos con el procedimiento anterior. Si el proceso se detiene 
en un numero finito de pasos tendremos que

,,رa„ (a:, ,) ا - - -ai (ai, 01)0] 1 = (ت*)

para X E X. Si el proceso no se detiene obtenemos una sucesión infinita de numero 
reales no nulos, (a„)neN, con |ai| > ا02ا كة  ..., también obtenemos un conjunto 
ortonormal y numerable (an)neN, de elementos de ٦, tales que A{an) = a a si 

E N.
Si a E K y M = {i E N : ai = a} es infinito tendremos que c

 lo que no es posible ya que 4 es compacto y tiene que ser finita la ,(al — )]هع
dimensión de مط[( - ai). Además, como 4 es compacto el único punto posible 
de acumulación de 60 (4) es cero. Esto prueba que si el recorrido de (a„)„gN es 
infinito entonces lim an = 0.

Sea F = cl£(a : i ج [). Si X E 7 tenemos que para cada ي E N se cumple 

(4(3), 4) = (+, 4(8)) : ai{x, 0 - (زه.
Asi pues, 4 E (ح) y es autoadjunto y compacto. Si ai £ F1 entonces X ]ع ل , 
para cada E N, y por la desigualdad de Schwarz tenemos que (( ,)*د م• ) < 
IIAldl 1*12 = |an| 2 اا3اا . Esto prueba que (ر٠ ), ai) = 0 si X £ ل y, como A es 
autoadjunto en F1, será 4 = 0 en F1. Ahora, para cada X & X, se puede escribir 
X : y + z, con jeFyze ح y tenemos que

„4)»4)» = ^a(ya)a,))ت( = 4)( + ٠) = لا(

- [a„ (y 0(42 ,2 ب» : >; an <x, an) an ·
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ii) Si a es un autovalor no nulo de A y x e Sx es un autovector asociado a 
a tenemos que ax = A(x) = ر٦  an{x, an)an. Si para cada n € N fuese a an 

tenemos que x ± an, para cada n 6 N, y por tanto ax = 0, lo que no es posible. 
Por consiguiente, { ٥؛ n : n e N) es exactamente el conjunto de los autovalores no 
nulos de A.

iii) Si kerA 70} ؛} podemos tomar una base ortonormal {ba}aE¡ de kerA. 
Para cada a £ I y cada n € N tenemos que ba y an son autovectores asociados a 
autovalores distintos; por tanto, ba ± an. Si x € X es tal que {x, an} = 0 = {x, ba), 
para cada neNy cada a £ I, tenemos que A(x) = ٢ an{x, an)an = 0 y por 

tanto x e kerA. Como (x,ba) = 0, si 0؛ € / deducimos que x = 0. Esto prueba 
que {ba}aEi U {a„}n€N es una base ortonormal de X. ■

Teorema 14.4.4 Sea X un espacio de Hilbert y sea A 6 CC^X) un operador 
autoadjunto y compacto con la representación A(؛r) = ٢٦ otn{x, an)an, para x G X.

Para a G K con 0 ٥؛ 7؛  consideremos la ecuación en x £ X,

A(x) — ax = y, (14.4.1)

donde y £ X.
i) Si a an para cada n £ N, entonces para cada y £ X la ecuación (14-4 A) 

tiene una solución única dada por

donde المحاا < الأااغ | siendo h independiente de y £ X.
ii) Si a = رزه = ٠ ٠ ٠ = يزه  es40101010 00 nulo 46 A repetido exactamente 

m reces, entonces para cada لآ ع  X la ecuación (1٧.٧.1) tiene solución 690*8 
sólo si لآ es ortogonal a زه], ... En este caso, cualquier solución X ع X es 
de la Jorma

donde ٨٤,... son escalares arbitrarios.

Demostración Sea y G X. Si x ع X es una solución de 4(*) - ax = y en- 
tonces X = *((2) -» = *[*«« ٣«)٣) )»-٧  deducimos que «٠«») =

—an(x, ص - (y, ه,) y que ( وه - ر() ه )) = (y, anY para n ع N.
i) ى م ء:  an, para cada n G N, y ir es solución de (14.4.1) entonces (٤, ,) =

4*, para nCN,y tendremos que
a) a E an — a — لمح
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Por otra parte, si la suma de la derecha es de infinitos términos sabemos que

< /3, para n E N. De la3 > 0 tal que0 ر y es claro que existe = ؛„limo

desigualdad de Bessel deducimos que

2 ٥٥

Esto significa que la serie ٢ (9, ,«)ه» converge. Ahora es sencillo com- 

probar que efectivamente ٠٠٠

satisface la ecuación (14.4.1). Por tanto, (14.4.1) tiene solución única. Además 
tenemos que

11*11 كت ا(ل [ * )الا ك ا»الا* ا )ا«ا =»

ii) Supongamos que a = = · ■ · : ajm y a نج ai, para i }ي أاو  ... ,jm}■
Si X E X es solución de (14.4.1) entonces para n bi٢--Jm} tenemos, igual

que antes, que (١٤,٤) = Cuando n E {1ر, ···Jm} entonces a = an00• -
y (لا,,) = (an - anXXfan} = 0- Por tanto, para que (14.4.1) tenga solución 
tiene que ser y ortogonal a (١i,...,aj„}. En el caso en que y sea ortogonal a 

,نه . 0ر  es sencillo deducir, como en el apartado anterior, que مه tiene que 
ser de la forma

donde ٨ر٦  ,..., Xjm son escalares cualesquiera. Por otra parte, razonando como 
en i), es sencillo comprobar que si la suma de la derecha es de infinitos términos 
entonces la serie es convergente. Es sencillo comprobar también que dado x de 
esta forma entonces x resuelve (14.4.1). Finalmente observemos la analogía de este 
resultado con el teorema de la alternativa de Fredholm. ■

14.5 Proyecciones ortogonales. Teorema espectral

Definición 14.5.1 Sea X un espacio de Hilbert. Una proyección P E C£(X) se 
dice que es ortogonal si (kerF) ± (ImP).

426



٢

Si F es subespacio cerrado de X sabemos que F + F1- = X y para cada x e X 
existen, y son únicos, y e F, z G F1- de modo que y + z = x, entonces la aplicación 
Pf : X ه X, Pf(x) = y es una proyección ortogonal tal que Impp = F.

Si p G C£(X) es proyección ortogonal entonces Imp = (kerp)؛ y kerp — 
(Imp)1-.

En efecto, es claro que Imp C (kerp)؛, si x G (kerp)؛ será p(x) G Imp C 
(kerp)؛. Por consiguiente, x — p(z) G (kerp)؛. Como x — p(x) G kerp, se verifica 
que x = p(x) G Imp. Por tanto, Imp = (kerp)؛ y deducimos que (Imp)؛ =

.kerp = (؛؛kerp)
Finalmente, si F es subespacio cerrado de X tenemos que pp es la única pro

yección tal que Impp = F.
En efecto, si p : X —> X es una proyección tal que Imp = F se verifica 

kerp = F1. Para x G X existen y son únicos y G F, z & F1- de modo que 
x = y + z. En este caso, p(x) = p(y) + p(z) = p(y)■ Como y e F = (kerp)؛ 
tenemos, igual que antes, que p(y) = y; así pues, p(؛r) = y = Pf(x) y será P = Pf■

Teorema 14.5.2 Sea X un espacio de Hilbert y sea p & C£(X) una proyección. 
Entonces son equivalentes:

i) p es proyección ortogonal;

ii) p>0(p autoadjunto);

iii) p es autoadjunto;

iv) p es normal.

Demostración i) => ii) Sea p una proyección ortogonal. Si x,y e X podemos 
poner x = 21ر + x2, y = yi +P2 con C Imp y {22,12ر} C kerp. Recordemos 
que Imp = (kerp)؛, p(x) = xi, p(y) = y■¡.. Tenemos que (p(x), y) = {p(xi),yi + 
y2) = (21,yi) y que <2,p(y)) = (21 + 22,p(yi)) = Por tanto ٠),y) =
(x,p(y)) y p es autoadjunto. Además, observemos que (p^xfix) = (xi,x) > 0.

ii) Las implicaciones => iii) y iii) =؛> iv) son inmediatas. Veamos que iv) => i). 
Si x e ker(p) e y G Im(p) entonces p(y) = y y p(x) = 0; como p es normal, se 
verifica que ||p'(2)|| = ||p(؛r) || = 0 y tenemos que (x, y) ٦= (x,p(y)) = (p'(2),p) = 0; 
así pues, x ± y. ■

TEOREMA 14.5.3 (Teorema espectral, caso finito dimensional)
Sea X un espacio de Hilbert finito dimensional sobre K y sea A G CE^X). Sean 

K = C y A normal o bien K = R ó C y A autoadjunto. Entonces si Ai,..., Am 
son autovalores distintos de A y pi,...,pm son las proyecciones ortogonales co
rrespondientes a ker(A — Xjl), j G {1,..., m}, se verifica que I = pi + · · · + pm, 
A = ٨1P1 H-------h XmPm y PiPj =0 si i ^j.

Demostración En la situación del enunciado sabemos que existe una base or- 
tonormal, {ai,..., a„} de X, constituida de autovectores de A. Reordenando, si 
fuese necesario, podemos suponer que ai,... corresponden al autovalor Ai y así 
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sucesivamente +1,... ,ai corresponden al autovalor Xm. Si x € X se puede 

escribir x = ٢٦(a:,aj)aj y se verifica Pi(a٥) — cij si j £ {1,..., ¿1} y pi(aj) = 0 si 

j > ¿i٠ De igual manera se puede proceder con p?,... ,pm. Así pues,

Pi(x) = {x, a^ai ٩------ 1- {x, a^a^,
P2(٦0 — (٦ر١ ،٤ii+l،)٤íi+-l T ' ' ' T (٦ر١ ؛

y finalmente deduciremos que x = p^x) H------ Fpm(٤r); es decir, pi + ■ · · +pm = I. 
Por otra parte si ٥ € {1,..., m} se cumple A(pj(x)) = XjPj(x), por lo que A(x) = 
٠i(٦0) H------H A(pm(x)) = Xipi^x) +،· · + Xmpm(x) y A = X^ + h Xmpm■
Finalmente, es claro que si i 7؛ j se verifica que Pi(pj(xY) = 0, ya que {ai,..., an} 
es ortogonal. ■

TEOREMA 14.5.4 (Teorema espectral, caso autoadjunto compacto)
Sea X un espacio de Hilbert y sea A e CC{X) un operador autoadjunto, com

pacto y no nulo. Sean ai,a2, ■■■ la secuencia de autovalores no nulos de A con 
|«11 > ،02! > ■ ·٠ y sean p±,P2, · ■ · las proyecciones ortogonales correspondientes a 
ker(A — oqJ),ker(A — a2I), · ■ · ■

Entonces, para cada x £ X se verifica que x = Po(x) + ٢٦pw(؛r), donde pq 
n>l

es la proyección ortogonal correspondiente a ker A. Además A = ٢٦ anPn, donde 
n>l

la serie converge en C£(X) siendo, para cada m G N, ||A — ٠٢٦ o؛nPn|| = | ٥؛ m+i|■

Además, pi,p2,· · ■ tienen imagen de dimensión finita y ptpj = 0 si i,j > 0, i j.

Demostración Sean ٨٦, X2,. ٠ ٠  la sucesión de autovalores no nulos de A, inclu
yendo las posibles repeticiones. Sabemos que (An)n€N es una sucesión de números 
reales que converge a cero cuando el recorrido es infinito. Además, cada auto- 
valor no nulo de A aparece a lo sumo un número finito de veces en la sucesión 
(٨n)neN y para cada x £ X tenemos que A(z) — ٢ Xn(x,an)an, donde (a„)n£N 

n>l
es una sucesión ortonormal en X con A(an) = Xnan, si n £ N. Hemos deno
tado a los autovalores no nulos de A por ٨٤ ٨ 2١ ■ ■ ■ y podemos suponer, sin pér
dida de generalidad, que a-^,... ,ail son los autovectores correspondientes a «٦; 
a^+i, ■ · · , a¿2 son los autovectores correspondientes a o2 ؛١  etc. Entonces, se tiene

2,) ■ · · · Si x £ X١؛a ٠ ٠ ■ ñ+i؛ = ٤®(١(que ker(A —ail) = C^a^, · · · ,a^), ker(A —a2
tendremos que

Pi(x) = {Xya^a^ -I------ 1- (x,ai1)ail,
P2W = (؛c,a¿1+i)a¿1+1 -I-------I- {x,aÍ2)aÍ2,

Es claro que pip2(x) = 0 y en general que PiPj(x) = 0 si i,j > 1 y i j.
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Sea. {ل€هؤ una base ortonormal para kerA. Sabemos que entonces {an}„eU 
 es una base ortonormal para X. Denotamos por 00 la proyección ortogonal رحهرم
correspondiente a ker A. Entonces, si X e X se verifica

X = E<z, ( »)سه -1 ,ت( ا)  
ael [•ح

y será 00 (٩) = 5(**, ا•). Por tanto, 2: - 00(٣) = D,an)an = Eí>n(4 
ael n>l n>l

Asi pues, X = Po(^) ا Epn(4 Entonces, 4(2) = A(po(4 + 24( ٣(»٩ *)) = 
201 71

E٥nPnM■ 
n>l

Por otra parte, sizeAymeN tenemos que

2|4„)2 = E I|anp»هن{هن||()4م =11( ا|)يله
n: 1 7710*1

=E 1499412 ر02 )*(2
n>m+l

y es fácil comprobar que INI2 = I|po(4|2 ا E k(؛r)l|2- Asi pues,

·i|2|mi22+™؛ - i؛٥i(٠-ika - Ea

Sea ahora am+i un autovector de norma 1 correspondiente a am+i. Entonces

| i٥؛m+l) || = 11A (<2m+1) 11 = |am) (nPn٦ ٥؛ A ।||)

y deducimos que ||A — E^nPnll = l ٥؛ m+i|· ?٥٢ consiguiente, si el recorrido de

oo
(a„)„£N es infinito, como lima„ = 0, podemos afirmar que E anPn es una serie 

en CC(X) que converge a A ■

Nota 14.5.5 Sea X un espacio de Hilbert complejo y sea A e C£(X) un 
operador compacto. Entonces tenemos que A = ٠(A + A') + ^٠ر  . Es sencillo 

ver que ر٦ ه ر٦  y ——٢— son autoadjuntos y compactos. Por consiguiente, del 
teorema anterior, se deduce que ambos son límite de operadores de imagen finito
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dimensional; por tanto, también A es límite de operadores de imágenes finito 
dimensionales.

Recordemos que si X e Y son espacios de Banach tenemos que si A G CC(X, ٢) 
es límite de operadores de imagen finito dimensional entonces A es compacto, pero 
el recíproco no siempre es cierto ni siquiera cuando Y es separable. El recíproco sí 
es cierto cuando Y es espacio de Banach con base. Ahora también demostraremos 
que dicho resultado es cierto en el caso de que Y sea un espacio de Hilbert (tanto 
real como complejo). De esta manera el resultado probado al principio de la nota 
es un caso particular de éste.

Supongamos que X es de Banach, Y es de Hilbert y A G C٤(X, ٢) es compacto. 
Tenemos que el A(Bx) es compacto; por tanto, dado e > 0 existe {;ri,... ,xn} C

A(Bx) tal que ٧B(؛r؛ : e) □ A(Bx). Sea F = ٤(^i,. ٠ ٠ , xn) y sea p la proyección 

ortogonal de Y en F. Recordemos que si x G X se verifica ||x— p(z)|| = d(x, F); así 
pues, si x G ®x se tiene ||A(;r) —p(A؛r)|| = d(A(x),F) < e. Por tanto ||A—pA|| < e 
y pA tiene imagen finito dimensional.

Teorema 14.5.6 Sea X un espacio de Hilbert y sea p G C£\X) una proyección 
ortogonal. Entonces:

i) (p(x),x) — ||p(;r)||2 si x G X;

ii) I — p es autoadjunto positivo y si p 70 ؛ es ||p|| = 1;

||{.r||؛ = || : r G X؛} = iii) Imp

Demostración Sea x e X. Como p es autoadjunto tenemos que

(p(x),x) = 0 ٠(٠ z) = (p{x),p\x)} = lp(x),p(x)) = ||p(؛r)||2.

Es claro que I — p es autoadjunto y que (/ — p)2 = I — p. Entonces, si x G X se 
cumple

{{I = ((J -p)2(x),x) = II(/ - p)(m)||2.

Por consiguiente, I — p > 0. Por otra parte, ya se probó que si p 70 ؛ se cumple 
que ||p|| = 1. Finalmente, si x G Imp se verifica p(x) = x y ||p(؛r)|| = ||،r||.

= 2'(||r) + x — p(x)؛c||2 = ||p||؛ tenemos que |r١١؛١ = (|r)؛Recíprocamente, si ||p 
■ .r — p(m)||2 = 0 y p(x) = x||؛ r — p(x)||2, por lo que||2 + ؛(||r)؛p||

Teorema 14.5.7 Sea X un espacio de Hilbert y sean P,Q G CC^X} dos proyec
ciones. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Im(Q) C ker(P) = (ImP)1.

ii) PQ = 0.

iii) P + Q es proyección ortogonal.

Si P + Q es proyección ortogonal entonces Im(P + Q) = clC(ImP U ImQ)
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Demostración i) ٩ ü) Si Im Q c ker P es claro que PQ = 0.
w) ه iii) Si PQ = 0 entonces QP = (PQ)' = 0 y por tanto (P + Q)2 = 

P2 + Q~ = P + Q. Además, como P y Q son autoadjuntos también lo será P + Q-, 
esto prueba que P + Q es una proyección ortogonal.
iii) ii) Si P + Q es una proyección ortogonal y x e Im Q entonces

INI2 = ||٠|2 < ||٠r + ||F(x)||2 = (Q(x),x) + (P^x) 
= ((P + Q)(x),x) = \\(P + Q)(x)\\2<^

Por tanto, ||p(؛r)|| = 0 y será x G kerP.
Supongamos que P + Q es una proyección ortogonal y sea F = cl£(ImP U 

ImQ). Si x e X tenemos que (P + Q)(x) = P(x) + Q(x) € P; por tanto, 
Im(F + Q) c F. Si x e ImQ c kerP tenemos que x = Q(x) = (P + Q)(x\, por 
tanto, x 6 Im(F+Q). De manera similar, si x & Im P tenemos que x G Im(P+Q); 
así pues, como Im(F + Q) es cerrado deducimos que F C Im(P + Q). ■

Teorema 14.5.8 Sea X un espacio de Hilbert y sea P,Q G CE(X) dos proyec
ciones. Entonces son equivalentes:

i) Im(Q) C Im(F) = (kerP)-1-.

ii) PQ = Q.

iii) P — Q es una proyección ortogonal.

iv) P — Q > 0. Si P — Q es proyección ortogonal entonces Im(P — Q) = ImPn 
ker Q.

Demostración i) ه ii) Si ImQ c ImP y x G X entonces P(Q(x)) = Q(x); así 
pues, PQ = Q.

ii) ٩ iii) Si PQ = Q entonces QP = (PQ)’ = Q' — Q, por tanto (P — Q)2 = 
P2 — PQ — QP + Q2 = P - Q - O e Q = P - Q y. como además P — Q es 
autoadjunto, deducimos que P — Q es proyección ortogonal.

La implicación iii) ٩ iv) es evidente, iv) —> i) Si P — Q > 0 y x G kerF 
tenemos que 0 < ((P — Q)(x),x) = — (Q(x),x). Por tanto, (Q(x),x) = 0 y se 
verifica (Q(x),Q(x)) = (Q2(x),x) = (Q(x),؛r) = 0. Así pues, x G kerQ y por 
tanto ImQ = (kerQ)2■ C (kerP)2■ = ImP.

Supongamos ahora que P — Q es una proyección ortogonal. Sea x G X. Tene
mos que P(x) — Q(x) = P(x) - PQ(x) = P(x — Q(x)) G Im P y Q(P(x) — Q(x)) = 
Q(x) — Q(x) = 0. Por consiguiente, Im(P — Q) C ImP l٦ kerQ.

Por otra parte, si x G Im(P) A ker(Q) entonces P(x) = x y Q(x) = 0 y se 
verifica x = (P — Q)(x) & Im(P — Q). ■

Nota 14.5.9 Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(X). Dado y0 
X consideremos la ecuación A(x) = yo, x £ X■ Sea F un subespacio finito 
dimensional de X y consideremos la correspondiente proyección ortogonal p : X —> 
F. Nos planteamos ahora la ecuación p(A(z)) = p(yo), z & F. Pretendemos que la 
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solución de esta última ecuación nos dé información sobre la solución de la primera 
ecuación. Si fuese F = {0} sería p(yo) = 0 y z = 0 sería solución de la ecuación, 
pero esta solución no nos da información sobre la solución de la primera ecuación.

Supongamos ahora que tenemos una sucesión de subespacios finito dimensio
nales donde Fn c Fn+i y Fn es denso en X (en cuyo caso X es
separable). Para cada n € N, sea pn la correspondiente proyección ortogonal de 
imagen Fn y supongamos que zn € Fn es tal que pn^A^z„)) = Pn^yoY Si la suce
sión (zn) converge a z & X de modo que z es solución de T(j;) = yo diremos que 
(zn) es una sucesión de soluciones aproximadas para ٠4(x) = yo■

Supongamos que (zra)neN es una sucesión de elementos linealmente indepen
dientes de X de modo que clE(a؛„ : n E N) = X. Para cada n e N sea 
Fn = £(xi,.. ٠, xn) y Pn E CC^X) la"correspondiente proyección. Si xq es so
lución de A(؛c) = yo deducimos que A(،ro) — yo será ortogonal a xn, para cada 
n 6 N. Por otra parte, si para cada n e N es zn una solución de pn(A(z)) = pn(yo} 
tendremos que pn(A(znj — yo) = ٥ y será A(zn) — yo ortogonal a {a?i,... ,xn}. 
Así pues, si la sucesión (z„)„6n converge a cierto x0 e X tendremos que xq es 
ortogonal a cada xn y por tanto es solución de A(x) = yo٠ En este caso (zn)ngN 
es una sucesión de soluciones aproximadas de A(؛r) = y٥.

Este método de obtención de soluciones aproximadas es conocido como el mé
todo de Bubnov-Galerkin. En algunas situaciones, este método es de un gran 
rendimiento.

Teorema 14.5.10 Sea X un espacio de Hilbert separable y sea A € CC(X) au- 
toadjunto tal que el ínfimo mA de su rango numérico es mayor que cero (tales 
operadores se dice que son definidos positivos).

Fijamos yo E Y y consideramos la ecuación A(xj = yo, x E X. Sea (in)neN 
una sucesión de elementos linealmente independientes de X. Paro, cada n E N ·sea 
Fn = £٠(xi, ·.. ,xn) y sea pn la proyección correspondiente a Fn..

Entonces, para cada n E N existe un único zn E Fn con pn(A(zn)) = pn(yo} tal 
que se verifica que zn = k^Xi + · ■ · knxn, donde (fci,..., kn) es la única solución 
del sistema

^{A^Xj^x^kj = (y0,Xi), (i = 1, · · · ,n).

Si C{xn : n E N) es denso en X entonces (zn)n€^ converge a la única solución xq 
de la ecuación y

||,||A(zn) — yo-----o|| < ؛W^n ~ a
mA

para cada n E N.

Demostración Sea n E N. Tenemos que z E Fn es solución de pn(A(z)} = pn(yo) 
si y sólo si A(z) = y0 es ortogonal a Fn; es decir, {A(z) - yo,Xi) = ٥, para 
i E {1,... , n}. Por tanto, si z = k^x^ + · ■ · + knyn está en Fn tenemos que z

es solución de pn(A(z)) = p„(y0) si y sólo si (A(٨ kjXj), Xi) — (yo,Xi), para
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e {1,..., 7: 05 decir, si y solo si fci, es solución del sistema ي

( ك,)اؤ٩>٨اك ٠ ... ا  {A(Xn),Xi)kn = (yo, •7 , · ■ ■ ,1} € )ن ي(,]).

Veremos que esta solución existe y es única probando que el correspondiente 
sistema homogéneo sólo tiene la solución trivial. En efecto, si para cada i G 

{1, · ■ · , n} se verifica (A(٢ kjXj), x¿,) = 0, se tiene (A(z),z) = 0 para z = 
j=i

Como ||z||2 < -^—{A(z),z), necesariamente z = 0 y k± = ■ ■ = kn = 0.
٥=1 mA

Sea k^,· ■ ■ ,kn la única solución de (X(٢kjXj^Xi) = 0, i = 1,...,n, y sea

z = k^x-i + · ■ · + knxn. Como mA > 0 tenemos que 0 &{A) y A es invertible.
Por tanto, existe un único xq g X tal que A(a?o) = yo-

Finalmente trataremos de probar que limzn = m0; para esto introducimos la 
siguiente función real definida en X por q(x) = (A(x),x) — 2Re(x, yo). Si x, y € X 
tenemos que

q{x + y) = {A(x + y),x + y)-2Re(x + y,y0)
= (A(x),x) - 2Re(x, y0) + (A^y^y) + (A(y), x) + (A(x), y) - 2Re{y, y0) 
= q(x) + <A(y),y> + 2Re{A(x) - yo, y)■

Si x = xq, donde A(٤ro) = yo, deducimos que para cada y € X es q(xo + y) = 
q{xo) + (A(y),y٨ ya que cualquier x G X puede escribirse en la forma xo + y, 
para algún y G X. Tenemos que para cada x G X es q{x) > q(xo)■ Si tomamos 
x = zn, donde (A(zn) — yo) T Fn, podemos deducir que para cada y G Fn se 
verifica q(zn + y) = q(zn) + (A(y),y). Como cada z G Fn puede escribirse como 
zn + y, pa٢a algún y G Fn, resulta que q(z) > q(zn), para cada z e Y.

Sea (an)neN la sucesión ortonormal obtenida por el método de Gram-Schmidt 
a partir de la sucesión (؛cn)neN· Tenemos que si C(xn : n G N) es denso en X 

entonces (an)r،6N será una base ortonormal de X. Por tanto, xq = ^^(xo, aj)aj.
3 = 1

Para cada neN denotemos «» = ة((,,)/. Entonces y„ G ة y lim yn = 2». 

Como q es continua, tenemos que lim؟(y„) = ٠o). Como, para cada n G N, se 
verifica 9(0) ك ٠ „) < q(yn), resulta que también limgk) = و(). Tomando

y = 2,م- en la igualdad و(٣0)لا+ = (؟tenemos que ,(4(y), y) + (٠n xo) — )جع(؟ =
((-,-*,),• ي - ٥ر٥ ) Por tanto, < (0 (2,)-9 (٤٤٥))

mA
y sera limz„ : Xo■ De la desigualdad de Schwarz se deduce que

n٠n - Xo)|| 2ر - moll; por tanto

yoll■ mA mA - («ياويج ١4(2,) - 4(*٤) = 4(2 - ,2
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Nota 14.5.11 Estudiaremos ahora una sencilla aplicación del método de Bubnov- 
Galerkin para el estudio de la solución de un sistema lineal de infinitas ecuaciones 
e incógnitas:

إ )'و(صة = )(" ¿ = 1,2,...,

donde kij e K para (٤,7) =[<[.91- ذ(ي ٠٠٠(,), denotamos (م)(;) -

Con esta notación podemos expresar اه sistema en la forma 4(2) =

y. Vamos a suponer que si X 2¿ ع entonces 4 (٥٤) e ¿2 y que y e . También 
supondremos que زننا = kij si i,j e N y que existe 0 < ٥ر  tal que

oo L مم
55 2+2 *د٤ا):(*ا:  Re {kijx{i)x(j)) > «E |؛r(¿)|2, (rey.
LjWi 2-1 لما

Las matrices (زنا) de este tipo son denominadas matrices definidas positivas. 
No es complicado comprobar que la aplicación 2¿ د : ا2 ي  verifica las condiciones 
del teorema anterior. Para cada n e N, sean Xn = en,Fn = £(لاع ..., Xn) y Pn 
la proyección ortogonal correspondiente a غ. Con el teorema anterior podemos 
afirmar que para cada 0 12 ج existe un único Zn ع Fn tal que 02(4(22)) = 02(0). 

Es decir, 4 kijZnU) = yo(¿) si ¿ 1» ,...,1} ج Entonces en ¿2 la sucesión (2„)„eN 

converge a Xo, de modo que وره es la única solución de 4( ٩)ي = ور . Asi pues, en 
ciertos casos la solución de sistemas infinito dimensionales se obtiene como limite 
de soluciones de sistemas dimensionales

14.6 Resoluciones de la identidad. Calculo 
funcional

14.6.1 860 X un espacio de Hilbert. Una resolución de la identi- 
dad sobre el intercalo cerrado es una familia ط : t ]ع ه ,]] de proyecciones 
ortogonales sobre X tal que

En esta situación sixeXya<s<t<bse verifica que (./»,r) < 
( ,»ر م  Por tanto, la función عيه : [a, ة]K definida por يعه(*) = <pt{x),x> 
es creciente. Para cada x,y e X definimos aXy : [0, ة ب[  K por 0 ٤٧)( = )ط( ,)م( لا ).

Probaremos que 0رر es de variación acotada. Tenemos que

٠١١٧١، =
= 2(*(« (/( - y), z - ))

+٧),*+ iy ٤٧ -  - ١ ), • - /)).
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Por consiguiente, tanto la parte real como la parte imaginaria de aXy se puede 
expresar como diferencia de funciones crecientes. Esto significa que aXy es de 
variación acotada. Por otra parte, como axx es creciente, su variación total será 
12 ٦(/٥٤) ت ه)(, - 0(*0) )**,(-0- ر  y entonces será

Vky) < *ا(! t ا• + *ا - ا« ا »ا ا الة + *ما - = •5 +

Nota 14.6.2 1) Sea X un espacio de Hilbert y supongamos que Qi,··■ ,Qn
son proyecciones ortogonales de X con imágenes mutuamente ortogonales y de 
modo que Qi + ■ —H Qn = 1■ Sea [a, 6] un intervalo cerrado y sea {ío١ ■ · ■, tn} una 
partición del mismo, definimos

p _ f 0, si t = a,
، ٦ <51 + ■ ■' + Qi> si t G [tj-i, ti], i & {1,..., n}.

Como cada Qt es positivo, es claro que Ps < Pt si a < s < t < b. Además, Pa — 0 
y pb = Qr + ■ · · + Qn = I. Así pues, {F،} es una resolución de la identidad sobre

2) Sea X un espacio de Hilbert y sea {Pt} una resolución de la identidad sobre
[a,6]. Consideremos la aplicación axy : [a,b] ه K. Como axy es de variaciónjacotada, existe la integral de Riemann Stieljes J tdaxy, en el siguiente teorema 

haremos uso de este concepto.

Teorema 14.6.3 Sea X un espacio de Hilbert y sea {F،} una resolución de la 
identidad sobre [a, b]. Entonces existe un único A G CC(X) que sea autoadjunto y 
de modo que si x,y G X sea

J 
(A(x),y) = J tdaxy.

Para cada partición p = {¿o, · · ·, tn} de [٥, 6] denotemos

S(p) = ^Si(Pt, - Pti^),

donde Si G [،¿-i,para i G {1,..., 1}. Se verifica que S(p) es autoadjunto y que 
converge, en CE(X}, hacia A cuando el diámetro de p (diam (p)) tiende a cero; 
es decir si e > 0 existe 5 > 0 tal que si p es una partición de [a, b] con d(p) < 5 es 
P- ٠£<||)٠

J Demostración Definimos la aplicación p : X x X ٩ K por ip(x,y) = j tdaxy. 

Si x,x' ,y, y' G X y A G K tenemos que

Z
b ^btdax+x^y = J tdax,y + J tdaXf,y = ¥(x,y) + (p(x',y).
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De forma análoga, se puede ver que = λ<p^aلأ,ت). Como cada 1ر es auto-
adjunto, tenemos que

= ( ط ,)ا( 2) = ى , P'tWj = ^)١Pt^١ = l١Pt^, لا = يلأى( ).

De aquí se deduce que (920,9) ٧)*, = ه )). Asi pues, ص es sesquilineal y hermítica, 
además

١»»( = دا ٤٥“,„® a|)máx > (»(«» máx{|i¡ . ،0 e 2,| اءا()ااt 4 ا»ا2)

De esta forma, si 5 ع* se verifica 2 > ا)را,*(صاmáx(|ah ¡اة). Por tanto, ص es 
continua y existirá un único 4 ج (٦ ) tal que

.)*عرا,•(

Además, como ه es hermítica deducimos que si 2, لآ e X es

)ر,)*(/( = = <٠>م) = [(y^, = (0,2) : )ر,)*((

y será A! = A, por lo que 4 es autoadjunto.
Finalmente sip: {to, ...,ب es una partición de [ ,ه 0أ  tenemos que (4(*), x) =

١٦ / ٤»* ١

n ة / ا=ل ت، حد (5>م)ي = ة ((«7 (2) ه - /(٤- (4, 2)) =٢/ .»م«

Por tanto,

.112(70)01 = (٣,٣()0)4 =

Como A—S(p) es autoadjunto se verifica que ||A—S(p)H = 0)5- /))[ا)) (*), x) :
X e 5%}. Por tanto, m — 5(p)H ك d(p). •

Hemos demostrado que cada resolución de la identidad determina un único 
operador autoadjunto, pero distintas resoluciones de la identidad pueden deter- 
minar el mismo operador. Nuestro próximo proposito 65 conseguir que haya una 
correspondencia uno a uno por medio de un concepto nuevo, la normalización, que 
introduciremos después del siguiente lema.

Lia 14.6.4 Sea X un espacio de Hilbert لع sea [000 ل resolución de 10 identi- 
dad sobre

1) Sea t[0,0) para xeX existe y define una proyección
ortogonal /*0 tal que Pt < 1*0 entonces *0 < م*م.
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Sea t e (0,0: para xeX existe 1 (ا „ئه)ئ(لجى لا  define una proyección 
ortogonal Pt-0 tal que Pt-0 entonces 0-0 < Ps-0.

Demostración Probaremos solo i) ya que la demostración de ii) es similar.
Sea t 10,0 ج). Para TT, m € N suficientemente grandes y con n > m, tenemos 

que, como /و+،ل < ٤»* لمج  - Pt+m 05 una proyección ortogonal. Por tanto,

يهد/ا )ع( - يه ا)ي*(2 : يرع(( - ,)*()ي 2) = ٥١(* 1-)^ (*٤ ٠ .)*

Como a٥ es creciente en existe lim axx (t ب ل)ل  por lo que es
una sucesión de Cauchy que es, por tanto, convergente en X a un elemento que 
denotamos por 140(•). Es fácil ver que la aplicación 7+0 : X ب X es lineal.

Como (2اا*)١ا7٤  < X, para n e N, se tiene que )*(اا/40اا  < Por consi- 
guíente, ٦)6 دط ع ) y además es autoadjunto, ya que si X, y el se cumple

(<■t, F،+o(y) = يب،صيس)(40(2),) = >لأ,)ي؛ا،م(ئ] = 1 >ص

Por otra parte, si s)t yseX tenemos que

)®(.11114* )( = Filo : يل(،+رم lim = )لب،?سا)(م( = مة))ت*(( •

Por tanto, si X e X se verifica

40(240(2)) = limF +خل (Ftبo(x)) = 101+0() = Ft+o(4

Por consiguiente, Pt+0 es una proyección ortogonal.
Finalmente, si a < ي < 5 < ة  entonces, para neN, se verifica 2 < ^+ل <

Ps+ ي, por lo que Pt < F،|O < 1210. ,

14.6.5 Sean X un espacio de Hilbert لع sea [ل una resolución de la 
identidad sobre Se dice que es normalizada si para cada t ع (a b١ se 
verifica que Pt-

Dada una unción real a de variación acotada sobre [6,0 se dice que es nor-
es decir, 0 es )*(8,0،+ 0(5) = ز) es limS4) ع matizada si 0(0) = 0 y para cada t

continua por la derecha en cada t 4,0) ع).

Al conjunto de las funciones reales de variación acotada definidas en [6,0 lo 
denotaremos con la notación anglosajona de BV{\a,b]), al subconjunto de la que 
además son normalizadas lo denotaremos por NBV([a,b]).

Nota 14.6.6 Sea ه:[,]-[ una función de variación acotada y definimos 
a' : [a, ]-م por -ه(/0) - 0, ))(ه = )(ه ه () y ه/() = lim 4٥- (1 ا(«), para 
t 4,0) ع). Entonces اله es la única función de 00 ;06160 acotada que es normalizada 
300 que/٥٣ que ademas لو

fda': fda.
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para cada f e 6(14,0). Además también se verifica que v(a') < V(a), donde / 
representa la Bariacion 007.

En efecto, como a es de variación acotada sólo tiene discontinuidades de salto 
y para cada 7 , ٤ ع ه( ) existe ئع+) = lim.,٠،-|_ 0í(5). Veamos que a' 06 continua por 
la derecha. Sea t ج (a, 0) y sea 0 < ج. Sabemos que existe 5 > 0 tal que si s > t 
y |t — او < ة  se verifica ١٥٧()) - a(s)l < 2. Sea ٤-٤  tal que 1، - 2 > الا. Para 

t1 existe / 2ي tal que si 5' > í' y 6 > الا - اله ' entonces (٥٥ا)ما - ٩)(  < |. Asi 

pues, será

ا)(/ - 0(/٤ا) ك  \a'(t) - /(8) ا )/(ا - ٥)/(/ ك ع ,

ya que ا ا/-*أ/ك ك ا * - í' I -+ ٤ - اك ا  |í' - s'l < 6. Esto prueba que اه es 
normalizada.

Probaremos ahora que 7/ (a') < ٦/ (a). Sea {¿0, - - - ,ب una partición de [4,0] y 
sea £ > 0. Escogemos 51, ٠٠٠, sn-1) de modo que a sea continua en ellos, y tj < Sj 
con (ها٤)+ر < ٤ , para 1— ,...عو{1م }. Sean 90 = 0, sn = b. Entonces 

2 n

4)V (6ز-1ا)ده( , ٩(“ا E > ش)،تا(/ها - ا)ا-ت( E

Ha quedado, por tanto, probado también que a' es de variación acotada. Ob
servemos que a' — a = 0 excepto a lo sumo en una cantidad numerable de puntos 
de [a, &] (las posibles discontinuidades de n). Esto significa que si / € C([a, 6٦)

fd(af — a) = 0 y, por tanto, j fda = J fda'.

Supongamos que ٥؛ q es otra función real definida en [a, b] que es de variación

Z٠acotada normalizada y de modo que

a' = «o- Sea (3 = ao — a'. Tenemos que /3(a) = 0 y si / es la función constante 1 

y que 0 = j ld/3 = (3(b) — /?(a). Esto prueba que (3{b) = 0. Supongamos ahora 

que ¿o € (a, b) es un punto de continuidad de /3. Para n suficientemente grande 
consideremos

1, site [a,¿o],

l-n(t-io) si í e ،;؟،[0 ب ]ل

si ،0 t ,0 ة < ، ^ .&
سل١ —

Se verifica que fn e 0(10, 0])٧

0dp.
ذاد

ل a ا ه؛ /
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1, para > 1،( —|)ني —nا siendo ,«(إ - »)ئ/ اEsto prueba que /()ا

t e 10,10 t *1. Por consiguiente, |^(Í0)| es menor o igual que la variación de / 

en !ها, t —]. Esta variación tiende a cero cuando » crece, ya que 9 es continua, 
por lo que /3(10) = 0 si ،0 es un punto de continuidad de ي- Como /3 es continua
por la derecha en [a,6] y los puntos de continuidad de /3 son densos en (a,6), se 
deduce que /3 = 0 en [a, b] y por tanto a' = a؛o en [«, ٥]

•]7. •اج د4دل  Sea X un espacio 06 Hilbert لو sea ط) una resolución de la 
identidad sobre [4,0. Entonces,

unción de criación؟ X la لا,® ع solo si para cada لا es normalizada si [ًا (i
acotada dejinida en 10,0 por 0٧*9(٤) = (7(22),) es normalizada.

٤٤) Existe una única resolución normalizada de la identidad لط sobre 'o١t de 
modo que las correspondientes Junciones asociadas 67/5047 ريعله que para

٤"cada x,y e X y cada f € C([a,b]) es م»-//*».

Demostración i) Para cada x,y ع X tenemos que aXy es de variación acotada 
y de aquí 50 deduce que para cada t e (0,7) existe lila,،. y coincide con 
lim aXy(t + ث). Si () es normalizada ,٧٩٤ر  = * tenemos que

lim شعه) =limaxy{t+l) = (Pdxly} =
5** n n

Recíprocamente, supongamos que para cada x,y e X se verifica que aXy es nor- 
malizada. Si t € (a, ة) y n € N es suficientemente grande tenemos que Pt < *لس 
y por tanto / و ي  - Pt es una proyección ortogonal. Asi pues,

II )يلب؛م - ٤(2)2 = - نج)ه?<
: يه٤(٤ + -)* axx (؛.)

Esto prueba que 140 = Pt■ 
ii) Para cada t ج [a, sea

Ya se probo anteriormente que *ل es una resolución de la identidad sobre [,أ. 
Denotemos por 0ر a las correspondientes funciones asociadas, que serán de va- 
riacion acotada. Si t 4,0) ع) tenemos que

(ا MPt+^x^y) = limaba 2 = = ()«ه
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Esto demuestra que 0ر es normalizada ل, por i), deducimos que (لط es una 
resolución normalizada de la identidad sobre 70,0]. Además, de la nota anterior, 
se deduce que, para cada x,y & X, 0ر es la única función normalizada tal que 

dotiy = //٥٤».

Por consiguiente, لط es la única resolución normalizada de la identidad que 
cumple las condiciones exigidas. ٠

Nota 14.6.8 1. Sea * un espacio de Hilbert y sean 62],... ,Qn proyecciones 
ortogonales en * con imágenes mutuamente ortogonales y tales que <51 + ·. ■+Qn - 
I. Sea a = ¿0 < ti < · · ■ < tn = ة y para t e [4, ة] definimos

«٤٤٤! 19/= SI ، G (،¿—1, ti], i 1} ع,..., n}.

Sabemos que ٢* es una resolución de la identidad sobre [a, 1أ y la correspon- 
diente normalización de esta resolución de la identidad viene dada por

Í ٤٤.  ٥»
Qi+'Qi’ [í¿, Í¿(1), 1 1-71 ة,

2. Sea. A = ¿2 y sea (ín)neN una sucesión acotada de números reales. Sean 
a = inf{ín : n e [1, b - sup{،n : n ع N}. Sea ط-, para 72,
sea

ا-)()(/"4)

Entonces Pt es lineal y< 1 Además Pb = I y Pt < ps para t < s. Si 
ye X entonces ,ئ

:ا»)*((٦تهعذ١لم3١لملآ3١ = هرآ3١الآ3١ = *(٤))»(

Por tanto, Pt es autoadjunto y podemos afirmar que {Pt} es una resolución de la 
identidad sobre [0,0.

Veamos que esta resolución de la identidad es normalizada, si í e (0 ,ه) y 
x,y e X tenemos que

2٠)(1 E داا)ض?--)ش^اا=
t<tj<t+±

Como E !*()2 < oo, para e>0 existe ]ع آ  tal que E ا)ز(*ا2 < ح . Por 

otra parte, existe no e [ tal que 0 = [ل. Entonces, si n ؤ no 
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tenemos que

WP^Ax^-Pt^W2^ 2 >ا)ذ(ا2ء .
j=N+1

Esto significa que = Pt^x).

-un operador au ٦x١£C ع sea A 500 لا X un espacio 0• HiXbert .خاا ل4لآ.ا؟
toad unto. Sea 0( ٤) - *م ط]ه ب - ■ · ب  a,/ un polinomio en t de coercientes 
reales. Si para cada t e [mA,MA se tiene que p(t) > 0 entonces p(A) > 0, donde

0(4) = 407 + 0]4 ب٠٠٠ .,,ه

Demostración Es claro que p(A) es autoadjunto. Demostraremos que es 
> 0 para cada I e إ; para esto, probaremos que p(í) se puede 

expresar como la suma de un numero finito de. polinomios de las formas

a) (t-mA^h2■

b) (MA-tD2.

,))(و(
donde ؟(t) es un polinomio en t con coeficientes reales. Vamos a demostrar esta 
afirmación por inducción sobre el grado n ج N de 0(*).

Si n = 0 será p(t) - 40 con 0 م ح . Sea 00 = /80 y Q = 0ة entonces p = و. 
Supongamos que la afirmación es cierta para todo polinomio de grado menor que 
n y seap(t) un polinomio de grado n. Sea a = mín{p(t) : t ]™ع ع , Ma]}■ Se tiene 
que a > 0 y consideremos p(t) = {p(t) — aHa■ Existe algún to ح [mA, 01141 tal que 
—t) = ه-(*)/ sp(t)_a = Si ¿0 = mA se cumple ه- (10)0
donde Pi(t) es de grado menor que n, y podemos suponer que será una suma de 
polinomios de las formas a), b) y c). Si fuese, por ejemplo, Pi (2(( )ي = (444 -٤(و()٤  
entonces seria p(t) — a = (t — mA) (MA — t) (<?(¿))2 y si r = {MA~mA~[l2 tenemos 
0116

٣(٤) = ([٤ - ()د™٠د - t))2 1 وم( - ش(()* - m))^2(؟(]2 f((í .غ)/(

Es decir, p es de la forma deseada.
Es fácil entender que otro tipo de suposiciones para Pi(،) dan lugar al mismo 

tipo de conclusión.
Si ،0 = Ma razonaremos de manera parecida al caso *0 = m¿.
Supongamos que * م ج  (mA,MA)■ Tenemos que 0(٤) — a = (í —'to)pi(t) y 

p(t) - a > 0 en [mA,MA]■ Si t e (/04,0) se tiene t - to < 0 y pAt) < 0. Si 
t e (ío,Ma) se cumple t — ¿0 > 0 y Pi(í) < 0. Asi pues, tiene que ser Pi(ío) 0 y 
podemos poner 0(٤) — a en la forma deseada. De aqui se deduce que también p(t) 
es de la forma deseada.

Finalmente, si por ejemplo es p(t) - mA)H) 2 y X e X, se tendría

X> = «A - mAiy^A))2(4 ,(ع(ي >ئ = ()(و( - ص)تمد™()4ئ >
= ((A - mA/MA)(4 q(A)(4
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y si z = q^A^x)

.0 < ((y ,لا)/ - (y,(د(ي) (3), •) = <٠

Los otros supuestos para p(t) 60 razonan de igual manera y es fácil concluir entonces 
que p{A) > 0. ,

Teorema 14.6.10 860 X un espacio de Hilbert y sea 4 ٦)6 ع) un operador 
autoadjunto. Para cada C(h, Ma]) existe un único (4) e 6 ٨(٦ ) tal
que si 2 ر1, ر  e z y a eK se verifica

i) MA) = A si o(i) = ا para t ع [mA,MA].

.(Wi)(4) = aMA »رMA) t 2 = (A)(h ا 1/) (٤

iu) (/1(4)) = h/A١, donde 1 es 70 conjugada compleja de 1.

v) Si lim fn = f en z entonces lim/„(T) = 1ر(ر) en 6/(٦).

Ademas sifeZyf>Oen [mA,MA\ entonces > 0 si X e X y
si f es real 007070010 entonces A١ es autoadjunto. Ademas (4)<.

Demostración Si p y q son polinomios, en una variable, de coeficientes reales y 
a e K, es fácil comprobar que ي t 4) ,4 = ()( )()و = 0(4) 1 9(4,) له( )) y 
 Además si p > 0 en [mA, 4], del lema anterior, deducimos .(A)؟P(A) = ()(و/)
que p(A) > 0.

Observemos que si p es de coeficientes reales entonces UpII-70 > 0 en h,A(4٦, 
siendo HpII : sup{|p(t)| : t ج [mA,MA}}■ De aquí 50 deduce que — ||p||/ < p{A) < 
07. Como p(A) es autoadjunto, tenemos que

110(4) = sup{| A)(z), اب :تلك  e 5*) ك IIpII-

Sea feZ real valorada, por el teorema de Weierstrass existe una sucesión de 
polinomios, (7,),, de coeficientes reales, tal que 11 7 - 0 = „ ر٠ . Para cada 
(/), - e N se tiene 117, (4) م™ ال ك  IIP؟. - Pmll. Por tanto, (Pn(Aykw es de 
Cauchy en 6٤(*) y existe algún B e 0٨(*) tal que !imP„(A) - B. Definimos 
/(A) = limP„(A).

Claramente (4) no depende de la sucesión de polinomios que converja a f, ya 
que si para una sucesión, DneN, de polinomios de coeficientes reales هو cumple
11011 - Qnll = 0, entonces 17), (4) - Qn^w < IIP„ - 02 Pf/ll + 11/-
Qn||. Observemos que /(A) es autoadjunto, ya que cada Pn(A) es autoadjunto y 
||/(A)|| = lim||Pn(A)|| < lim||Pn|| = ||/||.

Si 0 < ر en [m¿, MA] entonces para cada e > 0 existe n٥ € N tal que 0 < f < 
Pn+ e si n> no٠ Por tanto, 0 < Fn(A) + el si n > no٠ Como esto es cierto para 
cada e > 0, deducimos que 0 < f(A).

Supongamos ahora que estamos en el caso k = C. Sea f € Z. Podemos escribir 
/ = fi + if2, donde J) y 2ر son funciones continuas real valoradas.
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(,4) y es claro que las propiedades i)1؛/ر) + i)1 ر(/4) = ٨ر) por/)ر Definimos
ii), iii) y iv) son evidentes. Probaremos la propiedad v).

Como / ■ / = |/|2, deducimos que f(A)(f(A))' = f(A)f(A) = |/|2(4). Por 
tanto, \mA)(f(Ayy\\ = |||/|2(A)|| < |||/|2|| = ||/||2. Como \mA)(f(A)Y\\ = 
ll/G4)ll٩ resulta que ||/G4)|| < ||/||٠

Si ahora es lim/n = / en Z entonces ||/„(٧4) - /(4)|| = ||(/n - /)(A)|| < 
Wfn-fW■

La unicidad de /(4ر) verificando i), ii), iii), iv) y v) es sencilla de probar: si 
(/(A))o € CC{X) verifica estas propiedades tenemos que si (pn)ngN son polinomios 
tales que limpn = / en Z entonces, por v), se verifica (/(A))o = limpn(A) = f(A}.

Corolario 14.6.11 Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(X) un operador 
autoadjunto. Sea {Pt} una resolución de la identidad sobre \mA,MA\ tal que para 
cada x,y & X es

pMa(A(x),y) = / tdaxy.JmA

Entonces, para cada / G (؟([m^, Ma]) y cada x,y G X es

í-Ma ^Ma{f(A^x),y)=í f(t)daxy y fW=J fdP,

con el sentido de que las sumas de Riemann-Stieljes convergen hacia f(A} en 
C£(X).

Demostración

Z
MA

tdP en el sentido de que dado ٤ > 0 existe 6 > 0 tal 

que si p = {¿o, ■ · · , tn} es una partición de [m^, Ma] con diámetro menor que ó 

entonces || ٤ر٠ ?،، - Pti_1) - A|| < e, donde s¿ G para i G {1,..., n}. 

Para i,j G {1,.. ٠, n} tenemos que

(p.¡-p.¡_Mp<,-p<í-O = {p‘·^

De aquí se deduce que, si B = ^s»(P،، — Pt^J y m G N, se verifica Bm =

\'s"l(Pti - Pt^J■ En particular, B2 = ٢g٠(P،¿ - Pt^}■

Observemos que la aplicación ip : C£(X} x CC{X} ٩ C£{X} definida por 
D) = CD es bilineal y continua. Por tanto, dado s > 0 existe s' > 0 tal que 

si ||C — C|| < e' y ||٥ — D'\\ < e' entonces ||CD — C'D'\\ < e. Para e' existe ó > 0 
tal que si p = {؛o, · · · , tn} es una partición de [a, b٦ con diámetro menor que 6 se
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Í¿-1 - ti]. En esta] ٥؛ج y ٥٤ (٤، - )-،ا % = donde B الا- ء cumple \\A

situación, si consideramos (4,4) y (9ر,) deducimos que ا — <اامئ ء• . Como
وثر 22 = ه(ج?؟ - )-ا podemos afirmar que L •م = 4 ,1 La

Con argumentos similares se prueba que para cada m € N es

Además, se verifica que »ا = »٨ - م  =

para cada polinomio p se verifica que ١٠

p(4) =
دس
/ pdP.
mA

Si ص G C([mA, 41) entonces existen sucesiones de polinomios, (í>n)neN y (؟n)neN>
tales que 111 - (p„ + 19,) = 0. 

9,, (4)) = (4) se tiene que ث() = 

que para cada ir, y e كد es

Como en cax) se verifica 1ع(„هاا) *
وأ
/ fdP. De aquí se deduce en particular 
mA

= / D٠t(4y»■A ذا

Nota 14.6.12 Sea * un espacio de Hilbert y sea .4 ٦)6 ع) un operador 
autoadjunto, tenemos que 4 - ™0< ددy MaI -4^0. Entonces, si mA = 
Ma = a deducimos que al. Observemos que si A = al con
A € R entonces también es 774 = Ma-

En el próximo teorema probaremos la unicidad de la resolución normalizada 
de la identidad asociada a Ae C'E(N), cuando mA < Ma■

Teorema 14.6.13 (Teorema espectral para operadores acotados autoad- 
juntos (1912)).

Sea X ا espacio 06 Hilbert لا sea A ع C£X ا operador autoadjunto con 
mA < Ma. Entonces existe una única resolución normalizada de la identidad 
sobre \mA٦ MA tal que si ًأ١لآ ا  X es

(4(2=)»,) .))»,)«(((ا

Demostración
C{[mA,MA])K por : رريه definimos la aplicación ,عا* Para cada

= {Í^A^xYyX/. Es claro quees lineal y de la desigualdad de Schwarz 
deducimos que 1 )(رر < االواا < االاا االأاا٠  Por tanto,es lineal 
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y continua, por lo que existe una aplicación /3رر : [mA,MA] ب K de variación 

acotada y normalizada tal que ءه = ء«)( » y ا : ا»ءها)*«(

Para cada t e [mA, 4/14], definimos la aplicación ht'.XxX^K por 7= ( ٤,*( لا  
 Veamos que ht es sesquilineal. Sean ^,?,jeXy/e 6(1074,4104]). Se .(*)/*رأب
verifica que

= D0 + 4y> = D(4y> t
= )*(رره ٠ *٤)(, = ريه( t ^.ضى١^(١٠

De aquí se deduce que /3- ٤(٤٤) = رأد/ (*) i- es decir 7(٨ t لأهك) = 
My) + 7fi(4)■

De una forma parecida concluiríamos la demostración de que ht es sesquilineal.
Ademas,

.1 llvll1ا)،(لا,خ = 1/3*٤(٤) /-3٤٤(,8) ك ك 11ه =

Por tanto, existe Pt )ج ت ) tal que ht(x,y) = <'PÁxly> si x,y ج X. Veamos 
que 7 es autoadjunto. Si 4/141 , ا ع ه( ) es real-valorada tenemos que f(A) es 
autoadjunto y

٧٤رر () = I١٢x١١٦l.()*, ١ = ))لا()(,•( = لا()((,)3) : راه

»*ها = ل أ [»«. Como esto es cierto para cada función

real valorada se deduce que /علآ - ر ,. Por tanto

يلأج١ = ر/ = ,() = <Ptky١١x١ = ^,Pt^j^,

para X, y e A, por lo que 7 = ط.
Probaremos ahora que sis<í entonces ps < Pt■ En efecto, sea a: ج A; 

tenemos que ر٤  es un funcional lineal positivo, ya que si / e ([/05 ([ ,ه وا  tal 
que / > 0 se verifica (4) 0 ؤ y la correspondiente /3 será creciente. Asi pues, 
para s < t se verifica que <?،(ئ(م> — {Ps^jX) = l(í) - /3, (5) > 0; es decir, 
Ps كPt-

Cada Pt es una proyección. En efecto, si í = mi se cumple 72-0- Pt■ 
Ahora si t e [mA, /4] y £, y e A entonces

: ^Pt^Pt^,^^( = ض?ج١يلا,١

y = )خهي, )- Vamos a probar pues que ^٩(a;),y(t) = ي(الع); para esto
demostraremos que si f e ([/,ا]) entonces

*/ م/
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En efecto, consideremos la función

'o, si s = mA,
6(٥)( / si 5 e »٨ Ma]■

Se verifica que a 05 de variación acotada en [™ي, Ma], ya que si م, ..., ] es 
una partición de tenemos que

(حقل،|)اج(ه-) ك ردح »»«اا

< < »»«»"ا

Tenemos también que /2 es continua a la derecha en [mA,MA], ya que si 5 e 
(mA, Ma) ynes suficientemente grande se verifica que

»« ل)ثب ا)ه(م / : ></yا =

Como /*ور es de variación acotada en h, Ma], se deduce que lim ٢/ (%3* ٤,٢٥+, ٤ )) = 
0. Por tanto a es de variación acotada en [mA,MA\■

Consideremos g e ([,ا[]) y, para cada n e N, consideremos la partición 
■So < ¿1 < 51 < - - - < Sn = Ma = م™
Entonces

ثر /٨ اذ /٠
)»ا«ياًاءذها /-«/ اسهلا«

عاا «ا«١اس««ا»«-

Es sencillo comprobar que como g es uniformemente continua en [a, 7] se veri- 
fica que esta última cantidad tiende a cero cuando el diámetro de la partición

 ]:5n tiende a cero. De aquí se deduce que I gda, So١Si١٠٠٠م/ دمر

Como

١ ٨(gfD,y> = DgD,y} = «ي*/

__
: (<٠
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 Í^A rj resulta que í gda = í 9^PXiJ(A)(y) Para cada 9 € C([mA, Ma]). Como a ر1

y 0X r(A)(y) son ٥e variación acotada en [7714ر, MA] deducimos que a = Pxj^A^yy 
Tenemos que

/
Ma __

fd/3Pt{x),y = y) = f{A)^
l-A

= ht{x,f{A) (y)) = /dxj^Ayy^(t) = a(t) = í f\[mA,t]d0x,y■ Jttia

Consideremos
( ) = / SÍ ٥ € H٠٦١7 ٦}  ٢jM Si s 6

Entonces, 7 es de variación acotada en [7714ر, MA\ y es fácil comprobar que

/Ai4ر
fdy = J f\[mA¡l]d^xty■ i A J^mA

pMa cMaPor tanto, / fd/3p^t^x^y = / fdy para cada f 6 C([mx, AG]) y será ^rriA

= 7(٤) = 0x,y(t)■ Queda probado que Pt es una proyección. Además 
tenemos que si x £ X se verifica (Pa(x),x) = (3xx{a) = 0 y

/ ١ X ، ( ٧ر ( 4. W) ,1 ر٦٨٢٠'ر .J ٨ ,٠٢ - ر١ ٢r" ■ — ■¡ r(l) ~ / dd f؛x٧؟ — ^x^X} ^HÍ A

Por tanto, Pa = 0 y Pb = I y tenemos que لط es una resolución de la identidad 
sobre [774,04]. ا] es normalizada ya que, para cada x,y ع X, es de 
variación acotada en h, 1141. Consideremos la función لآ(،) = t si t e h, 7141. 
Tenemos que 9(4) = A y para ئ لأ عرج,  se cumple

4٠)L' M(<Pí = ل»«)(4(2)»,) = )»(»ء = ل )؛

Finalmente, probaremos la unicidad de {F،}. Supongamos que {Q،} es otra 
resolución normalizada de la identidad sobre [7714ر, A/A] ra؛ Que si x,y € X es 

j'Ma
(A(x\y) = í td({Qt(x\y)\ Entonces, para cada f G C([mx, M٨|) se verifica 

J mA
pMa ^Maz:),y)) = j /(،)d((Q،(j:),y)) y deducimos que Qt = Pt si í G)؛í /(í)d«Ft

[mA,MA].

14.6.14 Sea X 00 espacio de Hilbe t P sea 4٤6 ٤(٦ ) 09 operador 
antoadiunto. Sea 78 لط correspondiente resol-ación normalizada de la identidad

وام
/ dP en el sentido 
mA

sobre [mA,MA]. Sea f /ج ,و/[( ا ]). Entonces, (4) =

447



ة > لأ existe ء>0 4040 906 46  tal 906 si ,م ... ا, ) es partición 46 VmA١MA\ 

de diámetro menor que 6 entonces \J٢A١ Pt١١l\\ ك ع , donde

Si 5 ج ٤-٤,٤٤ Í i e {!,...,n}. En particular, para cada x,y e X se verifica que

٠ ir ir

Demostración Supongamos que 9704 < Ma, ya que el caso mA = Ma es evidente. 
Como para cada y el se cumple

lA

de resultados anteriores deducimos que si ص ح  C{[mA,MA]) se verifica /(4) =
A tenemos ج £ Finalmente si ؛(أ())/)(,«((. / = (fdP y {f{A)(x),ylA L

01116

(راا٠اا) 2 =
= {f(AmA)(x),x) = mj)

ya que como Pt es una proyección ortogonal se verifica que (•(),) = 120(٣)2.

Nota 14.6.15 1. Sea X un espacio de Hilbert n-dimensional y sea 4 ٦)6 ج) un 
operador autoadjunto. Sabemos que existen proyecciones ortogonales, Pm, 
en 6(٦) y existen números reales distintos, am, (1 ة m ة n), tales
que A = aiPi + ·■· + amPm, I = Pi + ■ ■ ■ + Pm y PiPj = 0, si í A Si fuese 
m 1 ت, seria mA = Ma = «1 y 011 = د. Supongamos que m > 2. Entonces 
mA = ه], Ma = «m- Sea

0,
Qt = PD.'.tFi,

ب · ■ · ب 1?  Pm,

si t =
si t e (2 > 1 ,([- ,زه ٥٧  < m — 1, 
si t = Ma■

Se verifica que {Qt} es una resolución normalizada de la identidad y también 
tenemos que

دج r ب، 1 ت

ر1 + 5 ه٤*43ا* = 1411» —  + ■·· + amPm = A.
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2. Sea X un espacio de Hilbert y sea A C CE{X) un operador autoadjunto y 
compacto. Si la imagen de A es finito dimensional entonces la resolución norma
lizada de la identidad correspondiente a A es similar a la de 1. Supongamos que 
la imagen de A es infinito dimensional y, por comodidad, asumamos que todos 
los autovalores no nulos de A son positivos, siendo ti < Í2 < · · · y lim tn = 0. 
Sean Pi,..., Pn, ■ · · las proyecciones correspondientes a ker(A — til), ■ · ■ ,ker(A — 

tnI) · ■ ·. Sabemos que A = ٢ tnPn, donde t0 = 0 y Pq es la proyección ortogonal

correspondiente a ker A.

Para cada x E X tenemos que ٢ = (;□)4ر tnPn{x). Además = 0 y Ma =

ti٠ Sean Qo = ٥, Qtt = I y, para cada t E (0, ti), sea Qt la proyección ortogonal 
correspondiente al subespacio vectorial cerrado generado por {Im(Pn) : tn <t,n = 
0,1,2,... }. Entonces puede verse que {Q،} es una resolución normalizada de la 
identidad sobre [0, ti] que corresponde a A, ya que

٠ ٥٥ ٥٥ ٥٥

J tdQ = ٢ ٠٨ = ٢^ر٢٠؛، ~ Q،»+i)= ٢٤٠ر٠ = ر٠■

3. Sea X = h y sea A E C£(X) tal que A/0 y A(؛r) = (٤i؛e(1)١٤2®(2),...), 
donde (tn) es una sucesión acotada de R. Entonces tha = inf{t„ : n E N} y 
Ma = sup{tn : n E N}. La correspondiente resolución normalizada de la identidad 
sobre [mA,MA] viene dada por: PmA = 0 y si t E es

?٠س١٩٩١ر إؤد*

En efecto, para cada X E X se tiene (4(2), *) = 2 t 1()2 y (2 ,(*)ا) =

La إأ((/(«).«)). Por tanto, = L 2(3 ٢ر

CE٢X ع Sea X un espacio de Hilbert, sea A ج 14.6.16••[ ١ س  operador 
autoadjunto لع sea ًرطا la correspondiente resolución normalizada de la identidad 
sobre [mA, Ma]■

a) Para cada م e\mA١MA لو cada t ٤6([004,41]ا) se veri a 96 JA١Pt =

b) Para cada B X las siguientes condiciones son equivalentes

1) B conmuta con 4.
■C(\mA٦MAك ؛١١ para cada ii) B conmuta con A١

iii) B conmuta con Pt para cada t ٤ 1/724, /141.
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Demostración a) Sea / € Ma])· Como f(A) =

deducir que existe una sucesión de combinaciones lineales finitas de elementos Pt 
que converge a f(A) en CC{X). Si i G [mx, Ma\ tenemos que para cada s e [a, 6] 
es PtPs = PsPt y P٥٣ tanto también será PtAn = AnPt, para n € N. De aquí se 
deduce que Ptf(A) = f(A)Pt.

b) Si B conmuta con A entonces B conmuta con P(A), para cada polino
mio P(t). Si / G C([mA, Ma]) tenemos que existe una sucesión de polinomios 
(Pnit^neN tal que limPn = f en C([mA, Ma])· Entonces, limPn(A) = f(A), por 
lo que f(A)B = limPn(٠ = limPP„(A) = Bf(A).

Si B conmuta con f(A) para cada f G C([mA, Ma]) entonces si x,y G X y 
f G C( [mA, Ma]) tenemos que ١

(f(A)B(x),y) = {Bf(A)(x),y) = {f(A)(x),B'(y)).

Por tanto,

fd({PtB(x),y)) = J fd({Pt(x),B\y))).
¿mA

Como esto último es cierto para cada f G C([mA, Ma]), tenemos que (PtB(x), y) = 
(Pt(x), B'(y)} = (BPt(x), y}. Por tanto B conmuta con Pt para cada t G [mA, Ma]■

Finalmente supongamos que B conmuta con Pt para cada i G [mA, Ma]■ Tene
mos que existe una sucesión (An)n6N de combinaciones lineales finitas de elementos 
Pt que converge hacia A en CC{X). Para cada n G N se verifica BAn = AnB y 
por tanto BA = AB. ■

Teorema 14.6.17 (Raíz cuadrada de operadores positivos)
Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(X) un operador autoadjunto y 

positivo. Entonces existe un único B G CC^X) autoadjunto y positivo tal que 
B2 = A (B es llamado raíz cuadrada positiva de A). Además, si C G CC(X) 
y AC = CA entonces también BC = CB. Si A es invertible se verifica que’ B es 
también invertible.

Demostración Como A es autoadjunto y positivo, tenemos que el rango numérico 
de A está contenido en (0, +oo) y será mA > 0. Consideremos la función f(t) = Vt 
en [mA,MA]■ Tenemos que / G C([mA, Ma]) y es / > 0. Sea B = f(A), tenemos 
que B es autoadjunto y B > 0. Además B2 = f(A)f(A) = f2(A) = A.

Supongamos que C G CC{X) y que AC = CA. Sabemos que entonces 
Cf(A) = f(A)C, para cada f G C([mA,MA]), por lo que CB = BC.

Supongamos ahora que C G C£(X) es autoadjunto y positivo y que C2 = A. 
Demostraremos que C = B. Como AC = C3 = CA deducimos que BC = CB. 
Por otra parte, también existen B,, Ci G C£(X) tales que B2 = B y C2 = C. Sea 
x e X y sea y = (B — C)(x). Entonces

II^I (؟/)II2 + ll٠) II2 = {B^yfiB^y)) + ^),C^y)) = (B2(y),y) + (C2(y),y) 
= {(B + Cfiy), y} = {(B + CfiB - C)(x),y) 
^{{B2~C2)(x),y) = ^A-Afix),y) = G.
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Por tanto, Bi (y) = 0]() = 0 y (0 = ( ))ا = لا( . Como 12(٣*)6 — (*)ا = 
((9 -6)()) (2 - 6)(2)) = « ة - 6)*,)*() = ج«  - c^y^x) = 0, resulta que

Finalmente si ,4 es invertible tendremos que 14-4 = -هو y también será 
734-1 = 4-12. Por consiguiente, 2(4-12) = Al2 = (4-13)3: es decir,

١ -،١" ٠"-

Corolario 14.6.18 (Descomposición polar de operadores invertibles)
Sea X 7 espacio 06 Hilbert لا sea 4 ع/(*) r operador inertible. Entonces 

existen لو son únicos dos operadores p,n ع c ex tales 906 4 = pryp >0,65 
unitario.

Demostración Como 4 es invertible también son invertibles 4/ y 44. Como 
44 es autoadjunto y 44 > 0 podemos considerar su raíz cuadrada positiva 
p G CT(!), que será también invertible. Sea u = 70-14: entonces u es invertible 
y uu' = í^d(p 1٢ = = '(4رip2٢-L = I. Asi pues, u es unitario
con pu = 4. Supongamos que 4 = Qv donde Q>0yw unitario. Entonces 
44 = QvD' = )ر,/ = Q2. Por la unicidad de la raíz cuadrada positiva 
tenemos que Q=py por tanto 14-6 = ا = P~¡A •

Corolario 14.6.19 Sea ٦ un espacio de Hilbert y sean ],٦)6 ء ج ٨ ) dos 
operadores autoadjuntos con 4],42>0 4142 = 424]. Entonces 4142 > 0.

Demostración Se tiene (A1A2)' = 4142 = د2اد , por lo que 4142 es au- 
toadjunto. Sea 21 la raíz cuadrada positiva de Al, como A]A2 = 424] será 
2142 = 422]. Sea X G X, tenemos que

( داد2>ش)ي = )*,)تة(( = داج(2ياجل)ي )) = (A2(B1 (x)),Bi(m)> > 0.

Teorema 14.6.20 Sea X un espacio de Hilbert, sea A G C£(X) un operador 
autoadjunto. Sea {P،} la correspondiente resolución normalizada de la identidad 
sobre [m^١ Ma]■ Sea to G [?711ر, Ma]■ Entonces, to es un autovalor aproximado de 
A si y sólo si {P،} no es constante en cualquier subconjunto abierto de 
que contenga a íq.

Demostración Recordemos que si A es autoadjunto entonces mA y Ma son del 
espectro y c٢(A) = <ra(A).

Supongamos que {P،} no es constante en cualquier subintervalo abierto que 
contenga a to· Sea £ > 0, entonces existen 2،,1؛ € (،o — £,to + ٤) de modo que

P،2. Como P،1 < P،2 se tiene Im(Ptl) C Im(P،2); pero como 7؛ ti < t2 y Ptl
(,1،Im(PÍ2). Sea x G Im(P،2) tal que x ± Im(P 7؛ (Pt ± pt se verifica Im(Ptl 

entonces P،2 (x) = x y P،1 (x) = 0. Si i < ti se sigue que Pt (x) = PtPtx (s) =0y si
r)) = Pt2(x) = x■ Por tanto, {P،(:r)} es constante)2؛،t2 < t entonces Pt(x) = P،(P

sobre [mx,،i] y sobre [t2, Ma]· Así pues,

ZMa ر٤؛ ,2||٠)،(>2٠(2 = ] (t-to(||٠)||t-t0)2d)
4 ti1ر
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ya que es creciente en [¿!,¿2] y 11 0-112* = 12( ١(٣ وط ا)**( - 01  =
De aquí deducimos que •المز (4 - ٤07()2٣) : م  e 0 = (ع y que, por tanto, 10 es 
un autovalor aproximado de A.

Recíprocamente, supongamos que ًلا es constante en [ ا — ش£0ب اء , para 
algún 0 < ج. Consideremos las funciones reales fyg definidas por /(٤) = ، - ،0, 
para t ع [mA,MA], y

( ) : ا í/1 —،0, !«٤٤ (٤» ٦٣)ع

Entonces, f, ge ([/ه, Ma]) y (9)(٤) = 1 si ، ي ،(0 — ي,ج0ب  £). Por tanto

ir دمر ,dP هن/ (/<•٠/٠) د: /=«أ(

ya que Pt es constante en (0 — £,to 2 ا). Asi pues, tenemos que 9(4) (44) = 
/(A)٠) = PMa - PmA =1 y 9(4) es el inverso de ئ() = A - 07. ٠

Nota 14.6.21 En la situación del teorema anterior se verifica que el soporte de 
la resolución normalizada de la identidad غط) está contenida en 0(4). Además si 
7 es un subintervalo de [mAiMA] que no tiene valores espectrales se verifica que

Sea X 00 espado fie HÜI, sea A 0 (*)6 ع operador 
autoadjunto y sea / e 6(19704,71141), entonces = sup{|/(¿)j =íe 6(4)].

Demostración
Sea X e X, tenemos que

mtfd(\\Pt(x)\\2):í \f(tfd(\\Pt(x)\ñ ٢: 2||امر/ ا|)ي)س LA

Como esto último es verdadero para cada xeX deducimos que

U/(A)|٠up{l/(t)|:¿٠٠

1 Ma■(4)0 ء- 771ر tal que ؛0 ج Vamos a probar la desigualdad inversa. Sea
 Dado escogemos ج > de modo que 0 )(/ا > (/!si t e 6-2(٤0 ي(0يلحل0)جب■

y, de la demostración del £( 0 - ،,£0 ا) no es constante en ]لط Tenemos que
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teorema anterior, deducimos que existen ؛i,¿2 € (،o — £0ر + e), ti{t2,x G X, de 
modo que {P،(a:)} es convergente en [m^di] y en [Í2,Ma]■ Entonces

\\f(A)(x)\\2 ٠ ٢ |٠/٠ (í)|2٠(a;)||2) > (|٠)|2 - ٠||2

y de aquí deducimos que > |/(to)|· Para los casos t0 = y ،o = Ma la 
prueba es similar. Por tanto > sup{|/(t)| : t G c٢(4)} y tenemos pues la
igualdad. ٠

Teorema 14.6.23 Sea X un espacio de Hilbert, sea A G C£ÁX) un operador 
autoadjunto y sea {P،} la correspondiente resolución normalizada de la identidad 
sobre [m^, Ma]■ Supongamos que mA < Ma y sea s G [mA,MA]■

Entonces

ma,٠ {٠ ٦؛ ،;٩

En particular, mA es autovalor de A si y sólo si PmA+o / 0; si s G (mA, Ma] 
entonces s es autovalor de A si y sólo si Ps A Ps-q.

Demostración

Sea x G X. Entonces ||(A - s/)(a;)||2 =

demostrar que esta integral es cero si y sólo si Pt(x) es de la forma

:٠٥
Supongamos primero que Pt(x) es de esta forma. Entonces ||Pt(x)||2 = 0, para 

t G [m^s) y ||P،(٤c)||2 = ||z||2 si t G [s, Ma] ya que Ps = Ps+o٠ Como la función 
/·Ma

f(t) = (t — s)2 se anula en t = s deducimos que J (í — s)2d(||P،(a:)||2) = 0. ^mA

pMa
Recíprocamente supongamos que í (t — s)2d(\\Pt(x)||2) = 0. Sea ¿i € [m¿, ٥)

JmA
entonces

J1O^s-t^PM^^ í (í-٠٠)||2) = 0. Jm a

Por tanto, ||P،1 (؛r)|| = ||Pm٠4(؛c)|| = 0 si ،1 G [m,A,s). Si ¿2 € (s, Ma] entonces

Z٢
0<(t2١s)2(||P^)||٩|PU٠)<

Por tanto, ||PÍ2(؛c)|| = ||Pma(؛c)|| = INI y Pt2(x) = %■
Por consiguiente, podemos deducir que si s G (mA, Ma] entonces x G ker(4 — 

si) si y sólo si Ps_0(؛r) = 0 y Ps(x) = x. Es decir, x G Im(Ps) (٦ ker(P ٠؛ _o) = 
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Im(Ps — Ps~o). También, x e ker(X — mAl) si y sólo si PmA+o(x) = x-, es decir 
x G Im(PmA+o). Entonces es inmediato ver que es un autovalor si y sólo si 
Im(PTOA+0) {0}; es decir PmA+o 7 ؛ ٥ ■ Para s G (wi^Ma], tenemos que s es un 
autovalor si y sólo si Im(P٥ — Ps_q) / {0}; es decir Ps y؛ Ps-o- ٠

Corolario 14.6.24 Sea X un espacio de Hilbert y sea A G C£(X} un operador 
autoadjunto. Si to es un punto aislado de MA) entonces to es autovalor de A.

Demostración Si mA = Ma entonces A es de la forma al y será ٠■(?!) = trp(A) = 
{o؛}. Supongamos que mA(MA- Sea {Pt} la resolución normalizada de la identidad 
sobre [mA,MA] correspondiente a A. Supongamos que t0 G (™¿,Ma). Como 
،o es un punto aislado de <t(24), existen» ti, ¿2 € (hiatMa) tales que ti < ،2 y 
(ti, t2) l٦ c٢(A) = {t٥}. Vamos a demostrar que P^+o = Pto~o■ Sea n0 G N tal 
que si n > no se verifica an = ti + £ < to — ± = bn. Como [an, bn] í٦ a(A) = 0, 
tenemos que, para cada t G [an,bn], existe e، > 0 tal que {Pt} es constante en 
[t — et,t + £t]■ ٥e la compacidad de [an, ٥n] deducimos que existen «i, · ■ · , sm en 
[«„, 6n] tales que

[an,٥n] c 1ر ~eSi,Si + eSí).

Es claro que esto último demuestra que

-٢،i + ٤ ~ ~ = = ’ ' ' = Psm = Pbn = Pto-{X}■

Como esto es cierto para cada n > n٠, deducimos que P^+o = PtB-o■ De manera 
similar se puede probar que Pto+o = Pt2 ü■ Como t0 € c٢(A) tenemos que {F،} 
no puede ser constante en [ti,t2]· Como {F،} es una resolución normalizada de la 
identidad, se verifica Ptl = P^+o y, como t2 no es autovalor, se tiene P،2 = Pt2-o■ 
Por tanto, Ptl = Pto_o y PÍ2 = Pto+0 = Pto; esto prueba que Pto_o / Pto+O; es 
decir t0 es un autovalor de A.

Las demostraciones en los casos to = mA y t٠ = Ma son similares. ■
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299, 335, 367, 377

Johnson, 371

KW{X,Y), 317
K£(X,Y\ 391
Kadets, 147.
Klee, 147
Krein, 258, 260, 276, 303
Krein-Milman, 303

ر(4£,) 3
^٥O 5 6
l^X), 175, 176
lp(X), 176
Lax, 172
Lebesgue, 196
Lema

de Day, 273
de James, 282, 291
de Urysohn, 79
de Zorn, 81, 219

Lindenstrauss, 229, 308
Littlewood, 329
Liunville, 383
Localmente

convexo, 238
uniformemente convexo, 173

Μ -básica, 95
Μ -base, 96
Método

de Bubnov-Galerkin, 432
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Gram-Schmidt de ortogonaliza- 
ción, 166

Métrica, 1
Métricas equivalentes, 17
Markushevich, 94
Maximal, 46
Mazur, 260, 383
Medida regular, 196
Metrizable, 131
Milgram, 172
Milman, 173, 258, 303
Milyutin A., 190
Minimal, 95
Minkowski, 248

Núcleo aproximable, 302
Neumann, 380
Nikolskii, 327
Norma, 1
Normal, 408
Normas equivalentes, 17
Numerablemente compacto, 267

Operador, 39
adjunto, 382, 407
autoadjunto, 408
compacto, 311
de rango finito, 311
de Volterra, 404
definido positivo, 432
extensión, 222
invertible, 379
normal, 408
positivo, 408
que alcanza la norma, 308
unitario, 408

Orlicz, 359
Ortogonal, 156

P£(X,Y\ 391
Parse val, 164
Partición del espectro, 384
Pelczynski, 333, 338, 341, 357
Perturbación de sucesión básica, 332
Pettis, 173, 359

Phelps, 304, 307
Phillips,R.S., 227
Polar, 96
Positivo, 408
Precompacto, 241
Prehilbert, 153
Primer axioma numerable, 128, 136
Principio

de acotación uniforme, 98
del mínimo de Bauer, 258

Producto
de espacios vectoriales topológi- 

cos, 242
escalar, 153
escalar usual de

Cn, 156
R٦ 155

Propiedad
H, 173
A, 308
B, 308
Bolzano-Weierstrass, 267
de aproximación, 343
de Dunford-Pettis, 319
de Grothendieck, 303
de Kadets-Klee, 147
de Krein-Milman, 303
de Radon-Riesz, 147
de Schur, 147
H, 147

Proyección, 157, 217, 242
asociada a una base, 324
continua, 217
de un punto en un conjunto, 157
ortogonal, 426

Punto extremo, 191, 257
Puntualmente acotado, 54

Raíz cuadrada de operadores positi
vos, 450

Radio
espectral, 383, 416
numérico, 416

Radon,147
Rango numérico, 415
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Rebanada, 305 Seo, 349
Red ica, 345

*-débil convergente, 126 ico, 343
débil convergente, 134 BM-Cauchy, 348
de Cauchy, 147, 233 BM-convergente, 348

Reflexivo, 91, 137 con la condición de Cauchy, 345,
Relativamente 346

numerablemente compacto, 267 convergente, 19
secuencialmente compacto, 267 convexa, 71

Resolución débil incondicionalmente de Cau
de la identidad, 434 chy, 347, 355
dé la identidad normalizada, 437 de Cauchy, 19

Resolvente, 379, 380 incondicionahnente
del dual, 382 convergente, 343

Retículo, 185 de Cauchy, 345, 346
Retracto, 223 S-Cauchy, 348
Riesz, 147, 161, 196, 246 S-convergente, 348
Rosenthal, 371 sumable, 343

Series en espacios vectoriales topoló-
Sea, 349 gicos, 345
Seo, 349 Sesquilineal, 151
c٢(X*,X), 125 Seudométrica, 2
c٢(X), 125 Shauder, 323
S-Cauchy, 348 Simétrica, 151
S-convergente, 348 Simétrico, 64
Schauder, 392 Sistema
Schmidt, 166 biortogonal, 95, 329
Schur, 147 fundamental, 95
Schwarz, 152 minimal, 95
Secuencialmente sk, 267

compacto, 267 slice, 305
completo, 233 Smulian, 260, 269, 276, 281

Semadeni Z., 190 Stegall, 321
Semicerrado, 75 Stone, 197
Semicontinua superior, 259 Subbase complementada, 330, 365
Semiespacio real, 251 Subespacio
Semilineal, 151 normado, 3
Seminorma, 1 ortogonal, 156
Separar puntos, 33, 47 vectorial generado, 3
Serie, 19 vectorial maximal, 46

*-débil incondicionalmente de Cau Subespacios
chy, 348 complementados

BMca, 349 topológicamente, 217
BMco, 349 complementados algebraicamente,
Sea, 349 217
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complementos topologicos, 248
Sublineal, 80
Subretículo, 185

lineal, 185
Sucesión

*-débil de Cauchy, 141
básica, 328
básica perturbada, 332
bloque, 333
débil de Cauchy, 141
de casi-autovectores, 386
de Cauchy, 3, 141
de funcionales asociados ٥ una 

base, 824
de soluciones aproximadas, 432
fundamental, 95
M-básica, 95, 96
M-base, 95
minimal, 95

Suma parcial, 19
Sumable, 343
Szankowski, 343

2*-, 125
Teorema

de la compacidad débil de Ja- 
mes, 299

de Markushevich, 94
de Arzela, 37
de Ascoli, 36
de Banach-Alaoglu, 132
de Banach-Steinhaus, 55
de Bessaga-Pelczynski 1958, 357
de Bessaga-Pelczynski 1958, 333
de Bessaga-Pelczynski(Principio 

de selección), 338
de Bishop-Phelps, 304, 307
de Carathéodory, 62, 260
de Dini, 33
de Dvoretzky-Rogers, 350
de Eberlein-Smulian, 269
de Frechet-Riesz, 161
de Fredholm, 400
de Gelfand-Mazur 1.941, 383
de Goldstine, 265

de Grothendieck, 268
de Hahn-Banach, 79, 81, 250

versiones geométricas, 86
de Helly, 88
de James, 287, 297, 867, 377
de Krein-Milman, 258
de Krein-Smulian, 276
de la acotación uniforme, 55
de la alternativa de Fredholm,

401
de la aplicación abierta, 77
de la convergencia dominada de

Lebesgue, 196, 276
de Lax-Milgram, 172
de Lindenstrauss, 309
de Liunville, 383
de Μ azur, 260
de Milman-Pettis, 173
de Nikolskii, 327
de Orlicz-Pettis, 359
de Pelczynski, 180
de Pelczynski 1960, 341
de Pitágoras, 157
de representación de Riesz, 196
de Riesz, 28, 246, 421
de Schauder, 392
de Smulian, 281
de Stone-Weierstrass, 35, 182
de Tietze, 79
de Von Newmann, 154
de Weierstrass, 33
de Zizler, 313
del grafo cerrado, 76
espectral para operadores auto- 

adjuntos, 444
espectral, caso autoadjunto com- 

pacto, 428
espectral, caso finito dimensio- 

nal, 427
Teoremas

de James, 282
de separación, 86

Tonel, 99
Tonelada, 99, 188
Topología

474



*-débil, 125
débil, 133
de Stone, 202
inducida, 2
inducida por una familia de seu- 

dométricas, 187
producto, 18
vectorial, 18, 127, 135, 233

Tzafriri, L., 229

Uniformemente
acotado, 54
continua, 234
convexo, 172
convexo en un punto, 173

Unitario, 408

Valor espectral, 380
Variación acotada, 434

normalizada, 437
Von Newmann, 154

Whitley, R.J., 227

Zippin, 371
Zizler, 312
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