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Prélogo

Este libro estd pensado como un manual con el que los alumnos de Matema-
ticas espafoles (y especialmente los gaditanos) puedan adentrarse en los aspec-
tos mds fundamentales de este tema, a través de una exposicién organizada y
detallada del mismo. No pretende ser el manual definitivo para la ensehanza de
la Teoria de Grupos, ni mucho menos sustituir las extraordinarias y completas
monografias sobre el tema, que especialistas como Rotman, Suzuki o Kurosh
pusieron al alcance de la comunidad cientifica.

Es el resultado de la experiencia de ambos autores, que han impartido ésta 'y
otras asignaturas de similar contenido; ello se refleja en determinadas maneras
de introducir ciertos temas y resultados, o de considerar los detalles y comen-
tarios a las demostraciones. Es en esto en lo que se puede diferenciar de las
antes mencionadas monografias: pretende ser cercano y ficilmente comprensi-
ble para no especialistas. Tampoco pretendemos ser absolutamente originales,
y por tanto el texto se ha alimentado de diversas fuentes bibliogréficas, que se
resenian al final del libro.

El texto se divide en siete capitulos. El esquema. escogido se corresponde
con el programa de la asignatura “Teoria de Grupos”, que se imparte durante
un cuatrimestre y que es obligatoria para los alumnos del primer ciclo de la
Licenciatura de Matematicas de la Universidad de Cadiz. El programa cubre,
por este orden, los siguientes aspectos bésicos:

1. Grupos, subgrupos y grupos cociente.

2. Morfismos de grupos, y Teoremas de Isomorfia.
3. Grupos abelianos finitamente generados.

4. Grupos de permutaciones.

5. Teoremas de Sylow.

6. Series de grupos.

7. Grupos libres, y presentaciones de grupos.
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Los dos primeros capitulos se dedican a introducir y estudiar los elementos
basicos de la teoria: objetos y aplicaciones entre ellos. El Capitulo 3 estudia los
grupos abelianos finitamente generados, que constituyen una de las dos clases
de grupos basicas mas importantes. Este estudio se hace utilizando técnicas
propias del Algebra Lineal, lo que en principio facilita al alumno su apro-
ximacién al tema. El Capitulo 4 abarca la otra clase béasica fundamental de
grupos: los grupos de permutaciones. Aplicamos este estudio para el célculo
del grupo de simetrias de un poligono regular de n lados. En el Capitulo 5 se
presentan técnicas de acciones de grupos sobre conjuntos, y en él se estudian
los Teoremas de Sylow, que nos van a permitir conocer algunas propiedades
de un grupo finito en funcién de su cardinalidad; cabe destacar que la de-
mostracién de los mismos que presentamos es poco habitual, y hace mucho
hincapié en el uso de diversas acciones de grupos sobre conjuntos, a diferencia
de la mayor parte de los textos. El Capitulo 6 abarca los fundamentos sobre el
uso de series normales para estudiar grupos, y pone en contacto al alumno, por
primera vez, con las técnicas fundamentales para el desarrollo del trabajo de
Abel sobre resolubilidad de ecuaciones polinomiales, que se estudia en cursos
posteriores. El Capitulo 7 proporciona las herramientas bésicas para el trabajo
de grupos dados por generadores y relaciones, instrumento fundamental para
la Topologia Algebraica.

Cada capitulo viene acompaifiado de una lista de ejercicios, que conside-
ramos adecuados para mejorar la comprensién, por parte del estudiante, de los
conceptos desarrollados. El objetivo no es que sea exhaustiva, sino que obligue
al estudiante a reflexionar sobre los aspectos de la materia.

Para finalizar, los autores quisieran agradecer a sus familias la paciencia y
los 4nimos constantes y al Departamento de Matemaéticas de la UCA, del que
son miembros, el apoyo proporcionado para llevar a cabo la empresa; especial-
mente a las profesoras Dna. Concepcién Garcia Vézquez, por ayudarnos en la
realizacién de los dibujos que ilustran el Capitulo 4 y a Diia. Alicia Cornejo
Barrios por su ayuda en la maquetacién de la versién final del trabajo.

Puerto Real (Cédiz), Marzo de 2002.

Los autores.



Capitulo 1
Grupos y Subgrupos

El objetivo de este capitulo es presentar los objetos a estudiar, asi como sus
propiedades basicas. Haremos especial hincapié en las propiedades asociadas a
la cardinalidad del grupo y de sus generadores.

1.1. Definiciones. Primeras propiedades

En primer lugar, procedemos a introducir la nocién bésica fundamental del
curso.

Definicién 1.1.1 Un grupo es un par (G,-), donde G es un conjunto no vacio
y - es una ley de composicion interna definida en G,

GxG — G
(zy) — z-y
tal que verifica las siquientes propiedades:
1. Asociatva: (z-y)-z=z-(y-2),Vz,y,2 € G.

2. FEzistencia de elemento neutro: Existe e € G tal que x-e =e-x = z,
Yred.

3. Existencia de elemento simétrico: Para cada x € G, eziste 2’ € G tal que
z-r’'=1-=e.

Cuando no exista riesgo de confusién con la operacién interna que estemos
utilizando, diremos simplemente que G es un grupo. Asimismo, escribiremos
ab en vez de a - b.

Definicién 1.1.2 Si en un grupo G se verifica la propiedad conmutativa, es
decir xy = yx para todo z,y € G, diremos que G es un grupo conmutativo o
abeliano.
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Si G es un grupo conmutativo, denotaremos la operacién con el simbolo +.

Lema 1.1.3 Sea G un grupo, entonces se verifica:
1. El elemento neutro e del grupo G es inico.

2. Para cada x € G, existe un inico simétrico ' € G.

DEMOSTRACION.

1. Supongamos que e;, e; sean elementos neutros en G. Entonces se verifica

€1 = €19 = €é9.

2. Supongamos que z’ y = sean elementos simétricos de z en G. Entonces
se verifica

T =7e=1(zz") = (Zz)z" =ex” = 2"

[ ]
Notacién 1.1.4 En lo que sigue y siempre que no ezista riesgo de confusion,
el elemento neutro de G, que hemos demostrado que es unico, lo denotaremos
por 1 y al elemento simétrico de x € G, que también hemos demostrado que es
inico, lo denotaremos por ™. Asimismo, si G es abeliano, denotaremos por

0 al elemento neutro, y para cada z € G, denotaremos por —x al simétrico de
z.

Lema 1.1.5 Sea G un grupo, entonces se verifica:
1. (zy)'=ylz7!, Vz,y€G.
2. (Y)Y l=2z, Vzed.
3.

DEMOSTRACION.

. (@ey)y e =zyy Nz l=zlzl=zz =1
De igual forma se demuestra que (y~'z~')(zy) = 1. Entonces, al ser
1inico el simétrico de un elemento, tendremos que

(zy) =y lzh

2. Como z~!z = zz~! = 1, entonces podemos afirmar que

(zTH =1z
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3. Como1-1=1, tendremos que 17! = 1.

A continuacién vamos a demostrar que en un grupo siempre es posible

simplificar, es decir toda ecuacién lineal tiene una tinica solucién.

Corolario 1.1.6 Sea G un grupo y a, b, ¢ elementos de G, entonces se verifica:

1

Si ab = ac, entonces b = c.

2. Siba = ca, entonces b=c.

DEMOSTRACION.

1.

2.

Sea ab = ac. Como en un grupo todo elemento tiene simétrico entonces
podemos asegurar que existe a~! € G. Por tanto podemos efectuar la
siguiente operacidén:

a~Yab) = a"!(ac).

Asi (a7'a)b = (a'a)c, es decir 1b = 1c, o lo que es lo mismo b = c.

Se demuestra de manera analoga.

Vamos a ver a continuacidn algunos ejemplos de grupos.

Ejemplos 1.1.7 1. (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son grupos abelianos,

cuyo elemento neutro es el nimero cero y el simétrico es el opuesto del
numero dado.

(Z,-) no es un grupo, ya que el nimero 5 € Z no tiene inverso en Z.

Sean Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0}, C* = C\ {0}. Entonces se verifica
que (Q~,-), (R*,), (C*,-) son grupos abelianos, donde - representa el
producto usual. Fl elemento neutro es el nimero 1 y el simétrico es el
tnverso del nimero dado.

El conjunto S' = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} es un grupo con la multi-
plicacion compleja. Para verlo describimos el conjunto S* como

S' = {exp®™: 0 €[0,1)},

2716

donde exp?™ exp?™® = exp*™  con vy =+ B(mdZ).
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Sea GL,(R) el conjunto formado por las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en R cuyo determinante es no nulo, es decir,

GLa(R) = {A € M,(R) : det(A) # 0} .

Entonces se verifica que (GLn(R),-) es un grupo, donde - representa a la
multiplicacidn usual de matrices. Observemos que, sin > 2, (GL,(R),-)
es un grupo no abeliano, ya que

(3G o)) GE)

Oa(R) = {A € M,(R): A™* = A},

es un grupo no abeliano respecto la multiplicacion usual de matrices.

Asimismo

Sea X un conjunto no vacio. Denotaremos por Biy(X ) el conjunto de las
aplicaciones biyectivas definidas en X, es decir

Biy(X) = {f: [ es aplicacidn biyectiva en X} .

Entonces (Biy(X), o), donde o representa la composicion de aplicaciones,
es un grupo. Para verlo definimos la siguiente operacidn en Biy(X) :

Biy(X) x Biy(X) — Biy(X)
(f,9) — Ffeg

Se verifica:

a) o es operacidn interna, ya que la composicién de dos aplicaciones
biyectivas definidas en X, sigue siendo una aplicacion biyectiva en
X, luego

V f,g € Biy(X), se tiene que fog € Biy(X).
b) Propiedad Asociativa: Para todo f,g,h € Biy(X) se tiene que
(fog)oh=fo(goh),

ya que la composicion de aplicaciones verifica la propiedad asocia-
tiva.
¢) Emistencia de elemento neutro: El elemento neutro es la aplicacién
identidad Idy, que es una aplicacién biyectiva definida por:
Idx: X — X

r — I.
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d) Erzistencia de elemento simétrico: Para toda aplicacién f € Biy(X)
sabemos que eriste f~! € Biy(X) tal que verifica

flof=fof ™ =Idx.

Ast concluimos que (Biy(X),0) es un grupo. También se le suele deno-
tar por S(X), en cuyo caso se le denomina grupo de permutaciones del
conjunto X. En el caso que X sea el conjunto finito E, = {1,2,...,n},
se denota a S(E,) por S,. Este grupo tiene un interés relevante, y dedi-
caremos a su estudio el Capitulo 4.

Observemos que para n > 3, (S,, o) no es abeliano. En efecto, sea el con-
junto X = {1,2,3} y consideremos las aplicaciones f, g € S3 definidas por

f1)y = 2 9(1) = 2
f(2) = 3 9(2) = 1
f3) =1 9(3) = 3.

Se tiene que (go f)(3) =2y (fog)(3) =1, por tanto go f # fog.

Definicién 1.1.8 Si G es un grupo y m € Z, definimos las potencias enteras
de un elemento a € G como sigue:

(m)

a---a st m>0
a® =< 1 si m=0
(—m)

al-vva”t i m<O

(m)
En el caso de un grupo abeliano (G, +), sim > 0, tenemosa™ =a+ -+ +a =
ma.

De la definicién se desprende el siguiente resultado, cuya demostracién es in-
mediata.

Proposicién 1.1.9 Sean G un grupo, a € G y m,n € Z. Entonces se verifica:
1. a™a" = o™,
2. (&™) =a™.

Proposicién 1.1.10 Sean G; y Gy dos grupos. Definimos en el conjunto
G x G la operacion (ay,az) - (b1,b2) = (a1b1, azxbs). Entonces se verifica que
(Gy x Ga,-) es un grupo.
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DEMOSTRACION. Veamos que se verifican las condiciones necesarias para ser
grupo
1. La operacién - es una operacién interna, ya que para todo (a;, az), (b1, b2) €
G1 x Gy, se tiene que ay, b; € G1 y ay, by € G,. Por tanto a;b; € Gy y
asby € Ga. De ahi que

(a1,az) - (b1, b2) = (@1by, a2b2) € Gy % Go.

2. La propiedad asociativa en G; X G5 es consecuencia inmediata de la
asociatividad en G, y Gs.

3. Existencia de elemento neutro. El elemento (1,1) es el elemento neutro,
ya que para todo (a1, as) € G; x Ga, se tiene que

(0,1,(12) . (1, 1) = (1, 1) . (al,az) = (01,02).

4. Existencia de elemento simétrico. Dado un elemento (a;,a2) € G X Ga,
se tiene que

(al’a2) ’ (a1_1’a2_1) = (17 1) = (a1_17a;1) : (al’a2)'
Por tanto el elemento (a7',a;') € G; x G es el elemento simétrico de
(a1, az).
[
A este grupo se le denomina el producto directo de G1 y Ga. A continuacién

vamos a ver las condiciones necesarias y suficientes para que G; x G sea un
grupo abeliano.

Proposiciéon 1.1.11 Consideremos los grupos Gy y Ga. Entonces son equi-
valentes:

1. Gi x Gy es abeliano.
2. G y Gy son grupos abelianos.

DEMOSTRACION. (1) = (2) : Veamos que G; es un grupo abeliano. Sean
a,b € G;1. Como G x G, es abeliano, se tiene

(ab,1-1) =(a,1)-(b,1) = (b,1) - (a,1) = (ba,1- 1),
y de ahi que ab = ba para todo a,b € G;. De igual forma se demuestra que G
es un grupo abeliano.
(2) = (1) : Dados (a1, as), (b1,b2) € G1 x Gq, se tiene que
(a1,a2) - (b1, b2) = (@1b1, aghy) = (b1a1, baaz) = (b1, b2)(a1,a2),

ya que G; y G2 son abelianos. Asf, G; X G5 es un grupo abeliano.



1.2 Subgrupos. Subgrupo generado por un conjunto 7

Definicién 1.1.12 En general, dados los grupos G,...,G,, definimos por
recurrencia el producto directo de la familia {G;}>,,

GixGa XX Gp=(G1 xGy %X+ xGp_1) X Gp.
Se dice que G1xGax- - - X Gy, es el producto directo de los grupos Gy, G, ..., Gy.

Observacion 1.1.13 La definicion de producto directo de una familia finita
de grupos extiende de manera naturael a una familia arbitraria.

1.2. Subgrupos. Subgrupo generado por un con-
junto

La nocién de subobjeto reviste, en Algebra moderna, un valor esencial, por
la preservacién de propiedades en subconjuntos, es decir, por restriccion de
problemas elementales a partes mas simples.

Definicién 1.2.1 Dados (G,-) un grupo y H un subconjunto no vacio de G,
diremos que H es un subgrupo de G si H es un grupo respecto de la misma
operacion que dota a G de estructura de grupo.

Proposicién 1.2.2 Dados (G, ) un grupo y H un subconjunto no vacio de G,
entonces H es subgrupo de G si y sdlo si:

1. Para cualesquiera x,y € H se tiene zy € H.
2. 1€eH.

3. Para todo z € H se tienexz™' € H.

DEMOSTRACION.

<=: Es inmediato, ya que basta observar que la condicién (1) nos dice que
la operacién - es interna en H, la condicién (2) afirma que 1 es el elemento
neutro de H, y la condicién (3) dice que todo elemento de H tiene inverso
perteneciente también a H. Por tanto, sélo nos falta ver que se verifica la
propiedad asociativa. Pero si z,y, 2z € H, entonces z,y, 2z € G y por tanto,

z(yz) = (zy)z.

=: Si H es subgrupo de (G, -), tenemos que (H, -) es un grupo, por tanto se
verifica:

(1) La operacién - es interna en H y asi para cualquier par de elementos
x,y € H se tiene que zy € H.
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(2) Sea 1g el elemento neutro en H, por tanto para todo x € H se tiene
zlyg =lgr =2x.
Pero por otra parte, como z € (G, también se tiene
rzl=1z =1z
Por tanto, para todo x € H se verifica zly = 21 y de ahi que 15 = 1.

(3) Sea z' € H el simétrico de z, entonces se tiene que zz’ = z'z = 1. Por
tanto =’ es el simétrico de z en G y asi, por la unicidad del elemento
simétrico, z7! = 2’ € H.

La siguiente proposicién caracteriza de modo sencillo la condicién de ser
subgrupo.

Proposicién 1.2.3 Sean G un grupe y H un subconjunto no vacio de G.
Entonces son equivalentes:

1. H es subgrupo de G.
2. Para cada par de elementos x,y € H, se tiene zy~* € H.

DEMOSTRACION.

(1) = (2) : Sean z,y € H. Entonces, por la Proposicién 1.2.2(3), y~! € H.
Por tanto z,y~! € H y por la Proposicién 1.2.2(1) se tiene el resultado.

(2) = (1) : Veremos que H verifica las tres condiciones de la Proposicién
1.2.2:

(2) Como H es no vacio, existe al menos un elemento z € H. Por tanto se
tiene que 1 = zx~' € H.

(3) Como 1 € H, entonces para todo y € H se tiene que y~! = 1y~ € H.

(1) Dados z,y € H, como y~! € H por el apartado (3), se tiene zy =
z(yH)te H.

Observacion 1.2.4 Dado un grupo G, los conjuntos {1} y G son subgrupos
de G. Son los llamados subgrupos triviales del grupo G.

Definicién 1.2.5 Llamaremos subgrupos propios de un grupo G, a aquellos
subgrupos distintos de {1} y G.
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Asi en los apartados (a), (b) y (c) hemos demostrado que H C mZ.
Para la inclusion reciproca sea y € mZ, es decir existe x € Z tal
que y = mx. Entonces tenemos que:
(=)
(i) Siz>0;,me=m+---+méeH yaqueme H.
(i) Siz =0; mx=0¢€ H, ya que 0 es el elemento neutro de (Z, +)
y H es subgrupo de 7Z.
(=z)
(i1i) Siz < 0; mz = (—m)+---+ (—m) € H, ya que —m € H al
ser H subgrupo y m € H.

Luego en todos los casos posibles hemos visto que mZ C H. Por tanto se
tiene mZ = H.

La nocién de sistema de generadores de un grupo es también, por su na-
turaleza de reduccién y simplificacidén, un aspecto importante.

Proposicién 1.2.7 Sea G un grupo y S C G un subconjunto no vacio. En-
tonces el conjunto

(S) = {ml--mn:acieS 6 ;! ES}
es un subgrupo de G.
DEMOSTRACION. Se verifica que § # (S) C G. Sean z,y € (S), es decir

T =1 Tn, Y=Y Ym,

donde z;, y; ESéx;l,yj‘l €5,1<i<n,1<j<m. Asi, tenemos que

oyt = (z 2y ym) T = (@) (U uT Y,

dondexi,ijSéx_l,y]-'leS,lﬁign,1§j§m.

2

Definicién 1.2.8 Con la notacidn anterior, el subgrupo (S) serd llamado sub-
grupo generado por el conjunto S.

Lema 1.2.9 Sean G un grupo y {H;},.; una familia de subgrupos de G. En-
tonces [\;c; Hi es un subgrupo de G.
DEMOSTRACION. Se verifica que:

* (Ve Hi#0,yaquele H;,Viely (), H CG.
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» Six,y € (s Hi, entonces z,y € H;, Vi € I, por tanto, ry~! € H;,
Vi € I, ya que cada H; un subgrupo. Asi zy~! € Nicr Hi.

Proposicién 1.2.10 Sean G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces

(SY= ﬂ {H; : H; es un subgrupo de G, S C H;}.
icl

DEMOSTRACION. Denotamos

H= (){HZ : H; es un subgrupo de G, S C H;}.

el

Sizy-- -z, € (S), entonces z; € S o xi’l € S. Por tanto, al ser cada H;
un subgrupo de G que contiene a S, se tiene que xy,...,z, € H;, Vi€ Iy
de ahi que z,---z, € H. Por otra parte, como {S) es un subgrupo de G que

contiene a S, se tiene que (S) es un subgrupo de la familia {H;},., por tanto,
H C (S).
n

Observacién 1.2.11 Por la Proposicion 1.2.10, (S) es el menor subgrupo que
contiene a S. Por convenio si S =0 entonces (S) = {1}.

Como consecuencia de la Proposicién 1.2.10 tenemos que:

Corolario 1.2.12 Si S es un subgrupo de G entonces (S} = S. En particular
(G)=G.

Proposicién 1.2.13 Sean G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces se
verifica:
(Sy={a -zt : 2, €S, €Z,1<i<n}.

DEMOSTRACION. Denotemos
H={z} -z 2, €S, o, €Z,1<i<n}.
Entonces tenemos que
(1) HCG.
(2) Siz,y € H, entonces
=gy, y=ytur

Por tanto, se tiene

py 7t = (@) (i) T = ety Py e HL
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(3) S C H ya que para todo a € S, se tiene a = a! € H.

(4) H es el subgrupo mds pequetio que contiene a S. Para ello, sea B un
subgrupo de G que contiene a S. Entonces, para cualquier elemento a €
H?
a=z{"--z;" €B
vaque z; € Sparatodo 1 <i<n, SC By B es un subgrupo de G.
Asf, por la Observacién 1.2.11 tenemos el resultado.

Observacién 1.2.14 5i G es abeliano y usamos la notacién aditiva, el sub-
grupo generado por S es

<S> = {Znisi: S; € S, n; GZ}

i=1

Definicién 1.2.15 Con la notacidn anterior, el subconjunto S se llama sis-
tema generador de (S). Si S es finito, se dice que (S) es finitamente generado.

En el caso que S = {a} con a € G, decimos que G es ciclico. Escribiremos
(a) en lugar de ({a}). En este caso {a) = {a*: k € Z}.

Definicién 1.2.16 S5i G es un grupo con un nimero finito de elementos, se
dice que G es un grupo finito. En caso contrario diremos que G es un grupo
infinito.

Ejemplo 1.2.17 FEl subgrupo de S* definido por

Sé = {exp%m:Oz:gk, k’e {O,ﬂq_l}}

q
es un grupo finito.

Los conceptos de grupo finito y grupo finitamente generado no son equi-
valentes, como veremos a continuacién.

Proposicién 1.2.18 Todo grupo finito es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo finito, es decir, G como conjunto es finito.
Por el Corolario 1.2.12, (G) = G. Por tanto tendremos que G es finitamente

generado.
u

El reciproco de la Proposicién 1.2.18 no es cierto como puede verse en el
caso del grupo aditivo de los nimeros enteros: (Z, +) estd finitamente generado.
En realidad Z = (1) ya que para todo n € Z, se tiene que
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(n)
rmm——
2 Sin>0,n=1+---+1€(1).

(=n)

.

" Sin<0,n=(-1)+---+(-1) € (1).

= Sin =0, siempre tenemos que 0 € (1), al ser (1) subgrupo. Sin embargo
Z no es finito.

Veamos algunos ejemplos de grupos finitamente generados.

Ejemplos 1.2.19 1. FEl grupo Diédrico D3: el grupo de los giros y las sime-
trias de un tridngulo equildtero. Este grupo estd generado por el giro de
dngulo 27 /3 respecto al centro geométrico, y la simetria especular respecto
a una altura.

2. El grupo Diédrico Dy: el grupo de los giros y las simetrias del cuadrado.
Este grupo estd generado por el giro de dngulo w/2 respecto al centro
geométrico, y la simetria especular respecto a una diagonal. Fstos ejem-
plos se estudiardn con detenimiento ol final del Capitulo 4.

3. FEl grupo de los cuaterniones QJg. Se conoce con este nombre, y se denota
por Qs, al subgrupo de GLy(C) generado por las matrices

() R0 (00

Si denotamos por Iy la matriz identidad de orden 2, es elemental verificar
las siguientes relaciones

P=j=k=-1, ij=k=-ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik
Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, podemos considerar el conjunto
HK = {hk:h€ H, k € K}. Este conjunto no es en general un grupo. Sin
embargo, bajo ciertas circunstancias si es subgrupo de G.

Observacion 1.2.20 Siempre se verifica que

HCHK, KCHK.

Proposicién 1.2.21 Sean H y K dos subgrupos de un grupo G, entonces

HK es subgrupo de G si y sélo si HK = KH.
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Ejemplo 1.2.22 Sean H = mZ y K = nZ dos subgrupos de (Z,+) con m y
n nimeros enteros no negativos. Como (Z,+) es un grupo abeliano, se verifica
que H+ K = K + H, luego en virtud de la proposicion anterior tenemos que
H+ K es un subgrupo de (Z,+). Ahora bien, H+ K # {0}, ya que m = m+0
y de ahi que m € H+ K. Por tanto H+ K es un subgrupo no trivial de (Z, +),
entonces existe d € Z tal que H + K = dZ. Veamos que d = med(m,n).

Como m = m + 0 entonces m € mZ + nZ = dZ y asi d divide a m. De
igual forma se verifica que n € mZ + nZ = dZ y asi d divide a n. Por tanto d
es divisor de m y de n.

Veamos que es el mayor. Sea ¢ € Z, tal que ¢ divide a m y a n, es decir
m=cx, n =cy, conz,y € Z. Por otra parte como d € dZ = mZ + nZ,
eristirdn a,b € 7Z, tales que d = ma + nb. Por tanto

d =ma + nb = cxa + cyb = c(za + yb),

es decir ¢ divide a d, y por tanto podemos afirmar que d = med(m,n).

En particular, de este ejemplo se desprende la llamada Identidad de Bézout:
dados a,b € Z con mcd{a, b) = d, existen r, s € Z tales que ar + bs = d.

Proposiciéon 1.2.23 Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, tales que
H C K, entonces
HK=K=KH.

DEMOSTRACION. Anteriormente hemos demostrado que siempre se verifica
K C HK. Veamos la otra inclusién. Cada elemento z € HK se escribe de la
forma z = hk con h € H, k € K. Como H C K, entonces h € K. Por tanto
z=hk € Kyasi HK C K. Anélogamente se verifica KH = K.

[

Corolario 1.2.24 Sean G un grupo, H y K subgrupos de G tales que H C K,
entonces HK es subgrupo de G.

1.3. Orden de un grupo

La finitud en el nimero de elementos de un grupo es importante para distin-
guir grupos, no sélo por el aspecto contable, sino también por las propiedades
inherentes a un grupo en virtud de su cardinal.

Definicién 1.3.1 Sea G un grupo. Al cardinal de un subgrupo H de G se
le llama orden de H y lo denotamos por o{H). En particular, al nimero de
elementos de G se llama orden de G. Un grupo es finito cuando o(G) < oo.
En caso contrario decimos que el grupo G es infinito.
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Ejemplo 1.3.2 Se tiene que

1.

2.

Tanto (Z,+) como todos sus subgrupos no triviales son grupos infinitos.

Para cada n > 1 se tiene que o(S,) = n!.

Definicién 1.3.3 Sea G un grupo y a un elemento de G. Si el subgrupo {a)
es finito, llamamos orden de a, y lo denotamos por o(a), al orden del subgrupo

(@)-

Lema 1.3.4 Sea G un grupo y sea a € G tal que o(a) es finito. Entonces

1. FEristek > 1,k €Z tal que a* = 1.
2. El orden de a es el menor entero natural n > 1, tal que a™ = 1.
8. Sin =o(a), entonces (a) = {1,a,...,a"1}.
DEMOSTRACION.
(1) Como (a) es finito, la aplicacién
M{0} — (a)
m +— "
no es inyectiva. Por tanto, existen r, s € N\{0}, con r < s tales que
a =a’.
Asi,
l1=a*a")"' =a*".
Si llamamos & = s — 7 > 1, tenemos
a*=1conk>1.
(2) y (3) Vamos a probar simultdneamente (2) y (3) de la siguiente forma: Por el

apartado (1) sabemos que si o(a) es finito, entonces existe k > 1, tal que
a* = 1. Sea n el menor entero natural tal que a™ = 1.

Si probamos que (a) = {1,a,...,a" '} y que todos los elementos del
conjunto de la derecha son distintos tendremos que o{a) = n, y quedaran
probados (2) y (3).

Siempre se verifica que {1,a,...,a" '} C (a). Veamos el reciproco. Sea
z € (a), entonces z = a*, k € Z. Como (a) es subgrupo, podemos suponer
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que k > 0. Por el algoritmo de la divisién existen ¢ € Z y r € Z tales
que
k=ng+rcon0<r<n-1

Por tanto,
r=a"=a""" = (a")%" =1%" =a".

Asi, z € {l,a,...,a™ '} y de ahi que (a) = {1,q,...,a"'}. Veamos
ahora que todos los elementos del conjunto {1,a,...,a" !} son distintos.
Para ello, supongamos que existan r,s € Z, con 0 < r < s < n — 1 tales
que a" = a®, entonces a®* " =1con 0 < s —r <n—1 < n, en contra de
la eleccién de n.

[ ]
Lema 1.3.5 Sea G un grupo y a un elemento de G de orden finito. Entonces
1. Sin=o(a) yk €N, entonces

a* =1 <= k es miltiplo de n.

2. ola)=l<a=1.
3. o(a™') = o(a) y por tanto o(a™!) es finito.
DEMOSTRACION.

(1) =: Supongamos que k no es miltiplo de n. Entonces, por el algoritmo
de la divisién, existen ¢, r € Z tales que

k=ng+r, 0<r<n-1.

Por tanto, a* = a™*" = (a")%" = 19" = a’ # 1.
+=: Supongamos que k es multiplo de n, es decir, k = mn para algin
m € Z. Entonces a* = a™ = (¢")™ = 1™ = 1.

(2) =>: Sio(a) = 1, entonces a' =1y por tanto a = 1.
<=: Si a =1, entonces a'! =1, y de ahi que o(a) = 1.

(3) Veamos que (a) = (a™!). Si z € (a), entonces = a* para algin k € Z.
Pero a* = (a7!)7*, de donde = € {a™!), y de ahi que (a) C (a~1).
Reciprocamente, si z € (a™!) entonces z = (a™!)) = a7 para algin
J € Z, por tanto (a™!) C (a) y de ah{ la igualdad.

Proposicién 1.3.6 Sea G un grupo y a € G con o(a) = n. Se verifica que
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1. Siz = a*, entonces

o(z) = ———
med(n, k)

2. Sib es un elemento de G de orden finito y ab = ba, entonces o(ab)
es divisor del mem(o(a),o(b)). Si med(o(a),o(b)) = 1 entonces o(ab) =
o(a)o(b).

DEMOSTRACION.

(1)

Sea d = med(n, k), entonces existe e € Z tal que k = ed. Por tanto
zi=(a")=a% =g =" =(1)0 =1

Entonces por el Lema 1.3.5(1)

% es multiplo de o(z). (i)
Por otra parte, a*o@ = (ak)o(z) = z£°®) = 1. Por tanto ko(z) es multiplo
de n. Asi ko(x) = nm para cierto m € Z, es decir, m;&—) = k, por tanto
(—)(—T;—) divide a k, y como %x)_ divide a n, tendremos que % divide
a d = med(n, k). Asi l% = d, para algin [ € Z. En consecuencia

0
l% = o(z), es decir,

o(z) es multiplo de % (i)
De (i) y (ii) podemos afirmar

n n
D=3 medm,

Sean o(a) = n, o(b) = m y M = mcm(m,n). Por tanto, M = pn = qm,
siendo p, ¢ € N. Como ab = ba, tenemos

(ab)M = oMM = (a™)P(b™)? = 1P1 = 1.

Asi, por el Lema 1.3.5(1), tenemos que o(ab) divide a M. En el caso que
mcd(m,n) = 1, entonces M = mn y

o(ab) divide a mn. (iii)

Por otra parte, si o(ab) = s, entonces (ab)®* = 1 y como ab = ba, por
hipédtesis, entonces a®b® = (ab)® = 1, luego a® = b~*. En particular, por
el Lema 1.3.5(3),

o(a®) = 0(b™*) = o((6) ") = o(b").
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Ahora, por el apartado (1), tenemos que

n m
—_— ) = bs = ——
med(n, s) ofa’) = o(b’) med(m, s)
Es decir, si llamamos
n m

med(n,s) med(m,s)’
se tiene que h divide a m a n, y al ser éstos primos entre si, tendremos
que h =1, es decir

n=mecd(n,s) y m=med(m,s).

Entonces s es multiplo de n y m, luego lo es de M = mn.
Asi
o(ab) es multiplo de mn. (iv)

Por tanto, de (iii) y (iv) obtenemos que

o(ab) = nm = o(a)o(b).

|
Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente resultado cuya de-
mostracion se propone al lector.

Proposicion 1.3.7 Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G de orden
finito. Entonces

card(HK) =

1.4. Grupos ciclicos

De entre los grupos finitamente generados, los ciclicos son, en muchos aspectos,
esenciales para describir grupos finitamente generados més complejos. Eso es
especialmente claro en el caso de grupos abelianos, pero también en contextos
maés generales. Procedemos a establecer sus propiedades elementales.

Definicion 1.4.1 Diremos que un grupo G es ciclico si existe un elemento
a € G tal que G = (a).

Ejemplo 1.4.2 Fl grupo (Z,+) de los nimeros enteros es un grupo ciclico,
ya que

Ejemplo 1.4.3 mZ es un grupo ciclico, ya que mZ = {m).
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Lema 1.4.4 Un grupo finitoc G es ciclico st y sdlo si existe a € G tal que
o(a) = o(G).

DEMOSTRACION.
==: Si G es ciclico, entonces existe a € G tal que G = (a), por tanto

o(G) = o(a).

<=: Sea a € G, donde o(a) = o(G), entonces (a) es un subgrupo de G' que
tiene el mismo niimero de elementos que G, por tanto G = (a).

Observacion 1.4.5 Si G es infinito, entonces la afirmacion del Lema 1.4.4
es falsa. Por ejemplo, H = Z x {0} es un subgrupo de G =7Z x Z con H # Z
y sin embargo o(Z x {0}) = o(Z x Z).

Proposicion 1.4.6 Todo grupo ciclico es abeliano.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo ciclico. Entonces existe a € G tal que
G = (a). Veamos que G es abeliano. Si z,y € G, entonces z = a*, y = a! para
ciertos k,! € Z. Por tanto,

2y = afat = o = o*F = glab = ya.

El reciproco de la Proposicién 1.4.6 no es cierto, ya que (R,+), (C,+),
(Zs X Zs,+) son grupos abelianos pero sin embargo no son ciclicos.

Teorema 1.4.7 Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo ciclico, por tanto, existe a € G tal que
G = (a). Consideremos H un subgrupo de G. Entonces

= Si H={1} o H = G, entonces H es ciclico.

= Sea H # {1} y H # G. Entonces existe z € H con = # 1, en particular
z € G = {(a), luego z = a” para cierto r € Z. Consideremos m el minimo
entero positivo tal que a™ € H. Vamos demostrar que H = {(a™).
Siy € H, como H es subgrupo de G, y € G. Por tanto existe n € Z tal
que y = a™. Por el algoritmo de la divisién en Z, existen q,r € Z tales
que

n=gm+r7con0<|r| <m.
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Entonces y = a® = ™" = ¢™qa" = (a™)%". Es decir, a” = (a™) %a".
Como H un subgrupo y a™ € H entonces (a™)~9 € H. Por tanto

a"=(a™)"%" € H,

de donde al"l € H, y por la eleccién m, r = 0. Asi

luego H C (a™). Por otro lado, siempre se verifica que (a™) C H. Por
tanto H = (a™).

1.5. Teorema de Lagrange

En esta seccién se establece en el caso de grupos finitos, la relacién entre
el orden de un subgrupo y el del grupo que lo contiene.

Definicién 1.5.1 Sean G un grupo y H C G un subgrupo. Definimos en G
las siguientes relaciones binarias:

1. Vo,ye G  zRpy <= zy~'ecH.

2. Vr,ye G aRPy<—=zycH.

Lema 1.5.2 Con la notacién anterior, las relaciones binarias Ry, RY, son
relaciones de equivalencia sobre GG.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos para Ry y dejaremos el caso de R¥ como
ejercicio.

1

s Reflexiva: Para todo z € G se tiene que z2z~' = 1 € H, por tanto xR yz.

» Simétrica: Sean z,y € G, tales que R yy, entonces zy~' € H. Pero al
ser H un subgrupo, se tiene que (zy~!)~! € H. Por tanto yz~! € H, y
de ahi que yRpyz.

s Transitiva: Sean z,y,z € G tales que Ryy e yRyz, entonces se tiene
zy™! € H e yz2=' € H. Por tanto, al ser H un subgrupo, rz~*
(zy~')(yz~') € H y de ahi que 2Ryz2.

|
Notacién 1.5.3 Dado a € G, denotemos por [a]y y [a]? respectivamente las
clases de equivalencia que las relaciones Ry y R¥ determinan en G. Asimismo
los conjuntos cocientes serdn denotados por G/Ry, G JRH respectivamente.
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Lema 1.5.4 Con la notacidn anterior, se verifica que
[alg={ha:h€ HY y [af={ah:he H}.
DEMOSTRACION. Notemos
Ha={ha:he H},

donde a € G. Se trata de demostrar que [aly = Ha. Si y € [a]y, entonces
yRua. Por tanto ya~' € H. Asi, existe h € H tal que ya™! = h, y de aqui que
y = ha, con h € H. Por tanto y € Ha. Reciprocamente, sea y € Ha. Entonces
existe h € H, tal que y = ha, luego ya=! = h € H. Asi, yRya. Por tanto
y € [a)y. El caso [a]f = aH es andlogo.

[

Definicién 1.5.5 Las clases de equivalencia Ha y aH se llaman respectiva-
mente clases adjuntas por la derecha y por la izquierda de G médulo H.

Lema 1.5.6 Sea G un grupo, y sea H un subgrupo de G. Entonces los con-
juntos G/Ry y G/RE, tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Para demostrar que los conjuntos G/Ry y G/R* tienen el
mismo cardinal, estableceremos una aplicacién biyectiva entre ellos. Definimos

f:G/Ry — G/RY

Ha +— a'H.
Se verifica que:
s f estd bien definida y es inyectiva, ya que, dados a,b € G, tenemos
Ha = Hb <= [a]g = [b]ly <= aRyb <= ab™' € H <
= @YW leHe=a R = ) =) =
<= a'H=b"'H <= f(Ha) = f(Hb).

» f es sobreyectiva, ya que para todo bH € G/RY, existe Hb™! € G/Ry
tal que f(Hb™!) = bH.

Por tanto card (G/Ry) = card (G/R*).

Definicién 1.5.7 Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.
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(a) Si G/Ry (y por tanto G/RH ) es un conjunto infinito, decimos que H
es un subgrupo de G de indice infinito.

(b) Si G/Ry (y por tanto G/R¥ ) es finito, se llama indice de H en G, y
lo denotamos por (G : H), al cardinal (comin) de los conjuntos G/Ry y
G/RH. En este caso decimos que H es un subgrupo de G de indice finito.

Corolario 1.5.8 Si G es un grupo de orden finito, entonces todo subgrupo H
de G es de indice finito.

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién,
G — G/RH
a +— Ha.

Esta aplicacién es sobreyectiva de forma evidente. Por tanto card (G/Rpyg) <
card(G) y de ahi que G/Rpy sea finito.
[

A continuacién vamos a estudiar todo lo anterior en el grupo aditivo de los
numero enteros. En particular calcularemos el indice de cualquier subgrupo
mZ en Z.

Ejemplo 1.5.9 Sea (Z,+) el grupo aditivo de los nimeros enteros y H un
subgrupo de Z distinto de {0}. Como hemos visto anteriormente, existird algin
entero positivo m tal que H = mZ.

= La relacion Ry en este caso vendrd dada por

Vr,y € Z, IRyy<—zr—y€ H<<= x—y € mZ.

» Las clases que la relacion Ry determina en Z serdn

[zl =H+z=mZ+z, z €L

= Vamos a calcular el conjunto cociente Z/Rpy. Se tiene que
Z/Ry={H+0,H+1,...,H+(m-1)}.
Sea x € Z. Por el algoritmo de lo divisién obtenemos
T=qgm-+r, 0<r<m-1.
Asiz —r =gqgm € H, luego xRygr, esto es, H+x = H + r. Luego
[zlg = [r]g, donde 0 <r <m—1.
Ademds, los elementos del segundo miembro son distintos, pues si
H+k=H+/|, 0<k<li<m-1,

tendriamos que IRgk, es decir, | —k€ H=mZ conl1 <l—-k<m, lo
cual es imposible. Ast [Z : mZ] = m.



24 Capitulo 1. Grupos y Subgrupos

Por tanto podemos concluir que Z es un grupo infinito, finitamente ge-
nerado, cuyos subgrupos no nulos tienen indice finito.

Lema 1.5.10 Sea H un subgrupo de G, y seax € G. Entonces las aplicaciones

f: H — Hz y g: H — zH
h +— hz h — zh

son biyectivas.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién para la aplicacién f. De igual for-
ma se demuestra que g es biyectiva.

s f es inyectiva, ya que si f(h;) = f(ho) entonces hyz = hyz. Por tanto,
hl = h2.

s [ es sobreyectiva, ya que para todo hx € Hz, existe h € H tal que
f(h) = hz.

Observaciones 1.5.11 De la proposicion anterior, tenemos que:

(a) Dado x € G ezxiste una biyeccion entre Hx y xH. Sin embargo éstos
pueden ser diferentes.

(b) Sio(H) es finito, se verifica que

card(Hz) = card(zH) = card(H) = o(H).

Teorema 1.5.12 (Teorema de Lagrange) Sea G un grupo finito, y sea H
un subgrupo de G. Entonces se verifica que:

o(G) = o(H)|G : H].

DEMOSTRACION. Consideramos la relacién Ry definida en G. Al ser Ry una
relacién de equivalencia, G es unién disjunta de las clases de equivalencia Hz,
y al ser G un grupo finito, habra sélo un nimero finito. Sean éstas

Hzy,...,Hz,,

donde se verificard que el nimero de elementos de G es la suma de los cardinales
de estas clases, es decir

card(G) = anrd(Hxi), Hz; € G/Rpy.
=1
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Por el Lema 1.5.10, se verifica, que
card(Hz;) = card(H) = o(H),

entonces
card(G) = card(H) - card (G/Ry) .

Por tanto
o(G) = o(H)|G : H],

ya que el nimero de clases que la relacién Ry determina en G es, por definicién,
el indice de H en G.
|

Vamos a ver a continuacién algunas consecuencias y aplicaciones del Teo-
rema de Lagrange.

Corolario 1.5.13 FEl orden de todo subgrupo de un grupo finito es divisor del
orden del grupo.

En general el reciproco del Corolario anterior no es cierto, como veremos en el
caso del grupo A4. El orden de A4 es 12 y sin embargo no tiene subgrupos de
orden 6.

Corolario 1.5.14 El orden de todo elemento de un grupo finito es divisor del
orden del grupo.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo finito y sea a € G. Como se verifica que
(@) € G, es un subgrupo de G y o(a) = o({a)), entonces, por el Corolario
1.5.13, se tiene que o(a) divide al o(G).

u

Ejemplo 1.5.15 En (Zg,+) tenemos que o({0]) = 1, o([1]) = 6, o([2]) =
o([4]) =3 y o([3]) = o([5]) = 2.

Corolario 1.5.16 Todo grupo finito de orden primo es ciclico y sus unicos
subgrupos son los triviales.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo finito de orden p, siendo p un niimero primo.
Sea a € G, donde a # 1. Consideremos el subgrupo (a). Entonces el Corolario
1.5.14 afirma que o(a) divide a p, siendo p primo. Por tanto tenemos dos
posibilidades:

» o(a) = 1, que es contradictorio con el hecho de que a # 1.

» o(a) = p y por consiguiente G = {a), es decir G es ciclico.
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Finalmente, sea H cualquier subgrupo del grupo G. Entonces por el Teo-
rema de Lagrange, tenemos que o(H) es divisor de o(G) = p. Asi tendremos
que:

» Sio(H) =1, entonces H = {1}.
s Sio(H) =p, entonces H = G.

Por tanto los tinicos subgrupos de G son los triviales.
|

Como hemos dicho anteriormente, el reciproco del Teorema de Lagrange
no se verifica siempre, es decir, para todo divisor m del orden del grupo, existe
un subgrupo de orden m. Sin embargo esto si es cierto en los grupos ciclicos,
€OMOo vamos a ver a continuacion.

Proposicién 1.5.17 Sea G un grupo ciclico con n = o(G). Entonces para
cada divisor m de m, existe un unico subgrupo de G de orden m. Ademds este
subgrupo es ciclico.

DEMOSTRACION. Sea a € G tal que G = (a) . Si m es divisor de n, existe d € N
tal que n = md. Consideremos el subgrupo H = (a?). Por la Proposicién 1.3.6,

tenemos que
n

(a) -

olag) =———==—-=m.
med(n,d) d

Por tanto, o{ H) = m. Vamos a demostrar que cualquier subgrupo de orden m

es de esta forma.

Sea L un subgrupo de G tal que o(L) = m. Consideremos [ el menor
entero positivo tal que a' € L (existe ya que L C G = (a})). Utilizando el
mismo razonamiento que en la demostracién del Teorema 1.4.7, tenemos que
L = {a"). Por tanto

1= (al)m = alm

y asi, por el Lema 1.3.5(1), afirmamos que n divide a Im. Por tanto existe
e € Z tal que ne = Im. Entonces

de donde (a!) C (a%). Asi tenemos que L es un subgrupo de H tal que o(L) =
o(H). Por tanto H = L.
[
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1.6. Subgrupos normales. Grupo cociente

Al trabajar con cualquier clase de objetos en Algebra, es importante hallar
relaciones de equivalencia tales que los conjuntos cocientes admitan, de mo-
do natural, una estructura del tipo de la de los objetos iniciales. En el caso
de los grupos, si H es un subgrupo de un grupo G, los conjuntos cocientes
G/Ry y G/R¥ no admiten, en general, estructura de grupo de modo natural.
Estudiaremos aqui los subgrupos H para los cuales esto es posible.

Definicién 1.6.1 Sea S un subconjunto no vacio de un grupo G y a un ele-
mento de G. Llamamos conjugado de S por a al conjunto

a"'Sa = {a"lma 1z € S}.
Lema 1.6.2 Sea G un grupo y S un subconjunto de G, entonces se verifica:
1. yea'Sa<=ayatesS.
2. S8i S es un subgrupo de G, entonces a~1Sa es un subgrupo de G.
3. 8 SCT, entonces a™'Sa C a 'Ta.
DEMOSTRACION.
(Yyecal'Sa+s=y=a'lra, €S <+ ayal=z€S8.
(2) a=Sa # 0, ya que al ser S subgrupo, 1 € S y de ahi que
l1=a"'1a € a7 Sa.

Si y1, 42 € a~'Sa, entonces existen z,,xy € S tales que

-1 -1
h =a "ria, Ya =a "Taa.

Asi
viys ! = (a7 'ma)(a  zea) ™t = (a7 z10) (a7 x5 ta) =
= (a7 'z115%0) = a Hz15;a € a7 Sa,
ya que 1z, € S, al ser S un subgrupo.

(3) Si y € a~'Sa, entonces existe z € S tal que y = a~'za. Pero al ser S
subconjunto de T, se tiene que x € T y de ahi que a™'za € a'Ta.

Proposiciéon 1.6.3 Sean G un grupo y sea H un subgrupo de G. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:
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1. Ha=aH para cada a € G.
2. H=a"'Ha para cada a € G.

8. Para cada par de elementos a,b € G tales que ab € H entonces ba € H.

DEMOSTRACION.
(1) = (2): Siy € a”'Ha, entonces y = a~'ha, con h € H. Asi tenemos que
ay = ha, de donde ay € Ha. Pero por hipétesis Ha = aH, entonces existe
K € H tal que ay = ak/, de donde y = h’. Asi y € H. Con esto hemos
demostrado que

a'Ha C H.

Reciprocamente sea h € H, entonces ah € aH. Por hipdtesis tenemos que
aH = Ha, luego existe i’ € H tal que ah = ha, o lo que es lo mismo,
h =a"'Wa. Por tanto H C a ' Ha.

(2) = (3): Sean a,b € G, tales que ab € H. Entonces
ba = (a'a)(ba) = a™'(ab)a € a 'Ha = H.

(3) = (1) : Sea z € Ha. Entonces x = ha para algin h € H. Por tanto
za~! = h € H. Asi, aplicando la hipétesis, a~'z € H, es decir, existe h' € H
tal que a™'z = k', de donde z = ah’ € aH. Por consiguiente Ha C aH. La
otra inclusién se demuestra de forma andloga.

[

Definiciéon 1.6.4 Diremos que un subgrupo H de un grupo G es subgrupo
normal, y se denotard por H <G, si verifica una cualquiera y por tanto todas
las condiciones de la Proposicion 1.6.5.

Observaciones 1.6.5 Se tiene que:

1. Evidentemente la condicién (1) de la Proposicién 1.6.3 equivale a decir
que Ry = RY. En particular, si H es un subgrupo normal de G, ten-
dremos que G/Ry = G/RH y denotaremos ambos cocientes por G/H.

2. Para probar que H es un subgrupo normal de G basta ver que
a'Ha CH para todo a € G.

Vamos a verlo: si a™*Ha C H para cada a € G, entonces como a™' € G,
tendremos que aHa™* C H. Luego para todo y € H se tiene que

aya~! € H. Por otro lado, se tiene que y = a '(aya~')a. Por tanto
y€alHa yasi HC a~*Ha, obteniéndose la igualdad.
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En cualquier grupo G, los subgrupos {1} y G son normales en G, ya
que a{l} = a = {1}a para todo a € G. (y de ahi podemos obtener que
G/{1} = G). También podemos afirmar que G es un subgrupo normal de G,
ya que a~'Ga C G para todo a € G.

Vamos a enunciar dos resultados sobre propiedades que verifican los sub-
grupos normales y que nos serdn de utilidad més adelante. La demostracién se
deja como ejercicio para el lector.

Lema 1.6.6 Sea G un grupo, y sean H y K subgrupos de G tal que H es
subgrupo normal de G. Entonces HK es subgrupo de G.

Lema 1.6.7 Sea N un subgrupo normal de un grupo G y sean H y K sub-
grupos de G tales que H es subgrupo normal de K. Entonces NH es subgrupo
normal de NK.

Definicién 1.6.8 Diremos que dos subgrupos H, K de G son conjugados si
existe g € G tal que g7 Hg = K.

Observacion 1.6.9 Como la aplicacién conjugar por g es una biyeccion en
G, se tiene que o(H) = o(g™'Hg).

Definicién 1.6.10 Decimos que un grupo G es simple, si {1} y G son sus
tnicos subgrupos normales.

Los ejemplos més sencillos de grupos simples son los de orden primo, ya que
hemos visto en el Corolario 1.5.16 que los Unicos subgrupos de un grupo de
orden primo son los triviales. Veamos otros ejemplos de subgrupos normales.

Ejemplos 1.6.11 1. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, ya que
en un grupo G es abeliano, se verifica que ab = ba para todo a, b € G.
Por tanto se cumple la afirmacién (3) de la Proposicion 1.6.3.

2. Como todo grupo ciclico es abeliano, en particular se tendrd que todo
subgrupo de un grupo ciclico es normal.

3. SiG esun grupo y H es un subgrupo de G con indice 2, entonces H es un
subgrupo normal de G. En efecto, como las clases por la derecha mddulo
H constituyen una particion de G, sélo hay dos, y una de ellas es H, la
otra ha de ser el complementario {g € G : g ¢ H}. El mismo argumento
vale para las clases por la izquierda y en consecuencia se tiene que los
conjuntos cocientes G/Ry y G/R¥ son iguales y por la condzczon (1) de
la Proposicion 1.6.3 tendremos el resultado.
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= Existencia de elemento neutro: como

(aH)H = (aH)(1H) = (al)H = (aH)

H(aH) = (1H)(aH) = (1a)H = (aH),

entonces el elemento neutro en G/H, respecto de la operacién definida,
es H.

» Existencia de elemento inverso: dado aH € G/H, se verifica que:

(aH)(a'H)=(aa ™ )H=1H=H

(a™'H)(aH) = (a"'a)H = 1H = H,
lo que prueba que (a='H) es el inverso de (aH), es decir (aH)™! = a™'H.

Por tltimo, si H es un subgrupo de indice finito en G, se verifica, utilizando
el Teorema de Lagrange,

o(G)

(H)

o(G/H)=card (G/H) =[G : H] =

=

~—

Definicién 1.6.13 S: G es un grupo y H es un subgrupo normal de G, en-

tonces al grupo (G/H,-) se le denomina grupo cociente de G por el subgrupo
H.

Ejemplos 1.6.14 Como ejemplos de grupos cocientes podemos presentar a los
siguientes, cuya demostracion se presentard en el Capitulo 2.

1. GL,(R)/SLn(R) =R\ {0}. (Ver 2.4.5).
2. Z/mZL=ZLy,. (Ver 2.4.6).

3. Q/Z. Este ejemplo es notable, porque es infinito, pero todo elemento
tiene orden finito. Para ver ambas afirmaciones, observemos que a,b € Q
representan a la misma clase en Q/Z si y sélo sia —b € Z. En vista de

1
esto, es claro que, para todon € N, |—| es un elemento de orden n, por
n
1
lo que {[—]} es un subconjunto infinito de Q/Z. Asimismo, dado
L)

a€Q/Z,a= I—)} con p,q € Z coprimos, de donde o(a) = |q|.
q
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4. R/Z = S'. El ejemplo anterior es un subgrupo propio de éste, ya que
existen infinitos elementos en R\ Q, y las clases de estos tienen orden
infinito en R/Z. Bajo la identificacion con S', Q/Z corresponde a los
complejos de norma 1 con argumento un maltiplo racional de 2.

5. R/Q. Observemos que en este caso toda clase estd representada por un
trracional, de lo que se desprende que todo elemento tiene orden infinito.
No existe una manera intuitiva de representar este grupo. Es mds, acep-
tando el axioma de la eleccidn, se puede probar que es un conjunto no
medible.

A continuacién vamos a estudiar los subgrupos de un grupo cociente y
qué propiedades conserva del grupo G.

Proposicion 1.6.15 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, entonces
se verifica:

1. Si K es un subgrupo de G, H C K, entonces K/H es subgrupo de G/ H.
2. Si M es un subgrupo de G/H, entonces existe un subgrupo K de G tal
que HC K yM=K/H.
DEMOSTRACION.

(1) = H es un subgrupo normal de K ya que H un subgrupo normal de
G. Asi tiene sentido considerar el grupo K/H.
« K/H C G/H, de forma inmediata.
» K/H#0,yaquel € K,y por tanto 1H € K/H.
» Sean (zH),(yH) € K/H, donde z,y € K. Entonces

(zH)(yH)™ = (zH)(y"'H) = (zy ")H € K/H,
ya que zy~! € K, al ser K un subgrupo de G.

(2) Sea M un subgrupo de G/H, y consideremos K = {x € G : zH € M}.
Veamos que K verifica las propiedades enunciadas.

» HC K, K # (, ya que para todo h € H se tiene que hHH = H.
Por otra parte 1H C M, al ser M un subgrupo de G/H y 1H
el elemento neutro de G/H. Luego hH € M y por tanto h € K.
Asi HC Ky K #0.

= K essubgrupode G, yaque dados z,y € K, tendremos que zH, yH €

M,y como M es un subgrupo de G/ H, tendremos que (zH)(yH)™! €
M. Asi,

(zy Y H = (zH)(y"'H) = (zH)(yH)™* € M,
y por tanto zy~! € K, luego K es un subgrupo de G.
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» M =K/H,yaquesi (zH) € K/H, con z € K, entonces tH € M.
Por tanto K/H C M. En el otro sentido, sea tH € M, entonces
z € K, luego zH € K/H y asi M C K/H. Por tanto, podemos
afirmar que M = K/H.

Observacion 1.6.16 Asi queda demostrado que existe una biyeccidn entre los
subgrupos de G que contienen o H y los subgrupos de G/H.

Vamos a ver un par de ejemplos de correspondencia de subgrupos en co-
cientes de grupos.

Ejemplo 1.6.17 Vamos a presentar los subgrupos del grupo Z/3437Z. Por la
Proposicion 1.6.15, los subgrupos de Z/343Z se corresponden con los subgrupos
de Z que contienen al subgrupo 3437Z. Como todo subgrupo de Z es de la forma
nZ, éstos son los subgrupos de Z generados por divisores de 343, es decir,
Z,7Z,49Z,343Z. Por lo tanto, los subgrupos de Z/343Z, y sus relaciones de
inclusion, quedan descritos mediante el siguiente diagrama, donde las lineas
verticales indican inclusion (de abajo arriba):

(1]

(49]

[343]

Ejemplo 1.6.18 Este ejemplo es andlogo al anterior, pero para el grupo Z/36Z.
Observemos que, en este caso, el grupo tiene subgrupos no comparables por la
relacion de inclusion, como se aprecia en el diagrama:
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(2] /\[”\[3]
[4]/ \[6] / \[91
NS

[12] (18]

{36]

Veamos ahora c¢démo se comporta la condicién de normalidad respecto a co-
cientes de grupos.

Proposicién 1.6.19 Sea G un grupo, sea H un subgrupo normal de G, y sea
K un subgrupo de G que contiene a H. Entonces se verifica que K es subgrupo
normal de G si y sélo st K/H es subgrupo normal de G/H.

DEMOSTRACION. Sean zH, yH € G/H tales que (zH)(yH) € K/H. En-
tonces (zy)H € K/H, donde zy € K. Pero por hipétesis, K es un subgrupo
normal. Entonces por la Proposicién 1.6.3(3) tendremos yzr € K. Por tanto
(yH)(zH) € K/H y asi, de nuevo por la Proposicién 1.6.3(3), K/H es un
subgrupo normal de G/H.

Reciprocamente sea K un subgrupo de G, y a,b € G tales que ab € K.
Entonces (aH)(bH) = (ab)H € K/H. Como por hipétesis, K/H es un sub-
grupo normal y (aH)(bH) € K/H, por la Proposicién 1.6.3(3) tenemos que
(bH)(aH) € K/H. Por tanto (ba)H = (bH){(aH) € K/H. Asi ba € K y
de ahi podemos afirmar, por la Proposicién 1.6.3(3), que K es un subgrupo
normal de G.

[

Proposicién 1.6.20 Sea G un grupo, y sea H un subgrupo normal de G.
Entonces G/H es ciclico si G es ciclico.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo ciclico, entonces existe a € G tal que
G = (a). Se trata de demostrar que G/H = (aH).
Seay € G/H, es decir y = zH, con = € G. Entonces z = a* para algtin k € Z.
Asi y = a*H = (aH)*, de donde y € (aH). Por tanto G/H C (aH). Por otra
parte, como siempre se verifica que (aH) C G/H, entonces podemos afirmar
que que G/H = (aH).

|
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El reciproco de la Proposicién 1.6.20 es falso: 0 X Z es un subgrupo normal
de ZxZ,y (ZxZ)/(0xZ) es un grupo ciclico infinito, pero Z x Z no es ciclico.

Por dltimo vamos a ver en el paso al cociente también se conserva la condi-
cién de ser abeliano.

Proposicion 1.6.21 Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo normal de G,
entonces G/H es también abeliano.

DEMOSTRACION. Sean zH, yH € G/H, entonces
(zH)(yH) = (zy)H = (yz)H = (yH)(zH)

ya que zy = yx al ser G un grupo abeliano.
.

El reciproco de la Proposicién 1.6.21 es falso: {(1,2,3)) es un subgrupo
normal de S3, ya que tiene orden 3, y por tanto su indice es 2. Asimismo,
S3/{{1,2,3)) tiene orden dos, y por tanto es abeliano. Pero S3 no es abeliano.

En el siguiente ejemplo particularizamos los conceptos expuestos al grupo
aditivo (Z, +).

Ejemplo 1.6.22 Cualgquier subgrupo H de (Z,+) es de la forma H = mZ,
para un cierto entero positivo m. Como (Z,+) es un grupo abeliano, resul-
tard que todo subgrupo es normal. Asi tendrd sentido considerar el grupo
Z/mZ. La operacion en el conjunto cociente viene dada por

Z/mZ xZ/mZ — Z/mZ
(a+mZ,b+mZ) —— (a+b)+mZ.

Al ser (Z,+) un grupo ciclico, tendremos que Z/mZ también es ciclico. De

hecho, se tiene Z/mZ = (1 + mZ). Ast, como (Z,+) es un grupo abeliano,
entonces Z/mZ es también abeliano.

Recordemos que al ser
Z/mZ={0+mZ,1+mZ,...,(m—1)+mZ},
entonces podemos afirmar que o (Z/mZ) = m.
Asi podemos afirmar que (Z/mZ,+) es un grupo ciclico de orden m.

Como veremos en el préximo capitulo, los grupos ciclico finitos son exac-
tamente los grupos de la forma Z/mZ, con m € Z*.
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1.7. Ejercicios

1. Determinad si cada una de las definiciones de la operacién * dada a
continuacién, da una ley de composicién interna en el conjunto dado.

a) En Z* definimos a x b = a’.

b) En Z7* definimos a x b = ¢, donde ¢ es el menor entero mayor que a
y b

¢) En Z* definimos a * b = ¢, donde ¢ es al menos 5 unidades mayor
que a + b.

d) La divisién en Q \ {0}.
e) La divisién en Q).

2. Sobre el intervalo G = (—1,1) de la recta real se define la siguiente

operacién
r+y

1+zy
Demostrad que (G, *) es un grupo abeliano.

Txy=

3. Sea G = {(a,b):a€Q\ {0}, be Q}. Se define en G la siguiente ley
interna
(a,b) * (c,d) = (ac,ad + b).

a) Probad que (G,*) es un grupo no abeliano.
b) Hallad (z,y) € G tal que (1,2) * (z,y) * (2,3)"! = (5,6).

4. En R* =R\ {0} consideramos la operacién o definida as:

ou—d TV si >0
Tey= £ osi x<0”

Probad que (R*,0) es un grupo.
5. Sean Q[i] y Z[i] los subconjuntos de los nimeros complejos definidos por
Ziil={a+bi:a,beZ} Qi]={a+bi:a,beQ}.
Probad que:

a) Z[i], Q[i] son grupos respecto de la suma de nimeros complejos.
by (Q[z] \ {0}, ) es un grupo, pero (Z[:] \ {0}, ) no lo es.

6. Sea n € Z y consideremos el conjunto

G, = {cos(?) + isen(?) ck e Z} CccC.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Probad que (G, ") es un grupo.

b) Probad que G, tiene un nimero finito de elementos.

Estudiad las isometrias del plano que dejan invariante un rectangulo.
Si se define en este conjunto la operacién composicién de movimientos,
comprobad que tiene estructura de grupo. Este grupo se llama Grupo de
Klein.

Sea G un grupo. Demostrad que se verifica:

a) Siz?=1 paracada r € G, entonces G es un grupo abeliano.

b) Si(ab)? = a?b® paracadaa, b € G, entonces G es un grupo abeliano.

Dad un ejemplo que muestre que la unién de dos subgrupos H y K de
G no es en general un subgrupo de G.

Dad ejemplos de:

a) Un grupo infinito cuyos cocientes no triviales sean todos finitos.

b) Un grupo infinito cuyos elementos sean todos de orden finito.

Sea G un grupo finito en el que se cumple que la unién de dos subgrupos
cualesquiera es también un subgrupo de G. Demostrad que G es ciclico
y que su orden es potencia de un nimero primo.

Sea G un grupo finito en el que se cumple que para cualesquiera dos
subgrupos H, K se tiene H es subgrupo de K o K es subgrupo de H.
Demostrad que G es ciclico y que su orden es potencia de un nimero
primo.

Sea G un grupo y H el siguiente subgrupo de G
H={s*:z€G}.
Demostrad que H es normal y G/H es abeliano.

Demostrad que todo grupo con dos elementos es abeliano. En particular
(82, 0) es abeliano.

Sean G un grupo y a; € G, 1 <1 < n. Entonces se verifica:

a) (ap---ag)(axs1 - -an) = (a1---a)(a41---an), donde 1 < k <1 <

Demostrad que:
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donde Mp(f) representa a la matriz asociada o f en una cierta base B,
es un homomorfismo de grupos, ya que

¢(f o g) = Mp(f o g) = Mp(f) - Mp(g) = ¢(f) - &(9).
4. La aplicacion
f:8' — SLy(R)
" cos senf
e = —senf cosé
es un morfismo de grupos.

Proposicién 2.1.3 Sean G y G’ dos grupos, y sea f : G — G’ un homo-
morfismo de grupos. Entonces se verifica:

1. f)=1.
2. f(aY) = f(a)~! para cada a € G.
DEMOSTRACION.
(1) Se tiene que f(1) = f(1-1) = f(1)f(1), por tanto f(1) = 1.
(2) Se verifica que
fla)f(a™) = flaa™) = f(1) = L.

De la misma forma demostramos que f(a™?) f(a) = 1. Por tanto, f(a™!) =
f(a)~! para cada a € G.

2.2. Nicleo e Imagen de un homomorfismo

Con objeto de estudiar morfismos arbitrarios bajo el prisma de una des-
composicién candnica, necesitamos introducir ciertos subgrupos distinguidos
asociados a dicho morfismo.

Definicién 2.2.1 Sean G y G’ dos grupos y f : G — G’ un homomorfismo
de grupos. Llamamos:

1. Nicleo de f, y lo denotamos por ker(f), al siguiente conjunto

ker(f) ={z € G: f(z) = 1}.
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1. [ es monomorfismo si f es inyectivo.
2. f es epimorfismo si f es sobreyectivo.
3. f es isomorfismo si f es biyectivo.
4. f es un endomorfismo si G = G'.
5. f es un automorfismo si f es un endomorfismo biyectivo.

Ejemplos 2.2.4 1. Si H es un subgrupo de G, la inclusion de H en G es

un monomorfismo.

Si N es un subgrupo normal de G, la aplicacion 7 : G — G/H dada
por m(x) = xH es un epimorfismo que recibe el nombre de proyeccion
candnica de G sobre G/H. Su nicleo es ker(w) = N.

Dados dos grupos G y H, la aplicacién f : G — H dada por f(a) =1
para cada a € G es un homomorfismo llamado homomorfismo trivial
de G en H. Su nicleo es todo G. Si H # {1}, entonces f no es ni
monomorfismo ni epimorfismo.

La aplicacidn f : Z — Z dada por f(n) = 3n es un monomorfismo pero
no es epimorfismo. De hecho, como veremos, todo endomorfismo de Z
estd definido por multiplicacién por un elemento a € Z.

El morfismo del Ejemplo 2.1.2(3) es un isomorfismo.

Nuestro primer objetivo es caracterizar monomorfismos, epimorfismos e

isomorfismos en funcién del nicleo y la imagen.

Proposicién 2.2.5 Sean G y G’ dos grupos y f : G — G’ un homomorfismo
de grupos. Entonces se verifica:

1. f es monomorfismo < ker(f) = {1}.
2. f es epimorfismo <= Im(f) = G'.
DEMOSTRACION.

(1) =: Si z € ker(f) entonces f(z) = 1. Por otro lado se verifica que

f(1) = 1. Por tanto, f(z) = f(1), y al ser f una aplicacién inyectiva,
tenemos que z = 1. Por tanto ker(f) = {1}.

<=: Veamos que f es una aplicacién inyectiva. Supongamos que f(z
1

) =
f(y). Entonces f(z)f(y)™! = 1, es decir 1 = f(z)f(y)™' = f(zy™"), ¥
asf zy~! € ker(f). Como por hipétesis ker(f) = {1}, entonces zy~! = 1,

y de ahi que = = y.



2.2 Nicleo e Imagen de un homomorfismo 43

(2) Evidente.

]
A continuacién caracterizaremos los isomorfismos en funcién de nicleo e
imagen. Para ello necesitamos el siguiente resultado previo.

Lema 2.2.6 Si f : G — G’ es un isomorfismo entre los grupos G y G',
entonces f~1: G' — G es también un isomorfismo.

DEMOSTRACION. En efecto, como la inversa de toda aplicacién biyectiva tam-
bién lo es, nos bastara demostrar que f~! es un homomorfismo de grupos.
Sean y1, 1 € G' tales que f(y) = 21, f(y) = T, s decir f(z1) = y1,
f{x3) = y2. Como f es un homomorfismo, tendremos que

flx1z2) = f(x1) f(z2) = 11y
luego 172 = f~(y192), de donde

S ) = mza = 7 (01) 7 (v2).

Asi podemos afirmar que f~! es un homomorfismo de grupos.
|

Proposicién 2.2.7 Sea f : G — G’ un morfismo de grupos. Entonces, f es
isomorfismo si y solo si es monomorfismo y epimorfismo.

DEMOSTRACION. Si f es isomorfismo, por el Lema 2.2.6, se tiene que la apli-
cacién g := f7!: G’ = G es isomorfismo. Entonces,

gf =ldg,  fg=Ide.

Sea z € ker(f). Entonces, z = g(f(z)) = g(1) = 1, de donde f es monomor-
fismo. Sea y € G’. Entonces, y = f(g(y)) con g(y) € G, por lo que f es
epimorfismo.

Reciprocamente, si f es monomorfismo y epimorfismo, definimos

g: & — G
y +— =z (talque f(z) =y)

Como f es epimorfismo, g esté definida para todo y € G'.

Como f es monomorfismo, existe un unico x € G tal que f(z) =y, por lo
que la aplicacién g estd bien definida. Veamos que es morfismo de grupos. Sean
v,y € G’ ysean z = g(y), ' = g(¥'), y 2" = g(yy’'). Entonces, por definicién
de g, tenemos f(z) =y, f(z') =y, f(z") = yy' = f(x)f(¢') = f(zz’). Como
f es monomorfismo, tenemos =" = xz’, de donde g(yy') = g(y)g9(y'). Por tanto
es morfismo de grupos, y claramente gf = Idg, fg = Idy.

|
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Proposicién 2.2.8 Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos G y
G'. Entonces:

1. Si H es un subgrupo de G entonces f(H) es un subgrupo de G'.
2. Si H' es un subgrupo de G' entonces
fiH)={z€G: f(z) e H'}
es un subgrupo de G.

3. Si H' es un subgrupo normal de G’ entonces f~'(H') es un subgrupo
normal de G.

4. Si H es un subgrupo normal de G y f es un epimorfismo entonces f(H)
es un subgrupo normal de G'.

DEMOSTRACION.
(1) (a) Tenemos que f(H) # 0 ya que 1 = f(1) € f(H), al ser H un
subgrupo de G. Por definicién se verifica que f(H) C G'.

(b) Para cualesquiera y, y» € f(H) existen z;, o € H tales que
f(z1) = y1 vy f(zz) = y2. Como f es un homomorfismo de gru-
pos,

nys' = () f(z2) ™t = flz) fz37) = flanaz?)
donde z,7;* € H, por ser H un subgrupo de G. Por tanto, yyy !t €
f(H).

(2) (a) f7Y(H') # 0, ya que f(1) = 1 € H’, al ser H' un subgrupo. Por
tanto 1 € f~1(H').

(b) Si zy,zo € f~1(H'), entonces se verifica f(z1), f(z2) € H', y al ser
H’ un subgrupo,

flazz') = f@1)f(27") = f(@)f(z2) " € H'
Asi yxyt € fTHHY).

(3) Veamos que f~!(H’) es un subgrupo normal de G. Sean 21,7 € G tales
que 2172 € f~1(H'). Entonces f(z;x2) € H'. Por tanto,

f(z1)f(z2) = flzrze) € H',
y al ser H' un subgrupo normal de G’, tendremos que
flazam1) = fz2) f(z1) € H,

y de ahf que zoz; € f~(H’). Por tanto, f~'(H') es un subgrupo normal
de G.
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(4) Veamos que para cualquier y € G’ se tiene

y~ f(H)y € f(H).

Si z € y ' f(H)y, entonces 2 = y~!f(h)y con h € H. Por otro lado,
como f es una aplicacién sobreyectiva, existe * € G tal que y = f(x).
Asi tenemos que

2= f(z) f(h)f(z) = fz7 ha).

Pero H es un subgrupo normal en G, de donde z7thz € H, y de ahi que
z € f(H). Asi queda demostrado que f(H) es un subgrupo normal en
G

Observacién 2.2.9 1. Como ker(f) = f~1({1}), y {1} es un subgrupo
normal de G', se tiene de nuevo que ker(f) es un subgrupo normal de G.

2. La afirmacidn de Proposicion 2.2.8(4) falla cuando se pierde la exhaus-
tividad del morfismo. Por ejemplo, como veremos en el Teorema 2.4.3,
el subgrupo de Sz generado por (1,2) (la permutacion que cambia 1 por
2, 2 por 1 y deja fijo 3) es isomorfo a Z/2Z. Sin embargo {(1,2)) no es
normal, ya que (1,2,3)(1,2)(1,2,3)"! = (2,3). Por tanto, el monomor-
fismo f : ZJ2Z — Ss, definido por f(1) = (1,2), envia un subgrupo
normal a un subgrupo que no lo es.

El orden de un elemento también se ve afectado por los morfismos de grupo
como se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.10 Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos G
y G'. y sea z € G un elemento de orden m. Entonces se verifica:

1. o(f(z)) divide am.

2. Si f es inyectiva, entonces o(f(z)) = m.

DEMOSTRACION.

(1) Si z es un elemento de orden m, entonces se verifica que ™ = 1. Por
tanto

luego o f(x)) divide a m.
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(2) Por el apartado anterior se tiene o(f(x)) divide a m. Si o(f(z)) = k,
entonces f(z)¥ = 1, luego f(z*) = 1. Asi, z¥ € ker(f). Pero al ser
f una aplicacién inyectiva, por la Proposicién 2.2.5(1), tenemos que
z¥F = 1, luego m divide a k, o lo que es lo mismo, m divide a o(f(z)).

Asi o(f(z)) =m.

|
Asimismo se tiene un buen comportamiento de los morfismos respecto de
la composicién, alli donde ésta tiene sentido.

Proposicién 2.2.11 Sean f: G — G y g: G — G” dos homomorfismos
entre los grupos G, G' y G”. Entonces también lo es

gof:G— G".
DEMOSTRACION. Dados z,y € G, se tiene que

(go f)(zy) = glf(zy)] = g[f(x)f(W)] = glf (@)]glf (W)] = (g0 F){z)(g° f)y).

Notacion 2.2.12 Denotaremos por:
s Hom(G,G') al conjunto de todos los homomorfismos de G en G'.
v End(G) al conjunto de todos los endomorfismos en G.

» Aut(G) al conjunto de todos los automorfismos en G.

En particular, del Lema 2.2.6 y Proposicién 2.2.11 se desprende que Aut(G)
es un grupo con la operacién composicién, y la identidad como elemento neutro.

Definicién 2.2.13 Diremos que los grupos G y G’ son isomorfos si existe un
isomorfismo f: G — G'. En tal caso, lo denotaremos por G = G'.

Dos grupos isomorfos tienen las “mismas propiedades” como grupos. En la
siguiente proposicidon presentaremos varios ejemplos de este hecho.

Proposicion 2.2.14 Sean G y G’ dos grupos isomorfos. Entonces se verifica:
1. G es abeliano si y sélo si G' es abeliano.

2. G es ciclico si y sdlo si G es ciclico.
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DEMOSTRACION.

(1)

Si G y G’ son isomorfos, entonces existird un isomorfismo f: G — G'.
Si y1,y2 € G', como f es aplicacién sobreyectiva, existen z;, 1 € G tales
que

1= f(fﬂl), Y2 = f(332)

Asi, al ser f un homomorfismo y G abeliano tendremos:

nye = f(z1)f(x2) = f(a132) = fxazy) = f(z2) f(x2) = yarn.

La implicacién contraria es consecuencia de que f~! es isomorfismo si f
lo es.

Si G es ciclico, entonces tendremos G = (a) con a € G. Vamos a probar
que G’ = (f(a)). Si y € G’ entonces, como f es una aplicacién sobreyec-
tiva, existe z € G tal que f(z) = y. Pero si z € G = (a), existird un
entero k € Z tal que z = aF. Asi

luego G' C {f(a)). Como siempre se verifica que (f(a)) C G', entonces
tendremos que G’ = (f(a)). La implicacién contraria se demuestra apli-
cando este resultado a f~!, que es también un isomorfismo.

Como aplicacién de la proposicién anterior, podemos afirmar que S3 no
puede ser isomorfo a Zg, ya que éste es abeliano mientras que el primero no lo
es. Por lo tanto, el orden de un subgrupo no clasifica a éste salvo isomorfismo,
aunque grupos isomorfos tiene necesariamente la misma cardinalidad.

La siguiente proposicién justifica el hecho de que al grupo de las permuta-
ciones de un conjunto X de n elementos en s{ mismo, le llamemos S,,.

Proposicion 2.2.15 Sean X, Y dos conjuntos no vacios con la misma cardi-
nalidad. Entonces los grupos (S(X),o) y (S(Y),0) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Como X e Y tienen la misma cardinalidad, podemos estable-
cer una biyeccién f : X — Y. Consideremos la siguiente aplicacién:

é:8(X) — S(Y)
g — fogofL

Vamos a probar que ¢ es un isomorfismo.
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2.3. Factorizaciéon candénica de un homomor-
fismo

Finalmente, procedemos a establecer la manera en que cualquier morfismo
de grupos factoriza, de manera canénica, a través de un epimorfismo y un
monomorfismo. Para ello, presentaremos en primer lugar un resultado més
general.

Proposicién 2.3.1 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, y sea H
un subgrupo normal de G. Entonces son equivalentes:

1. H es un subgrupo de ker(f).
2. Eriste un tinico homomorfismo f : G/H — G' tal que fow = f.

DEMOSTRACION. (1) => (2) : Sea la aplicacién f : G/H — G’ definida por

flaH) = f(a). Veamos que:

= f estd bien definida, ya que si aH = bH entonces a~'b € H, siendo H un
subgrupo de ker(f). Por tanto, f(a_‘lb) =1, y al ser f un homomorfismo,
f(a) = f(b) con lo cual f(aH) = f(bH).

» fes homomorfismo de grupos, ya que f((aH)(bH)) = f(abH) = f(ab) =
Ha)f(b) = faH)f(bH).

» fom=f, ya que para todo a € G, se tiene

(fom)(a) = flaH) = f(a).

= f es lnico, ya que supongamos que existe g : G/H — G tal que
gom = f. Entonces se tiene, para todo aH € G/H:

glaH) = g(r(a)) = (go)(a) = f(a) = (Fo7) (a) = f(aH).
2 =>1:Sear € H. Entonces tH = H, por tanto, al ser f un homomor-

fismo de grupos, f(zH) = 1. Pero 1 = f(zH) = (f o n)(z) = f(x), de
donde z € ker(f).

Proposicién 2.3.2 (Factorizacién candnica de un homomorfismo) Sea
f: G — G’ un homomorfismo entre los grupos G y G’. Entonces eziste un
unico isomorfismo

f:G/ker(f) — Im(f)

que hace conmutativo el siguiente diagrama,

G EENe
7rl Ti

G/ker(f) -5 Im(f)
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DEMOSTRACION. Sea el monomorfismo
i:Im(f) — G
f(x) — f(2).

Consideremos el homomorfismo de grupos dado por f; : G — Im(f), y ob-
servemos que i o fi = f. Como ker(f) es un subgrupo normal de G, por la
Proposicién 2.3.1, existe un dnico homomorfismo

f:G/ker(f) — Im(f)
z(ker(f)) — f(z)

tal que f om = fi. Veamos que f es un isomorfismo:
= f es monomorfismo. Si z(ker(f)) € ker(f), tendremos que
1= f(z(ker(f))) = f(2),
luego ker(f) es la clase de ker(f), es decir, 1.
» f es epimorfismo, ya que Im(f) = Im(f).

Por tanto f es un isomorfismo. Por tltimo afirmamos que el diagrama es con-
mutativo, ya que

(iofom)=io(fom) =iofi=f.

2.4. Teoremas de Isomorfia

La escisién canénica establece métodos para representar ciertos grupos me-
diante imagenes isomorfas. Son los llamados Teoremas de Isomorfia.

Corolario 2.4.1 (Primer Teorema de Isomorfia) Si f : G — G’ es un
homomorfismo entre los grupos G y G', entonces se verifica:

G/ ker(f) = Im(f).

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.3.2, al afirmar
la existencia del isomorfismo

f:G/ker(f) — Im(f)
z(ker(f)) — f(z).
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Ejemplo 2.4.2 La aplicacion f : C* — R\ {0}, definida asignando a cada
complejo no nulo su norma, es un epimorfismo. Dado que su nicleo es ker(f) =
St, concluimos por el Primer Teorema de Isomorfia que C*/S' = R* \ {0}.

Utilizando el Primer Teorema de Isomorfia, podemos establecer una clasi-
ficacién para los grupos ciclicos.

Teorema 2.4.3 (Teorema de clasificacién de los grupos ciclicos)
1. SiG es un grupo ciclico infinito, entonces G es isomorfo al grupo (Z, +).

2. SiG esun grupo ciclico finito, entonces G es isomorfo al grupo (Z/nZ,+)
para algin n € N,

DEMOSTRACION. Si G es un grupo ciclico, entonces existe a € G tal que
G = (a). Asf tiene sentido considerar la siguiente aplicacién:

f:Z — G

k — a

Veamos que f es un epimorfismo.
= f es homomorfismo ya que f(k; + kg) = ak1+%2 = f(k;) f (k).

» f es sobreyectiva, ya que cada elemento b € G = (a) es de la forma
b = a*, para algiin k € Z, y de ahi

b= a® = f(k), para algin k € Z.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia, tendremos:
Z/ker(f) =G
Vamos a estudiar el conjunto ker(f). Pueden darse dos situaciones:
(1) Siker(f) = {0}, entonces Z = G.

(2) Si Si ker(f) # {0}, entonces existe un natural n tal que ker(f) = nZ.
Entonces Z/nZ = G. En particular, o(G) = n.

|

Anteriormente habiamos demostrado que Z y Z/mZ son grupos ciclicos, y

con este teorema podemos afirmar que Z y Z/mZ son los inicos grupos ciclicos
que existen, salvo isomorfismo.

Corolario 2.4.4 Sea f : G — G’ un homomorfismo sobreyectivo entre los
grupos G y G'. Fntonces:
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1. G/ker(f) es isomorfo a G'.

2. FEziste una correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G' y los sub-
grupos de G que contienen a ker(f).

A continuacién vamos a dar la solucién de algunos ejemplos de grupos
cocientes que presentamos anteriormente

Ejemplo 2.4.5 La aplicacion

[ (GLy(R),)) — (R%,.)
A +— det(4)

es un epimorfismo. Si A € ker(f) entonces se verifica que det(A) = 1, por
tanto, ker(f) = SLy(R) y de ahi que GLy(R)/SLo(R) = R*.

Ejemplo 2.4.6 Dado un entero positivo n se define fn : (Z,+) — (Zn,+)
mediante f,(2) = [2]n, donde [2], representa la clase de z mddulo n. Entonces
se verifica que f, es un homomorfismo sobreyectivo. Vamos a calcular el ker(f),

ker(f) ={2€Z: fu(2) = [0ln} ={z € Z: 2=0(mdédn)} = nZ.
Ast aplicando el Primer Teorema de Isomorfia tendremos que,
Z/nZ = L.
Ejemplo 2.4.7 Dados dos nimeros enteros positivos n y m, definimos

f:(nZ,+) — (Zp,+)

nz > [2lm,

donde (2] representa la clase de z mdédulo m. Se verifica que f es un homo-
morfismo sobreyectivo. Vamos a calcular el nicleo,

ker(f) = {nz € nZ: f(nz) = [0]n} = {nz € nZ: [z], = [0} =
={nzenZ:z2=0médm)} ={nze€nZ:z=km,kel} =
= {knm: k € Z} = nmZ.

Por tanto, nZ/nmZ = Z,,.

Otra aplicacién del Primer Teorema, de Isomorfia es el Teorema Chino de
los Restos
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Teorema 2.4.8 (Teorema Chino de los Restos) Sean di, ..., d; nimeros
enteros no nulos, coprimos dos a dos. Entonces

Z/(dy---d)Z = (Z)Z) x --- x (Z)d,Z).
DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién
$:Z — (Z/dZ)x - x (Z/d:Z)
m +— (m+dZ,---,m+dZ).
Claramente ¢ es un homomorfismo de grupos. Su nicleo viene dado por
ker(d) ={m € Z: dm, 1 <i < t}.

Como mcd(d;,d;) = 1 para i # j, tenemos que ker(¢) = (d - - - di)Z.
Asi Z/(dy - - - d¢)Z es isomorfo a un subgrupo de (Z/d1Z) X - - - x (Z/d,Z), pero

card (Z/(d, -+ di)Z) = card (Z/d\Z % - - - x Z]d,Z)
de donde
Z/(dy-d)Z = (Z/Z) x -+ x (Z]dZ).
[

Proposicién 2.4.9 Sea G un grupo, y sean H y K subgrupos normales de G
tales que HN K = {1}. Entonces HK = H x K.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer G = HK.
Definimos

f:HxK — HK
(h,k) +— hk.

Como H N K = {1}, entonces hk = kh, para todo h € H y para todo k € K.
Por tanto, f es un morfismo. De forma clara se verifica que f es epimorfismo.
Su nucleo viene dado por

ker(f) = {(h,k): hk=1}.

Como HNK = {1}, se tiene que ker(f) = {(1,1)}. De todo lo anterior podemos
afirmar que H x K =2 HK.
(]

Teorema 2.4.10 (Segundo Teorema de Isomorfia)
Sean N y H subgrupos normales de un grupo G, tales que N C H. Entonces
se verifica que:
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DEMOSTRACION.

(1) Sean a,b € H tales que ab € H N N. Veremos que ba € HN N.
Si ab € HN N, entonces ab € N, con a,b € G. Pero al ser N subgrupo
normal de G, entonces ba € N. Por otra parte, si a,b € H, y H es un
subgrupo, tendremos que ba € H y de ahi afirmamos que

bac HNN.

(2) Para ver que HN es subgrupo de G, demostraremos que HN = NH.
Six € HN, existen h € H y n € N tales que z = hn. En particular
z € hN, pero al ser N subgrupo normal de G, tenemos que hN = Nh.
Asi,
x€hN=NhCNH,
de donde HN C NH. De la misma forma se demuestra que NH C HN.
Por la Proposicién 1.2.21, NH es subgrupo de G.

(3) Sabemos que N C HN. Por tanto, como N es un subgrupo normal en
G, claramente N sea un subgrupo normal de NH.

(4) Consideramos la aplicacién dada por

f:H — (HN)/N
h +— hN.

Se verifica que:

» f es homomorfismo, ya que dados hihy € H, se tiene
f(hhe) = (hihe) N = (RiN)(hoN) = f(h1) f(ha).
s f es sobreyectiva, ya que para todo zN € (HN)/N, se tiene que
z=hn,conh€ H neN.
Entonces z7'h = n~! € N, luego zN = hN = f(h). Asf para todo
N € (HN)/N, existe h € H, tal que f(h) = zH.

s ker(f) = HNN, ya quesi z € ker(f), tenemos que f(z) = zN = N,
de donde x € N. Asi ker(f) C N. Pero ker(f) es un subgrupo de
H, de donde ker(f) € H N N. Reciprocamente, si z € HN N, en
particular € N y por tanto f(z) = zN = N, lo que es equivalente
a afirmar que z € ker(f). Asi NN H C ker(f). Por tanto ker(f) =
HNN.

Asi aplicando el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos que

(HN)/N = H/(H N N).
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2.5. Ejercicios
1. Decid cuéles de las aplicaciones siguientes son homomorfismos de grupos,
indicando en cada caso si la aplicacion es inyectiva o suprayectiva:
a) f:Z — Q* definida por f(z) = 5
b) f:R* — R* definida por f(z) = z3.
¢) f:R% — R definida por f(z) = In(z) (R% es el grupo multiplica-
tivo de los nimeros reales estrictamente positivos.)
2. Sea f:(R,+) — (GLa(R),") la aplicacién dada por
coOST senc
f(z) = ( —Senz CosT ) '
Demostrad que f es un homomorfismo y calculad su niicleo.
3. Designemos por Q, R’ los grupos multiplicativos de los niimeros (racionales
o reales) estrictamente positivos. Sean U = {2 € C:|z|=1} vy
C, = {1, —1}. Probad que:
a) C/R=R.
b) C /Ry =U.
¢) C/U=RL=R*/C,.
d) R*/R} = C2 Q/Qs.
e) Q°/C;=
4. Sean n y m enteros positivos. Probad que:
a) Hom(Z,Z) = {f.: (a € Z) A (fo(z) = za;Vz € Z)}.
b) Hom(Z/mZ,Z) = {0}.
¢) Hom(Z,Z/nZ)=
={fa: (@€ {0,1,...,n =1} A (folz) =za +nZ;V2 € Z)}.
d) Hom(Z/mZ,Z/nZ) = {f.(x + mZ) = az + nZ, a = %d’,Vz € L)},
siendo d = med(n,m) y o’ € {0,1,...,d — 1}.
5. Sean m,n € Z* \ {0}.

a) Probad que si existe un homomorfismo inyectivo de Z/mZ en Z/nZ
entonces m | n.

b) Sim | ny para cadaad € {0,1,...,m — 1} consideramos
fo € Hom(Z/mZ,Z/nZ) definido por f,(z + mZ) = Zza' + nZ.
Probad que:



f:G — G

Tr — I,






Capitulo 3

Grupos Abelianos Finitamente
Generados

Este capitulo se centra en estudiar la clase de grupos abelianos con un
nimero finito de generadores. El objetivo es obtener teoremas de estructura y
clasificacién para esta clase particular. Usaremos una argumentacién basada
en técnicas del Algebra Lineal, que tomamos prestada de [7], y que nos parece
maés intuitiva.

3.1. Torsién en un grupo

Definicién 3.1.1 Sea G un grupo. Consideramos el conjunto
T(G) = {z € G : o(z) es finito} .

Decimos que G tiene torsion si T(G) # {1}. Decimos que G es libre de torsidn
en caso contrario.

Observaciones 3.1.2 1. Si G es abeliano, entonces T(G) es un subgrupo
de G:
» T(G) # 0, pues 1 € T(G) ya que o(1) = 1.
s Sean z,y € T(G). Como G es abeliano, por la Proposicién 1.8.6,

o(zy™') divide al minimo comin muiltiplo de o(x) y de o(y™"), donde
o(y™!) = o(y). Asi zy~! € T(G).

Decimos que T'(G) es el subgrupo de torsion de G.

2. En general, si G no es abeliano, T(G) no es subgrupo de G. Conside-
remos, por ejemplo, el grupo G = GLa(R) y sean

~(2) ()
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Evidentemente
I 1 0Y 1
Y =\o1)7"
luego z,y € T(G). Sin embargo zy ¢ T(G), pues se puede probar, por
induccion, que para cada n € N
n 1 n
(zy) :<o 1)#1-
3. Sea G un grupo abeliano y T = T(G). Entonces el cociente G/T no tiene

<

torsion. Esto es porque, si o(zT) = n, resulta que (zT)* =T, es decir
a"T =T. Entonces x™ € T, es decir o(z") es finito, o lo que es lo mismo
(z™)™ = 1 para cierto entero positivo m, y de aqui 2™ =1, luegox € T
yasixzl =T.
)

[ N .
El grupo G = Z x -+ x Z es libre de torsion. Esto es obvio, ya que, si
x € G\ {1} siendo x = (x1,---,x,), entonces x; # 0 para algin i, con
1 <i<r yasipara cada n € N\ {0}, se tiene

" =nr=(nxy,...,nx...,0x) #(0,...,0),
ya que nx; # 0.

Si G es finito, entonces G = T((G). Para ver esto, observemos que si
n = o(G), entonces " =1 para todo x € G y de ahi x € T(QG).

El reciproco del apartado anterior es falso. Por ejemplo, consideremos el
grupo G = Q/Z, que no es finito; si p y q son numeros primos distintos,
entonces

1 1
- +Z#-+7Z.
p q
Sin embargo T(G) = G ya que dado = = n +Z € Q/Z, resulta
n
nt=m+2Z=0+7Z=27.

Si G es abeliano y K es un subgrupo de G, entonces T(K) = K NT(G).
Esto es obuvio, ya que

T(K)={x € K :o(x) es finito } = KNT(G).

En particular, si K es libre de torsion, KNT(G) = {1} y si G es libre de
torsion también lo es K, ya que en ese caso tenemos que T(G) = {1}.
Por tanto T(K) = KN {1} = {1}.
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= f es homomorfismo ya que

flxy, - zs) + (Y, ¥s)] = Fl@r+y1, .-, Zs +Ys) =
=[04+mZ,...,0 + mZ,x; +y1,..., 25 +ys) + T] =
=[(0+mZ,...,0+mZ,z1,...,25) + T|+
+[(0+miZ,...,0+ m,Z,ys1,...,ys) + T} =
flza,...,z5) —l—f(yl,...A,ys).

s f es inyectiva ya que para todo (z1,...,z,) € Z° tal que f(z1,...,25) =
T, se tiene Entonces

O+mZ,...,.0+mZ,z1,...,25)+T =T.

Por tanto,
O04+miZ,....,.0+m,Z,z1,...,25) €T.

Ast, por el Ejemplo 8.1.8, tenemos que x1 = -+ =z, = 0.
» Veamos que f es sobreyectiva. Para ello sea
u=(ay +mZ,...,ar + mZ,21,...,25) + T € G/T.
Entonces, por el Ejemplo 3.1.3, sabemos que
z={(ay + miZ,...,a, + m,;Z,0,...,0) € T.
Por tanto,
u=(a;+miZ,...,ar + ML, x1,...,25) + T =

= [(a1 + MiZ,...,ar + m;Z,21,...,%s) + T|—
—(ay + miZ,...,a, + m,Z,0,...,0)+T] =
=[0+mZ,...,0+m,Z,zy,...,25) + T| = f(z1,...,2s).

3.2. Independencia lineal, generadores y bases

Definicién 3.2.1 Sea G un grupo abeliano.

1. Un subcongunto {z1,...,z,} de G, decimos que es linealmente indepen-
diente si

nmr+- 02, =0=n=--=n,=0,

donden; € Z,1 <i<r.
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2. Decimos que G es finitamente generado si existe un subconjunto
{z1,...,2z,} de G tal que, para todo elemento x de G ezisten
ni,...,n € Z con

Tr=mnz +- -+ N,

En este caso diremos que el conjunto {zi,...,2,} es un sistema gene-
rador del grupo G. De hecho es la definicidn vista en el Capitulo 1.

3. Decimos que un subconjunto {zi,...,z.} de G, es una base si es un
sistema generador y es linealmente independiente.

Proposicién 3.2.2 Sea G un grupo abeliano y sean x1,...,z, elementos de
G. La aplicacion

1z — G
(nl,'-wns) > Ty + 0+ T,
es un homomorfismo de grupos. Ademds, los x; son linealmente independien-

tes, sistema generador o base si y sélo si f es respectivamente monomorfismo,
epimorfismo o isomorfismo.

La demostracién se deja como ejercicio al lector.

Definicién 3.2.3 Un grupo abeliano libre es un grupo abeliano que admite
una base. El cardinal de la base se llama rango del grupo.

Observacion 3.2.4 St un grupo abeliano finitamente generado admite una
base, ésta serd finita; por tanto los grupos abelianos libres finitamente gene-
rados son eractamente los isomorfos a Z*° para algin s.

Observaciones 3.2.5 1. Un grupo abeliano finitamente generado no nece-
sariamente tiene base, como puede verse en el caso de Z,,. Se verifica que
{1} es sistema generador, pero no es linealmente independiente.

2. Dados dos grupos G, y G, tales que G; C G2 y rang(G;) = rang(G,),
no se tiene necesariamente que G, = G9. Podemos considerar el caso
27 C Z.

3. Todo grupo abeliano finitamente generado es cociente de Z° para cierto
s € N. Basta considerar la aplicacion
0.7 — G
€ +t— Iy
de la Proposicion 3.2.2, para {z1,...,z,} C G un sistema de genera-
dores, donde e; representa a una s-upla con todas las componentes cero

excepto la que ocupa el lugar i-ésimo que es 1. Se verifica que ¢ es un
epimorfismo, de donde por el Primer Teorema de Isomorfia, se tiene

G =2 Z°/ ker(¢).
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4. Si elegimos bases, eriste wuna biyeccion natural entre los conjuntos
Homg(Z". Z°) y Msxr(Z). Para ello consideramos wuna base de Z7 y
una base de Z°. Sean éstas {uy,...,u,} y {vi....,vs} respectivamente.
Entonces se tendrd que

fluy) = Zaijvj-, 1<j<r
i=1

Andlogamente al caso de espacios vectoriales, la aplicacion f queda ex-
presada por la matriz A € M,y,. dada por

ay ayz ... Qp

sy QAo ... dQdagp
A=

dg1 Ago ... Qg

Reciprocamente dada una matriz A € M,y,, una vez fijadas las bases. se
tiene un homomorfismo. f € Homg(Z",Z°).

Antes de sefialar algunas observaciones recordamos algunas ideas sobre el
rango v el determinante de una matriz.

Definicién 3.2.6 Dada una matriz A € M, x.,(Z), llamamos rango de la ma-
triz A. al ndmero mdximo de columnas linealmente independientes.

Andlogamente a como se ha definido el concepto de determinante de una
matriz cuadrada con coeficientes sobre un cuerpo. puede definirse el concepto
de determinante de una matriz con coeficientes enteros. verificindose en este
caso las misinas propiedades. En concreto sefialamos las siguientes:

= Dadas dos matrices A, B € M,(Z), se tiene

det(AB) = det(A)det(B).

= Una matriz A € 1M, (Z) es invertible si y sélo si det(A) es invertible en
Z.

También es posible definir el rango de una matriz cuadrada mediante de-
terminantes. Asi, el rango de una matriz A coincide con el orden del mayvor
menor 1o uulo de dicha matriz; es decir, que una matriz A tiene de rango el
numero natural 2 cuando existe al menos un menor de orden h distinto de
cero, y todos los menores de 6rdenes superiores a h, si los hay, son nulos.

Observacion 3.2.7 Sea A € M.(Z), [ : Z" — Z°. Entonces, por la
Proposicion 8.2.2, se verifica:
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Por la Proposicién 2.2.8(1), f(N) es subgrupo de Z. Asimismo, existe
m € N tal que f(N) = mZ. En particular, m € f(N). Por tanto, existe
z = (ny,...,ns) € N tal que f(z) = m. Veamos que

N =ker(f) + (z).

Siempre se verifica que ker(f) + (r) C N. Para la otra inclusién, sea y =
(¥1,--.,Ys) € N. Entonces

v = fy) € f(N) = mZ.

Por tanto, existe a € Z tal que y; = ma. Por otro lado, tenemos que y—az € N,
ya que N es un subgrupo. También se verifica que

fly—az) = f(y) —af(z) =y —ma=0.

Por tanto, y — ax € ker(f). Asi y € ker(f) + (z).

Consideremos el siguiente homomorfismo de grupos:

¢ :ker(f) — Z°7!

(Oan%-'-,ns) L— (n2y---7ns)

Como ¢ es un monomorfismo, se tiene que ker( f) es isomorfo a un subgrupo
de Z°~1. Aplicando la hipétesis de induccién, tendremos que ker(f) es finita-
mente generado y de rango finito. Por tanto N es un subgrupo finitamente
generado, al ser suma de dos subgrupos finitamente generados. Como () es
ciclico,

rang(ker(f)) < rang(N) < rang(ker(f)) + 1.

Sea ahora un subgrupo H arbitrario de un grupo abeliano finitamente ge-
nerado G. Al ser G un grupo finitamente generado, podemos establecer un
epimorfismo f : Z°* — G para cierto s € N. As{ tenemos el siguiente diagrama
conmutativo de homomorfismos de grupos:

zz L
il T
) L

donde las flechas verticales son las inclusiones canénicas y las horizontales son
epimorfismos. Por la Proposicién 2.2.8(2), f~'(H) es un subgrupo de Z°. Por
tanto f~!(H) es un subgrupo finitamente generado. Asi H es un subgrupo
finitamente generado. Como G es de rango finito, también lo es H.
u
Vamos a ver a continuacién algunas propiedades basicas del rango.
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Proposicién 3.3.4 1. El rango es invariante por isomorfismos.

2. Sean Gi1,G, grupos abelianos y supongamos que G es finitamente gene-
rado. St f : G; — Gq es un monomorfismo, entonces Gy es finitamente
generado y rang(G;) < rang(Gs). Si f : G — G, es un epimorfismo,
entonces G es finitamente generado y rang(G;) < rang(G,).

3. El rango de un grupo abeliano finito es cero.

4. Elrango de Z* es s.

5. Todas las bases de un grupo abeliano finitamente generado libre tienen la
misma cardinalidad, que coincide con su rango.

6. SiG es un grupo abeliano finitamente generado y N es un subgrupo de
G, entonces

rang(G/N) = rang(G) — rang(N).
7. 8i G y Gs son grupos abelianos finitamente generados, entonces
rang(Gy X G) = rang(G1) + rang(Gs).
DEMOSTRACION.

(1)

(2)

Basta tener en cuenta que la imagen mediante un isomorfismo de ele-
mentos linealmente independientes son también linealmente indepen-
dientes.

Si f : Gy — G5 es un monomorfismo, entonces por el Primer Teorema, de
Isomorfia se tiene que G = f(G;). Asi, por (1), rang(G;) = rang(f(G1)).
Por otra parte f(G1) es subgrupo de G, y por el Teorema 3.3.3 se tiene
que f(G;) es finitamente generado. Como rang(f(G1)) < rang(G), se
tiene el resultado.

Sea {z1,...,2,} un sistema generador de G5. Si f : G, — G es un
epimorfismo entonces se verifica que {f(z1),..., f(z,)} es un sistema
generador de G;. Por tanto G; es también finitamente generado. Por el
Primer Teorema de Isomorfia G; = G/ ker(f), de donde rang(G;) <
rang(Gz).

Sea G un grupo abeliano finito. Supongamos que el rango no sea cero.
Entonces existira al menos x € G tal que z es linealmente independiente.
Por tanto podemos definir un monomorfismo f : Z — G dado por
f(n) = nz. Pero esto es contradictorio con el hecho de que G es un
grupo finito.
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(4)

Observemos que Z* C Q. Dado {ey,...,e,} un subconjunto de Z°, va-
mos a demostrar el siguiente resultado:

{ei1,...,en} son Z-linealmente independientes <= {ey,...,e,} son li-
nealmente independientes como elementos del Q-espacio vectorial Q°.

<=—: Trivial.
=—: Consideremos una combinacién lineal

QI61+"'+Qnen=0

a; ) .
donde ¢; = b—l con 1 <i < n. Definimos
i

b=1by- b, y 3i=b1"'bi—lbiﬂ"'bn-
Entonces se tiene
0=>b(qies + -+ gnen) = bgrer + -+ - + bgne, = a151€1 +- 4+ 0131611-

pero {e1,...,e,} es un conjunto de elementos Z-linealmente indepen-
dientes. Por tanto, se tiene que a;b; = 0 para 1 <1 < n, de donde q; =0
y en consecuencia g; = 0 para 1 <7 < n.

Con la afirmacién anterior, como Q° es un Q-espacio vectorial de dimen-
sién s, se tiene el resultado.

Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre. Sean B y B’ dos
bases de G tales que rang(B) = r y rang(B’) = s. Entonces se tienen

isomorfismos
fZn— G, g:7° — G.

En particular, tendremos que g~ o f : Z" — Z° es un isomorfismo.
Entonces, por (1), se verifica que rang(Z") = rang(Z?). Pero por (4) se
tiene que rang(Z") = r y rang(Z*) = s. Asi r = s.

Supongamos que rang(G/N) = s y rang(N) = r. Vamos a probar que
rang(G) = r + s. Es sencillo comprobar que, si y1,...,y, € N son
elementos linealmente independientes y z; + N,...,z; + N € G/N son
linealmente independientes entonces los elementos

L1y Ty Y1y -5 Yr

son también linealmente independientes en G. Por tanto rang(G) > r+s.
Para probar que rang(G) = r + s, probaremos que cualquier familia que
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tenga r + s + 1 elementos es linealmente dependiente.

Consideremos r+s+1 elementos cualesquiera de G y sea {zy,...,2;} una
subfamilia maximal con la propiedad de que sus clases z; + N,...,z; +
N € G/N sea linealmente independientes. Claramente se tiene que t < s
va que rang(G/N) = s. Asi tiene sentido considerar r + 1 elementos
distintos de los z;. Veamos que los elementos

L1y s Tty Y1y ooy Yrs1,s

son linealmente dependientes.

Para cualquier y;, los elementos
1'1+N,172+N,...,.T3+N,yi+N

son linealmente dependientes (por la maximalidad de t). Por tanto. se
tienen las siguientes relaciones

mpr,  + -+ mpry  + niy = zn€EeEN
mary 4+ o0+ moxy + NaYo = 20 €N
MeEp11T1 + 0+ Mg + NeenYee) = 241 € N,
donde n; # 0 para todoi =1,...,7 + 1, (de nuevo por la maximalidad
de t).
Por otra parte como rang(N) = r, entonces los elementos zy,...,2.4] €
N son linealmente dependientes, es decir se tiene una relacién del tipo
@121+ + @ry12r41 = 0,

para algin a; # 0. As{ tenemos que

r+1 r+1 T
(Z a]-mﬂ) T+ + (Z ajmjt> e+ Z(ajnj)yj =0
j=1 j=1 j=1
con algin a;n; # 0. Asi queda probado el resultado.
Como se tienen los siguientes isomorfismos
{0} x G2 = Gy, (G1 x G2)/Ga = G,

por (1) concluimos rang ((G1 X Gs)/G2) = rang(Gi) y por (7) con-
cluimos rang(G; x G3) — rang(Gs) = rang(G,).
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3.4. PAQ Reduccion con coeficientes enteros

Definicién 3.4.1 Llamaremos operaciones elementales por columnas de una
matriz A € Myx.(Z), a las siguientes transformaciones:

1. Permutar dos columnas.
2. Multiplicar una columna por —1.

8. Sumar a una columna un miltiplo entero de otra.

Observacion 3.4.2 Aplicar una transformacion elemental por columnas a
una matriz A € M,x,(Z), equivale a multiplicar la matriz A por la derecha
por una determinada matriz inversible de orden r. Es decir, multiplicar la ma-
triz A por la derecha por las matrices:

(1

1
0 1
1
Ql = ’
1
1 0
1
1
1 1
1 1
QZ = -1 ’ QB -
1
+n
1 1

equivale, respectivamente, a intercambiar dos columnas, multiplicar una colum-
na por —1 y sumar a una columna, otra multiplicada por £n. Si aplicamos a
una matriz una cadena de transformaciones elementales y cada transforma-
cion equivale a multiplicar por Q1,Qa, - -, Qn, el resultado final serd la matriz
producto: AQ1Qz - - - Qn. En la prdctica para obtener la matriz de los cambios,
aplicamos las transformaciones a la matriz

(%)
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donde I. representa a la matriz identidad de orden r. Asi, en cada momento
del proceso, si multiplicamos a la derecha por la matriz Q (producto de las
matrices elementales), tenemos que

A Q= AQ\ _ [ AQ

I, “\LQ )T\ Q)
Por tanto tenemos una matriz dividida en dos submatrices, donde la submatriz
de la parte superior es el resultado de aplicar las transformaciones y la subma-

triz inferior es la matriz Q, que relaciona el resultado obtenido con la matriz
original.

[e

Lema 3.4.3 Sea ( 2 ) € My(Z). Entonces existe U € GLy(Z) tal que

()= (")

DEMOSTRACION. Por la Identidad de Bézout, existen a;,b; € Z tales que
d = aa; +bb,. Ademss, al ser d = med(a, b), existen o', ¥’ € Z tales que a = da’
y b=db. Asi

con d = mced(a, b).

d = aa; + bb; = da’a; + db'b, = d(d'a; + V'by).
Por tanto
1=2da; +bb.

_ ax —b’
Sea U = ( b d
U € GLy(Z). Ademés

a b ar =V \ _ [aa+bby —ab+adb\ _(d O
* by o - * - x )

ya que

) . Entonces det(U) = aja’ + bjb’ = 1, de donde

d=aa, +bb, y —ab +a'b=—da't +a'd¥ =0.

=
Obviamente, esto también se puede hacer mediante operaciones elementales
por columnas. Por el algoritmo de Euclides

mcd(a,b) = med(b,7) cona=bg+r,r=0 6 |r| <|b|,

med(b,r) = med(r,m) conb=rq +71, 11 =0 6 |ri| <|r|.
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Observacion 3.4.5 Si multiplicamos la matriz A € Mgy.(Z) por la derecha
por una matriz arbitraria Q@ € M,x(Z), las columnas del producto AQ son
combinacion lineal de las columnas de A. En particular si Q € GL.(Z), las
columnas de AQ generan el mismo subgrupo de Z° que las columnas de A.

Corolario 3.4.6 Todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado
libre es libre.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre. Por la
Observacién 3.2.4, G & Z° para algin s. Sea N un subgrupo de G. Entonces N
es un subgrupo de Z°, y por el Teorema 3.3.3, N es grupo abeliano finitamente
generado. Consideremos la matriz A cuyas columnas son un sistema genera-
dor para N. Por la Proposicién 3.4.4, haciendo transformaciones elementales
por columnas en la matriz A, podemos obtener una matriz escalonada. Por
la Observacién 3.4.5, las columnas de la matriz escalonada forman también
un sistema generador de N. Como estas columnas son linealmente indepen-
dientes, forman de hecho una base. Por lo tanto NV es un grupo abeliano libre
finitamente generado.
]
Podemos considerar también, de la misma forma que lo hemos hecho para
las columnas, transformaciones elementales por filas. En este caso hacer trans-
formaciones por filas equivale a multiplicar a la izquierda a la matriz dada por
matrices elementales. De la misma forma que antes, si unimos a la matriz A
la matriz identidad a la izquierda, y hacemos las transformaciones por filas a
la matriz (I|A), entonces en la posicién de la matriz I aparece la matriz P,
producto de todas las matrices elementales que han intervenido. Es decir:

(I|1A) — P (I|A) — (P|PA).
También podemos realizar transformaciones por filas y columnas de forma
indiscriminada y sin preocuparnos del orden en el que hacemos las transfor-
maciones. En la practica, para obtener las matrices P y () que recogen estas

transformaciones, consideramos

I, A P PAQ

0 I, 0 Q

En virtud de todo ello, obtenemos el siguiente resultado, cuya demostracién
queda como ejercicio para el lector.
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Proposicién 3.4.7 Dada una matriz A € M,y (Z), existen P € GL,(Z) y
Q € GL.(Z) tales que

dy 00 0

| o d 0 -~ 0
PAR=1 00 -0
0 --- 00 ---0

donde d; € Z \ {0}, para todo i =1,---,t.

Notacién 3.4.8 Dada una matriz B € My(Z), denotemos por A;(B) el
mdzimo comin divisor de todos sus menores de orden i.

Lema 3.4.9 Consideremos la matriz A € Myx,(Z). Sean P € GL4(Z) y Q €
GL,(Z) las matrices cuya existencia asegura la Proposicion 5.4.7. Entonces se
tiene

N(A) = £(AQ) = Li(PA), para todo i.

DEMOSTRACION. Como P y @ son producto de matrices elementales, basta
demostrar el resultado para matrices elementales Py Q.

Para cambios del tipo 1 6 2, por filas o columnas, A, PA, AQ sélo cambia
el orden de dos filas o columnas, de donde el resultado es obvio. En las del
tipo 3 como el méximo comun divisor no varia por combinaciones lineales, el
resultado es claro.

|

Teorema 3.4.10 Dada una matriz A € My, (Z), existen P € GLs(Z) y
Q € GL,(Z) tales que

dy 00 0
o d, 0 0
PAQ = 0 0 0 0
0 --- 00 --- 0
donde d; € Z%t, d|da|-- - |di. En estas circunstancias los d; son tnicos y se

denominan factores invariantes de la matriz A. De hecho se verifica para cada
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DEMOSTRACION. Sea d; el méximo comun divisor de todos los elementos de
la matriz, es decir d; = med(a;;), A = (a;;). Por transformaciones elementales
de filas y columnas podemos situar al nimero entero d; en la posicién (1,1) y
hacer ceros todos los elementos de la primera fila y de la primera columna. La
razén es que, por la Proposicién 3.4.7,

d 0 - 00 d dy d, 0
0 d, 0--- 0 0 0 dy O 0 0
A— | 0 7 0| : o | —

0 0 d, 0 0 0 -+ d 0
00 0 00 00 0 00

d 0 -0

0

: A ’

0

donde d; = med(dy, . . .,d;) = med(a;;) = A1 (A).
Aplicamos el mismo razonamiento a la matriz A; y obtenemos

d2 0 --- 0

0
A — .
: AQ
0

con d;|dy y como didy = A2(A), ya que dids es un determinante de un menor
2 x 2,y como dy, dy, dids divide a todo menor 2 x 2, dividen a todo elemento
de A,. Aplicando nuevamente el argumento construimos una sucesién

dida| - - - [ds,

con dydy - - - d; = N(PAQ). Por el Lema 3.4.9 se tiene que A;(PAQ) = Ay(A)
y de ahi el resultado.
[

3.5. Clasificaciéon de los grupos abelianos fini-
tamente generados

Teorema 3.5.1 (Teorema de Estructura) Todo grupo abeliano finitamente
generado es producto finito de grupos ciclicos.
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DEMOSTRACION. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Considere-

mos {z1,...,Zs} un sistema generador de G. Podemos establecer el siguiente
epimorfismo
7z — G
(ag,...,a5) — a1r1+ -+ ass.

Por el Primer Teorema de Isomorfia, Z°/ ker(f) = G. Por otra parte, al
ser ker(f) un subgrupo de Z*, se tiene que es libre finitamente generado por
el Corolario 3.4.6. Asf{ ker(f) = Z". Por tanto ker(f) tiene una base de r ele-
mentos. Consideremos la matriz A € M,,(Z) cuyas columnas sean la base del
ker( f) que hayamos escogido. Efectuamos sobre la matriz A la PAQ) reduccién,
para obtener la forma

dy 00 0

1o d 0 --- 0
PAQ=1| 00 --- 0 (@)

0 --- 00 ---0

de la Proposicién 3.4.7. Por la Observacién 3.4.5, las columnas de AQ forman
un un sistema generador de ker(f). Asi

G=Z%ker(f)=Z°/A(Z") = Z°|AQ(Z").
Como P € GL4(Z), P establece un isomorfismo de Z° en Z°. Por tanto
Z°[AQ(Z") = P(Z°)/ PAQ(Z") = Z° | PAQ(Z"),
y observemos que, por (i), PAQ(Z") es un grupo libre con base
{(d1,0,...,0),(0,dy,...,0),...,(0,0,...,0,d:,0,...,0)}.

Como, al aplicar P a Z* y a AQ(Z"), estamos mirando ambos grupos respecto
a la misma base de Z?, tenemos
LZ°|PAQZ ) =Z°) (Z X - X dZ) x {0} x -+ x {0} =
(s—1)
——
RZ/ZLX - XLdy XLXLX - XT.

Corolario 3.5.2 1. Todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto
finito de grupos de la forma Z/nZ.
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2. Un grupo abeliano finitamente generado tiene rango cero st y solo si es
finito.

3. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un producto de
un grupo finito por un grupo abeliano libre.

4. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo al producto de un
grupo de torsion por un grupo libre de torsion.

5. Un grupo abeliano finitamente generado libre de torsion es libre.

Nuestro préximo objetivo es demostrar el Teorema de Clasificacién de gru-
pos abelianos finitamente generados. Para ello son necesarios algunos resulta-
dos previos que demostramos a continuacion.

Lema 3.5.3 Sean G| y Gy dos grupos abelianos finitos. Se tiene que:
G xZ" 222Gy x> r=s5yG =G,

DEMOSTRACION. <=: Evidente.
== Por las propiedades (3) y (4) del rango vistas en la Proposicién 3.3.4 se
tiene que

r = rang(Z") = rang(G, x Z") = rang(Gy X Z°) = rang(Z°®) = s.
Por otro lado, observemos que:

« Las partes de torsién de dos grupos isomorfos son isomorfas. Vamos a
verlo:
Sea f : Gy x Z°* — Gy x Z°. Si xz € T(Gy) con z # 1, entonces
1 < o(f(x)) < oc. Por tanto f(z) € T(G,), es decir f(T(G1)) € T(Ga).
Como f~HT(Gy)) C T(G1), se tiene f(T(G1)) = T(G2).

» Si G; es un grupo finito, entonces por la Observacién 3.1.2(5), T(G:) =
Gy .

» T(Gy x Z") =2 Gy x {0} = G, por el Ejemplo 3.1.3.
Por tanto
G1 2 Gy x {0} 2 T(Gy x Z) = T(Gy x Z7) = Gy x {0} = Gy.
(]

Lema 3.5.4 Sea G un grupo abeliano finito tal que o(G) =d y sea p € N un
numero primo. Sip no divide a d entonces la aplicacion

¢0:G — G

Tz — pxT

es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION.
= ¢ es un homomorfismo de forma natural.

» Veamos que ¢ es inyectiva. Si z € ker(¢) entonces se tiene que pz = 0.
Como p es un nimero primo que no divide a d, se tiene que med(p, d) = 1.
Entonces, por la Identidad de Bézout, existen a,b € Z tales que 1 =
ap+bd. Como o(G) = d, se tiene que dr = 0 para todo z € G. Por tanto,
para todo z € ker(¢) se tiene que

z = z(ap + bd) = apz + bdx = 0,
de donde ker(¢) = {0}. Asi ¢ es un homomorfismo inyectivo, y al ser G
finito se tiene que ¢ es un isomorfismo.
|

Lema 3.5.5 Sean 0 < i < r ndmeros naturales y p un nimero primo. Con-
sideremos el homomorfismo:

0t L/pL — ZJ/PZ
T4+ p7Z — pz+pZ.

Entonces el cardinal de ker(p;) es p'.

DEMOSTRACION. Para todo elemento z + p’Z se tiene un tinico representante
a € Z tal que 0 < a < p". Este representante se puede escribir de forma tnica
como

a=ay+ap+--+a_1p" ", 0<a; <p

(es decir, estamos escribiendo a en base p). Entonces
pPa=0(méd pPZ) <= ap=a; = =a,_1_; = 0.

Por tanto, los elementos de ker{¢;) se obtienen por eleccién arbitraria de los
4 valores, a,_;,...,a,—1, en el conjunto {0,...,p — 1} de p valores. Luego
card (ker(y;)) = p.

[

Proposicién 3.5.6 Sean G, y G» dos grupos abelianos finitos y sea p € Z un
nimero primo tal que p no divide ni a o(Gy) ni a o(Gz). Si se tiene el siguiente
1somorfismo de grupos:

(Z/pZ) x -+ x (Z/p™ZL) x G1 = (Z/P"Z) x -+ x (Z/p""Z) x G,

conl<a; <---<a,, 1< <---<by,. Entoncesn =m y a; = b; para todo
1.
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DEMOSTRACION. Si dos grupos son isomorfos, entonces tienen el mismo ntime-
ro de elementos anulados por p (concretamente, el producto del nimero de
elementos anulados por p en cada factor). En G; y G; el dnico elemento anu-
lado por p es el neutro. Por los Lemas 3.5.4 y 3.5.5, se tiene que el nimero de
elementos anulados por p en cada factor distinto de G; y Go es p. Por tanto
el nimero total de elementos anulados por p en el producto cartesiano es p* y
p™ respectivamente. Asi p™ = p™, de donde n = m.

Veamos a continuacién que a; = b; para todo i. Supongamos que sean
distintos, entonces sea iy el menor subindice tal que a;; # b;, v podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a;;, < b;,. En los subindices ¢ < o,
tenemos el mismo nimero de elementos anulados por p en cada uno de los
factores en los dos grupos. Por el Lema 3.5.5 en el grupo de la derecha hay p
en el resto de los factores. En el grupo de la izquierda, también por el Lema
3.5.5, se tiene que el niimero de elementos es menor o igual que p*o en el factor
Z/p%oZ y un mimero menor o igual que p%o en el resto de los factores. Pero
esto es contradictorio con el hecho de que debe de haber el mismo nimero de
factores y de que los grupos son isomorfos.

(]

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Clasificacién
de los grupos abelianos finitamente generados.

Teorema 3.5.7 (Teorema de Clasificacién) Todo grupo abeliano finita-
mente generado G es isomorfo exactamente a un grupo de la lista

" x M TP, 2/p) 2,
conp < pp < -+ < pn, ypara cada 1 < i < t, o) < oy, para todo
1<j<j—1
DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.5.1 se tiene que
(r)
C2Tx X 2x(ZJZ) % - x (Z)dTL).

Descomponiendo cada d; = T1 jpzj, y aplicando el Teorema Chino de los Restos
tenemos

G = Z" 2 H::lng;lz/p:]Za

conp; < pp < -++ < pn, y para cada 1 < i < t, o < o}y, para todo
1 <j < j — 1. Por tanto G es isomorfo a un grupo de la lista.

Veamos ahora la unicidad. Si tenemos que

G =7 x I, 114, 2/4 Z,
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entonces, por el Lema 3.5.3, r =3,y
‘i ai’ ~o li Bl
H§=1H;‘=1Z/pij]z = n:llnjzlz/qi;z'
Si existe p; tal que p; # g; para todo j, entonces por el Lema 3.5.4, p; define

un isomorfismo sobre H{’;IH;"ZIZ/ qZ 7Z, pero no sobre Hlel'Ié‘:lZ/ ijZ, lo que
es imposible. Por tanto cada p; corresponde a un ¢;, y por eleccién del orden,
Pi = ¢;, de donde t = m. Finalmente fijado p;, por el Lema 3.5.5 concluimos
que

M, IV, Z/p 2 = I, 1, 2/g72  conji=1L, ol =G,

de donde la expresion es tnica.

Proposicién 3.5.8 El reciproco del Teorema de Lagrange es cierto en los gru-
pos abelianos finitos.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del Teorema 3.5.1 y de la Proposi-
cién 1.5.17.
|

3.6. Ejercicios

1. Demostrad que el grupo (Q, +) es abeliano y que no admite un sistema
finito de generadores.

2. Si G; y Gy son dos grupos abelianos isomorfos, entonces también lo
G1/T(G1) y G2/T(Go).

3. a) Sea G un grupo abeliano libre. Demostrad que G no tiene torsién.
b) ;Es libre el grupo aditivo de los niimeros racionales?
¢) (Son libres todos los grupos abelianos sin torsién?

4. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Demostrad que las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) G es libre.
b) G no tiene torsién.

c) Existe un entero positivo s tal que G = Z°.

5. (Es libre el grupo aditivo R de los niimeros reales? ;Lo es el grupo
cociente R/ Z7?
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6. Sea G = R/Q el cociente del grupo aditivo R de los ntimeros reales
respecto de su subgrupo @ de los ndmeros racionales.

a)
b)

¢)

i Es R/Q libre?
Calculad T(R/Q).
Estudiad si R/Q es finitamente generado.

7. Probad que un grupo abeliano finito es no ciclico si y sélo si contiene un
subgrupo isomorfo a Z/pZ x Z/pZ para algin primo p.

10.

11.

12.

b)

Demostrad que H = {(z,y, 2,t) € Z* : z+y—2 = 0} es un subgrupo
de Z4.

Probad que H es libre y construid una base de H.

Escalonad por columnas la matriz

6 0 6 —12
a_| 2 64 16 24
—| 3 -64 -10 36 |’

11 0 12 -24

y calculad la matriz invertible de cambios.

Diagonalizad la matriz resultante, calculando la matriz invertible
de cambios por filas.

Dada la matriz A del ejercicio anterior:

a)
b)

Encontrad una base del subgrupo de Z* generado por sus columnas.

Encontrad una base del nticleo de la aplicacién Z* — Z* definida
por la matriz A.

Sea N el subgrupo generado por las columnas de la matriz A del ejercicio
anterior. Demostrad que Z*/N = Z/67 x Z./8Z x Z.

Decid si los siguientes subconjuntos de Z x Z constituyen bases:

a)
b)

{1, 3,1}
{(2,1), (4,1)}.
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= Veamos que ker¢ = {1}. Si g € ker ¢, entonces ¢, = Idx. Por tanto
para todo = € X se tiene ¢4(z) = x, es decir gz = z. En particular para
1 € X, se tiene g1 = 1, de donde g = 1.

Asi por el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos que G = ¢(G), y al ser ¢(G)
un subgrupo de S(X) obtenemos el resultado.
]

Si card(G) = n, entonces G es un subgrupo de S,,. Pero card(S,) = n!, con
lo que es relativamente grande. Intentemos ajustar el resultado.

Teorema 4.1.2 Sean G un grupo y H subgrupo de G. Consideremos el conjun-
to Q= {zH : x € G}. Entonces eziste un morfismo de grupos ¢ : G — S(£2)
tal que ker(¢) es el mayor subgrupo normal de G contenido en H.

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién

6: G — S(Q)
g — ¢g: Q@ -— Q
zH — gzH.

Andlogamente a la demostracién del Teorema 4.1.1, se tiene que ¢ es un
morfismo.

s Por la Proposicién 2.2.2 se tiene que ker(¢) es un subgrupo normal de
G.

s ker(¢) C H, ya que
ker(¢) ={9 € G: gzH = zH,z € G}.

Si g € ker(¢), en particular para x = 1, se tiene gH = H, de donde
g€ H.

» Veamos que ker(¢) es el mayor subgrupo con las propiedades anteriores.
Sea N subgrupo normal de G tal que N C H. Entonces, para todon € N
y para todo g € G se tiene g7'ng C N C H, es decir g~'ngH = H.
Asi ngH = gH, de donde n € ker(¢).

Observacién 4.1.3 En el caso particular en que H = {1}, tenemos el Teore-
ma de Cayley.

Como consecuencia del Teorema 4.1.2 obtenemos

Corolario 4.1.4 Sea G un grupo finito, y sea H un subgrupo de G tal que
o(G) no divide a [G : H)!. Entonces H contiene un subgrupo normal de G no
trivial. En particular, G no puede ser simple.
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DEMOSTRACION. Con la notacién del Teorema 4.1.2, tenemos que card(Q) =
(G : H]. Veamos que el homomorfismo ¢ : G — S(Q) no es inyectivo. Si ¢
es monomorfismo entonces, por la Proposicién 2.2.10, o(¢(G)) = o(G). Por
hipétesis se tiene que o(G) no divide a [G : H]!. Sin embargo o(S(Q2)) = [G :
H]!, contradiciendo el Teorema de Lagrange. Por tanto, ker(¢) es un subgrupo
normal de H no trivial.

[

Ejemplo 4.1.5 1. Sea G un grupo tal que o(G) = 36. Supongamos que
exista un subgrupo H de G tal que o(H) = 9 (veremos en el Capitulo
5 que asi es). Entonces [G : H| = 4, y como 36 no divide a 4! = 24,
entonces existe N subgrupo normal de G siendo N subgrupo de H. Asi G
tiene un subgrupo normal de orden 3 4 9.

2. Sea G un grupo tal que o(G) = 99. Si existe un subgrupo H de G tal
que o(H) = 11 (lo veremos en el Capitulo 5), entonces [G : H] = 9. Al
verificarse que 99 no divide a 9!, se tiene que existe N subgrupo normal de

G, siendo N subgrupo de H. Como 11 es primo, concluimos que N = H.
Por tanto, H es un subgrupo normal de G.

Ahora vamos a estudiar los grupos de permutaciones finitos.
4.2. Grupos de permutaciones finitos

Una biyeccién o € S, queda determinada, por la imagen de cada uno de
los elementos 1, --,n. Para designarla utilizamos la notacién

Ejemplo 4.2.1 Sean=3yo = ( :13 f g > Entonces o es la biyeccion en
E5 definida por

Definicién 4.2.2 Sean n, k enteros positivos tales que k < n. Un elemento

o € S, se llama ciclo de longitud k, si existe {ai,...,ax} C E, tal que
U(&i)=ai+1 ISZS]C—].
olag) =m

a(aj)zaj \V/jeEn\{aly-"aak}'
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Asi, si o es un ciclo de longitud k, denotado long(o) = k, entonces o es de la

forma
o= ay az ... Qk,qj5...
az az ... Q1,4;...
y lo denotaremos por ¢ = (ay, - -, ax).
Al conjunto {ay, . ..,ax} lo llamaremos soporte del ciclo ¢ y lo denotaremos

por supp(o).
Ejemplo 4.2.3 El ciclo 0 = (1,4,5) € Sg representa a la permutacion
> ( 123456 ) .
4 23516
Definicion 4.2.4 Los ciclos de longitud 2 se denominan trasposiciones.
Observaciones 4.2.5 Se tiene que:
1. La forma de escribir un ciclo de longitud k no es tunica. Asi{

o=(ay,...,05) = (ak,a1,...,05-1) = ...

Por tanto, las formas de escribir un mismo ciclo son las distintas ma-
neras de elegir el primer elemento, que en este caso seria k. Luego un
ciclo de longitud k puede escribirse de k formas distintas.

Ejemplo 4.2.6 Fl ciclo 0 = (1,3,4) de Sy puede escribirse como
o=(1,3,4) = (4,1,3) = (3,4,1),

y todos representan a la biyeccion

o= 1 23 4
“\3 24 1)
2. Dos ciclos distintos pueden tener soportes iguales, como podemos ver en
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.7 Sean
o=(1,3,4) Yy T=(1,4,3).

Se verifica que
supp(o) = {1, 3,4} = supp(7),
pero sin embargo o # 7, ya que 0(1) =3 y 7(1) = 4.
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8. Dados los enteros positivos ay, . . ., ar puede resultar confuso hablar del ci-
cloo = (ay,...,ax) sino se indica el grupo simétrico S, al que pertenece
o. Por ejemplo:

Ejemplo 4.2.8 Los ciclos

(1234 _
7=\3 9241 )€> ¥ 7=

son distintos aunque ambos se escriban

12345 cs
32415 S

c=(1,3,4) =1

4. Sio €8, es un ciclo de longitud 1, entonces o es la identidad en E,.
Vamos a verlo: Sea o es un ciclo de longitud 1. Entonces existe a, € E,
tal que

o(j)=13j para cada Jj € Ex\{a1}.

Pero como o es una aplicacion biyectiva, tendrd que verificarse o(ay) =
ai, y por tanto o serd la aplicacidn identidad.

Finalmente, podemos expresar cualquier ciclo como
(o(a1),0%(a1),...,0%(a1)),
donde a; € supp(o), k € long(o).
Definiciéon 4.2.9 Dos ciclos 0,7 se denominan disjuntos si
supp(o) N supp(r) = 0.
En general, los ciclos no conmutan.

Ejemplo 4.2.10 Sean o1 = (1,3,5) y 02 = (3,5,6) dos ciclos en Sg, entonces

se tiene que:
(123 456 (1 23 5 6
7192=\3 21465 v = 5264 13)"

Pero si los ciclos tienen la particularidad de que son disjuntos, entonces
puede invertirse el orden de su composicién sin alterar el resultado, tal como
lo demuestra el siguiente resultado.

4
4

Proposicién 4.2.11 Sea 0 = (ai,...,a;) € S, un ciclo de longitud k > 2.
Entonces se verifica:

-1 1

1. ot = (ag,...,01). En particular 07! es un ciclo de longitud k.
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2. El orden de o como elemento de S, es k.

3. Sit=(by,...,b) €Sy, esun ciclo de longitud [, disjunto con T, entonces
oT =T70.
DEMOSTRACION.
(1) Sillamamos 7 = (ay, ..., a1), vamos a probar que se verifica:

ro(f)=or{j) =7 para cada JjEE,.

Se tiene que supp(c) = supp(r) = {ai,...,ax}. Consideremos los si-
guientes casos:

» Sia; ¢ {ai,...,ar}. Entonces:
(ro){a;) = 7(0(a;)) = 7(a;) = a;.

(07)(a;) = o(7(a))) = o(a;) = a;.
» Siaj €{ai,...,ar}. Entonces:
(a) Para 1 < j <k, se tiene
(r0)(a;) = 7(0(a;)) = T(aj+1) = a;.
(07)(a;) = o(7(a;)) = o(a;-1) = a;.
(b) Para ay, se tiene
(to)(ag) = 1(o(ag)) = 7(a1) = ax.
(07)(ax) = o(r(ax)) = olar1) = ax.
(c) Para ay, se tiene
(to)(a1) = 7(0(a1)) = 1(az) = ay.
(o7)(a1) = o(r(a1)) = o(ax) = a1.
Luego 70 = o7 es la identidad y de ahi que 7 = o071,

(2) Sil1<i<k, tendremos que
o'(a1) = o' o(m)) = 0" (az) = 0" *(0(az)) =

ai_2(a3) = ( ) Qiy1 76 az,

luego o' no es la identidad, y asi o(c) > k. Por tanto es suficiente de-
mostrar que o*(j) = j para cada j € E,.
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» Si j ¢ supp(c), tendriamos o(j) = j y de ahf que o*(j) = j.
s Ahora, dado 1 < 7 < k, se verifica
"=t a;) = o(ar) = ar.
Por lo tanto,
o*(a;) = 077 ay) = a;.
(3) Supongamos que T es la identidad. Entonces de forma obvia se verifica

TO =0T.

Supongamos [ > 2 y supp(c) Nsupp(7) = 0.
Notemos por M = supp(o) |Jsupp(7), y consideremos los siguientes ca-
508:

s Sije E,\ M, se verifica que 0(j) = j = 7(j). Luego en este caso
(e7)(j) = (r0)(5)-

= Si j € M entonces consideramos los siguientes casos:

(a) Sij € supp(o), j ¢ supp(r), entonces o(j) € supp(o) y asf o(j) ¢
supp(7), con lo que

(07)(4) = o(4) = (70)(3)-

(b) Si j ¢ supp(o), j € supp(7), el razonamiento es andlogo, y se
deja como ejercicio.

]
Los ciclos de S, tienen interés porque constituyen un sistema generador de
S,, como vamos a demostrar a continuacion.

Proposicién 4.2.12 Los ciclos constituyen un conjunto de generadores de S, .
Mds concretamente, todo elemento de S,, se expresa como producto de ciclos
disjuntos dos a dos de manera tnica (salvo el orden de los factores).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € S, y sea m; el menor entero positivo tal que
o™ (1) = 1. Tomemos

o= (L,0(1),...,a™(1)).

Ahora, sea i; el menor entero positivo en el conjunto E, \ supp(o;) y sea ma
el menor entero positivo tal que o(i;)™* = i;. Tomemos

o3 = (i1,0(i1),..., 0™ (i)).
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Como E, es finito, mediante la aplicacién recurrente de este procedimiento,

obtenemos un conjunto oy, 0,,...,0; de ciclos en S,,.
Por construccién, los ciclos oy, 0, ..., 0, son disjuntos, ya que supp(o,) C
r—1

E”\U supp(o;), 1 < r < [. Asimismo, por construccién, o|supp(e;) = Oilsupp(es)
i=1
para todo i € {1,...,r}. Por tanto,
g = 0109+ -0].

La unicidad se deduce del hecho que los ciclos son disjuntos.

Ejemplo 4.2.13 En S; se verifica que

1 23456 7

Corolario 4.2.14 Sea o una permutacion de S, y 0 = 0109 -0, una des-
composicion de o en ciclos disjuntos. Fntonces

o(o) = mem{o(o;) : 1 <1 <1}

DEMOSTRACION. Sean m = o(c), m; = o(0;),1 <1 <lys = mem(my,...,my).
Como los ciclos o; son disjuntos, conmutan. Por tanto
o® =oajo; - 0y.

Por otro lado para cada i, 1 < ¢ < [, existe p; un entero positivo tal que
S = mjpj.

Asi
0 = OO o = (0P (o5 (o = Ids,.

Por tanto, m < s. Si demostramos que o* # Ids, paratodo 1 < k < s—1,
tendremos que m = s.

Para demostrar esto, observemos que si k < s, como s = mem(my, ..., my),
existe j € {1,...,1} tal que k no es multiplo de m;. Por tanto, si consideramos
el ciclo

a5 = (i5-1,05(ij-1), -, 077 (151),

se tiene que
o*(15-1) = (0)¥(4-1) # 151,
de donde of # Id.
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Ejemplo 4.2.15 La permutacidn

123456

tiene orden mem(2,4) = 4.

Ejemplo 4.2.16 Para calcular el orden de 8 = (3,4,5)(1,5,2,4) € S5 rea-
lizamos su descomposicion en ciclos disjuntos. Esta es

1 23 45
o= ( 35 4 1 2 ) =(1,3,4)(2,5).
Por tanto, su orden es 6.

Proposicién 4.2.17 Todo ciclo se descompone en un producto de trasposi-
ciones.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = (ay,...,ax) € S,. Entonces, por induccién sobre k,
se demuestra que

(a1,...,ax) = (a1,ax)(a1, ax-1) - - - (a1, a3)(a1, az).
n

Corolario 4.2.18 Las trasposiciones forman un sistema de generadores de

Sh.

Observacién 4.2.19 La descomposicion de una permutacion en trasposiciones
no es unica, como puede verse en el siguiente ejemplo en Sg,

(é ro g>:(1,5)(2,6)(2,4)=(1,5)(6,4)(6,2):(1,5)(4,6)(2,6).

Proposicion 4.2.20 Se tiene que
1. Las trasposiciones (1,2),(1,3),...,(1,n) generan S,.
2. Las trasposiciones (1,2),(2,3),...,(n—1,n) generan S,.
3. La trasposicion (1,2) y el ciclo (1,2,3,...,n—1,n) generan S,.
DEMOSTRACION.
(1) Observemos que, para todo a,b € E,, se tiene
(a,b) = (1,a)(1,b)(1,a).

Por tanto, por la Proposicién 4.2.17, se concluye el resultado.
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(2) Mediante un argumento de induccién sobre k, se prueba que
de donde, por el apartado (1), concluimos el resultado.

(3) Mediante un argumento de induccién sobre k, se prueba que
(kk+1)=(1,2,...,n)*1(1,2)(1,2,...,n)",
de donde, por el apartado (2), concluimos el resultado.

Observacion 4.2.21 El conjunto {(1,2),(1,2,3,...,n—1,n)} es un sistema
generador minimal de S,. Esto es obvio para n = 2, pues en tal caso (1,2) =
(1,2,3,...,n—=1,n). Sin >3, S, no es abeliano, y en particular no es ciclico,
luego no estd generado por un sélo elemento. Por tanto un sistema de gener-
adores debe tener al menos dos elementos.

Definicion 4.2.22 Dada o € S, donde

y dados 1,5 con 1 < i < j < n, diremos que U(z) y o(j) estdn en inversion si
o(i) > a(y).

Definicién 4.2.23 Dado o € S, definimos signo (o indice) de o, denotado
(—=1)?, al nimero

(=1)° = 1 si el nimero de inversiones es par
—1 i el nimero de inversiones es impar

Proposicion 4.2.24 Sean ¢ € S, e i,j € E, con i # j. Denotemos por
7 = (i,j)o. Entonces se verifica:

DEMOSTRACION. Consideremos los siguientes casos:

i) Supongamos que j =i+ 1, y sean k,l € E, tales que o(k) =1i,0(l) = j.
Como & = (i, j)o, se tiene que 7|g,\ (k) = 0|E,\{ryy- Como ademds i y
Jj son contiguos, la variacién de inversién entre & y ¢ s6lo afecta a estos
dos elementos: si estaban en inversién en o, dejan de estarlo en @, y al
revés. Asi, la permutacién (¢, j)o aumenta o disminuye en uno el nimero
de inversiones.
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ii) Sij =1+ pconp > 1, entonces (i,j) es la composicién de p transposi-
ciones (llevar 7 a j) més p — 1 transposiciones (llevar j desde la posicién
j— 1 a1). Por tanto (4, ) es composicién de 2p — 1 transposiciones con-
tiguas, y por aplicacién reiterada de (i), cambia la paridad.

Corolario 4.2.25 Se verifica que:

1. Dadoo € S,, sioc =m--7, siendo {7,...,T,} transposiciones, en-
tonces

2. Sioy, 09 €8S, entonces (—1)7172 = (—1)7(—1)"2.

DEMOSTRACION.
1. Se demuestra por induccién sobre r.

» Para r = 1 es obvia, ya que en ese caso 0 = 71 y se verifica el
resultado teniendo en cuenta la demostracion del resultado anterior.

» Supongamos cierto parag = 7y - - - T3, con 7 > 1, y lo demostramos
parar. Sea ¢ = 7, -+ 7,. Notemos por 7 = 757, y T = 7 7. Se
tiene que o = 7. Por la Proposicién 4.2.24, y aplicando la hipdtesis
de induccidn, se tiene que:

2. Sean
o1 =71 Tr y 09 = Tr41 " Ts-

Entonces, por el apartado anterior,
(=172 = (=17 = (~17(=1)* = (-7 (=1,

]
Observamos que, como consecuencia del Corolario 4.2.25 se tiene el Teore-
ma de Sylvester.

Teorema 4.2.26 (Teorema de Sylvester) Sean
o=0Qr, o=T1 Ty

dos descomposiciones de o en producto de trasposiciones. Entonces
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Podemos clasificar las permutaciones segiin sea su indice y asi tenemos

Definicién 4.2.27 Dada o € S,,, diremos que o es par si (—1)° = 1. En caso
contrario diremos que o es impar.

Como el signo de una permutacién es multiplicativo, y ({1, —1},-) es un grupo
multiplicativo, podemos establecer un epimorfismo de grupos dado por

e: S, — ({1,-1},9)

o - (_1)0’
donde ker(e) = {c € S, : o es par }.

Observemos que, para todo ¢ € S, €(0) = (—1)?, es decir, ¢(o) representa
el indice de la permutacién o.

Asi, el conjunto de las permutaciones pares de S, es un subgrupo normal
de indice 2, llamado grupo alternado n-ésimo, denotado A,. Se verifica que

Corolario 4.2.28 Un ciclo o de S, pertenece a A, sty sélo si tiene longitud
impar.

DEMOSTRACION. Sea 0 = (ai, ..., a;) € S,. Por la Proposicién 4.2.17, existen
trasposiciones 71, ..., Te_1 tales que

O =T Tk=1-.

Por el Corolario 4.2.25 se tiene que

Asi 0 € A, siy s6losi k — 1 es par, esto es, si y sélo si k es impar.

4.3. Simplicidad de A,. Teorema de Abel

El objetivo de esta seccién es probar que para n # 4, A, es un grupo simple.
Al margen de su aplicacién en el Capfitulo 6, el interés del resultado reside en
ser la clave del trabajo de Abel sobre resolubilidad por radicales de ecuaciones
polinomiales.

Observemos que si n = 2, entonces A, = {1}. Por tanto podemos descartar
este caso para cualquier cédlculo.
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. 78Pu) = 7(j) = v = o{u).
s 78%2(v) = 7(v) =i =0o(v).

(4) Para n = 3, es el apartado (2). Supongamos n > 4 y sea 0 € A, C 5,.
Por el apartado (1) de la Proposicién 4.2.20, se tiene que

= .c/
O=T T

con 7, = (L,hy), 1 < s <, hy € E, \ {1}. Fijado i € E, arbi-
trario, el argumento de la Proposicién 4.2.20(1) prueba que (1,h,) =
(¢,1)(¢, hg)(4,1). Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir
que

o=T1T

con 7y = (i, hs), 1 <s <1, hy € E, \ {4}

Podemos suponer h; # hsi1, pues en caso contrario 7,7s41 = Id, y pode-
mos suprimirlas de la expresién. Como o € A,,, tenemos

1 =¢(0) = (1)}, de donde [ = 2r para cierto r € N.
Asli,
o =(n7). .. (Tor—172r),
donde
Toe—1Tar = (4, Rae—1)(3, hot) =
= (ha—1,9)(4, hat) = (hae-1, 1, hat) = (4, hat, har—1).
Fijamos ahora j # i, y distinguimos:
(i) Si hoy # j # hat—1, entonces To—17or = Prat—1379; por el apartado
(3)
(i) Sij = hot, entonces o172 = (i, 7, hotry1) = Bhgy_y-

(iii) Si j = hos_1, entonces To_17o; = (%, hoy, J) = /3132,-

Lema 4.3.2 Sea n > 3, y sea N un subgrupo normal de A, que contiene un
ciclo de longitud 3. Entonces N = A,,.

DEMOSTRACION. Si n = 3 el resultado es obvio, ya que Az = Z/3Z, de donde
N ={Id} 6 N =Z/3Z. Pero {Id} no es ciclo de longitud 3.

Supongamos n > 4. Sea ¢ = (j,1,a) el ciclo de longitud 3 en N cuya
existencia asegura el enunciado. Utilizando la Proposicién 4.3.1(4), es suficiente
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probar que para cada k € E,\ {i,j}, Br = (i,j,k) € N, pues en tal caso, con
la notacién de la Proposicién 4.3.1, se tiene C C N, de donde

A, =(C) C N C A,.

Tenemos 3, = (4,j,a) = 0. Como o € N también 3, € N. Asi, basta ver
que B € N para cada k € E, \ {3, J,a}.

Ahora, como los elementos 4, j, k, a, son distintos, tenemos 7, = (¢, j)}(a, k) €
A,, ya que g(1x) = 1. Utilizando los apartados (1) y (3) de la Proposicién
4.2.11, tenemos

il = (0. k)70, = (k,a)(5,4) = (i) (K, @) = (i, ) (e, k) = 7.
Como 7 € A, y N es un subgrupo normal de A, se tiene
o1, € N.
Por tanto, el lema quedara probado si comprobamos la igualdad
Tk0Tk = B
Es claro que para = € E, \ {,j, k,a} se cumple

T0Ti(z) = z = Bi(x).

(

o 7wome(k) = To(a) = (j) = i = Be(k).

o 70o7(i) = 0 (J) = (i) = § = B(d).
(

J) =m0 (i) = 7ela) = k = Be(7)-

Definicidon 4.3.3 Sea n un entero positivo y o € S,. Llamaremos parte fija
de ¢ al conjunto

Flo)={z € E, : o(z) = z}.

Evidentemente, el \inico elemento de S, cuya parte fija es E, es la identi-
dad. Denotaremos por f(c) al niimero de elementos de F(o). La prueba de la
simplicidad de A,, para n > 5 se apoya en el estudio de la funcién

f:8$% — N
o — flo).
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Proposicién 4.3.4 Sean > 5, y sea 0 = 11---T, € Sy,, donde 71q,...,7:
son ciclos disjuntos dos a dos. Supongamos que 71 = (a1,...,ax) con k >
3. Llamemos 8 = (a1, a2,a3). Entonces el elemento o = o8 o718 cumple
F(o) € F(a), y en particular f(o) < f(a). Ademds, si k > 3, o no es la
identidad.

DEMOSTRACION. Como los ciclos son disjuntos dos a dos, se tiene
o(a;) = 1(a;) = a1 si 1<i1<k—-1
o(ax) = mi(ax) = a1 # ax.

Por tanto F(o) C E, \ supp(n).
Sixz € F(o), como z ¢ {ay,a3,a3}, se tiene

Bla)=z=p"2), olx)=z=0"(2),

de donde a(z) = z. En consecuencia F (o) C F(a).

Para demostrar que la inclusién es estricta, es suficiente comprobar que
as € F(a). Como k > 3, tenemos

Blaz) =as,  o7'(as) =17 (a3) = az,
y asi

alay) = 087 ay) = o(a1) = 1i(a1) = as.
Por tanto F(o) # F(a). Sélo falta ver que, cuando k > 3, a no es la identidad.
Pero

a(az) = of o7 (a1) = 0B (ax) = o(ak) = a1 # as,
donde la tercera igualdad es porque, al ser k > 3, a; no pertenece a
supp(87") = supp(B) = {a1, a2, as}.

Proposiciéon 4.3.5 Sean > 5, y sea 0 = 7,+--7, € S,, donde 11,...,7s
son ciclos disjuntos dos a dos (distintos de la identidad). Supongamos que
r# 1 yquen = (ay,a,a3). Sea ag € supp(72) y B = (a1, a2,a4). Entonces
el elemento o = BoB o no es la identidad, y verifica F(oc) C F(a). En
particular f(o) < f(a).

DEMOSTRACION.

s Veamos en primer lugar que « no es la identidad. Se tiene
a(ar) = Bof o(ar) = BB (az) = Bo(a) = B(az) = aa.

Como a; € supp(m1) y aq4 € supp(re), resulta que a; # a4, ya que los
ciclos 7, v 7 son disjuntos.
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» Ahora probamos que F(o) C F(a). Si z € F(c), entonces z ¢ supp()
y = ¢ supp(2), de donde

olg)=gz, Bz)=2z, Bl2)=uz,
luego a(z) =z y F(o) C F(a).
Veamos que F(o) # F(a). Se tiene que o(az) = as # as. Sin embargo
a(az) = fo B (as) = Bo(as) = Bla1) = as,
por tanto a; € F(a) \ F(o).
n

Proposiciéon 4.3.6 Sean > 5, yseac =1,---7, € S, donde 1,...,7 son
ciclos disjuntos dos a dos. Supongamos que

= (a1,az), Ty = (a3,a4).

Sean
Qs € En \ {alaa27a3’a4}7 Y /6 = (a1)a2,a5)'

Entonces el elemento o = BofB~1o no es la identidad, y f(o) < f(a).
DEMOSTRACION. Comprobamos en primer lugar que « no es la identidad.

a(ay) = BofB~ (az) = Bo(ar) = Blaz) = as

y al ser a; # as, se tiene que a # Id. Para la segunda parte, veremos que
as,a4 € F(a)\ F(o) y F(o) C F(a)U{as}.

Esto significa que hay dos elementos en F(a) que no estdn en F(o),y alo
sumo uno que estd en F'(¢) y no en F(a). Asi tendremos que f(o) < f(a).

Como o(as) = a4 y o(as) = as, se tiene que a3, ay ¢ F(o). Sin embargo

alaz) = B~ (as) = Bo(as) = B(as) = as.

afas) = Bo87 (a3) = Bo(as) = B(as) = aa.
Sea z € F(0), z # as. Entonces z ¢ supp(7;). Por tanto, z # a;,  # az,
x # as. Asi z ¢ supp(f), y por tanto

Blz) =z =" (2).

Como o(z) = z, resulta a(z) = z.
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Corolario 4.3.7 (Teorema de Abel) Sin > 5, A, es simple.

DEMOSTRACION. Sea N un subgrupo normal de A,, N # {1}. Veremos que
N = A,. Para ello, basta probar, en virtud del Lema 4.3.2, que N contiene
un ciclo de longitud 3. Sea ¢ € N tal que f(o) sea mdximo entre los f(7),
T € N, 7 # 1. Observemos que dicho ¢ existe ya que la funcién f esté acotada
superiormente:

f(r) =card (F(1)) <n para cada T # Id.

Vamos a demostrar, utilizando las proposiciones anteriores, que o es el ciclo
de longitud 3 que buscamos. '

Por la Proposicién 4.2.12, podemos escribir
C=T1"Tr

donde 7y, ..., 7, son ciclos disjuntos dos a dos, diferentes de la identidad. Ve-
remos que 7 = 1 y que o = 71 tiene longitud 3.

Afirmamos en primer lugar que long (7;) < 4 para todo 1 <4 <'r, ya que
en caso contrario podemos suponer que long (m1) > 4, y por la Proposicién
4.3.4 existe 3 ciclo de longitud 3, que por Corolario 4.2.28 pertenece a A, tal
que

a=p"loT 1 #Id
y fo) < fla).
Pero por hipétesis N es un subgrupo normal de A,, y o' € N, de donde
se tiene que 3~ 'c"!8 € N, es decir
a€eN con f(o) < f(a),

y esto contradice la eleccién de o.

Veamos ahora que a lo sumo hay un 7; que es transposicién. Si hubiese mas,
por la Proposicién 4.3.6, existe 3 € A, tal que

a=p"0"'8+£1d

y f(0) < f(a). En este caso, por el mismo razonamiento anterior, tenemos que
a € N con f(o) < f(a), en contra de la eleccién de o.

Nuestro siguiente paso es comprobar que de hecho ningin 7; es trasposicién.
De lo contrario por lo anterior, exactamente uno lo seria. Podriamos suponer
71. Tendriamos entonces
g = 7'1 e T”"
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siendo 7; una trasposicién y 7, ..., 7, son ciclos de longitud 3, que por Coro-
lario 4.2.28, pertenecen a A,. Pero entonces

n=or -yt € Ay,

en contradiccién con el hecho de que e(ry) = —1.

Asi hemos obtenido que
C=TiTr

donde cada 7; es de longitud 3.

Sir # 1, por la Proposicién 4.3.5 existe 3 € A, tal que
a=pof #£1d, (o)< f(a).
Argumentando como antes
a €N, a # 1d, flo) < f(a),

en contra de la eleccién de o.

Por lo tanto r = 1 y ¢ = 7 es un ciclo de longitud 3, como queriamos
demostrar.
[

4.4. El grupo diédrico

En esta seccidn, aplicando las técnicas desarrolladas en las secciones an-
teriores, expresaremos el grupo de las simetrias de un poligono regular de n
lados, también llamado grupo diédrico n-ésimo, en términos de generadores
e identidades satisfechas por estos (“relaciones”). Vamos a establecer, de ma-
nera constructiva, cudl es el aspecto de este grupo en varios casos concretos, e
induciremos la forma general de dicho grupo.

Para ello, empecemos con el poligono regular més sencillo: el tridngulo.
Una simple inspeccién hace manifiesto que los dnicos movimientos posibles
son simetrias respecto a las bisectrices y rotaciones respecto al circuncentro
(de dngulos fijados).
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giro de 90°
—_—

Usando dichas rotaciones, es obvio que las simetrias respecto a cualquiera
de los ejes se obtiene componiendo las simetrias, denotadas respectivamente
U?

Simetria
2 1, respecto a 4 1,
v la bisectriz v
7 s
// 7 <
-, > s
s hagl 7/
7/ Vd
-, v,
Vd 7
7 e
z ’
& 4 2
y T

2 : 1 Simetria 1 : 2

+ respecto al +

: apotema :

| —_ |

| |

| |

| |

| |

! !
3 ! 4 4 : 3

con rotaciones adecuadas. En este caso, de hecho, la simetria 7 se puede obtener
por composicién de una rotacién con la simetria o; concretamente, 7 = opt,
como se observa a la siguiente figura



Rotacion de 90°
(sentido inverso)

Simetria respecto
al apotema
—_— i

Simetria
respecto a
la bisectriz
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ha hecho en las figuras anteriores, e identificar cada movimiento con la per-
mutacién de ese conjunto que le corresponda. Asi, para el tridngulo tenemos,
en Ss:

p=1(1,2,3), ¢=1(2,3),

para el cuadrado tenemos, en Sy:

p=1(1,2,3,4), o=(24),

para el pentdgono tenemos, en Ss:

p=1(1,2,3,4,5), o=1(2,5)(3,4),

y para el hexdgono tenemos, en Ss:

p=(1,2,3,4,56), o=(26)3,5).

A partir de estas representaciones, no es dificil obtener la expresién general
para los generadores del grupo diédrico n-ésimo.

Definicién 4.4.1 Sea n > 3, y sea S, el grupo de permutaciones. Se deno-

mina grupo diédrico D, al subgrupo de S, generado por a = (1,2,3,...,n)
)
b= 12 3 4 ... i .on—=1nY\ _
"\l nn-1n-2..n4+42-4% ... 3 2]
= ][] (,n+2-1),
2<i<r
donde

st n es par
st n es impar.

ol

r= { n+l
Finalmente, vamos a probar que cualquier grupo de 2n elementos con dos

generadores satisfaciendo un conjunto concreto de relaciones es isomorfo al
grupo diédrico n-ésimo.

M|

Teorema 4.4.2 Para cada n > 3, el grupo diédrico D,, es un grupo de orden
2n, con 2 generadores a,b satisfaciendo:

1. a"=1=1a"#1si0<k<n.
2. ba=alb.

Mds ain, todo grupo con 2 generadores satisfaciendo estas relaciones es
isomorfo a D,,.
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DEMOSTRACION. Es facil comprobar que los elementos a v b de la Definicién
4.4.1 satisfacen (1) y (2). Por tanto, los elementos de D, son de la forma a't?,
conQ <i < n,j=0,1. Observando como actian sobre los elementos 1,2 € E,,,
es facil ver que los elementos a’d’, con 0 < i < n, j = 0,1 son permutaciones
distintas de E,, de donde o(D,) = 2n.

Para n > 3, sea G un grupo con generadores a, b satisfaciendo (1) y (2).
Como todo elemento x del grupo tiene una expresién de la forma

x=a™b™a™ .. 0™ (m; € Z),

usando (1) y (2) repetidas veces se reduce z a la expresién a’d’, 0 < i < n,
j = 0,1. Si denotamos los generadores de D, como aq,b;, es claro que la
aplicacion
f+- D, — G
a +— a
b1 — b

define un epimorfismo de grupos.

Veamos que f es un monomorfismo. Para ello, sea aib] € ker(f). Si j = 1,
entonces a'b = 1, de donde a* = b = b por la relacién (1). Por la relacién
(2) tenemos a't! = a'a = ba = a~'b = a~'a* = a*~!. Por tanto, a® = 1, lo que
es imposible, ya que n > 3 y a satisface (1). Asi, j = 0, de donde a* = 1, y
como 0 < ¢ < n, concluimos que ¢ = 0, ya que a satisface (1). Asi, f es un
monomorfismo, y en consecuencia un isomorfismo.

[

4.5. Ejercicios

1. Descomponed en producto de ciclos disjuntos las permutaciones siguien-

tes:
)
4 k)

(1234 p_ (1234 (12
“\1324) "T\3412) °T\l31
7
6 )

(123456 (12
“\456321/) ““\75
45
35 )

3
2

[SA I

3456
213 4
2. Dadas las siguientes permutaciones

(12345 (1 234\ . (12
“\23154)¢{2134)"'"\12

(1234 (12
“\4213)%" 32

3
4
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10.

o= 1234 d= 12345
“\4312/)077\31245)°
a) Efectuad el producto de las permutaciones, siempre que sea posible,

designadas por una vocal por las designadas por una consonante,
expresandolas previamente como producto de ciclos disjuntos.

b) Determinad las inversas de dichas permutaciones.

¢) Hallad el indice de dichas permutaciones.

Dada la permutacién o € 57 siguiente
(1234567
“\ 15746 23)

a) Descomponed en producto de ciclos disjuntos las permutaciones o,

02, oL

b) Calculad el orden de o y de o2

En el grupo simétrico S; calculad los siguientes elementos

(4,5,6)%%  (1,2,4)7°% (4,2,1,6,7)'%%  (5,1,2)".

Probad que los siguientes subconjuntos de Sy son subgrupos
a) {1, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.
b) {I, (1 2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2)}.

C) {I (1’ ) ( 4 )(27 )7(17273’4)7(172)(374)7
(1 ,473,2) ( 4)(2,3)}

Demostrad que el subgrupo del apartado (a) del ejercicio anterior es un
subgrupo normal de Ajy.

Demostrad que el grupo A, tiene orden 12 y no posee ningiin subgrupo
de orden 6. ;Existe algiin homomorfismo inyectivo de Sz en A47

Escribid todos los elementos de los grupos alternados Az y As.
Demostrad que

a) Z(S,) = {1} paran > 3.
b) Z(A,)={l} paran > 4.

Sea n > 2 un ndimero natural. Demostrad que son equivalentes las si-
guientes afirmaciones
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a) A, es simple.
b) n#A4.
11.  Sea G un grupo finito, y sea H un subgrupo de G que no contiene ningtin

subgrupo normal no trivial de G. Probad que G es isomorfo a un sub-
grupo del grupo de permutaciones del conjunto G/H.
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es una accion del grupo simétrico S, sobre el conjunto E,, y el homo-
morfismo asociado S, — S(E,,) es la identidad.

Mads generalmente, si ) es un conjunto arbitrario y G es un subgrupo del
grupo simétrico S(Q), entonces la aplicacion

o:G — SO

o —
induce una accion fiel de G sobre Q.
2. Sea G un grupo y sea Q) = G. La aplicacidn
GxQ — Q
(g,w) — gw

es una accion de G sobre si mismo. Se denomina accion de G sobre
81 mismo por traslaciones por la izquierda. Nétese que es fiel ya que, si
g € G satisface gw = w para todo w € 2, en particular para w = 1
tenemos gl = 1. Por tanto g = 1.

3. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y Q) el conjunto G/H de las clases
laterales por la izquierda mddulo H. La aplicacidn

GxQ — O
(9,2H) +— gzH

es una accion de G sobre €, que también se llama accion por traslaciones
por la izquierda de G sobre G/H. Cuando H = 1 tenemos la accion del
ejemplo anterior.

4. Dado un grupo G, la aplicacion
GxG — G
(9,2) = gzg™!

es una accion de G sobre si mismo, denominada accidn de G sobre si mis-
mo por conjugacidn. Mds generalmente, si H y N son subgrupos de G y
N es normal en G, la conjugacion induce una accion de H sobre N que
se denomina accion de H sobre N por conjugacion.

Definicién 5.1.4 Dados 2, Q' G-conjuntos, definimos un morfismo de G-
conjuntos como una aplicacion

fo(@ 1) — (2%

tal que g * f(w) = f(gLlw), para todo g € G y para todo w € (.
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Observacién 5.1.5 Si f es un morfismo entre los G-conjuntos 2 y §V, se
tiene que f() es un G-conjunto. Vamos a razonarlo:

Como g x f(w) = f(glw), se tiene que g * f(w) € f(§2). Entonces tiene
sentido la aplicacion

Gxf(Q) — f(
(9, f(w)) — g* f(w).

Se comprueba que dicha aplicacion es una accion de G sobre f(§2).

Supongamos que tenemos definido un morfismo f entre los G-conjuntos €2
y §¥. Consideremos la siguiente relacién en 2: dados w;, we € €, diremos que

wiRwy < f(wl) = f(’LUQ)

R define una relacién de equivalencia sobre 2. Consideramos el conjunto co-
ciente /R, definido sobre € por la relacién R.

Veamos que 2/R es un G-conjunto. Para ello definimos la aplicacién

GXQ/R o Q/R
(9, W) — gluw.

« Observamos que estd bien definida: Si W, = W, entonces f(w;) = f(w2).
Por tanto,

flgLwy) = g* f(wr) = g * f(wa) = fgLlwr).
Asi, glwy = gLw,.

s Ahora es elemental comprobar que esta aplicacién es una accién de G
sobre Q/R.

Finalmente veamos que los G-conjuntos Q/R y f(§2) son isomorfos, es
decir existe una biyeccién de G-conjuntos entre ellos. Para ello, consideremos
la aplicacién

F R — £

Es elemental comprobar que festé bien definida y es biyectiva. Veamos que f
es un morfismo de G-conjuntos, ya que

—~ o~ o~

flgLlw) = f(glw) = f(glw) = g * f(w) = g * f(W).
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Observemos que este resultado es un analogo del Primer Teorema de Isomorfia
para G-conjuntos. Este resultado serd bésico para desarrollar nuestras técnicas
de contabilidad. Vamos a ver ahora cémo se aplica a una accién abstracta de
uso comun.

Sean G un grupo y € un G-conjunto. Fijado w € €, consideremos el mor-
fismo de G-conjuntos definido como

w: G — Q
g — glw.

Definicién 5.1.6 Dado w € 0, con la notacién anterior, el conjunto
0(G) ={glw: g€ G}

se denota O, y se denomina drbita de w por G.

Consideremos en G la relacién
N1Rg2 = o(g1) = ¢(g2)-
Observemos que
p(g1) = (g2) = gilw = gy lw = g3 ' L (g1 Lw) = g3' L (g2 Lw) <=
= (g{lgl) lw= (g;lgg) lw <= (g;lgl) lw =w.
En este caso tenemos que el conjunto
H,={9€G: glw=uw}

es un subgrupo de G, no necesariamente normal, que define la relacién anterior,
es decir
-1
@1 Rgs <= qug; € Hy.

Por las observaciones anteriores, podemos afirmar que
G/H, = 0O, como G-conjuntos .
H,, es el llamado estabilizador (o grupo de isotropia) de w en G.

Definiciéon 5.1.7 Sea un grupo G actuando sobre un conjunto ). Diremos
que la accion es transitiva, o que G actia transitivamente en €1, si todos los
elementos estan sobre la misma drbita.
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Ejemplos 5.1.8 1. Sea G el subgrupo ciclico de Sg generado por la per-
mutacion o = (1,2,3)(4,5) y consideramos la accion G x Eg — Eg
definida en el Ejemplo 5.1.3(1). Entonces, las drbitas son {1,2,3}, {4,5}
y {6}, el dnico punto fijo de Eg es el 6, y los estabilizadores son

H1:H2:H3:{1,0'3}, H4——_—H5:{1,0'2,0'4}, HGZG

2. La accién natural del subgrupo
V= {17 (1) 2)(3a 4)3 (1) 3)(27 4)7 (17 4)(2’ 3)}

de Sy sobre E; es transitiva, y cada elemento de Ey tiene estabilizador
trivial.

3. La accidn de un grupo G sobre si mismo por traslaciones a la izquierda
es transitiva, pues cada ecuacion aX = b tiene solucién tnica en G.
También lo es la accion de G en G/H por traslaciones por la izquierda.

Lema 5.1.9 Sean G un grupo y Q) un G-conjunto. Las drbitas de los elementos
de Q por G forman una particién de €Q.

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que = |J,cq Ow-

Por definicién de érbita, se tiene que O, C €2. Para la otra inclusién basta
tener en cuenta que si {) es un G-conjunto se tiene que w = 1_Lw para todo
w € Q.

Veamos a continuacién que las 6rbitas son disjuntas o coinciden. Para ello,
sean O, O, y supongamos que existe ¢ € G, N O, . Entonces, para g,
g2 € Gy w,w €1, se tiene

g=gilw=glw'.

Asi
(6'01) Llw=v',  (97%g) Lo/ = w.

Por tanto, para todo h € G, se tiene

hlw= (hgl_ng) 1w/,
de donde O,, C O, v reciprocamente

hlw = (hg;'g1) Lw,

de donde O, C O,,. Por tanto se tiene O, = O,.
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Ahora, en cada Srbita escogemos un elemento arbitrario. La coleccién asi obteni-
da, que denotamos por Y, se denomina Sistema de representantes de las 6rbitas

de G.

Usando el Lema 5.1.9, se tiene el siguiente resultado que es la clave de las
demostraciones de los Teoremas de Sylow.

Corolario 5.1.10 (Férmula de sumacién de 6rbitas) Si Q es un G-
conjunto finito e Y es un sistema de representantes de las orbitas, entonces

card (Q) = Z[G : Hy).

wEY

5.2. Ecuacidon de las orbitas

Comenzamos esta seccién dando la definicién de dos subgrupos que van a
tener gran interés en el resto del capitulo.

Definicién 5.2.1 Dado un grupo G, definimos su centro como el subconjunto
Z(G)={h € G: hg=gh, Vg€ G}.

Es facil comprobar que Z(G) es subgrupo normal de G. Ademés G es
abeliano si y sélo si Z(G) = G.

Definicidén 5.2.2 Si G es un grupo, se define el centralizador en G de un
elemento x € G como el subconjunto

Co(z)={g€G: gz =zxg}.
Se tiene que:
1. Cg(x) es un subgrupo de G.
2. 2(G) = Nyeo Cola).
3. 1€ Z(G)+= Cg(x)=0G.
La demostracién se propone como ejercicio.

Sea G un grupo y tomamos la accién de G sobre sf mismo por conjugacion,
que hemos visto en el Ejemplo 5.1.3(4),

GXQ — 0
(g,w) — gwg™*
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card(Y N Z(G)) = card(Z(G)).
Asi podemos afirmar que
o(G)=0o(Z(G)+ > [G:Cc(w)].
weY\Z(G)

]
De la ecuacién de clases de conjugacién se pueden deducir algunas propiedades
de los grupos cuyo orden es una potencia de un nimero primo.

Definicién 5.2.4 Sea p un nimero primo. Se dice que G es un p-grupo st
o(G) = p™ para algiin m € N.

Corolario 5.2.5 Sea G un p-grupo. Entonces o(Z(G)) > 1. Ademds,
o(Z(G)) #p™ .

DEMOSTRACION. Como hemos observado anteriormente, para todo w ¢ Z(G)
se tiene 1 # [G : Hy), y por el Teorema de Lagrange [G : H,,| divide a p™.
Entonces, por la ecuacién de las clases de conjugacién, tenemos que

0o(G) = 0o(Z(G)) + Ip,

donde [p representa a un multiplo de p. Si 0o(Z(G)) = 1 entonces se tendria
que p™ — 1 es un multiplo de p, que es absurdo.

Para la segunda afirmacién, si o(G) = p™, como Z(G) es subgrupo de G,
por el Teorema de Lagrange, o(Z(G)) divide a p™. Por tanto existe 1 <h <m
tal que o(Z(G)) = p.

Si 0o(Z(G)) = p™ ', entonces

oG) _ P _
o(Z(G) prt 7

de donde podemos afirmar que G/Z(G) es un grupo ciclico, y como consecuen-
cia se tiene que G es un grupo abeliano. Por tanto Z(G) = G, lo que nos lleva
a afirmar que p™~! = p™, que es absurdo. Por tanto o(Z(G)) # p™ L.

|

Corolario 5.2.6 Sip es un nimero primo y G un grupo de orden p?, entonces
G es abeliano. De hecho G es isomorfo a Z/p*Z o a (Z/pZ) x (Z/pZ).



120 Capitulo 5. Teoremas de Sylow

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Lagrange, el orden de Z(G) es un divisor
de p?. Por tanto sélo puede ser 1, p o p?. Como o(Z(G)) # 1y o(Z(G)) # p por
el Corolario 5.2.5, entonces ha de ser o(Z(G)) = p?, de modo que Z(G) = G.
Por tanto G es un grupo abeliano.

Por el Teorema de Estructura de grupos abelianos finitamente generados,
como p? y p-p son las tinicas descomposiciones en factores de p, se deduce que

G~Z/pPPZ 6 G=~(Z/pZ) x (Z/pZ).

Claramente estos dos grupos no son isomorfos entre si, ya que G = Z/p*Z
es ciclico, mientras que G ~ (Z/pZ) x (Z/pZ) no es ciclico. Asi pues, salvo
isomorfismo, existen exactamente dos grupos de orden p?.

|

Corolario 5.2.7 Si G es un p-grupo, con o(G) > p, entonces G no es simple.

DEMOSTRACION. Pueden ocurrir dos casos:

1. Si G no es abeliano, entonces Z(G) # G. Por el Corolario 5.2.5 tenemos
que Z(G) # {1}, y al ser Z(G) un subgrupo normal de G ya tendriamos
el resultado.

2. Si G es abeliano, entonces pueden ocurrir dos casos:

a) Para todo a € G\ {1}, se tiene o(a) # p™. Entonces consideramos
el subgrupo H = (a), que es normal, pues G es abeliano y {1} #
H #G.

b) Siexiste a € G\ {1} tal que o(a) = p™, entonces G es ciclico, y
tiene un subgrupo para cada divisor de p™. Como G es abeliano,
todo subgrupo es normal, de donde hemos acabado.

5.3. Teoremas de Sylow

Ahora utilizaremos técnicas de acciones de grupos sobre conjuntos para
probar tres resultados muy ttiles en el estudio de la estructura de un grupo
finito.

Teorema 5.3.1 (Primer Teorema de Sylow)
Sea G un grupo tal que o(G) = mp™, con p primo y med(p, m) = 1. Entonces,
para cada 1 < h < n, existe un subgrupo de G de orden p".
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DEMOSTRACION. Consideremos los subconjuntos de G cuyo cardinal sea p", y
sea A el conjunto de tales subconjuntos, es decir

A={CCG: card(C) =p"}.
Consideremos la accién de G sobre A definida por

GXA — A
(9,.C) — gC.

Claramente, estd bien definida, y con ello A es un G-conjunto. Como G es
finito, y A es un subconjunto del conjunto de las partes de G, se tiene que
card(A) < 2°©) de donde A es finito.

Como

prm \ _p'mprm—1)---(p'm-pt+1) _
card(A) = <ph )- P —1) (P —pr+1)

_am(P'm—=1)--- (p"m —p" + 1)

podemos afirmar que p*~* divide a card(A). Mas atin, p

card(A), ya que
( ph (pn—hm) > ( pn
ph

Y13
m o
y las médximas potencias de p que dividen a ( P o ) p""m, coinciden,

:pn

b

n—h+1 1o divide a

como pueden verse en la lista de problemas.

Por el Corolario 5.1.10 se tiene

card(A) = Z[G : Hel,
CeA

donde He = {g € G: gC = C}. Si card(Hc) = p*m’, entonces se tiene que
p*m’ es divisor de p"m, ya que H¢ es un subgrupo de G.

Por tanto existe C' € A tal que p"~"*! no divide a [G : H¢]. Pero

O(G) _ pnm n—k 1T
O(Hc) N pkm' m )

[G'.Hc] =

Asi p"~"*! no divide a p**, de donde n — k < n — h + 1, es decir k > h. Por
tanto o( He) > p".
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Por otra parte, como
He={g9€G: gC=C},
fijado un ¢; € C se tiene que g¢; € C para todo g € He. Supongamos que
C= {cl,...,co(c)} con o(C) = p".

Se tiene que
gc, € {Cl» RN co(C)} )

es decir ¢ = c;cj! para cierto ¢;. Asi, a lo sumo, hay tantos g € He como
elementos tiene C, de donde

o(Hc) < card(C) = p.
Por tanto o( He) = p".
u
Como consecuencia del Primer Teorema de Sylow podemos obtener el Teo-
rema de Cauchy.

Corolario 5.3.2 (Teorema de Cauchy) Sea G un grupo finito. Si p es un
divisor primo del orden de G, entonces G posee un elemento de orden p.

Definicién 5.3.3 Sean G un grupo finito, p un nimero primo que divide al
orden de G y H un subgrupo de G. Diremos que:

1. H es un p-subgrupo de G si H es un p-grupo.

2. H es un p-subgrupo de Sylow de G si el orden de H es p", siendo p" la
mdzima potencia de p que divide al orden de G.

Observacion 5.3.4 El Primer Teorema de Sylow nos asegura que en un grupo
finito, siempre existe un p-subgrupo de Sylow para cada divisor primo del orden
del grupo. Esto es un reciproco parcial del Teorema de Lagrange.

Ejemplo 5.3.5 Dado un grupo G tal que o(G) = 235, el Teorema 5.3.1 nos
asegura que G tiene un 2-subgrupo de Sylow de orden 8 y un 5-subgrupo de
Sylow de orden 25.

Teorema 5.3.6 (Segundo Teorema de Sylow) Sea G un grupo tal que
o(G) = p™m, con p primo y med(p,m) = 1. Sean H un p-subgrupo de G y S
un p-subgrupos de Sylow de G. Entonces existe g € G tal que g"'Hg C S.
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DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto G/RS = {gS : g € G}. La apli-
caciéon definida por

HxG/R® — G/R®
(h,gS) — hgS

es una accién de H sobre G/RS. Como o(G) = p"m y o(S) = p" tenemos, por
el Corolario 5.1.10,

m = card (G/RS) = ) [H: Hg.

9SeG/H

Como Hgyg es un subgrupo de H y o(H) = p", tenemos que [H : Hyg| es un
multiplo de p.

Por otra parte, si no existiese ningin g tal que [H : Hys] = 1, tendriamos
que p divide a m y eso es contradictorio con el hecho de que med(p,m) = 1.

Asi, existe g € G tal que [H : Hyg] = 1, es decir
H=H,;s={h€H: hgS=gS}.

Por tanto para todo h € H se tiene que hgS = ¢S, es decir g7thgS = S.
Asi g"'Hg C S.
N
Como consecuencia tenemos que

Corolario 5.3.7 Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados. En
particular, si S es subgrupo normal de G y S es p-subgrupo de Sylow, entonces
S es el unico p-subgrupo de Sylow de G.

Veamos que el reciproco de la segunda afirmacién del Corolario 5.3.7 tam-
bién es cierto.

Corolario 5.3.8 Sea H el unico p-subgrupo de Sylow de un grupo G, entonces
H es normal en G.
DEMOSTRACION. Para todo g € G, se tiene que gHg™! es subgrupo de G y
o(gHg™") = o(H). Por tanto, gHg™! es un p-subgrupo de Sylow. Pero al ser
H el vnico p-subgrupo de Sylow de G, se tiene que gHg™! = H. Asi H es
subgrupo normal en G.
]

Antes de demostrar el Tercer Teorema de Sylow daremos algunas defini-

ciones y propiedades que se requieren en su demostracion.
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Definicion 5.3.9 Sea H un subgrupo del grupo G. Llamamos normalizador
de H en G, y lo denotamos por Ng(H), al siguiente conjunto

Ng(H) = {g e G g_ng=H}.
Lema 5.3.10 Sea G un grupo y H un subgrupo de G, entonces se verifica:
1. Ng(H) es subgrupo de G.
2. H es subgrupo normal de Ng(H).

3. Ng(H) es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

DEMOSTRACION.

(1) (a) Ne(H) #0, yaque 1 € Ng(H).
(b) Ng(H) C G por definicion.

(c) Para todo x € Ng(H), se tiene que r'Hxr = H, asi H = tHx™!,
es decir H = (z7!)"'Hz™!, por tanto z7! € Ng(H).

(d) Sean z,y € Ng(H), entonces
™ 'Hx = H, y 'Hy=H.
Por tanto,
(zy)"'H(zy) =y~ (a7 Ha)y =y Hy = H.
Asi, zy € Ng(H).
(2) Por definicién de Ng(H) se tiene que para todo g € Ng(H) se verifica
97'Hg=H,
y de ahi, por la Proposicién 1.6.3, se tiene que H es normal en Ng(H).

(3) Sea K un subgrupo de G, tal que H sea normal en K. Entonces por la
Proposicién 1.6.3 se tiene que para todo k € K se verifica kH = Hk.
Asi k'Hk = H y de ahf k € Ng(H).

Lema 5.3.11 Si P es un p-subgrupo de Sylow del grupo finite G, entonces
todo p-subgrupo de Ng(P) estd contenido en P.
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(2) Por el apartado (1) se tiene que

. . p'm _ p'm _m
Np = [G : NG(P)] - O(Nc(p)) - prm! m’ €Z

|3

y — divide a m.

3

Consideremos el conjunto G/Ng(P), y definamos la accién
P x G/Ng(P) — G/Ng(P)
(z,9Na(P)) +— zgNG(P).

Por el Corolario 5.1.10 se tiene

[G : Ng(P)] = > [P Hovgw)
gNG(P)EG/Ng(P)

Como o( P) = p" se tiene que [P : Hyn,(p)] es 1 6 un muiltiplo de p.

Vamos a contar cudntos elementos gNg(P) existen cuya érbita sea un
conjunto unitario, es decir cudntos elementos hay tales que

{9Nc(P)} = Ogner,
donde recordamos que
Ogngpy = {zgNe(P) : z € P}.
Asl, estamos contando los elementos gNg(P) tales que
2gNg(P) = gNg(P) para todo T € P,

o lo que es equivalente, a g~'zg € Ng(P) para todo z € P. Por tanto
g~ 'Pg C Ng(P).

Como o(g~'Pg) = o(P), se tiene que g~'Pg y P son p-subgrupos de
Sylow de Ng(P). Entonces por el Segundo Teorema de Sylow, existe
h € Ng(P) tal que h™'Ph = g~ Pg, es decir gh~'Phg~! = P. Por tanto
gh™" € Ng(P), de donde g € Ng(P).

Ast podemos afirmar que la érbita Oy (py es la tnica drbita que tiene
un tnico elemento, de donde n, = 1 (mdd p).

]
Como consecuencia de los Corolarios 5.3.7 y 5.3.8 tenemos la siguiente
caracterizacién de los subgrupos normales.
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Corolario 5.3.13 Sea G un grupo finito y p un nimero primo tal que p divide
a o(G). §i H es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces:

1. H es un subgrupo normal de G <= n, = 1.

2. 8i G es un grupo abeliano, entonces n, = 1.

Ejemplo 5.3.14 Vamos a calcular los p-subgrupos de Sylow de un grupo G
de orden 15.

Como 15 = 3 -5, por el Primer Teorema de Sylow sabemos que ezxiste un
3-subgrupo de Sylow Pj tal que o(P3) = 3 y un 5-subgrupo de Sylow Ps tal que
O(P5) =5.

Vamos a ver cudntos hay de cada clase.

El nimero de 3-subgrupos de Sylow, ns, por el Tercer Teorema de Sylow,
debe de verificar:
ny divide a 5.

De donde n3 = {1,5}. Pero como
nz = 1(méd 3),

se tiene que n3 = 1. Razonando de la misma manera para ns se tiene que
ns = 1. Por tanto podemos afirmar que G contiene un Unico 3-subgrupo de
Sylow, P3 y un inico 5-subgrupo de Sylow, Ps. Por el Corolario 5.3.15, Py y
Py son subgrupos normales.

Como P3N Ps = {1}, al ser subgrupos normales, se verifica que P3Ps es un
subgrupo de G de orden 15. Entonces se puede afirmar que G = P3Ps, y por la
Proposicion 2.4.9, se tiene

G=PPs 2Py x Ps=Z/3Z xL/5Z=1Z/15Z.

Teorema 5.3.15 Sea G un grupo finito tal que o(G) = pi* ---pi. Son equi-
valentes:

1. Los p-subgrupos de Sylow de G son normales.
2. G= P x---x P, siendo P; un p;-subgrupo de Sylow de G.
DEMOSTRACION. (1) = (2): Definimos la aplicacién

w:PAXPyx---xP — G

(T1,T2,..., &) — IT1T2--- Ty
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(a)

Veamos que ¢ es homomorfismo de grupos. Como

@[(Il,l‘Q, cee 7x7')(y17 Ya,..., yr)] = <P($1y17 s 71'.Ty1‘) = T1Yr - TrlYr,

para demostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos bastara demostrar
que dados z € P, y € P; con i # j se tiene que zy = yz.
Se verifica que

zyz~'y~! € Pj ya que zPz™! = P,

zyz~'y~! € P, ya que yPiy ™! = P,

Como P, N P; = {1} ya que med(p;, p;) = 1, se tiene
zyr Tyl =1
y de ahi que zy = yz. Asi ¢ es un homomorfismo de grupos.

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Como o(G) = p}* - - - p?", definimos

_o(G)
i

Como med(py,...,p,) = 1 se tiene que med(qy,...,q,) = 1, y por tanto
existen ay, ..., qa, € Z tales que

o1qr + -+ apge = 1

Asi dado z € G, se tiene que

T = 1.011()1+---+arr1r = 9. e
Denotamos z; = z*% {=1,...,r. Se tiene que
;7 cg: \D; i .o(G) ag
If i (xa,q,)lh P i — (:L‘O(G)) e

Por tanto se tiene que el orden de z; divide a p;". As{ tenemos que el
orden del subgrupo (z;), divide al orden del p;-subgrupo de Sylow P,.
Pero por hipétesis P; es un subgrupo normal en G, entonces se tiene que
Ng(P;) = G. Asi, aplicando el Lema 5.3.11. se tiene que (z;) C P, de
donde z; € P, y de ah{ podemos afirmar que ¢ es sobreyectiva.
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(c) ¢ es inyectiva. Se tiene que
o(G)=o0(P, x --- x P,).
Por otro lado se tiene que
Py x - % P./ker(p) = G.
De donde o(ker(y)) = 1. Asi ker(¢) = {1} y por tanto ¢ es inyectiva.

(2) = (1): Sin pérdida de generalidad podemos suponer que G = Py x - -+ x P,.
Como

P ox {1} x -+ x {1} = P

{1} x {1} x -+ x B = P,
y o(P;) = p}*. Es claro que todo P; es subgrupo normal de G.

5.4. Aplicaciones

Como aplicacién de los teoremas de Sylow, podemos presentar algunos
grupos para los que es cierto el reciproco del Teorema de Lagrange.

Proposicion 5.4.1 FEl reciproco del Teorema de Lagrange es cierto para todo
p-grupo G.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, o(G) = p™, siendo p primo y m > 1. Por el
Primer Teorema de Sylow, para todo 0 < h < m existe un subgrupo H de G
tal que o(H) = p".

a

Proposicion 5.4.2 El reciproco del Teorema de Lagrange es cierto en los gru-
pos de orden 20, y en general en los grupos de orden pq, siendo p y q nimeros
primos entre si.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo de orden 20. Se tiene que 20 = 22 - 5. Los
divisores de 20 son {1, 2,4, 5, 10, 20}.

Los subgrupos {1} y G tienen el orden 1 y 20 respectivamente. Por el
Primer Teorema de Sylow, tenemos que G posee subgrupos de érdenes 2. 4 y
5. S6lo nos falta encontrar el subgrupo de orden 10.

Por el Tercer Teorema de Sylow, el niimero ns de 5-subgrupos de Sylow de
G verifica:
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» 15 divide a 4.
= n5 — 1 es miltiplo de 5.
Por lo tanto ns = 1. Denotemos por H el tinico subgrupo de orden 5. Por el

Corolario 5.3.13 tenemos que H es subgrupo normal de G.

Entonces si K es un subgrupo de orden 2 de G, por la Proposicién 1.2.21, se
tiene que H K es un subgrupo de G. Como o( HNK') = {1} yaque med(2,5) =1
se tiene que

o(HK) = o(H)o(K) = 10,

por la Proposicién 1.3.7 6 por la Proposicion 2.4.9.

5.5. Ejercicios

1. Sean p es un numero primo, m, n enteros positivos y

N:(wm>
pn

Demostrad que las méximas potencias de p que dividen a N y a m
coinciden.

2. Demostrad que para todo subgrupo H de un grupo G se tiene que:

a) Cg(H)<Ng(H), donde Cg(H) ={a€ G: ah=ha,Vh € H}
b) El subgrupo cociente Ng(H)/Cg(H) es isomorfo a un subgrupo de
Aut(H).

3. Sea GG un grupo que opera sobre un conjunto X . Se supone que o(G) = 35,
card(X) = 19 y que X no tiene 6rbitas con un solo elemento. Calculad
el numero de drbitas y el cardinal de cada drbita.

4. Contestad a las siguientes cuestiones:

a) ;Qué orden tiene un 3-subgrupo de Sylow de un grupo de orden
547.

b) Un grupo de orden 24, ;Cudntos 2-subgrupos de Sylow debe tener?

¢) Un grupo de orden 255 ;Cudntos 3-subgrupos de Sylow puede tener?
LY 5-subgrupos de Sylow?

5. Probad que no existen grupos simples de orden 200 ni de orden 1000.

6. Demostrad que todo grupo de orden 1225 es abeliano.



9.5 Ejercicios 131

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Demostrad que si G es un grupo de orden 12, bien posee un 2-subgrupo
de Sylow que es normal, o bien posee un 3-subgrupo de Sylow que es
normal.

Demostrad que todo grupo de orden 30 posee un unico 3-subgrupo de
Sylow y un tnico 5-subgrupo de Sylow. En particular, los grupos de orden
30 no son simples.

Sean p y ¢ nimeros primos tales que p < ¢ y ¢ — 1 no es multiplo de p.
Demostrad que todo grupo de orden pq es isomorfo a Z/pqZ.

Demostrad que un grupo no abeliano G de orden p3, donde p es un
nimero primo, tiene un centro de orden p.

Sea G un grupo y o(G) = p?q, donde p y q son niimeros primos distintos y
tales que p?—1 no es multiplo de ¢ y ¢—1 no es miltiplo de p. Demostrad
que G es abeliano y de ahi que G no es simple.

Demostrad que un grupo finito G es un p-grupo si, y sélo si, el orden de
todo elemento de G es una potencia de p.

Demostrad que todo grupo (G, *) de orden 8 posee subgrupos de érdenes
2y4.

Sea p un nimero primo mayor que 2 y G un grupo de orden 2p. De-
mostrad que entonces G posee subgrupos de érdenes 2 y p, v que de
orden p sélo hay uno.

Demostrad que si G es un grupo finito de orden n < 12, entonces para
cada divisor d de n existe un subgrupo de G de orden d.
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v (Gi/G;NH)/(Gi—1/(Gi—1 N H)) es simple. Vamos a verlo:
Por el Segundo y Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene que:

G/(GinH) _ GH/H _ GH

Gi/(GiinH) G H/H G H

es isomorfo a un subgrupo normal de ——. Por tanto pode-

G H Gia

mos afirmar que:

Pero

Gi/(GinH)
Gi—l/(Gi—l n H)

es isomorfo a un subgrupo normal de G L
i-1
G;/(G;N H)
" Gio1/(Gioi N H)

Eliminando términos superfluos, concluimos que la serie

Ga G G,
W=Gerng enac “anr

Asi

es simple al ser simple el grupo

i
Gi-

=G/H,
es una serie de composicién de G/H.

< Sean
{l}=HOCH1C"'CHk:H
y
{1H}=NyCcNyC---C N=G/H,

dos series de composicién de H y G/H respectivamente. Entonces existen
Go = H, Gy, -+, G subgrupos de G que contienen a H y tales que G;/H = N;
para cada 1 <1 <.

Para cada 1 < i < [ se verifica que:
s G;_1 C Giyaque N;_; CN,.
s (3;_; es subgrupo normal de G; ya que N;_; es subgrupo normal de N;.

= (;_1/G; es simple, ya que por el Segundo Teorema de Isomorfia se tiene
que
G;/H

Gi/Gio1 = Gii/H

= N;/Ni_1.

Por tanto la serie
{].}ZH()CHlC"'CHk:H:GOCGIC"'CclzG,

es una serie de composicién de G.
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6.2. Teorema de Jordan-Holder

En esta seccién caracterizaremos la existencia de series de composicion,
as{ como la equivalencia de las mismas.

En general un grupo puede admitir més de una serie de composicién. Por
ejemplo, si G = Z/12Z, consideramos

G, =6Z/12Z, G, =37/12Z,

Hy=4Z/12Z,  H,=2Z/127Z.

Las series

SZ{l}=GOCG1CG2CG3=G,
T:{l}:H()CH1CH2CH3:G,
son de composicién.
Con objeto de probar que los grupos que admiten una serie de composicién

tienen todas sus series de composicién univocamente determinadas, procede-
mos a introducir una nocién de equivalencia para comparar series.

Definicién 6.2.1 Decimos que dos series
S H{l}=GycG, Cc---CG, =G,

T:{l}=HyCcH,C---CH,=G,

de un grupo G son equivalentes si n = m y existe una permutacion o € S, tal
que
Gi/Gi-1 = Hyy/Hpi—1y  para cada  1<i< n.

Para probar el Lema de la mariposa, resultado técnico esencial para nues-
tro objetivo, vamos a utilizar el siguiente resultado, cuya demostracién es un
célculo simple.

Lema 6.2.2 Sean A, B y C tres subgrupos de un grupo G, tales que B C A.

Entonces
ANBC=B(ANC).

Lema 6.2.3 (Lema de la mariposa o de Zassenhaus) Sean G un grupo
y Hy. Hy, Ny, Ny subgrupos de G, donde Ny es subgrupo normal de H, y Ny es
subgrupo normal de Hy. Entonces

1. Ny(H; N Hy) es subgrupo de Hy y No(Hy N Hz) es subgrupo de Hy.
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2. Ny(H, N Ny) es subgrupo normal de Ni(H; N Hy) y No(Ny N Hy) es
subgrupo normal de No(Hy N Hy).
3. (H1N Ny)(Hy N Ny) es subgrupo normal de Hy N H,.
, M(h0H) N0 ) Hy N H
© NI NNy No(Ni N Hp)  (Hi N No)(N: N Hy)
DEMOSTRACION.

(1)

Se tiene que Hy y Hy N H; son subgrupos de H; donde N; <1 Hy entonces
por el apartado (3) del Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene que

Ny (Hy N Hy) es subgrupo de H;.
De forma analoga podemos afirmar que

N, (Hy N Hy) es subgrupo de Hs.
Se tiene que H; N Hy y N, son subgrupos de He con N, normal en Ho.
Entonces por el apartado (1) del Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene
que

Hy N Hy N Ny es subgrupo normal de H; N Ha.
Por tanto
H; N N, es subgrupo normal de Hy N Hy.

Por otro lado tenemos que N; es subgrupo normal de Hy, /3, N Ny y

H; N H, son subgrupos de H; tales que Hy N Ny es normal en H; N Ho.
Entonces por el Lema 1.6.7 se tiene

Ni (H; N N) es subgrupo normal de Ny (Hy N Hay).
De forma andloga se demuestra la segunda afirmacién.
Al verificarse que H NN, C Hi N Hy y Ny N Hy C HyN Hy, se tiene que

(Hy N Ny) (N1 N Hy) C (Hy N Hy).

En el apartado anterior hemos demostrado, bajo las condiciones de las
hipétesis, que Hy NN, es subgrupo normal de H;N Hy. Por tanto podemos
afirmar que
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(Hy N Ny) (N; N Hy) es subgrupo de Hy N Hs.

Veamos que es subgrupo normal. Para ello demostraremos que dado
cualquier a € H; N H,, se tiene

a(Hi N Ny) (NN Hy) = (H N Ny) (N, 0 Hy) a.
Sea x € a (H; N N2) (N, N Hy), entonces
T = auv, con u€ HiNN,, v € NN H. (i)
Como au € aN,, donde a € Hy y Ny < Hy, entonces
au = naa donde ng € Ny, (ii)
Es més, no = aua™ € Hy, ya que a, u € H;. Asi, sustituyendo (ii) en

(i),

T = QuUU = Noav con ny € H N Ns.

Como av € aN;, donde a € Hy, v € N, y N; < Hy, entonces
av = n,a donde ni € N (iii)
y n; = ava~! € Hy ya que a, v € Hy. Luego, sustituyendo (iii) en (ii),
T = nonja con ny € Hi NNy, n, € Ny N H,,
es decir x € (H; N Ny) (N N Hy) a. Por tanto,
a(Hy N Np) (NN Hy) C (HiNNg) (NN Hy)a.

De forma andloga obtenemos la otra inclusién y de ahi el resultado.
Si denotamos

H = H, N H,, N =N (H NN,), G' = Ni(H, N H,),

se tiene que H y N son subgrupos de G’ donde por el apartado (2), se
tiene que V <1 G’. Entonces por el Tercer Teorema de Isomorfia se tiene
que

Ni(HiNN)(HiNHy)) NH HN
N1 (H N N) -~ N N
H Hy N H,

~ —_

THNN HiNH,NN (H NNy

Para finalizar la. demostracién, vamos a usar dos veces el Lema 6.2.2. En
el primer caso, consideremos los subgrupos

A'—:Hl, B:HlﬁNg, C=H2
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Algunos eslabones en cada refinamiento pueden ser iguales, pero si hay r
parejas de miembros consecutivos en S’ iguales, hay r cocientes iguales a {1}
y por el isomorfismo (iv) hay también r cocientes iguales a {1} en 7" y por lo
tanto el nimero de parejas de miembros consecutivos iguales en T” es también
r. Si llamamos S” a la serie obtenida a partir de S’ eliminando los términos
repetidos y T” a la obtenida a partir de 7" por el mismo procedimiento, hemos
probado que

long(S") = mn+ 1 —r = long(T").

Estos son los refinamientos buscados, pues al ser
Gi1(GinHy) =Gy, H;_, (G.NH;)=Hj.

5" refina a S y T” refina a T, mientras que los factores de S” son isomorfos a
los de T por el isomorfismo (iv).
[

Corolario 6.2.5 (Teorema de Jordan-Hélder) Dos series de composicion
de un grupo G son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean S y T series de composicién de G. Por el Teorema de
Schreier existen refinamientos equivalentes S’ y 7" de S y T respectivamente.
Como S y T son series de composicién, se tiene que S’ y 7" son equivalentes a
S y T respectivamente. Por lo tanto, S y T son equivalentes.

|

6.3. Grupos Policiclicos

En esta seccién estudiamos los grupos que poseen series asociadas a grupos
ciclicos. En este caso, la existencia de dichas series establecen la propiedad de
generacion finita sobre el grupo.

Definicidn 6.3.1 Decimos que una serie es ciclica si sus factores son grupos
ciclicos. Decimos que el grupo G es policiclico si admite una serie ciclica.

Lema 6.3.2 Todo refinamiento de una serie ciclica es una serte ciclica.
DEMOSTRACION. Consideremos

S:{1}=Goc G C---CG,=G
una serie ciclica. Sea 1 <i<ny

Gi_1=HOCH1C"'CHk=Gi
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el trozo de un refinamiento S’ de S, comprendido entre G;_; y G;. Todo se
reduce a probar que los cocientes H;/H;_1, 1 < j < k, son ciclicos.

Como G;_1 < Gj, se tiene que G;_1 < H; y Gi—1 < H;_;. Entonces por el
Segundo Teorema de Isomorfia
Hj ~ Hj/Gi—l
Hi.y H;/Giy’

luego basta probar que H;/G,_; es ciclico. Como H;/G;_; es subgrupo del
grupo ciclico G;/G;_1, entonces por el Teorema 1.4.7 se tiene el resultado.
[

Proposicion 6.3.3 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es policiclico.

2. H y G/H son policiclicos.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Si G es un grupo policiclico, entonces existird
S:{I}ZG()CG1C"'CGn_1CGn=G

una serie ciclica de G. Como H es subgrupo de G podemos considerar los
subgrupos H; de G dados por

H,=HnNG,;.
Sea la sucesién
T:{i}=HycH,C---CHp1CH,=H
donde m < n.

Andlogamente a la demostracién del Lema 6.1.9, se verifica que:
» H; es subgrupo de H.
s H;_; es subgrupo normal de H;.

» Cada factor H,;/H;_; es isomorfo a un subgrupo ciclico del grupo ciclico
Gi/Gi-y. Asi, por el Teorema 1.4.7 y la Proposicién 2.2.14(2), es ciclico
y de ah{ que los factores H;/H;_; sean ciclicos.
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_ Para la segunda parte consideremos los subgrupos f]i = G;H. Veamos que
H;_, es un subgrupo normal de H;.

Se verifica que:
« I, y=G,\HCGH=H,

= (G;_1H es subgrupo normal de G;H. Vamos a verlo:
Siz € HG;_1, se escribitd £ = hgcon h € H,g € G;_;. Asix € Hg =
gH € G;_yH, ya que H es un subgrupo normal de G.
Esto prueba la inclusién HG;_; C G,_; H. Simétricamente se obtiene la
otra inclusién. Esto prueba que G;_1 H es subgrupo de G, H.

Para probar la normalidad usaremos la condicién (1) de la Proposicién
1.6.3. Tendremos que ver que para todo a € HG; se tiene

a (HGi_l) = (HGz_l) a.

Como a € HG;, se escribira
a=hg, heH, geG,. (iv)
Como HG;_1 = G;_1H, si z € a (HG;_1) se tiene
z=agh, ¢ €G;_1, heH

Como (ag1)H = H(ag1), por ser H < G, si x € (ag1)H, sustituyendo en
(iv), tendremos que

T = hjagy = hihgg,, hy € H.
Como, G;_; <1 G, se tiene
991 € 9Gi1 = Giyg.
Asi,
T = hihgg, con  go € G,
o también,
z = h1hga(h™'h)g = hihgoh ™ (hg) = hihgoh™'a. (v)
Ahora. goh™!' € G;_1H = HG;_,, con lo que
gh™ =hags, ha€H, g3€Giy.
Finalmente, sustituyendo en (v), x = hihhagsa € (HG;_1)a.

Esto prueba la inclusién
a (HGl_l) Q (HG,‘_I) a.

Por simetria se obtiene la otra inclusién.
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Por tanto H;_, /H es subgrupo normal de H; /H. Como
Hy = GyH = H, y  H,=G.H =G,
tenemos
{1}=Hy/HCH/HC---C Hy_yJH C H,/H = G/H
v los factores
(ﬁi/H) / (FI,-_I/H) > H,/H;_y = (GiH)/(Gi H) =

= Gi(Gi1H)/(Gi-1H) =
=2 Gi/(GiNGiaH) = (Gi/Gim1)] ((GiNGio1H)[Gi) -
Como G;/G;—; es ciclico, también lo es (G;/Gi-1)/ ((GiNG;_1H)/G;_1), y en
consecuencia (]:fl /H > / (ﬁi_l/ H ) es ciclico. Eliminando los términos repeti-
dos obtenemos una serie ciclica de G/H.

(2) = (1): Sean

S:{1}=Hy,CcH C---CH, .CH,=H

T:{1}=N0CN1C"'CNn—lcNm:G/H

series ciclicas de H v G/H respectivamente.
Cada N; es de la forma G;/H para 1 < i < m, siendo G; un subgrupo de
G que contiene a H.

Como N,, = G,/H = G/H, tenemos que G,, = G y como Ny = H =
Gy/H. tenemos que H = Gy.

Ademés cada G;_, es subgrupo normal de G; por ser N;_; < N;.

Por tanto,
{1}=HyCcH C---CH,=H=GyCcG, C--CG,=0G,
es una serie de G cuyos factores son
« H/H;_4,
» Gi/Gio1 = (Gi/H)/(Gi<1/H) = Ni/Ni—

y por lo tanto ciclicos.
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Corolario 6.3.4 Todo p-subgrupo es policiclico.

DEMOSTRACION. Sea G un p-grupo, con o(G) = p", p primo, n > 1. Probare-
mos el resultado por induccién en n.

En el caso n = 1, el grupo tiene orden primo, por lo que es simple y ciclico.
Supongamos cierto para el caso n — 1, y sea o(G) = p". Entonces {1} #

Z(G), siendo Z(G) subgrupo de G. Si Z(G) = G, entonces G es producto
directo finito de grupos ciclicos, y por tanto policiclico. Si Z(G) # G, entonces
o(Z(G)) y o(G/Z(G)) son estrictamente menores que p". Por hipétesis de
induccién, ambos son policiclicos, de donde lo es G por la Proposicién 6.3.3.

Otros ejemplos, derivados de esta Proposicidn son los siguientes.

Ejemplo 6.3.5 Sip, g yr designan nimeros primos y n un nimero natural,
se verifica:

1.

A

Todo grupo de orden p™q es policiclico.
Todo grupo de orden pqr es policiclico.
Todo grupo de orden 4p™ es policiclico.
Todo grupo de orden p*q® es policiclico.

Todo grupo de orden p*q® es policiclico.

DEMOSTRACION.

(1) La demostracién la haremos por induccién sobre n.

Sin =0, o(G) = q y entonces G ciclico por el Corolario 1.5.16. Por tanto
es policiclico.

Sean > 1y G un grupo de orden p"q. Entonces por el Tercer Teorema
de Sylow, GG no es simple. Sea H un subgrupo normal propio de G. Como
o(H) = p™¢', 0<m<n, i €{0,1}, 1<m+i<n+]1,

se tiene o(G/H) = p*™q' .
Sii=1,comom+i < n+1entonces m < n,n—m > 1, de donde G/H
es policiclico por el Ejemplo 6.3.4. Aplicando la hipdtesis de induccién,

tenemos que H es policiclico pues o H) = p™g, m < n. Por tanto, por la
Proposicién 6.3.3, tenemos que G es policiclico.
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Si¢ =0, el orden de H es p™, entonces H es policiclico por el Ejemplo
6.3.4. Ademds como 1 < m + i = m, se tiene n — m < n, luego por
hipétesis de induccién G/H es policiclico ya que o(G/H) = p"~™q. De
nuevo se deduce que G es policiclico por la Proposicién 6.3.3.

(2) Por el Tercer Teorema de Sylow sabemos que G posee un subgrupo nor-
mal propio H. Entonces o(H) y o(G/H) satisfacen que uno es primo y
otro el producto de dos primos, luego por el apartado 1. se tiene que son
policiclicos ¥ por la Proposicién 6.3.3 concluimos el resultado.

(3) Andloga al apartado (1).
(4) Anéloga al apartado (1).
(5) Andloga al apartado (2).
(]

Proposicion 6.3.6 Si G es un grupo policiclico, entonces G es finitamente
generado.

DEMOSTRACION. Denotemos por n a la longitud de una serie ciclica de G.
Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Sin =1, tenemos una serie ciclica de la forma
{1}~_—GQCG1:G.

Como G = G/{1} es ciclico, tendremos que G es ciclico y por tanto existe
a € G tal que G = (a).
Sea ahora n > 1, y consideremos la serie ciclica

Ti{l}:G()CGlC"'CGn_1CGn=G
St llamamos G’ = G,,_;, entonces
{].}ZG()C "'CGn_QCGn_lzG/

es una serie ciclica de G’. Asi, G’ es policiclico y tiene una serie de longitud
n — 1. Por hipétesis de induccién, existe S = {z1,...,zm} C G’ tal que

G = (S).

Como T es una serie ciclica, el cociente G/G’ = G/G,_1 es un grupo ciclico,
luego existe z € G,, = G tal que

G/G' = (2G).
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Consideremos ahora S = {z1,...,Zy,} C G. Vamos a probar que G = (S).

Como S = {z1,...,Zm,z} C G, entonces (S) C G. Reciprocamente, si
a € G, tenemos que aG’' € G/G’ = (zG’). Luego existe k € N tal que

oG’ = (G = 2*G".

Esto es,
zFa e G =(9).
Es decir,
:L‘_ka=s?1---s;”, s, €8, heZ 1<i<l
Por tanto,

a=gxksh .. s e (S).

Asi, G C (S) y de ahi la igualdad.

|
Si G es abeliano el reciproco es cierto. Esto es lo que nos muestra la siguiente
proposicion.

Proposicion 6.3.7 Sea G un grupo abeliano. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. G es policiclico.

2. G admite un sistema finito de generadores.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Es la Proposicién 6.3.6.
(2) = (1): Por el Teorema de Estructura de grupos abelianos finitamente
generados, G es isomorfo a un producto directo finito de grupos ciclicos, y por
tanto es policiclico.

[

Ejemplo 6.3.8 El grupo Q de los nimeros racionales con la operacion suma
es abeliano, pero no admite un sistema finito de generadores. En consecuencia,
no es policiclico.

De lo anterior se desprende el siguiente resultado, cuya demostracién de-
jamos al lector.

Proposicién 6.3.9 Sea G un grupo que admite una serie de composicion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es policiclico.

2. Erxiste una serie de composicién ciclica de G.
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3. Toda serie de composicion de G es ciclica.

Ejemplo 6.3.10 En virtud de la Proposicion 6.3.9, si G no es abeliano, la
equivalencia establecida en la Proposicion 6.3.7 es falsa. Por ejemplo, observe-
mos que Ss es un grupo finitamente generado, y que

{1} <IA5 < Sy

es una serie de composicion. Pero As es simple y no abeliano, y por tanto no
es ciclico.

6.4. Conmutadores y subgrupos derivados

Procedemos en esta seccidn a introducir los elementos técnicos para estudiar
los dos tipos de series més importantes.

Definicion 6.4.1 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H
es un subgrupo caracteristico de G si f(H) = H para todo f € Aut(G).

Observacién 6.4.2 Notese que H es caracteristico si y sdélo st f(H) C H
para todo f € Aut(G). En particular como la conjugacién por un elemento es
un automorfismo, todo subgrupo caracteristico es normal.

Definicién 6.4.3 (a) Dados dos elementos a y b de un grupo G, se llama
conmutador de a y b al elemento

[a,b] =a"'b"tab € G.

(b) Si H y K son dos subgrupos de G, se llama subgrupo conmutador de H
y K, y lo denotaremos por [H, K] al subgrupo generado por el conjunto
{[h.k]: he H ke K}.

(¢) Se llama derivado del grupo G a G' = [G,G). Llamaremos sequndo sub-
grupo derivado de G a G* = [G', G'] y por recurrencia, para cada natural
positivo n, el n-ésimo derivado de G es G™ = [G™1,G"7].

Observaciones 6.4.4 1. Para cada natural n > 1, G™ es subgrupo de
G™!, ya que para todo a, b € G™! se tiene que [a.b] € G™! y de
ahi que el sistema generador de G™ estd contenido en G™1.

2. G'={1} siysdlo si G es abeliano. Esta afirmacidn se obtiene del hecho
que
[a,b] = 1 <= ab = ba.
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3. Sif:Gy —> Gy es un homomorfismo de grupos, se tiene que
Fab) =[f(a), f(0)]  paracada  a,b€G,
ya que
f([a,b]) = f(a™'b7 ab) = f(a™") (b~ f(a)f(b) =
= f(@)7 f(0)7 f(a) f(b) = [f(a), F(B)]-

4. Sea f: Gy — Gy un homomorfismo de grupos y sean H y K subgrupos
de G se tiene que

([H, K]) = [f(H), f(K)],

ya que por el apartado anterior, se tiene que las imdgenes por [ de un
sistema generador de [H, K| es un sistema generador de [f(H), f(K)].

5. Si f: Gy — G, es epimorfismo, se tiene
f(GY) =Gy para cada natural n>1.

Probaremos esta afirmacién por induccion sobre n. Sin = 1, por el
apartado anterior, se tiene que

F(GY) = F([G GA]) = [f(G1), f(G1)] = [Ga, Ga] = G
Sin > 1 y aplicando la hipdtesis de induccion se tiene que
FIGY) = f (G171, G7Y) = [F(G ), f(GT D = (G371, G5 7] = Gy
Proposicion 6.4.5 Sea G un grupo. Se verifica:
1. G™ es subgrupo caracteristico de G para cada n > 1.
2. G/G" es un grupo abeliano.
3. Si N es un subgrupo normal de G y G/N es abeliano, entonces G! C N.

4. Todo subgrupo de G que contiene a G' es subgrupo normal de G.
DEMOSTRACION.
(1) Si f € Aut{G), en particular f es un epimorfismo. Entonces por la Ob-

servacién 6.4.4(5), se tiene que f(G") = G™ y de ahi que G™ sea un
subgrupo caracteristico de G.
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(2) En el apartado (1) hemos visto que G! es un subgrupo caracteristico

de G, en particular es normal. Asi G/G' es un grupo. Ademds para
cualesquiera g,G', goG' € G/G', como (g2, 91] € G, se tiene que

910192G1 = 919201 = 9192[92»91]G1 =
= 19295 97 ' 9291G" = 921G = g2G' 1 G

Basta ver que para cada a, b € G se tiene [a,b] € N. Como G/N es
abeliano se tiene que

abN = aNbN = bNaN = baN,
luego (ba)~'ab € N, es decir [a,b] € N.

Sea H subgrupo de G tal que G' C H. Entonces se tiene que H/G' es
subgrupo del grupo abeliano G/G*. Entonces H/G" es subgrupo normal
de G/G' y por la Proposicién 1.6.19 se tiene que H es subgrupo normal
de G.

Lema 6.4.6 Sean G1 y G5 dos grupos, Hy y K subgrupos de G1, Hy y K>
subgrupos de Gy. Sea G = Gy x G5. Entonces se verifica que

[Hl X HQ, K1 X Kg] = [Hh Kl] X [HQ, KQ]

En particular (G, X G2)" = G} x G3.

DEMOSTRACION. Un sistema generador de [H; X Hap, K7 X K] es

{[(hl,hg), (k‘l,k‘Q)] h € Hl, hy € HQ, k€ Kl, ko € KQ}

Como
[(h1, ha), (k1, k2)] = (A1, hz)_l(kl,kz)_l(hl’ ho)(k1, k2) =
= (b7 ha (kT k3 1) (b, ha) (ka, ko) =
= (h7 kT haky, hy tky P hoks) = ([ha, k1), [ha, ka])
y

{([h1, k1], [h2, ka]) : ha € Hy, ho € Hy, k1 € Ky, ko € Ky, }

es un sistema generador de [Hj, K1] x [Ha, K], tenemos que todo generador
de [Hy x Hy, K1 x K3 es generador de [Hy, K1] x [Hy, K>]. Por el mismo ra-
zonamiento tenemos que todo generador de [Hy, Ki| x [Ha, K] es generador
de [H, x Hy, K1 X Kj] y de ahf la igualdad.
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6.5. Grupos resolubles y nilpotentes

En esta seccién estudiamos dos propiedades asociadas a series, cuya
importancia histérica es obvia: la resolubilidad asociada a los trabajos de
Abel, y la nilpotencia, asociada a la clasificacién de dlgebras de Lie de
dimensién finita.

Definicién 6.5.1 Dado un grupo G, diremos que una serie de G es abeliana
s1 todo factor de la serie es un grupo abeliano. Si G admite una serie abeliana
diremos que G es un grupo resoluble.

Ejemplos 6.5.2 1. Todo grupo abeliano es resoluble ya que el cociente de
un grupo abeliano es abeliano.

2. Todo grupo policiclico es resoluble. Esto es obvio, pues un grupo policicli-
co admite una serie cuyos factores son ciclicos y por tanto abelianos.

3. No todo grupo resoluble es policiclico. Por ejemplo el grupo Q de los
nimeros racionales es resoluble por ser abeliano, sin embargo no es polici-
clico, como vimos en el Ejemplo 6.3.8.

Proposicién 6.5.3 Sea G un grupo que admite una serie de composicion. Las
stquientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es resoluble.
2. G admite una serie de composicion abeliana.
8. G admite una serie de composicion ciclica.
4. Toda serie de composicion de G es ciclica.
5. G es policiclico.
DEMOSTRACION. (1) == (2): Sea
C:A{l}=GyCcGy---CGr=G
una serie de composicién de G. Por hipétesis existe una serie abeliana de G,
S:{l}=Hy,CH,---C H, =G.

Por el Teorema de Schreir existen refinamientos equivalentes C' v $ ' de C'y S
respectivamente. Como C es serie de composicién se tendrd que C = C’ y de
ahi que C sea equivalente a S’. Veamos que S’ también es serie abeliana.

Sea
Hi_lzKoCKl"'CKl—_—Hi
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el trozo de S’ comprendido entre H;_, y H;.
Se tiene que H,_; es subgrupo de Kj, ya que que H;_; es subgrupo de H;.
Entonces por el Segundo Teorema de Isomortfia se tiene que

K; o Kj/Hi
K; K; 1Hi .

J

es un grupo abeliano al ser subgrupo del grupo abeliano

; K,/H,_ K,
' Entonces su cociente ——J/;l serd abeliano. Asi —2
Hi K;_1/H; K1

Esto implica que S’ es abeliana.

Por otra parte,
i-1

es abeliano.

Asi la serie de composicién C, al ser equivalente a S’, es abeliana.

(2) = (3): Sea
T:{l}=MyCcMC---CM,=G

una serie de composicién abeliana de G. Cada cociente M;/M;_; es abeliano y
es simple. Por tanto o(M;/M;_;) es primo y de ahi que sea ciclico.

(3) = (4) = (5): Por la Proposicién 6.3.9.

(5) = (1): Obvio.

Corolario 6.5.4 Los ejemplos 6.3.5 son resolubles.

Proposicién 6.5.5 Un grupo G es resoluble si y sélo si existe algin natural
n > 1 tal que G™ = {1}.

DEMOSTRACION. Supongamos que exista n > 1 tal que G" = {1}. Tomemos
n el menor natural satisfaciendo esta condicién. Esto implica que Gt # G*~1
para cada i < n, pues si fuese G* = G*~! para algiin i < n, derivando n — i
veces en esta igualdad se obtendria

(1}=G"= (Gi)n—i _ (Gi—l)n-i — gt
lo que contradice la eleccién de n.

Como G~ = [G™%, G™%| C G, se tiene que G" ! es subgrupo de
G"'. Ademés cada G™**! es un subgrupo caracteristico de G, y por tanto es
normal en G. En particular, G?~#*! es subgrupo normal de G"*. Entonces

D:{1}=G"cGlc...cG =G
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es una serie, llamada serie derivada. Como G’ es el subgrupo derivado de G'~!
se tiene, por Proposicién 6.4.5(2), que G?~1/G es abeliano. As{ D es una serie
abeliana de G, de donde G es resoluble.

Reciprocamente, supongamos que G es resoluble y sea
S HAl}=GycG,C---CG, =G

una serie abeliana de G. Demostramos por recurrencia descendente sobre ¢ que,
llamando G° = G, se tiene G*™* C G;. Por tanto, G* C Gy = {1} probar4 el
resultado.

Para i = n es obvio ya que G*™™ = G° = G = G,,. Sea ahora ¢ < n. Como
G es subgrupo normal de G411 y Gi+1/G; es grupo abeliano, al ser S una serie
abeliana, entonces, por Proposicién 6.4.5(3), tenemos que

(Gin)' C G
Por hipétesis de recurrencia, G*~(+Y < G,,,. Tomando derivados,
Gri = (Gn—(i+1))1 - (Gi-}—l)l cGi

lo que termina el paso de induccién.
[ ]

Proposicion 6.5.6 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es resoluble.

2. H y G/H son resolubles.

DEMOSTRACION. (1) = (2) : Como H C G, se tiene que H™ es subgrupo de
G™ para todo n > 1. Al ser G resoluble, por la Proposicién 6.5.5, G™ = {1}
para cierto m > 1,y de ahi H™ = {1}. Luego H es resoluble por la Proposicién
6.5.5.

Para la segunda afirmacién, como la proyeccién canénica 7 : G — G/H
es un epimorfismo y G™ = {1} para cierto m > 1, se tiene

(G/H)" =n(G") ==({1}) = {1},
de donde G/ H es resoluble por la Proposicién 6.5.5.

(2) = (1): Supongamos que H y G/H son resolubles. Por la Proposicién
6.5.5 existen n y m naturales tales que

=(1}, (G/H)"=H
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Entonces, como 7 : G — G/H es epimorfismo, se tiene
{1} =(G/H)" =7(G™) = G™H/H = (G/H)"

luego G™H = H y de aqui G™ C H. Entonces G™*" C H"™ = {1} y de ahi,
por la Proposicién 6.5.5 se tiene que G es resoluble.
u

Corolario 6.5.7 Sean H y K dos subgrupos normales y resolubles de un grupo
G. Entonces HK es un subgrupo normal y resoluble de G.

DEMOSTRACION. Se verifica que HK es un subgrupo normal de G. Por el
Tercer Teorema de Isomorfia se tiene que

HK/K = H/(HNK).

Como H es resoluble, entonces por la Proposicién 6.5.6, se tiene que
H/(H N K) es resoluble, de donde HK/K es resoluble. Como K es resoluble,
por la Proposicién 6.5.6 se tiene que H K es resoluble.

|

Corolario 6.5.8 Sean G y G2 dos grupos. Entonces

G1 X G4 es resoluble si y sélo si Gy y G2 son resolubles.

DEMOSTRACION. Si G, x Gy es resoluble, existe n > 1 tal que (G; x G)" =
{(1,1)}. Entonces, en virtud del Lema 6.4.6 se tiene que (G} x G3) = {(1,1)
y de ahi que

={1}, Gr={1}.
Por tanto G; y G son grupos resolubles.
Reciprocamente, supongamos que G1 y G son grupos resolubles y sean m,
n positivos tales que GT = {1} y GT* = {1}. Entonces si 7 = méx{m,n} se

tiene

{}cGicar={1}, {1}cGcGy={1}.
Entonces en virtud del Lema. 6.4.6 se tiene que
(G x Gy)" = (G] x Gy) ={(1, 1)}

y G1 x G4 es resoluble.
n

Ejemplo 6.5.9 El grupo S3 es resoluble. Basta observar que o(S3) =6=2-3
y aplicar el Corolario 6.5.4.
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Teorema 6.5.10 (Teorema de Abel) S, no es resoluble si n > 5.

DEMOSTRACION. Si S, es resoluble con n > 5, como es finito entonces tenemos
que S, es policiclico. Por tanto A, seria un grupo policiclico. Pero al ser A,
un subgrupo simple, tendriamos que A, es ciclico, y esto es contradictorio con
el hecho de que A, no es abeliano.

]

Finalmente, a titulo informativo, incluimos una versién del Teorema de
Feit-Thomson, que establece una condicién de suficiencia importante para la
resolubilidad de grupos finitos.

Teorema 6.5.11 (Teorema de Feit-Thomson) Todo grupo finito de orden
mmpar es resoluble.

Para terminar, estudiamos una clase restringida de la clase de grupos res-
olubles, asociada a una serie de subgrupos caracteristicos muy particular.

Dado G un grupo, definimos recurrentemente una coleccién {Zn}n>o de
subgrupos, como sigue:

L] ZO = {1}
» 7y = Z(G). Observemos que Z; < G.

« Para todo k£ > 1, Zj es el tinico subgrupo de G conteniendo Z;_;, y tal
que Zy/Zy-y = Z(G/Zx—1). Como Z (G/Zr_1) < G/Z_y, se tiene que
Z,<aG.

Definicién 6.5.12 La serie ascendente
2(G): {1} €21 C 2, C--CZ C--
se denomina serie central superior.
Observacion 6.5.13 Para todo k > 1 se tiene
Zy={z€G: [z,y] € Z)_,, Yy € G} .

Definicién 6.5.14 Sea G un grupo. Si existe n > 1 tal que Z, = G, deci-
mos que G es nilpotente, y si n el elemento natural minimo que verifica esta
propiedad, se dice que G es de clase de nilpotencia n.

Lema 6.5.15 Se tiene que:
(a) Todo grupo nilpotente es resoluble.

(b) Todo grupo abeliano es nilpotente.
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DEMOSTRACION. Si el grupo es nilpotente existe una serie central superior de
la forma
Gy:{1}cz,CZ,¢---CZ,=G.

Los factores de dicha serie son abelianos ya que
Zk/Zk—l =7 (G/Zk_l) .

Por tanto, la serie es abeliana, de donde G es resoluble.
u

Observacion 6.5.16 No todo grupo resoluble es nilpotente. Por ejemplo para
Ss se tiene la serie

{1} 1Az < 8;3.
Esta serie es abeliana ya que Az = Z/3Z y S3/As = Z/QZ Por tanto S es
resoluble. Sin embargo S; no es nilpotente ya que Z(S,) = {1} para todon > 3.

Observacién 6.5.17 1. No todo grupo nilpotente es policiclico. Por ejem-
plo el grupo abeliano de los numeros racionales es nilpotente, y sin em-
bargo no es policiclico como hemos wisto anteriormente.

2. No todo grupo policiclico es nilpotente. Por ejemplo S5 es un grupo
policiclico y sin embargo no es nilpotente como hemos visto.

Otra clase de grupos nilpotentes es la de los p-grupos.

Lema 6.5.18 Sea G un grupo. Si G/Z(G) es nilpotente, entonces G es nilpo-
tente.

DEMOSTRACION. Consideremos la serie central superior de G/Z(G)

{1} ¢ Z(G/Z2(G)) C -+ C Z(G/Z(G)) = G/Z(G).

Para cada 1 < i < k existe un 1nico subgrupo normal de G, que denotamos
Z!, conteniendo a Z(G), y tal que Z;/Z(G) = Z,(G/Z(G)). Observemos que,
en particular. Z;, = G. Vamos a probar por recurrencia en ¢ que Z; = Z;41(G).
Visto esto, por la observacién anterior concluiremos que G es nilpotente.

En el caso ¢ = 0, como {1} = Z}/Z(G), esté claro que Zj = Z1(G).

Supuesto cierto para un ¢ < k, vamos a probar la afirmacién para i + 1.
Para ello observemos que

Zi /21 (G) = 2141 [ 2] = (2,4,/2(G)) ) (2;/2(G)) =
= Zin(G/2(G))/Z(G/2(G) = Z ((G/Z(G)/Z:(G/Z(G))) =
(G/Z2(G)/(Z2i+1(G)/Z(G))) = Z(G/ Z:41(G)) = Zi12(G) [ Zi41(G)

Por lo tanto, Z], = Zi12(G), probando el paso de recurrencia.



158 Capitulo 6. Series de grupos

Proposicion 6.5.19 Todo p-grupo es nilpotente.

DEMOSTRACION. Si G es un p-grupo, entonces o(G) = p" para algin n € N,
Haremos la demostracién por induccién en n.
Para n = 1, el grupo es ciclico, de donde abeliano, y por tanto Z(G) = G.
Supongamos cierto para todo k < n, y sea o(G) = p™. Por el Corolario
5.2.5 se tiene
{1} # Z(G) « G.

Claramente G/Z(G) es un p-grupo con o{(G/Z(G)) < p™. Por hipétesis de
induccién G/Z(G) es nilpotente, de donde G es nilpotente por Lema 6.5.18.
(]

Observacién 6.5.20 Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G tales
que H y G/H son nilpotentes. Esto no implica que G sea nilpotente. Basta
observar que

Az < 83, con A3 2 Z/3Z  nilpotente

S3 /A3 = Z/2Z, nilpotente

y sin embargo hemos visto que S3 no es nilpotente.

Lema 6.5.21 Sean G; y G2 grupos entonces
G1 x Gy es nilpotente si y sdlo st G1 y Go son nilpotentes.
DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que

Zk(Gl X Gg) = Zk(Gl) X Zk(G2)

Notacién 6.5.22 Sea G un grupo. Denotaremos
Nn(G) =G,  7(G):=[n(G)G],

Y poT Tecurrencia

%+1(G) = [%(G),G],  i>0.

Lema 6.5.23 Sean G; y G2 grupos, y sea f : G1 — Go un homomorfismo.
Entonces, para cada i € N se verifica

f (@) =% (f(G)).
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DEMOSTRACION. La demostracién la haremos por induccién sobre i.

Si i = 1, aplicando la Observacién 6.4.4(3) se tiene
fn(G)) = f(G)=m (f(G)).
Sii > 1 se tiene, aplicando la hiptesis de recurrencia y la Observacién 6.4.4(3),
F(u(G)) = f i-1(Gh), Gi] = [f (i-1(G)), f(G)] =
= [1-1(£(G1)), F(G1)] = %(f(Gh)).

Lema 6.5.24 Sea G un grupo. Se verifica que:

1. v(G) es subgrupo caracteristico para todo i € N. En particular v;,(G) es
un subgrupo normal de G.

2. 1(G) = [n1(G),G] = G, yvi+1(G) es subgrupo de v;(G) para todo i € N.

DEMOSTRACION. (1) Es consecuencia directa de la Proposicién 6.5.23.

(2) Por el apartado (1), bastard demostrar que 7;41(G) C %(G). Para ello
dados a € v(G), b € G, veamos que [a,b] € v(G). Como v(G) < G, se tiene
b~lab € v;(G). Por tanto a~'b~tab € 1,(G). Asi [a,b] € 1:(G).

(]

Lema 6.5.25 Sea H un subgrupo G sea K un subgrupo de H tal que K es
normal en G. Entonces [H, K| es subgrupo de K si y sdlo si H/K es subgrupo
de Z(G/K).

DEMOSTRACION. Dados h € H y g € G se tiene que
hgK = ghK <= [h,g] € K.
Entonces podemos afirmar que
(hK)(gK) = (¢9K)(hK) <= [H, K] es subgrupo de K.

Asi obtenemos el resultado.

Corolario 6.5.26 Para todo 1 € N se tiene

¥:(G)/%i+1(G) es subgrupo de Z (G /7i41(G)).
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DEMOSTRACION. Por definicién tenemos que [v;(G), G] = 7:41(G). Ahora es-
tamos en condiciones de aplicar el Lema 6.5.25 y de ahi obtenemos el resultado.
[

Teorema 6.5.27 Sea G un grupo. Entonces existen € N tal que Z,(G) = G si
y $6l0 si Yp41(G) = {1}. Mds ain, en tal caso vi+1(G) es subgrupo de Z,_;(G)
para todo i € N.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe n € N tal que Z,(G) = G. Pro-
baremos que 741 es subgrupo de Z,_;(G) por induccién sobre i. Para ello
bastard demostrar que ;41 € Z,—(G).

Si ¢ =0, entonces 1,(G) = G = Z,(G).
Sea ¢ > 0 y supongamos ;41 C Z,_;(G). Entonces
Yi+2(G) = [7i41(G), G] € [Zn-i(G), G] C Zn-i—1(G),

aplicando la hipdtesis de induccién en la primera inclusién y el Lema 6.5.25 en
la segunda. Esto prueba el paso de induccién. En particular para i = n,

Mm+1(G) € Zo(G) = {1}.

Reciprocamente, supongamos v,41(G) = {1}. Probaremos que v,41-;(G) es
subgrupo de Z;(G), por induccién sobre j. Para ello bastara probar que y,4+1-;(G) C
Z;(G).

Sea j > 0, y supongamos v,4+1—;(G) € Z;(G). Consideremos el homomor-
fismo de grupos

P G/’Yn+1—j(G) — G/Zj(G)7
Z;(6)
'7n+1—j(G)
Por el Primer Teorema de Isomorfia tenemos

Clruns(C)
Z(C) (@ )

Asi por el Segundo Teorema de Isomorfia tenemos que G/Z;(G) = Im(yp). Por
tanto ¢ es un epimorfismo.

donde ker(p) =

Por otro lado, como y,41-;(G) = [1,-;(G), G], por el Lema 6.5.25 se tiene
que
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=i (G)
—————— es subgrupo de Z (G/vn4+1-;(G)).
'Yn+1_j(G) g p ( /’7 +1 ]( ))
Por tanto, como ¢ es epimorfismo, se tiene
m—i(G) ) c
_— Z(G/Z;(G)),
‘p (7n+1_J(G) = ( / ]( ))
es decir,
1 5(GVZ(G) Z;1(G)
Z2(G/Z;(G)) =
Z,(C) I = 7@
Asi

m=i(G) € m-3(G)Z;(G) € Z;11(G),
lo que completa el paso de induccién.
En particular para j = n, tenemos G = 7v,(G) es subgrupo de Z,(G), luego

G = Z,(G).
]

Corolario 6.5.28 Sea G un grupo nilpotente de clase n. Enionces

1. St H es un subgrupo de G, entonces H es nilpotente de clase menor o
igual que n.

2. Si H es subgrupo normal de G, entonces G/H es nilpotente de clase
menor o igual que n.

DEMOSTRACION.

(1) Demostraremos en primer lugar, por induccién sobre i, que
v(H) C v(G) para cada i € N.

Sea i > 1, entonces
Yi(H) = [vie1(H), H] C [%:-1(G), G] = %(G),

siendo cierta la inclusién [y;—1(H), H] C [v:-1(G), G] porque H C Gy,
por hipétesis de induccidn, se tiene v;_; (H) C v_1(G).

Ahora probamos (1). Como G es nilpotente de clase n, por el Teorema
6.5.27, existe n > 1 tal que v,(G) = {1}.

Por lo anterior,
m(H) C(G) = {1},

luego v,(H) = {1} y H es nilpotente de clase menor o igual que n.
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(2) Como 7 : G — G/H es un epimorfismo, se tiene
w(G/H) = %(7(G)) = 7(%(G)).
Asi, como G es nilpotente de clase n, v,(G) = {1}. Luego
W(G/H) =7 (a(G)) = {1}.

Por tanto, G/H es nilpotente de clase menor o igual que H.

|
Finalmente, damos una caracterizacién de los grupos nilpotentes finitos.

Lema 6.5.29 Sea G un grupo nilpotente. Si H es un subgrupo propio de G,
entonces H G Ng(H).

DEMOSTRACION. Como H es subgrupo, Zy = {1} C H. Sea n el mayor natural
tal que Z, C H. Notemos que existe un tal n, puesto que G es nilpotente y H es
un subgrupo propio. Sea a € Z,4, \ H. Entonces, como Z,,1/Z, = Z(G/Z,),
para todo h € H se tiene (ah)Z, = (ha)Z, en G/Z,. Asi, ah = h'ha para
cierto b’ € Z, C H, de donde aha™! € H para todo h € H. Por lo tanto,
ac NG(H) \ H.

[

Teorema 6.5.30 Un grupo finito es nilpotente si y sdlo si es el producto di-
recto de sus subgrupos de Sylow.

DEMOSTRACION. Si G & P, x --- x P,, siendo P, los p;-subgrupos de Sylow
de G, entonces G es nilpotente por la Proposicién 6.5.19 y el Lema 6.5.21.

Reciprocamente, sea G nilpotente, sea p un ndimero primo que divida a
o(G), y sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Como P C G, se tiene que
P C Ng(P) por el Lema 6.5.29. Como P es un subgrupo de Sylow de G,
también lo es de Ng(P), de donde es el tinico p-subgrupo de Sylow de Ng(P). Si
x € Ng (Ng(P)), se tiene zNg(P)x~! = Ng(P). Asi, zPz~! es un p-subgrupo
de Ng(P), de donde zPz~! = P, lo que implica que z € Ng(P). De este modo,

Ng (Ng(P)) € Na(P),
luego
Ne (Ng(P)) € Ne(P) € Ng (Ng(P)),

de donde Ng (Ng(P)) = Ng(P). Por Lema 6.5.29, Ng(P) = G, lo que nos dice
que P es un p-subgrupo normal de G. Entonces el resultado se obtiene por el

Teorema 5.3.15.
]









Capitulo 7

Grupos libres. Presentaciones
de grupos

El objetivo de este capitulo es establecer la nocién de grupo dado por
generadores y relaciones, asi como considerar el problema de isomorfismo entre
diversas presentaciones de un grupo.

7.1. Coproducto de grupos. Grupo libre

Definicién 7.1.1 Sea G un grupo y {G;}ic; una coleccion de subgrupos de
G. Diremos que la familia {G;}ie; genera G, si todo elemento g € G puede
escribirse como

g=1x1 " Tn, con z; € Gy, 1el.

Sea G un grupo, y sea {G; }se; una coleccién de subgrupos de G que generan
G. Entonces para todo g € G existen z; € Gi,, i; € I de modo que

g=T1- In.

Si agrupamos términos contiguos que pertenezcan al mismo subgrupo G, esto
significa que g =16 g = 2;---z, con z; # 1 y x;, z;41 no pertenecen al
mismo subgrupo. Llamamos a esta expresién presentacidn en forma candnica
del elemento g.

Definicién 7.1.2 Sea G un grupo, y {G;}ier una familia de subgrupos de G
generando G. Si para todo g € G la presentacion en forma candnica es unica,
diremos que G es el coproducto de la familia {G;}icr, denotado G = [],¢, G..

Reciprocamente, dada una familia de grupos {G;}ic, veamos cémo siempre
es posible definir un coproducto de la familia.
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Definicién 7.1.3 1. Para k > 1, una palabra de longitud k es una k-upla
(Z1,...,2k) donde cada x; pertenece a algin G;, x;, Tiy1 no pertenecen
al mismo G, y ningiin x; es el neutro de un subgrupo Gj;.

2. Dos palabras (z1,...,zx), (y1,--.,y1) son iguales st k =1y x; =y; para
cadal <i<k.

3. Denotaremos por (—) la palabra vacia o de longitud cero.

Consideremos G el conjunto de palabras de longitud finita n € N, que se
pueden escribir usando los elementos de los grupos G; como letras. Es decir

G={(z1,...,zn):neN,z, €Gy,zi # 1, i €1, ji # Jir1} U{(—)}.

Definimos en G la siguiente operacién:

(1, ze) (Y1, m) =

(1) (z1,...,7%) st (y,.-0) = (~)

2) (v1,---,91) si (21,...,2,)=(—)

(3) (z1,. . ThyY1y---, Y1) si o, €Gi,y1 €Gj,1# ]
(4) (z1,. - TEY1, - Y1) si Tk, 41 € Gy, zpys # 1
(5) (1, - Tk—1,Y2,.-,4) s zpy =1

Se entiende que en el caso quinto de la definicién, nos volvemos a plantear
si zp_1 € Y2 pertenecen a un mismo subgrupo G;, en cuyo caso se agrupan o si
su producto es el neutro, y asi sucesivamente, quedando

(xla"'7IT7Z17"'aztaysa--'1yl)7

donde 1<r<k, 1<s<l!l, 1<r+t+(l-s)<k+l

La operacién anterior definida en G verifica:
= Es asociativa.

= (—) es el elemento neutro.

» Todo elemento (z1,...,z,) tiene inverso (z1,...,2,)~" = (z7%,...,z7").
Por tanto podemos afirmar que GG es un grupo respecto de la operacién
definida anteriormente.
Asimismo para todo i € I, la aplicacién «; : G; — G, definida como

ai(z)z{((f)) st z#1

si x=1,
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= El diagrama conmuta ya que, para cada G;, tenemos
filzi) = f((z:)) = f o au(zi).

= Veamos la unicidad: sea g : G — H otro homomorfismo conmutando
dicho diagrama. Para cualquier i € I, si x; € G;, se tiene

9((z:)) = g0 (@) = filw:) = f((=:)).
Como g es homomorfismo, se tiene, para (zi,...,Z,) € G,
9(@1, zn) = g ((21) -+ (2n)) = g ((@1)) - 9 (z0)) =
=f (=) f((zn)) = f(z1, ..., 20).
Como G es el conjunto de todas estas palabras, concluimos que g = f.

]
El coproducto queda caracterizado por la propiedad universal del Teorema
7.1.4, como veremos a continuacién.

Corolario 7.1.5 Sea G’ un grupo y ¢; : G; — G’ una familia de homomorfis-
mos de modo que {G', ¢} verifiquen la propiedad del Teorema 7.1.4. Entonces
G'=2G.

DEMOSTRACION. Sea (G’, {; }ic1) un grupo con una familia de homomorfismos
¢; : G; — G’ tales que para cualquier grupo T con morfismos f; : G; — T
existe f : G’ — T conmutando el diagrama

Gi_‘L’ T
o)
G"

En particular, para T' = [ [;; Gi, fi = o; tenemos

Q4
G; Hiel G;

i
G’

Como el coproducto tiene la misma propiedad por el Teorema 7.1.4, existe
un tnico g : [[,.; Gi — G’ conmutando el diagrama
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El grupo libre sobre un conjunto, por ser un coproducto, se caracteriza por
una propiedad universal.

Teorema 7.1.9 Sea X un conjunto no wvacio, sea G un grupo, y sea
7 : X — G una aplicacién (de conjuntos). Entonces existe un tinico homo-
morfismo ¢ : F(X) — G conmutando el siguiente diagrama

X—~L—¢
ix

F(X)
donde
X — F(X)
T — (zi)

DEMOSTRACION. Sea w € F(X) con w # 1. Entonces w = z7*---2}* con
z; € X, y por tanto x; € G,,.

Definimos
p(w) = j(z)™ - j(ze)"™.

Probar que es un homomorfismo bien definido y tnico es andlogo al argumento
del Teorema 7.1.4.

]
Corolario 7.1.10 La propiedad universal caracteriza al grupo libre.

DEMOSTRACION. Andloga a la del Corolario 7.1.5.

=
Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado, esencial para mani-
pular grupos.

Teorema 7.1.11 Todo grupo es cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo. Consideremos G visto como, conjunto (es
decir en este caso X = G), y consideramos la aplicacién
x 2 ¢

r —
Entonces, por el Teorema 7.1.9, existe un inico homomorfismo

p: F(X)— G
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que hace conmutativo el siguiente diagrama
Xﬂ—’ G

ix

F(X)

Es decir para todo a € X se tiene
poix(a)=Idx(a) = a.

Por tanto ¢ es un epimorfismo, y aplicando el Primer Teorema de Isomorfia

se tiene
F(X)/ker(p) = G.

~

Corolario 7.1.12 Con la notacion anterior, se verifica que F(X) = F(Y) st
y solo si card(X)=card(Y).

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Corolario 7.1.10

7.2. Generadores y relaciones

Sea G un grupo, y sea X un conjunto tal que F(X)/ker(p) = G mediante
el homomorfismo ¢ definido en el Teorema 7.1.11.

Definicién 7.2.1 Con la notacién anterior, a los elementos del conjunto

{o(z): z € X} se les denomina sistema generador de G. Si ker(y) es el mini-
mo subgrupo normal que contiene a {wi}ieA C F(X), decimos que {wi}iGA es
un sistema de relaciones definitorias.

Definicién 7.2.2 Una sucesidn de grupos y homomorfismos

fi

fiv1
Lol e —

se dice exacta en G; st Im(f;) = ker(fi+1). La sucesion es exacta si es ezacta
en cada G;.

Definicién 7.2.3 (a) Sea G un grupo. Una presentacion de G es una suce-
sion exacta de grupos

l1—w—N—F-5%5G—1

con F libre y N = ker(yp).



7.2 Generadores y relaciones 173

(b) Diremos que N es la clausura normal de un conjunto {w, ..., w,} C F st
N es la interseccién de todos los subgrupos normales de F' que contienen
al conjunto {wy, ..., w,}.

Observacion 7.2.4 La clausura normal de un subconjunto de F' es el minimo
subgrupo normal de F' que contiene al subconjunto.

Definicién 7.2.5 Diremos que:
= G es finitamente generado si admite una presentacion
1—wN—>F-5G6—1,
donde F = F(X) con card(X)< +0o0.
s GG es finitamente presentado si se verifica:

1. G es finitamente generado.

2. N es la clausura normal de un conjunto {wy,...,w,} C F.

Notacién 7.2.6 Para un grupo G, su presentacion serd denotada
G = (X|N)._

Ejemplo 7.2.7 Se tienen los siguientes ejemplos de grupos, dados por su pre-
sentacion.

1. Un grupo abeliano libre G con base X tiene presentacion

G = (X| zyz™'y™! = 1, para todo z,y € X).

2. Un grupo libre F con base X tiene presentacion F = (X|0).
3. Z/4Z tiene presentacién G = (z|z* = 1).

4. G={x,ylz?y®=1).

Observamos que tiene sentido el reciproco: Dado X un conjunto no vacio,
Y un conjunto de palabras reducidas en el alfabeto X, existe un grupo G con
generadores X y relaciones Y. Para ello, se toma F = F(X), y se considera
la clausura normal N de Y en F(X). Entonces G = F/N satisface dicha
propiedad. Es mas

Teorema 7.2.8 (Teorema de Van Dyck) Sea X un conjunto no vacio,
Y un conjunto de palabras (reducidas) en el alfabeto X, y sea G el grupo
definido con generadores X y relaciones Y. St H es un grupo generado por X,
y satisface w = 1 para todo w € Y, entonces existe ¢ : G — H sobreyectiva.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 7.1.9, la aplicacién X — H extiende a un

epimorfismo
f:F(X)— H.

Como w = 1 para todo w € Y, se tiene

Y C ker(f),

donde ker( f) es un subgrupo normal de F(X). Por tanto N, el subgrupo normal
generado por Y en F(X), estd contenido en ker(f). Asi se tiene que f induce
un epimorfismo F(X)/N — H, es decir

G~F(X)/)N —H

es un epimorfismo.
n

El problema que se plantea es el de identificar un grupo a partir de una
presentacién dada.

Ejemplo 7.2.9 1. El grupo Z/6Z tiene un generador x y una relacién =° =

1, es decir
Zs = (z]|2° = 1).

Otra presentacion del grupo Zg viene dada por

Ze = (.'Ij,yllfB =1, y2 =1, xyl'—ly_l = 1>

2. El grupo de los cuaterniones tiene presentacion

Q = (a,b|la* = 1,b° = a®, bab™! = a™")

Q = (z,ylzyr =y, 2* = y?).

Observemos que, en el primer ejemplo, se prueba que ambas presentaciones
dan grupos isomorfos usando el Teorema de Van Dyck. Tomemos

G = (a]a®=1), H=(z,y|z> =1,y =1, zyz" 'y~ = 1),
y definamos

F=F({a}), E=F({a}b})

los grupos libres en 1 y 2 generadores respectivamente.
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Si definimos morfismos

Fr £ ., H
a — ab
a —- I

b — y,

observemos que
mop(a)® = (zy)° =2%° = (2°)*(y*)’ = 1.

Por tanto, a € ker(w o @), y asi 7 o ¢ factoriza a una aplicacién

Como zy = yz y mcd (o(z), o(y)) = 1, tenemos o(zy) = 6, de donde
ker(m o ) = (ab).

Asi, F/ker(m o ¢) = G. Obviamente, ¢ es monomorfismo. Ahora si, H es
finito, y o(H) = 6, habriamos acabado. En este caso sélo hay que enumerar
los elementos de H:

1,:v,:cy,a:2,x2y,y.

El problema es, en general, determinar si el grupo es finito, y cual es su
cardinalidad. El hecho es que es un problema irresoluble, dada una presentacion
de un grupo, decidir cual es su orden. La razén es el siguiente resultado.

Teorema 7.2.10 (Novikov, Boone, Buitton) Eziste un grupo finitamente
presentado B tal que no puede decidirse computacionalmente si una palabra
arbitraria en los generadores de B es 1.

Existen algoritmos ([8]), como la enumeracién de conjuntos de clases, de-
bido a Todd y Coxeter (1936}, que permiten calcular el orden de un grupo para
una presentacién dada, supuesto que el algoritmo se detenga. Pero el Teorema
7.2.10 implica no sé6lo que es imposible saber a priori si esto suceder4, sino que
garantiza que para cualquier algoritmo existe un grupo finitamente presentado
que no puede ser tratado con ese algoritmo.

7.3. Ejercicios

1. Se pide:

a) Convertid las siguientes palabras en el alfabeto {z,y, z} en palabras
reducidas:
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