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Prólogo

Este libro está pensado como un manual con el que los alumnos de Matemá­
ticas españoles (y especialmente los gaditanos) puedan adentrarse en los aspec­
tos más fundamentales de este tema, a través de una exposición organizada y 
detallada del mismo. No pretende ser el manual definitivo para la enseñanza de 
la Teoría de Grupos, ni mucho menos sustituir las extraordinarias y completas 
monografías sobre el tema, que especialistas como Rotman, Suzuki o Kurosh 
pusieron al alcance de la comunidad científica.

Es el resultado de la experiencia de ambos autores, que han impartido ésta y 
otras asignaturas de similar contenido; ello se refleja en determinadas maneras 
de introducir ciertos temas y resultados, o de considerar los detalles y comen­
tarios a las demostraciones. Es en esto en lo que se puede diferenciar de las 
antes mencionadas monografías: pretende ser cercano y fácilmente comprensi­
ble para no especialistas. Tampoco pretendemos ser absolutamente originales, 
y por tanto el texto se ha alimentado de diversas fuentes bibliográficas, que se 
reseñan al final del libro.

El texto se divide en siete capítulos. El esquema escogido se corresponde 
con el programa de la asignatura “Teoría de Grupos”, que se imparte durante 
un cuatrimestre y que es obligatoria para los alumnos del primer ciclo de la 
Licenciatura de Matemáticas de la Universidad de Cádiz. El programa cubre, 
por este orden, los siguientes aspectos básicos:

1. Grupos, subgrupos y grupos cociente.

2. Morfismos de grupos, y Teoremas de Isomorfía.

3. Grupos abelianos finitamente generados.

4. Grupos de permutaciones.

5. Teoremas de Sylow.

6. Series de grupos.

7. Grupos libres, y presentaciones de grupos.
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Los dos primeros capítulos se dedican a introducir y estudiar los elementos 
básicos de la teoría: objetos y aplicaciones entre ellos. El Capítulo 3 estudia los 
grupos abelianos finitamente generados, que constituyen una de las dos clases 
de grupos básicas más importantes. Este estudio se hace utilizando técnicas 
propias del Algebra Lineal, lo que en principio facilita al alumno su apro­
ximación al tema. El Capítulo 4 abarca la otra clase básica fundamental de 
grupos: los grupos de permutaciones. Aplicamos este estudio para el cálculo 
del grupo de simetrías de un polígono regular de n lados. En el Capítulo 5 se 
presentan técnicas de acciones de grupos sobre conjuntos, y en él se estudian 
los Teoremas de Sylow, que nos van a permitir conocer algunas propiedades 
de un grupo finito en función de su cardinalidad; cabe destacar que la de­
mostración de los mismos que presentamos es poco habitual, y hace mucho 
hincapié en el uso de diversas acciones de grupos sobre conjuntos, a diferencia 
de la mayor parte de los textos. El Capítulo 6 abarca los fundamentos sobre el 
uso de series normales para estudiar grupos, y pone en contacto al alumno, por 
primera vez, con las técnicas fundamentales para el desarrollo del trabajo de 
Abel sobre resolubilidad de ecuaciones polinomiales, que se estudia en cursos 
posteriores. El Capítulo 7 proporciona las herramientas básicas para el trabajo 
de grupos dados por generadores y relaciones, instrumento fundamental para 
la Topología Algebraica.

Cada capítulo viene acompañado de una lista de ejercicios, que conside­
ramos adecuados para mejorar la comprensión, por parte del estudiante, de los 
conceptos desarrollados. El objetivo no es que sea exhaustiva, sino que obligue 
al estudiante a reflexionar sobre los aspectos de la materia.

Para finalizar, los autores quisieran agradecer a sus familias la paciencia y 
los ánimos constantes y al Departamento de Matemáticas de la UCA, del que 
son miembros, el apoyo proporcionado para llevar a cabo la empresa; especial­
mente a las profesoras Dña. Concepción García Vázquez, por ayudarnos en la 
realización de los dibujos que ilustran el Capítulo 4 y a Dña. Alicia Cornejo 
Barrios por su ayuda en la maquetación de la versión final del trabajo.

Puerto Real (Cádiz), Marzo de 2002.

Los autores.



Capítulo 1

Grupos y Subgrupos

El objetivo de este capítulo es presentar los objetos a estudiar, así como sus 
propiedades básicas. Haremos especial hincapié en las propiedades asociadas a 
la cardinalidad del grupo y de sus generadores.

1.1. Definiciones. Primeras propiedades
En primer lugar, procedemos a introducir la noción básica fundamental del 
curso.

Definición 1.1.1 Un grupo es un par (G, •), donde G es un conjunto no vacío 
y ■ es una ley de composición interna definida en G,

GxG —- G 
(x,y) —» x-y

tal que verifica las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (x ■ y) • z = x • (y • z), Vx,y, z £ G.

2. Existencia de elemento neutro: Existe e £ G tal que x • e = e • x = x, 
Vx £ G.

3. Existencia de elemento simétrico: Para cada x € G, existe x' E G tal que 
x ■ x' = x' ■ x — e.

Cuando no exista riesgo de confusión con la operación interna que estemos 
utilizando, diremos simplemente que G es un grupo. Asimismo, escribiremos 
ab en vez de a • b.

Definición 1.1.2 Si en un grupo G se verifica la propiedad conmutativa, es 
decir xy = yx para todo x,y £ G, diremos que G es un grupo conmutativo o 
abeliano.
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Si G es un grupo conmutativo, denotaremos la operación con el símbolo +.

Lema 1.1.3 Sea G un grupo, entonces se verifica:

1. El elemento neutro e del grupo G es único.

2. Para cada x € G, existe un único simétrico x' G G.

Demostración.

1. Supongamos que ej, 62 sean elementos neutros en G. Entonces se verifica 

ei = ^162 = e2-

2. Supongamos que x' y x" sean elementos simétricos de x en G. Entonces 
se verifica

x' = x'e = x\xx") = ^x'x^x" = ex" = x".

Notación 1.1.4 En lo que sigue y siempre que no exista nesgo de confusión, 
el elemento neutro de G, que hemos demostrado que es único, lo denotaremos 
por 1 y al elemento simétrico de x E G, que también hemos demostrado que es 
único, lo denotaremos por x-1. Asimismo, si G es abeliano, denotaremos por 
0 al elemento neutro, y para cada x E G, denotaremos por —x al simétrico de 
x.

Lema 1.1.5 Sea G un grupo, entonces se verifica:

1. (xy)-1 = y^x^, ^r,yEG.

2. (x-1)-1 = a:, VxEG.

3. (I)’1 = 1.

Demostración.

1. = x^yy-^x-1 = xlx^1 = xx"1 = 1.
De igual forma se demuestra que (y~1x~1)(xy) = 1. Entonces, al ser 
único el simétrico de un elemento, tendremos que

{xy^1 = y^x^1.

2. Como x~xx = xx~x = 1, entonces podemos afirmar que

(m-1)-1 = x.
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3. Como 1-1 = 1, tendremos que 1 1 = 1.

■

A continuación vamos a demostrar que en un grupo siempre es posible 
simplificar, es decir toda ecuación lineal tiene una única solución.

Corolario 1.1.6 Sea G un grupo y a, b,c elementos de G, entonces se verifica:

1. Si ab = ac, entonces b = c.

2. Si ba = ca, entonces b = c.

Demostración.

1. Sea ab = ac. Como en un grupo todo elemento tiene simétrico entonces 
podemos asegurar que existe a-1 £ G. Por tanto podemos efectuar la 
siguiente operación:

a-1(aó) = a-1(ac).

Así (a-1a)6 = (a-1a)c, es decir 16 = 1c, o lo que es lo mismo b — c.

2. Se demuestra de manera análoga.

Vamos a ver a continuación algunos ejemplos de grupos.

Ejemplos 1.1.7 1. (Z,+), (Q,+), (R, +) y (C, +) son grupos abelianos, 
cuyo elemento neutro es el número cero y el simétrico es el opuesto del 
número dado.

2. (Z, •) no es un grupo, ya que el número 5 € Z no tiene inverso en Z.

3. Sean Q* = Q \ {0}, R* = R \ {0}, C* = C \ {0}. Entonces se verifica 
que (Q*, •), (R*, •), (C*,-) son grupos abelianos, donde • representa el 
producto usual. El elemento neutro es el número 1 y el simétrico es el 
inverso del número dado.

4- El conjunto S1 = {(:r, y) £ R2 : x2 + y2 = 1} es un grupo con la multi­
plicación compleja. Para verlo describimos el conjunto S1 como

S1 = {exp27nfl : 6 G [0,1)},

donde exp2”0exp2,r^ = exp2”7 con 7 = a + ^(mddZ).
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5. Sea GLn^) el conjunto formado por las matrices cuadradas de orden n 
con coeficientes en R cuyo determinante es no nulo, es decir,

GLn(R) = {At Mn(R) : det(4) / 0} .

Entonces se verifica que (GLn^W),-) es un grupo, donde • representa a la 
multiplicación usual de matrices. Observemos que, sin >2, (GLn(W), •) 
es un grupo no abeliano, ya que

/ 1 2 \ / 1 -1 \ / 1 -1 W 1 2 \
1 3 y \ 1 0 ) \ 1 0 ) 1 3 ) '

6. Asimismo
On(R) = {4 G Mn(R) : A~l = A*}, 

es un grupo no abeliano respecto la multiplicación usual de matrices.

1. Sea X un conjunto no vacío. Denotaremos por Biy(X) el conjunto de las 
aplicaciones biyectivas definidas en X, es decir

Biy(X) = {f: f es aplicación biyectiva en X} .

Entonces (Biy(X), o), donde o representa la composición de aplicaciones, 
es un grupo. Para verlo definimos la siguiente operación en Biy(X) :

Biy(X) x Biy(X) Biy(X) 
(fig) —* f°9-

Se verifica:

a) o es operación interna, ya que la composición de dos aplicaciones 
biyectivas definidas en X, sigue siendo una aplicación biyectiva en 
X, luego

V f,g G Biy(X), se tiene que f ° g € Biy{Xf

by Propiedad Asociativa: Para todo f,g,h G Biy(X) se tiene que

(f og)oh = f o(goh),

ya que la composición de aplicaciones verifica la propiedad asocia­
tiva.

c) Existencia de elemento neutro: El elemento neutro es la aplicación 
identidad Idx, que es una aplicación biyectiva definida por:

Idx : X —> X
x ।—> x.
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dj Existencia de elemento simétrico: Para toda aplicación f 6 Biy(X) 
sabemos que existe G Biy(X) tal que verifica

Así concluimos que {Biy{X\o) es un grupo. También se le suele deno­
tar por S(Xfi en cuyo caso se le denomina grupo de permutaciones del 
conjunto X. En el caso que X sea el conjunto finito En = {1,2,... ,n}, 
se denota a S(En) por Sn. Este grupo tiene un interés relevante, y dedi­
caremos a su estudio el Capítulo 4.

Observemos que para n > 3, (Sn, o) no es abeliano. En efecto, sea el con­
junto X = {1,2,3} y consideremos las aplicaciones f,g E S3 definidas por

fW - 2
< /(2) = 3

/(3) = 1

|' 5(1) = 2
< g(2) = 1

. 5(3) = 3.

Se tiene que (g o /)(3) = 2 y (/ o 5)(3) = 1, por tanto go f 0 f o g.

Definición 1.1.8 Si G es un grupo y m GZ, definimos las potencias enteras 
de un elemento a E G como sigue:

1
(-m)

Z1 — 
a-1•••a

si
si

m > 0
m = 0

si m < 0.

(m)

En el caso de un grupo abeliano (G, +), si m > 0, tenemos am = a + ■■■ + a = 
ma.

De la definición se desprende el siguiente resultado, cuya demostración es in­
mediata.

Proposición 1.1.9 Sean G un grupo, a 6 G y m,n 6 Z. Entonces se verifica:

1. aman = am+n.

2. (am)n = amn.

Proposición 1.1.10 Sean G\ y G^ dos grupos. Definimos en el conjunto 
Gi x G2 la operación (ai,«2) ■ (^1,^2) = (ai&i,^^)- Entonces se verifica que 
(Gi x G2, •) es un grupo.
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Demostración. Veamos que se verifican las condiciones necesarias para ser 
grupo

1. La operación • es una operación interna, ya que para todo (ai, a2), (61,62) 6 
Gi x G2, se tiene que ai, 61 G Gi y a2, 62 € G2. Por tanto ai6i G Gi y 
a262 G G2. De ahí que

(ai,a2) ■ (61,62) = (ai6i,a262) G Gi x G2.

2. La propiedad asociativa en Gi x G2 es consecuencia inmediata de la 
asociatividad en Gi y G2.

3. Existencia de elemento neutro. El elemento (1,1) es el elemento neutro, 
ya que para todo (ai, a2) G Gi x G2, se tiene que

(ai,a2) • (1,1) = (1,1) • (ai, a2) = (ai, a2).

4. Existencia de elemento simétrico. Dado un elemento (ai,a2) G Gi x G2, 
se tiene que

(ai, a2) • (af\a^1) = (1,1) = (a^1, a2J) ■ (ai,a2).

Por tanto el elemento (a^a^1) G Gi x G2 es el elemento simétrico de 
(ai,a2).

■
A este grupo se le denomina el producto directo de Gi y G2. A continuación 

vamos a ver las condiciones necesarias y suficientes para que G\ x G2 sea un 
grupo abeliano.

Proposición 1.1.11 Consideremos los grupos Gi y Gz. Entonces son equi­
valentes:

1. Gi x G2 es abeliano.

2. Gi y Gz son grupos abelianos.

Demostración. (1) => (2) : Veamos que Gi es un grupo abeliano. Sean 
a, 6 G Gi- Como Gi x G2 es abeliano, se tiene

(a6,1 ■ 1) = (a, 1) • (6,1) = (6,1) • (a, 1) = (6a, 1 ■ 1),

y de ahí que ab = 6a para todo a, 6 G Gi. De igual forma se demuestra que G2 
es un grupo abeliano.

(2 ) => (1) : Dados (ai,a2), (61,62) G Gi x G2, se tiene que
(ai,a2) • (61,62) = (ai6i,a262) = (6iai,62a2) = (61,62)(ai, a2),

ya que Gi y G2 son abelianos. Así, Gi x G2 es un grupo abeliano.
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Definición 1.1.12 En general, dados los grupos Gi,... ,Gn> definimos por 
recurrencia el producto directo de la familia {G,}"=1,

G^ x G2 x • • • x Gn = (Gi x G% x • • ■ x Gn_i) x Gn.

Se dice que GixGzX- ■ -xGn es el producto directo de los grupos G^G?,... ,Gn.

Observación 1.1.13 La definición de producto directo de una familia finita 
de grupos extiende de manera natural a una familia arbitraria.

1.2. Subgrupos. Subgrupo generado por un con­
junto

La noción de subobjeto reviste, en Algebra moderna, un valor esencial, por 
la preservación de propiedades en subconjuntos, es decir, por restricción de 
problemas elementales a partes más simples.

Definición 1.2.1 Dados (G, ■) un grupo y H un subconjunto no vacío de G, 
diremos que H es un subgrupo de G si H es un grupo respecto de la misma 
operación que dota a G de estructura de grupo.

Proposición 1.2.2 Dados (G, •) un grupo y H un subconjunto no vacío de G, 
entonces H es subgrupo de G si y sólo si:

1. Para cualesquierax,yEH se tiene xy € H.

2. leH.

3. Para todo x G H se tiene x-1 G H.

Demostración.
<=: Es inmediato, ya que basta observar que la condición (1) nos dice que 
la operación • es interna en H, la condición (2) afirma que 1 es el elemento 
neutro de H, -y la condición (3) dice que todo elemento de H tiene inverso 
perteneciente también a H. Por tanto, sólo nos falta ver que se verifica la 
propiedad asociativa. Pero si x, y, z G H, entonces x,y, z G G y por tanto,

x(yz) = (xy)z.

=>: Si H es subgrupo de (G, •), tenemos que (H, •) es un grupo, por tanto se 
verifica:

(1) La operación • es interna en H y así para cualquier par de elementos 
x, y E H se tiene que xy G H.
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(2) Sea 1# el elemento neutro en H, por tanto para todo x G H se tiene

zl# =

Pero por otra parte, como x 6 G, también se tiene

xl = Ix = x.

Por tanto, para todo x G H se verifica xIh = zl y de ahí que = 1.

(3) Sea x' G H el simétrico de x, entonces se tiene que xx1 = x'x = 1. Por 
tanto x1 es el simétrico de x en G y así, por la unicidad del elemento 
simétrico, x~l = x' G H.

La siguiente proposición caracteriza de modo sencillo la condición de ser 
subgrupo.

Proposición 1.2.3 Sean G un grupo y H un subconjunto no vacío de G. 
Entonces son equivalentes:

1. H es subgrupo de G.

2. Para cada par de elementos x,y G H, se tiene xy~r G H.

Demostración.
(1) =► (2) : Sean x,y G H. Entonces, por la Proposición 1.2.2(3), y-1 G H. 
Por tanto x,y-1 G H y por la Proposición 1.2.2(1) se tiene el resultado.
(2) => (1) : Veremos que H verifica las tres condiciones de la Proposición 
1.2.2:

(2) Como H es no vacío, existe al menos un elemento x E H. Por tanto se 
tiene que 1 = xx~^ G H.

(3) Como 1 G H, entonces para todo y G H se tiene que y-1 = ly-1 G H.

(1) Dados x,y E H, como y-1 E H por el apartado (3), se tiene xy = 
^(l/-1)-1 € H.

Observación 1.2.4 Dado un grupo G, los conjuntos {1} y G son subgrupos 
de G. Son los llamados subgrupos triviales del grupo G.

Definición 1.2.5 Llamaremos subgrupos propios de un grupo G, a aquellos 
subgrupos distintos de {1} y G.
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En el siguiente ejemplo vamos a ver cómo son los subgrupos del grupo aditivo 
Z.

Ejemplo 1.2.6 Los subgrupos del grupo (Z,+) son los conjuntos de la forma 

mZ = {mx : x G Z} ,

para cada entero m no negativo. Para ello veremos que:

(1) (mZ,+) es subgrupo de (Z, +), y

(2) Todo subgrupo H de (Z, +), es de la forma H = mZ, para algún entero 
no negativo m.

Vamos a demostrarlo:

(1) (mZ,+) es subgrupo de (Z,+).

(i) Se tiene que mZ 0, ya que m = m • 1 G mZ, y mZ C Z.

(ii) Dados a,b G mZ, existen ar, y G Z tales que a — mx, b = my. Por 
tanto,

a — b = mx — my = m(x — y) G mZ.

(2) Sea H un subgrupo de Z, entonces pueden ocurrir dos casos:

■ Si H = {0}, entonces H tiene la forma requerida, ya que en este 
caso H = 0Z.

• Si H {0}, consideremos m el menor entero positivo en H. Así para 
todo n E H se tiene que:

(a) Si n > 0, por el algoritmo de la división

n = qm + r, 0 < r < m,

donde
M

qm = m + ■ ■ ■ + m E H, m E H.

Por tanto, 
r = n — qm E H.

Así, por la elección que hemos hecho de m, resultará que r = 0 
y por tanto n = qm G mZ de donde H C mZ.

(b) Si n = 0, entonces n G mZ, ya que mZ es subgrupo de Z.
(c) n < 0, entonces tendremos que —n > 0 y —n E H, luego por el 

apartado (a), se tiene que —n = mx E mZ, para algún entero 
x. Así n = m(—x) G mZ.
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Así en los apartados (a), (5) y (c) hemos demostrado que H C mZ. 
Para la inclusión recíproca sea y G mZ, es decir existe x G Z tal 
que y = mx. Entonces tenemos que:

W
(i) Si x > 0; mx = m + ■ ■ ■ + m G H ya que m E H.

(ii) Six = 0; mx = 0 E H, ya que 0 es el elemento neutro de (Z, +) 
y H es subgrupo de Z.

_________ (-®)_________

(iii) Si x < 0; mx = (—m) + • • • + (—m) G ff, ya que —m G H al 
ser H subgrupo y m G H.

Luego en todos los casos posibles hemos visto que mZ C H. Por tanto se 
tiene mZ = H.

La noción de sistema de generadores de un grupo es también, por su na­
turaleza de reducción y simplificación, un aspecto importante.

Proposición 1.2.7 Sea G un grupo y S C G un subconjunto no vacío. En­
tonces el conjunto

(S) — {xí ■ ■ ■ xn : Xi E S ó xf1 G S}

es un subgrupo de G.

Demostración. Se verifica que 0 (S) C G. Sean x,y E (S), es decir

% <£1 * ’' y — yi *' * ym

donde Xi, y¿ E S ó xt \ yf E S, 1 < i < n, 1 < j < m. Así, tenemos que

xy 1 = (xi • • • Xn)^ ■■■ym) 1 = (xi • • ■ ZnXyJ ■■■y11), 

donde Xi, y¿ E S ó x¿ x, yJ 1 G S, 1 < i < n, 1 < j < m.

Definición 1.2.8 Con la notación anterior, el subgrupo (S) será llamado sub­
grupo generado por el conjunto S.

Lema 1.2.9 Sean G un grupo y una familia de subgrupos de G. En­
tonces Hi es un subgrupo de G.

Demostración. Se verifica que:

" Re/ Hi / ya 9ue 1 € H,, Vi G / y Hi £ G.
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■ Si x,y G (\eIHi, entonces x,y £ Hi, Vi £ I, por tanto, xy 1 G 77¿, 
Vi £ I, ya que cada Hi un subgrupo. Así xy~x £ Hi.

■

Proposición 1.2.10 Sean G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces

(S) =0^:^ es un subgrupo de G, S C Hi} . 
iei

Demostración. Denotamos

H = Q {Hi : Hi es un subgrupo de G, S C Hi} . 
ie/

Si xi • • -xn £ {S), entonces Xi £ S o xj1 £ S. Por tanto, al ser cada Hi 
un subgrupo de G que contiene a S, se tiene que x-l, ... ,xn £ Hi, Vi £ I y 
de ahí que x^ ■ ■ xn £ H. Por otra parte, como {S) es un subgrupo de G que 
contiene a S, se tiene que {S} es un subgrupo de la familia {Hí}íeI por tanto, 
H C {S).

■

Observación 1.2.11 Por la Proposición 1.2.10, (S) es el menor subgrupo que 
contiene a S. Por convenio si S = $ entonces (S) = {1}.

Como consecuencia de la Proposición 1.2.10 tenemos que:

Corolario 1.2.12 Si S es un subgrupo de G entonces (S) = S. En particular 
(G) = G.

Proposición 1.2.13 Sean G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces se 
verifica:

{S) = {rr"1 • • • x“n : Xi £ S, £ Z, 1 < i < n} .

Demostración. Denotemos

H = 1 • • • x^n : Xi £ S, ai £ Z, 1 < i < n} .

Entonces tenemos que

(1) H C G.

(2) Si x, y £ H, entonces

x — xT ■ • • xn , y — yi ym ■

Por tanto, se tiene

xy-1 = {x^1 ■ ■ ■ x“n) (y?1 ■ ■ ■ y^}-1 = x? ■ ■ ■ x“ny~0m ■ • ■ y^01 £ H.
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(3) S C H ya que para todo a 6 S, se tiene a = a1 € H.

(4) H es el subgrupo más pequeño que contiene a S. Para ello, sea B un 
subgrupo de G que contiene a S. Entonces, para cualquier elemento a G 
H,

a = xf1 ■ • • ar“" G B

ya que Xi G S para todo 1 < i < n, S C B y B es un subgrupo de G. 
Así, por la Observación 1.2.11 tenemos el resultado.

■

Observación 1.2.14 Si G es abeliano y usamos la notación aditiva, el sub­
grupo generado por S es

{n 1
niSi : Si G S, n¿ G Z > .

i=l J

Definición 1.2.15 Con la notación anterior, el subconjunto S se llama sis­
tema generador de (S). Si S es finito, se dice que {S) es finitamente generado.

En el caso que S = {a} con a E G, decimos que G es cíclico. Escribiremos 
(a) en lugar de ({a}). En este caso {a) = {ak : k G Z}.

Definición 1.2.16 Si G es un grupo con un número finito de elementos, se 
dice que G es un grupo finito. En caso contrario diremos que G es un grupo 
infinito.

Ejemplo 1.2.17 El subgrupo de S1 definido por

Si = /exp2™ : a = -k, k G {0,... ,q - 1}1 
’ l Q )

es un grupo finito.

Los conceptos de grupo finito y grupo finitamente generado no son equi­
valentes, como veremos a continuación.

Proposición 1.2.18 Todo grupo finito es finitamente generado.

Demostración. Sea G un grupo finito, es decir, G como conjunto es finito. 
Por el Corolario 1.2.12, {G) = G. Por tanto tendremos que G es finitamente 
generado.

■

El recíproco de la Proposición 1.2.18 no es cierto como puede verse en el 
caso del grupo aditivo de los números enteros: (Z, +) está finitamente generado. 
En realidad Z = (1) ya que para todo n G Z, se tiene que
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(n)

■ Si n > 0. n = 1 + ■ ■ ■ + 1 G (1). 

________ (-n)________

■ Si n < 0, n = (—1) + • • • + (—1) G (1).

■ Si n = 0, siempre tenemos que 0 G (1), al ser (1) subgrupo. Sin embargo 
Z no es finito.

Veamos algunos ejemplos de grupos finitamente generados.

Ejemplos 1.2.19 1. El grupo Diédrico Dg: el grupo de los giros y las sime­
trías de un triángulo equilátero. Este grupo está generado por el giro de 
ángulo 2tt/3 respecto al centro geométrico, y la simetría especular respecto 
a una altura.

2. El grupo Diédrico D^: el grupo de los giros y las simetrías del cuadrado. 
Este grupo está generado por el giro de ángulo tt/2 respecto al centro 
geométrico, y la simetría especular respecto a una diagonal. Estos ejem­
plos se estudiarán con detenimiento al final del Capítulo 4.

3. El grupo de los cuatemiones Qg. Se conoce con este nombre, y se denota 
por Qg, al subgrupo de GLzfjC) generado por las matrices

Si denotamos por la matriz identidad de orden 2, es elemental verificar 
las siguientes relaciones

i2 = j2 = k2 = -I2, ij = k = —ji, jk = i =-kj, ki=j = —ik

Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, podemos considerar el conjunto 
HK = {hk : h G H, k G K}. Este conjunto no es en general un grupo. Sin 
embargo, bajo ciertas circunstancias sí es subgrupo de G.

Observación 1.2.20 Siempre se verifica que

H C HK, K C HK.

Proposición 1.2.21 Sean H y K dos subgrupos de un grupo G, entonces

HK es subgrupo de G si y sólo si HK = KH.
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Demostración.
=>: Supongamos que HK es un subgrupo de G y sea x G HK-, por tanto x 
será de la forma x — hk donde hE H,k E K. Así z-1 = (hk)-1 = k^h-1 E 
HK. Pero por definición, existen h^ E H,ky E K tales que

k^h-1 = hiki.

Por tanto,

x — (z-1) 1 = (k^h-1)-1 = (hiki)^1 = k^h^1 E KH,

luego HK C KH.

Para la otra inclusión, sea y E KH, entonces y será de la forma y = kh, 
con k E K, h E H. Así, al ser H y K subgrupos, se tiene

y-1 = (kh)-1 = h^k-1 E HK,

y al ser HK un subgrupo, y = (y-1)-1 E HK. Por tanto hemos demostrado 
que KH C HK, y de ahí la igualdad.
<=: Se trata de demostrar que HK es subgrupo de G.

. HK / 0, ya que 1 E HK.

■ Sean x, y E HK. Entonces

x = h^, y = hzk?,

donde h^, hz E H, ki,kz E K. Así,

xy-1 = (hlkl)(hzkz)-1 = ^^(k^1^1) = h^k^1)^1 ■

Pero, al ser K un subgrupo, tenemos que k^1 E K. Por tanto existe 
ks E K tal que kik?1 = k^. Así

xy~x = h^k^1)-

Como k^h^1 E KH y por hipótesis KH = HK, podemos escribir 
k^h?1 = h3k, donde E H, k E K. Así,

xy 1 = hi(h'ik) = (hyh^k E HK.
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Ejemplo 1.2.22 Sean H = mZ y K = nZ dos subgrupos de (Z, +) con m y 
n números enteros no negativos. Como (Z, +) es un grupo abeliano, se verifica 
que H + K = K + H, luego en virtud de la proposición anterior tenemos que 
H + K es un subgrupo de (Z, +). Ahora bien, H + K {0}, ya que m = m + 0 
y de ahí que m G H + K. Por tanto H + K es un subgrupo no trivial de (Z, +), 
entonces existe d EZ tal que H + K = dZ. Veamos que d = mcd(m, n).

Como m = m + 0 entonces m 6 mZ + nZ — dZ y así d divide a m. De 
igual forma se verifica que n G mZ + nZ = dZ y así d divide a n. Por tanto d 
es divisor de m y de n.

Veamos que es el mayor. Sea c E Z, tal que c divide a m y a n, es decir 
m = ex, n = cy, con x,y G Z. Por otra parte como d € dZ — mZ + nZ, 
existirán a,b E Z, tales que d = ma + nb. Por tanto

d = ma + nb = exa + cyb = c(xa + yb),

es decir c divide a d, y por tanto podemos afirmar que d = mcd(m, n).

En particular, de este ejemplo se desprende la llamada Identidad de Bézout: 
dados a, b G Z con mcd(a, b) = d, existen r, s G Z tales que ar + bs = d.

Proposición 1.2.23 Dados dos subgrupos H y K de un grupo G, tales que 
H C K, entonces

HK = K= KH.

Demostración. Anteriormente hemos demostrado que siempre se verifica 
K C HK. Veamos la otra inclusión. Cada elemento x G HK se escribe de la 
forma x = hk con h G H, k G K. Como H C K, entonces h G K. Por tanto 
x = hk G K y así HK C K. Análogamente se verifica KH = K.

■

Corolario 1.2.24 Sean G un grupo, H y K subgrupos de G tales que H C K, 
entonces HK es subgrupo de G.

1.3. Orden de un grupo
La finitud en el número de elementos de un grupo es importante para distin­
guir grupos, no sólo por el aspecto contable, sino también por las propiedades 
inherentes a un grupo en virtud de su cardinal.

Definición 1.3.1 Sea G un grupo. Al cardinal de un subgrupo H de G se 
le llama orden de H y lo denotamos por o(Hfi En particular, al número de 
elementos de G se llama orden de G. Un grupo es finito cuando o(G) < oo. 
En caso contrario decimos que el grupo G es infinito.



16 Capítulo 1. Grupos y Subgrupos

Ejemplo 1.3.2 Se tiene que

1. Tanto (Z, +) como todos sus subgrupos no triviales son grupos infinitos.

2. Para cada n> 1 se tiene que o(Sn) = ni.

Definición 1.3.3 Sea G un grupo y a un elemento de G. Si el subgrupo {a) 
es finito, llamamos orden de a, y lo denotamos por o(a), al orden del subgrupo 
(a).

Lema 1.3.4 Sea G un grupo y sea a G G tal que o(a) es finito. Entonces

1. Existe k > 1, k G Z tal que ak = 1.

2. El orden de a es el menor entero natural n > 1, tal que an = 1.

3. Sin = o(a), entonces (a) = {1, a,, a"-1} .

Demostración.

(1) Como (a) es finito, la aplicación

N\{0} — (a) 
m am

no es inyectiva. Por tanto, existen r, s G N\{0}, con r < s tales que

ar = as.

Así,
1 = as(ar)“1 = as~r.

Si llamamos k = s — r > 1, tenemos

ak = 1 con k > 1.

(2) y (3) Vamos a probar simultáneamente (2) y (3) de la siguiente forma: Por el 
apartado (1) sabemos que si o(a) es finito, entonces existe k > 1, tal que 
ak = 1. Sea n el menor entero natural tal que an = 1.
Si probamos que {a) = {1, a,..., a"-1} y que todos los elementos del 
conjunto de la derecha son distintos tendremos que o(a) = n, y quedarán 
probados (2) y (3).

Siempre se verifica que {l,a,... ,an-1} C (a). Veamos el recíproco. Sea 
x G (a), entonces x = ak, k G Z. Como (a) es subgrupo, podemos suponer 
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que k > 0. Por el algoritmo de la división existen q G Z y r 6 Z tales 
que

k = nq + r con 0 < r < n — 1.

Por tanto,
x = ak = anq+r = (anyar = lqar = ar.

Así, x 6 {1, a,..., a"-1} y de ahí que (a) — {1, a,..., a"-1} . Veamos 
ahora que todos los elementos del conjunto {1, a,..., an-1} son distintos. 
Para ello, supongamos que existan r, s E Z, con 0<r<s<n — 1 tales 
que ar = as, entonces as~r — 1 con 0 < s — r < n — 1 < n, en contra de 
la elección de n.

Lema 1.3.5 Sea G un grupo y a un elemento de G de orden finito. Entonces

1. Si n = o(a) y k € N, entonces

ak = 1 <=> k es múltiplo de n.

2. o(a) = 1 <=> a = 1.

5. o(a-1) = o(a) y por tanto o(a-1) es finito.

Demostración.

(1) =>: Supongamos que k no es múltiplo de n. Entonces, por el algoritmo 
de la división, existen q, r E Z tales que

k = nq + r, 0 < r < n — 1.

Por tanto, ak = anq+r = (an)qar — l?ar = ar

■<=: Supongamos que k es múltiplo de n, es decir, k = mn para algún 
m E Z. Entonces ak = amn = (an)m = lm = 1.

(2) =>: Si o(a) = 1, entonces a1 = 1 y por tanto a = 1.
Si a = 1, entonces a1 = 1, y de ahí que o(a) = 1.

(3) Veamos que (a) = (a-1). Si x E (a), entonces x = ak para algún k E Z. 
Pero ak = de donde x E (a-1), y de ahí que (a) C (a-1).
Recíprocamente, si x E (a-1) entonces x = (a~1)J = para algún 
j E Z, por tanto (a-1) C (a) y de ahí la igualdad.

Proposición 1.3.6 Sea G un grupo y a E G con o(a) = n. Se verifica que
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1. Si x = ak, entonces

° X modín kY111CU.I Ib) rv I

2. Si b es un elemento de G de orden finito y ab = ba, entonces o(ab) 
es divisor del mcm(o(a), o(5)). Si mcd(o(a), o(6)) = 1 entonces o(ab) = 
o(a)o(bY

Demostración.

(1) Sea d = mcd(n, kY entonces existe e G Z tal que k = ed. Por tanto

= (aky = a^ = aen = (an)e = (l)e = 1.

Entonces por el Lema 1.3.5(1)
TI
— es múltiplo de o(x). (i)
d

Por otra parte, a1™^ = ^aky^ = x0^ = 1. Por tanto ko(x) es múltiplo
TI

de n. Así ko(x) — nm para cierto m G Z, es decir, m—— = k, por tanto 
<Wn , n , n

—— divide a k, y como —- divide a n, tendremos que divide 
o(x) o(x) o(x)

TI
a d = mcd(n, kY Así l——~ = d, para algún Z G Z. En consecuencia 

o(x)
,n i \ j •l— = o^xY es decir,
d n

o(x) es múltiplo de (ii)

De (i) y (ii) podemos afirmar

( \ = ™ = n
d mcd(n,fe)

(2) Sean o(a) = n, o(b) = m y M = mcm(m,n). Por tanto, M = pn = qm, 
siendo p, q G N. Como ab = ba, tenemos

(ab)M = aMbM = (a")p(6m)’ = Pl’ = 1.

Así, por el Lema 1.3.5(1), tenemos que o(ab) divide a M. En el caso que 
mcd(m, n) = 1, entonces M = mn y

o(ab) divide a mn. (iii)

Por otra parte, si o(a6) = s, entonces (ab)s = 1 y como ab = ba, por 
hipótesis, entonces asbs = (a6)s = 1, luego as = b~s. En particular, por 
el Lema 1.3.5(3),

o(as) = o{b~s) = o^b8)-1) = o{b3Y
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Ahora, por el apartado (1), tenemos que

mcd(n, s) mcd(m, s)

Es decir, si llamamos

n m
mcd(n, s) mcd(m, s) ’

se tiene que h divide a m a n, y al ser éstos primos entre sí, tendremos 
que h = 1, es decir

n = mcd(n, s) y m = mcd(m, s).

Entonces s es múltiplo de n y m, luego lo es de M = mn.
Así

o(ab) es múltiplo de mn. (iv)

Por tanto, de (iii) y (iv) obtenemos que

o(ab) = nm = o(a)o(b).

■
Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente resultado cuya de­

mostración se propone al lector.

Proposición 1.3.7 Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G de orden 
finito. Entonces

1.4. Grupos cíclicos
De entre los grupos finitamente generados, los cíclicos son, en muchos aspectos, 
esenciales para describir grupos finitamente generados más complejos. Eso es 
especialmente claro en el caso de grupos abelianos, pero también en contextos 
más generales. Procedemos a establecer sus propiedades elementales.

Definición 1.4.1 Diremos que un grupo G es cíclico si existe un elemento 
a € G tal que G — (a).

Ejemplo 1.4.2 El grupo (Z, +) de los números enteros es un grupo cíclico, 
ya que

Z = (l) = (-1).

Ejemplo 1.4.3 mZ es un grupo cíclico, ya que mZ = (m).
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Lema 1.4.4 Un grupo finito G es cíclico si y sólo si existe a € G tal que 
o(af = o(G).

Demostración.
=>: Si G es cíclico, entonces existe a G G tal que G = {a}, por tanto 
o(G) = o(a).

<=: Sea a G G, donde o(a) = o(G), entonces (a) es un subgrupo de G que 
tiene el mismo número de elementos que G, por tanto G — {a}.

Observación 1.4.5 Si G es infinito, entonces la afirmación del Lema l.J-4 
es falsa. Por ejemplo, H = Z x {0} es un subgrupo de G = Z x Z con H / Z 
y sin embargo o(Z x {0}) — o(Z x Z).

Proposición 1.4.6 Todo grupo cíclico es abeliano.

Demostración. Sea G un grupo cíclico. Entonces existe a G G tal que 
G — (a). Veamos que G es abeliano. Si x, y G G, entonces x = ak, y — a1 para 
ciertos k, l G Z. Por tanto,

xy — akal = ak+l = al+k — alak = yx.

El recíproco de la Proposición 1.4.6 no es cierto, ya que (R,+), (C,+), 
(Z2 x Z2, +) son grupos abelianos pero sin embargo no son cíclicos.

Teorema 1.4.7 Todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico.

Demostración. Sea G un grupo cíclico, por tanto, existe a G G tal que 
G = {a). Consideremos H un subgrupo de G. Entonces

■ Si H = {1} o H = G, entonces H es cíclico.

■ Sea H H fG. Entonces existe x G H con x 1, en particular
1 G G = (a), luego x = ar para cierto r G Z. Consideremos m el mínimo 
entero positivo tal que am G H. Vamos demostrar que H = {am).
Si y G H, como H es subgrupo de G, y G G. Por tanto existe n G Z tal 
que y = an. Por el algoritmo de la división en Z, existen q,r G Z tales 
que

n — qm + r con 0 < |r| < m.
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Entonces y = an = amq+r = amqar = (am)9ar. Es decir, ar = (am')~qan. 
Como H un subgrupo y am G H entonces (am)~9 G H. Por tanto

ar = (a^a71 G H,

de donde G H, y por la elección m, r = 0. Así

y = an = amq = (am)q G {am),

luego H C {am). Por otro lado, siempre se verifica que (am) C H. Por 
tanto H = (am).

1.5. Teorema de Lagrange
En esta sección se establece en el caso de grupos finitos, la relación entre 

el orden de un subgrupo y el del grupo que lo contiene.

Definición 1.5.1 Sean G un grupo y H C G un subgrupo. Definimos en G 
las siguientes relaciones binarias:

1. Vx,ytG xTZhV e H.

2. Vx, y G G xHHy x-1y G H.

Lema 1.5.2 Con la notación anterior, las relaciones binarias Rh, , son 
relaciones de equivalencia sobre G.

DEMOSTRACIÓN. Lo demostraremos para TZh y dejaremos el caso de como 
ejercicio.

■ Reflexiva: Para todo x G G se tiene que xx-1 = 1 G H, por tanto xT^hX.

■ Simétrica: Sean x, y G G, tales que xDny, entonces xy~x & H. Pero al 
ser H un subgrupo, se tiene que (xy-1)^1 G H. Por tanto yx~x G H, y 
de ahí que yHiix.

■ Transitiva: Sean x, y, z G G tales que xT^hV e yT^nz, entonces se tiene 
xy~x E H e yz-1 G H. Por tanto, al ser H un subgrupo, xz”1 = 
(xy~1)(yz~1') G H y de ahí que xRhz.

Notación 1.5.3 Dado a G G, denotemos por [a]h y [a]H respectivamente las 
clases de equivalencia que las relaciones Hh y determinan en G. Asimismo 
los conjuntos cocientes serán denotados por G/Hh, G/TZh respectivamente.
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Lema 1.5.4 Con la notación anterior, se verifica que

Hh = {ha : h G H} y [a]H = {ah : h G H}.

Demostración. Notemos

Ha = {ha : h G H} ,

donde a G G. Se trata de demostrar que [a]# = Ha. Si y G [a]^, entonces 
yHna. Por tanto ya~T G H. Así, existe h G H tal que ya-1 = h, y de aquí que 
y = ha, con h G H. Por tanto y G Ha. Recíprocamente, sea y G Ha. Entonces 
existe h G H, tal que y = ha, luego ya^1 = h G H. Así, yH-na. Por tanto 
y G [a]j/. El caso [a]71 = aH es análogo.

■

Definición 1.5.5 Las clases de equivalencia Ha y aH se llaman respectiva­
mente clases adjuntas por la derecha y por la izquierda de G módulo H.

Lema 1.5.6 Sea G un grupo, y sea H un subgrupo de G. Entonces los con­
juntos G/Hh y G/HH, tienen el mismo cardinal.

Demostración. Para demostrar que los conjuntos G/ILh y G/HH tienen el 
mismo cardinal, estableceremos una aplicación biyectiva entre ellos. Definimos

f : G/Hh 
Ha

G/Hh 
a^H.

Se verifica que:

■ f está bien definida y es inyectiva, ya que, dados a, b G G, tenemos

Ha = Hb <=> [a]H = [6]# <=> oH-hÓ <=> ab^1 G H <=> 

(a-1)"1?»-1 G H a-Wb-1 [a-1]" = [C1]" <=> 

<=> a^H = b^H f{Ha) = f(Hb).

■ f es sobreyectiva, ya que para todo bH G G/TLH, existe Hb~x G G/Hh 
tal que f{Hb~x} = bH.

Por tanto card (G/Hh} = card (G/HH^.

Definición 1.5.7 Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.
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(a) Si G/TZ-h (y por tanto G/1ZH ) es un conjunto infinito, decimos que H 
es un subgrupo de G de índice infinito.

(b) Si G/TZu (y por tanto G/TZH) es finito, se llama índice de H en G, y 
lo denotamos por [G : H], al cardinal (común) de los conjuntos G/TZh y 
G/TZH. En este caso decimos que H es un subgrupo de G de índice finito.

Corolario 1.5.8 Si G es un grupo de orden finito, entonces todo subgrupo H 
de G es de índice finito.

Demostración. Consideremos la aplicación,

g — G/nH
a n—> Ha.

Esta aplicación es sobreyectiva de forma evidente. Por tanto card {G/TZh) < 
card(G) y de ahí que G/TZh sea finito.

■

A continuación vamos a estudiar todo lo anterior en el grupo aditivo de los 
número enteros. En particular calcularemos el índice de cualquier subgrupo 
mZ en Z.

Ejemplo 1.5.9 Sea (Z, +) el grupo aditivo de los números enteros y H un 
subgrupo de Z distinto de {0}. Como hemos visto anteriormente, existirá algún 
entero positivo m tal que H = mZ,

■ La relación TZh en este caso vendrá dada por

Vx, y € Z, xTZny <=> x — y e H <=> x — y € mZ.

■ Las clases que la relación TZh determina en Z serán

[a;]# = H + x = mZ + x, x € Z.

■ Vamos a calcular el conjunto cociente Z/TZh. Se tiene que

Z/TZh = {H + 0, H + 1,..., H + (m - 1)} .

Sea x & Z. Por el algoritmo de la división obtenemos

x = qm + r, 0 < r < m — 1.

Así x — r — qm G H, luego xTí^r, esto es, H + x = H + r. Luego

[x]h = [r]#, donde 0 < r < m — 1.

Además, los elementos del segundo miembro son distintos, pues si

H + k = H + l, 0 < k < l < m — 1, 

tendríamos que ITZ^k, es decir, l — k G H = mZ con 1 < l — k < m, lo 
cual es imposible. Así [Z : mZ] = m.
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Por tanto podemos concluir que Z es un grupo infinito, finitamente ge­
nerado, cuyos subgrupos no nulos tienen índice finito.

Lema 1.5.10 Sea H un subgrupo de G, y sea x E G. Entonces las aplicaciones 

f : H —> Hx 
h ।—> hx

g- H 
h

xH 
xh

son biyectivas.

Demostración. Haremos la demostración para la aplicación f. De igual for­
ma se demuestra que g es biyectiva.

■ f es inyectiva, ya que si /(/ii) = f(h2) entonces h^x = h2x. Por tanto, 
hi = h2.

■ f es sobreyectiva, ya que para todo hx G Hx, existe h G H tal que 
fW = hx.

Observaciones 1.5.11 De la proposición anterior, tenemos que:

(a) Dado x G G existe una biyección entre Hx y xH. Sin embargo éstos 
pueden ser diferentes.

(b) Si o^ H) es finito, se verifica que

card(Hx) = card(a:H) = card(H) = o(H).

Teorema 1.5.12 (Teorema de Lagrange) Sea G un grupo finito, y sea H 
un subgrupo de G. Entonces se verifica que:

o(G) = o(H)[G : H].

Demostración. Consideramos la relación TZh definida en G. Al ser Un una 
relación de equivalencia, G es unión disjunta de las clases de equivalencia Hx, 
y al ser G un grupo finito, habrá sólo un número finito. Sean éstas

Hxí, ..., Hxr,

donde se verificará que el número de elementos de G es la suma de los cardinales 
de estas clases, es decir

card(G) = ^2 card(Hxj), Hxí G G/Hh- 
i=l



1.5 Teorema de Lagrange 25

Por el Lema 1.5.10, se verifica que

card(7Tzr¿) = card(#) = o(H),

entonces
card(G) = card(Lf) • card (G/Hh) •

Por tanto
o(G) = o(H)[G : H],

ya que el número de clases que la relación determina en G es, por definición, 
el índice de H en G.

Vamos a ver a continuación algunas consecuencias y aplicaciones del Teo­
rema de Lagrange.

Corolario 1.5.13 El orden de todo subgrupo de un grupo finito es divisor del 
orden del grupo.

En general el recíproco del Corolario anterior no es cierto, como veremos en el 
caso del grupo A4. El orden de A4 es 12 y sin embargo no tiene subgrupos de 
orden 6.

Corolario 1.5.14 El orden de todo elemento de un grupo finito es divisor del 
orden del grupo.

Demostración. Sea G un grupo finito y sea a € G. Como se verifica que 
(a) C G, es un subgrupo de G y o(a) = o((a)), entonces, por el Corolario 
1.5.13, se tiene que o(a) divide al o(G).

■

Ejemplo 1.5.15 En (Z6,+) tenemos que o([0]) = 1, o([l]) = 6, o([2]) = 
0([4]) = 3 z/ o([3]) = o([5]) = 2.

Corolario 1.5.16 Todo grupo finito de orden primo es cíclico y sus únicos 
subgrupos son los triviales.

Demostración. Sea G un grupo finito de orden p, siendo p un número primo. 
Sea a € G, donde a 1. Consideremos el subgrupo (a). Entonces el Corolario 
1.5.14 afirma que o(a) divide a p, siendo p primo. Por tanto tenemos dos 
posibilidades:

■ o(a) = 1, que es contradictorio con el hecho de que a 1.

■ o(a) = p y por consiguiente G = {a), es decir G es cíclico.
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Finalmente, sea H cualquier subgrupo del grupo G. Entonces por el Teo­
rema de Lagrange, tenemos que o(H) es divisor de o(G) = p. Así tendremos 
que:

■ Si o(H) = 1, entonces H = {1}.

■ Si o(H) = p, entonces H = G.

Por tanto los únicos subgrupos de G son los triviales.

Como hemos dicho anteriormente, el recíproco del Teorema de Lagrange 
no se verifica siempre, es decir, para todo divisor m del orden del grupo, existe 
un subgrupo de orden m. Sin embargo esto sí es cierto en los grupos cíclicos, 
como vamos a ver a continuación.

Proposición 1.5.17 Sea G un grupo cíclico con n = o{G\ Entonces para 
cada divisor m de n, existe un único subgrupo de G de orden m. Además este 
subgrupo es cíclico.

Demostración. Sea a € G tal que G = {a) . Si m es divisor de n, existe d G N 
tal que n = md. Consideremos el subgrupo H = (ad). Por la Proposición 1.3.6, 
tenemos que 

n n
<W = —T—T = 1 = m- mcd(n,a) d

Por tanto, o(H) = m. Vamos a demostrar que cualquier subgrupo de orden m 
es de esta forma.

Sea L un subgrupo de G tal que o(L) = m. Consideremos l el menor 
entero positivo tal que a1 € L (existe ya que L C G = (a)). Utilizando el 
mismo razonamiento que en la demostración del Teorema 1.4.7, tenemos que 
L = {a1). Por tanto

1 = (¿y1 = alm

y así, por el Lema 1.3.5(1), afirmamos 
e G Z tal que ne = Im. Entonces

que n divide a Im. Por tanto existe

¿ = (a^e = (ady,

de donde (a1) C (ad). Así tenemos que L es un subgrupo de H tal que o(L) = 
o(H). Por tanto H = L.
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1.6. Subgrupos normales. Grupo cociente

Al trabajar con cualquier clase de objetos en Álgebra, es importante hallar 
relaciones de equivalencia tales que los conjuntos cocientes admitan, de mo­
do natural, una estructura del tipo de la de los objetos iniciales. En el caso 
de los grupos, si H es un subgrupo de un grupo G, los conjuntos cocientes 
G/T^h y G/TZ11 no admiten, en general, estructura de grupo de modo natural. 
Estudiaremos aquí los subgrupos H para los cuales esto es posible.

Definición 1.6.1 Sea S un subconjunto no vacío de un grupo G y a un ele­
mento de G. Llamamos conjugado de S por a al conjunto

a-1 Sa = {a^xa : x G S} .

Lema 1.6.2 Sea G un grupo y S un subconjunto de G, entonces se verifica:

1. y € a~1Sa aya^1 G S.

2. Si S es un subgrupo de G, entonces a^Sa es un subgrupo de G.

3. Si S C T, entonces a^Sa C a^Ta.

Demostración.

(1) y G a^Sa <=> y = a^xa, x G S <=> aya^1 = x E S.

(2) a~1Sa 0, ya que al ser S subgrupo, 1 G S y de ahí que

1 = a-1la G a^Sa.

Si yi,y2 € a~1Sa, entonces existen aq,x? G S tales que

yi = a~lxia, y? = a^x^a.

Así
y^1 = = {a-1 x^a)^1 x^1 a) =

= (a^xix^a) = a_1(aqrc2 € a~xSa,

ya que X1X21 G S, al ser S un subgrupo.

(3) Si y G a~xSa, entonces existe x G S tal que y = a~lxa. Pero al ser S 
subconjunto de T, se tiene que x G T y de ahí que a~rxa G a~xTa.

Proposición 1.6.3 Sean G un grupo y sea H un subgrupo de G. Entonces las 
siguientes condiciones son equivalentes:
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1. Ha = aH para cada a £ G.

2. H = a^Ha para cada a G G.

3. Para cada par de elementos a,b € G tales que ab € H entonces ba E H.

Demostración.
(1) => (2): Si y G a-1 Ha, entonces y = a-1 ha, con h G H. Así tenemos que 
ay = ha, de donde ay G Ha. Pero por hipótesis Ha = aH, entonces existe 
h' e H tal que ay = ah’, de donde y — h'. Así y E H. Con esto hemos 
demostrado que

a^Ha C H.

Recíprocamente sea h E H, entonces ah G aH. Por hipótesis tenemos que 
aH = Ha, luego existe h' E H tal que ah = h'a, o lo que es lo mismo, 
h = a^h'a. Por tanto H C a^Ha.

(2) => (3): Sean a, b G G, tales que ab G H. Entonces

ba = (a^a^ba) = a~1(ab)a G ob'Ha — H.

(3) => (1) : Sea x G Ha. Entonces x = ha para algún h G H. Por tanto 
xa-1 = h G H. Así, aplicando la hipótesis, a^x G H, es decir, existe h' G H 
tal que a^x = h', de donde x = ah' G aH. Por consiguiente Ha C aH. La 
otra inclusión se demuestra de forma análoga.

Definición 1.6.4 Diremos que un subgrupo H de un grupo G es subgrupo 
normal, y se denotará por H <¡G, si verifica una cualquiera y por tanto todas 
las condiciones de la Proposición 1.6.3.

Observaciones 1.6.5 Se tiene que:

1. Evidentemente la condición (1) de la Proposición 1.6.3 equivale a decir 
que Hh = . En particular, si H es un subgrupo normal de G, ten­
dremos que G/Hh — G/7LH y denotaremos ambos cocientes por G/H.

2. Para probar que H es un subgrupo normal de G basta ver que

a^Ha C H para todo a G G.

Vamos a verlo: si a^Ha C H para cada a G G, entonces como a-1 G G, 
tendremos que aHa”1 C H. Luego para todo y G H se tiene que
aya-1 G H. Por otro lado, se tiene que y = a-1(aya-1)a. Por tanto 
y G a^Ha y así H C a^Ha, obteniéndose la igualdad.
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En cualquier grupo G, los subgrupos {1} y G son normales en G, ya 
que a{l} = a = {l}a para todo a € G. (y de ahí podemos obtener que 
G/{1} = G). También podemos afirmar que G es un subgrupo normal de G, 
ya que a^Ga C G para todo a e G.

Vamos a enunciar dos resultados sobre propiedades que verifican los sub­
grupos normales y que nos serán de utilidad más adelante. La demostración se 
deja como ejercicio para el lector.

Lema 1.6.6 Sea G un grupo, y sean H y K subgrupos de G tal que H es 
subgrupo normal de G. Entonces HK es subgrupo de G.

Lema 1.6.7 Sea N un subgrupo normal de un grupo G y sean H y K sub­
grupos de G tales que H es subgrupo normal de K. Entonces NH es subgrupo 
normal de NK.

Definición 1.6.8 Diremos que dos subgrupos H, K de G son conjugados si 
existe g £ G tal que g-1Hg = K.

Observación 1.6.9 Como la aplicación conjugar por g es una biyección en 
G, se tiene que o(H) = o(g~1Hg).

Definición 1.6.10 Decimos que un grupo G es simple, si {1} y G son sus 
únicos subgrupos normales.

Los ejemplos más sencillos de grupos simples son los de orden primo, ya que 
hemos visto en el Corolario 1.5.16 que los únicos subgrupos de un grupo de 
orden primo son los triviales. Veamos otros ejemplos de subgrupos normales.

Ejemplos 1.6.11 1. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, ya que 
en un grupo G es abeliano, se verifica que ab = ba para todo a, b E G. 
Por tanto se cumple la afirmación (3) de la Proposición 1.6.3.

2. Como todo grupo cíclico es abeliano, en particular se tendrá que todo 
subgrupo de un grupo cíclico es normal.

3. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G con índice 2, entonces H es un 
subgrupo normal de G. En efecto, como las clases por la derecha módulo 
H constituyen una partición de G, sólo hay dos, y una de ellas es H, la 
otra ha de ser el complementario {g E G : g H}. El mismo argumento 
vale para las clases por la izquierda y en consecuencia se tiene que los 
conjuntos cocientes G/Hh y G/Tl.H son iguales y por la condición (1) de 
la Proposición 1.6.3 tendremos el resultado.
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4- El subgrupo SLn(W) es un un subgrupo normal de GLn(W). Para verlo 
utilizamos el hecho de que

det(ub) = det(a)det(b) = det(b)det(a) = det(bu).

Proposición 1.6.12 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G. En el 
conjunto G/H definimos la siguiente operación interna

G/HxG/H —» G/H
(aH,bH) (ab)H

Entonces {G/H, •) es un grupo. Además si H es un subgrupo de G de índice 
finito, entonces

0(G/H^[G-.H] = ^

Demostración. La operación definida verifica:

• Es operación interna: dados aH, bH G G/H, como a, b G G, se tiene que 
ab G G, de donde (aH)(bH) = (ab)H G G/H.

■ Está bien definida: Sean arH = a2H, b^H = b2H-, deberemos demostrar 
que

(arb^H = (a2b2)H

o lo que es lo mismo

(cq6i) 1(a2&2) G H, esto es, br 1a11a2Ó2 € H.

Pero si a^H = a2H entonces ai'JZf'a2 y por tanto af1a2 € H. De igual 
forma si b\H = b2H, se tiene que biHHb2 y por tanto bf1^ G H. De­
notemos h — y h' = bf1^. Por ello

/q = bf1hb2 = b^b^bf1^^ = h'ib^hEf).

Pero h' G H y al ser H un subgrupo normal de G, se tiene que b21hb2 G 
bf1Hb2 = H. luego bf^a^a^ e H, como queríamos probar.

■ Asociativa:

(aH)[(bH)(cH)] = (aH)[(bc)H] = [a(bcj]H =

= {(ab)c]H = [(ab)H](cH) = [(aH)(bH)](cH).
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• Existencia de elemento neutro: como

(aH)H = (aH)(lH) = (al)H = (aH)

y
H(aH) = (lH)(aH) = (la)H = (aH),

entonces el elemento neutro en G/H, respecto de la operación definida, 
es H.

■ Existencia de elemento inverso: dado aH £ G/H, se verifica que:

(a#) (a-177) = (aa^H = 1H = H

y
(a-1H)(aH) = (a~1a)H = 1H = H,

esto, es claro que, para todo n € N,

lo que prueba que (a-1#) es el inverso de (aH), es decir (aH)-1 = a-1H.

Por último, si H es un subgrupo de índice finito en G, se verifica, utilizando 
el Teorema de Lagrange,

o (G/H) = card (G/H) = [G-H] = ^- 
o^H)

■

Definición 1.6.13 Si G es un grupo y H es un subgrupo normal de G, en­
tonces al grupo (G/H, •) se le denomina grupo cociente de G por el subgrupo 
H.

Ejemplos 1.6.14 Como ejemplos de grupos cocientes podemos presentar a los 
siguientes, cuya demostración se presentará en el Capítulo 2.

1. GLn(W)/SLn(W) = R \ {0}. (Ver 24.5).

2. Z/ml = Zm. (Ver 24.6).

Q/Z. Este ejemplo es notable, porque es infinito, pero todo elemento 
tiene orden finito. Para ver ambas afirmaciones, observemos que a,b € Q 
representan a la misma clase en Q/Z si y sólo si a — b £ Z. En vista de

1
71

es un elemento de orden n, por

a € Q/Z, a =

n>2
P 
4.

es un subconjunto infinito de Q/Z. Asimismo, dado

con p,q £ Z coprimos, de donde o(a) = |g|.
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j. R/Z = S1. El ejemplo anterior es un subgrupo propio de éste, ya que 
existen infinitos elementos en R \ Q, y las clases de estos tienen orden 
infinito en R/Z. Bajo la identificación con S1, Q/Z corresponde a los 
complejos de norma 1 con argumento un múltiplo racional de 2%.

5. R/Q. Observemos que en este caso toda clase está representada por un 
irracional, de lo que se desprende que todo elemento tiene orden infinito. 
No existe una manera intuitiva de representar este grupo. Es más, acep­
tando el axioma de la elección, se puede probar que es un conjunto no 
medible.

A continuación vamos a estudiar los subgrupos de un grupo cociente y 
qué propiedades conserva del grupo G.

Proposición 1.6.15 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, entonces 
se verifica:

1. Si K es un subgrupo de G, H C K, entonces K/H es subgrupo de G/H.

2. Si M es un subgrupo de G/H, entonces existe un subgrupo K de G tal 
que H G. K y M = K/H.

Demostración.

(1) ■ H es un subgrupo normal de K ya que H un subgrupo normal de
G. Así tiene sentido considerar el grupo K/H.

■ K/H C G/H, de forma inmediata.
■ K/H 0, ya que 1 6 K, y por tanto 17/ £ K/H.
■ Sean (xH), (yH) e K/H, donde x,y € K. Entonces

(xHfiyH)-1 = (xH^H) = (xy-^H E K/H,

ya que xy~' € K, al ser K un subgrupo de G.

(2) Sea M un subgrupo de G/H, y consideremos K = [x E G : xH E M} . 
Veamos que K verifica las propiedades enunciadas.

■ H C K, K 0, ya que para todo h E H se tiene que hH = H. 
Por otra parte 1H C M, al ser M un subgrupo de G/H y 1H 
el elemento neutro de G/H. Luego hH E M y por tanto h E K. 
Así H GK y K

■ K es subgrupo de G, ya que dados x,y E K, tendremos que xH, yH E 
M, y como M es un subgrupo de G/H, tendremos que {xHfiyH)-1 E 
M. Así,

(xy-^H = (xH)(y~1H) = (xHfiyH)-1 E M,

y por tanto xy-1 E K, luego K es un subgrupo de G.
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■ M = K/H, ya que si (xH) E K/H, con x E K, entonces xH G M. 
Por tanto K/H C M. En el otro sentido, sea xH G M, entonces 
x G K, luego xH G K/H y así M C K/H. Por tanto, podemos 
afirmar que M = K/H.

Observación 1.6.16 Así queda demostrado que existe una Inyección entre los 
subgrupos de G que contienen a H y los subgrupos de G/H.

Vamos a ver un par de ejemplos de correspondencia de subgrupos en co­
cientes de grupos.

Ejemplo 1.6.17 Vamos a presentar los subgrupos del grupo Z/343Z. Por la 
Proposición 1.6.15, los subgrupos de Z/343Z se corresponden con los subgrupos 
de Z que contienen al subgrupo 343Z. Como todo subgrupo de Z es de la forma 
nZ, éstos son los subgrupos de Z generados por divisores de 343, es decir, 
Z, 7Z, 49Z, 343Z. Por lo tanto, los subgrupos de Z/343Z, y sus relaciones de 
inclusión, quedan descritos mediante el siguiente diagrama, donde las líneas 
verticales indican inclusión (de abajo arriba):

[1]

[7]

[49]

[343]

Ejemplo 1.6.18 Este ejemplo es análogo al anterior, pero para el grupo 'Z/SG'Z. 
Observemos que, en este caso, el grupo tiene subgrupos no comparables por la 
relación de inclusión, como se aprecia en el diagrama:
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Veamos ahora cómo se comporta la condición de normalidad respecto a co­
cientes de grupos.

Proposición 1.6.19 Sea G un grupo, sea H un subgrupo normal de G, y sea 
K un subgrupo de G que contiene a H. Entonces se verifica que K es subgrupo 
normal de G si y sólo si K/H es subgrupo normal de G/H.

Demostración. Sean xH, yH G G/H tales que (xH)(yH) G K/H. En­
tonces (xy)H G K/H, donde xy G K. Pero por hipótesis, K es un subgrupo 
normal. Entonces por la Proposición 1.6.3(3) tendremos yx G K. Por tanto 
(yH)(xH) G K/H y así, de nuevo por la Proposición 1.6.3(3), K/H es un 
subgrupo normal de G/H.

Recíprocamente sea K un subgrupo de G, y a, b G G tales que ab G K. 
Entonces (aH)(bH) = (áb)H G K/H. Como por hipótesis, K/H es un sub­
grupo normal y (aH)(bH) E K/H, por la Proposición 1.6.3(3) tenemos que 
(bH)(aH) G K/H. Por tanto (ba)H = (bH)(aH) G K/H. Así ba G K y 
de ahí podemos afirmar, por la Proposición 1.6.3(3), que K es un subgrupo 
normal de G.

■

Proposición 1.6.20 Sea G un grupo, y sea H un subgrupo normal de G. 
Entonces G/H es cíclico si G es cíclico.

Demostración. Si G es un grupo cíclico, entonces existe a G G tal que 
G = {a). Se trata de demostrar que G/H = (aH).
Sea y G G/H, es decir y = xH, con x G G. Entonces x = ak para algún k G Z. 
Así y = akH = (aH)k, de donde y G (aH). Por tanto G/H C (aH). Por otra 
parte, como siempre se verifica que (aH) C G/H, entonces podemos afirmar 
que que G/H = (aH).
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El recíproco de la Proposición 1.6.20 es falso: 0 x Z es un subgrupo normal 
de Z x Z, y (Z x Z)/(0 x Z) es un grupo cíclico infinito, pero Z x Z no es cíclico.

Por último vamos a ver en el paso al cociente también se conserva la condi­
ción de ser abeliano.

Proposición 1.6.21 Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo normal de G, 
entonces G/H es también abeliano.

Demostración. Sean xH, yH £ G/H, entonces

(xHfiyH) = (xy)H = (yx)H = (yH) (xH)

ya que xy = yx al ser G un grupo abeliano.
■

El recíproco de la Proposición 1.6.21 es falso: ((1,2,3)) es un subgrupo 
normal de S3, ya que tiene orden 3, y por tanto su índice es 2. Asimismo, 
S3/((1,2,3)) tiene orden dos, y por tanto es abeliano. Pero S3 no es abeliano.

En el siguiente ejemplo particularizamos los conceptos expuestos al grupo 
aditivo (Z, +).

Ejemplo 1.6.22 Cualquier subgrupo H de (Z, +) es de la forma H = mZ, 
para un cierto entero positivo m. Como (Z, +) es un grupo abeliano, resul­
tará que todo subgrupo es normal. Así tendrá sentido considerar el grupo 
Tj/mL. La operación en el conjunto cociente viene dada por

Z/mZ x Z/mZ —> Z/mZ
(a + mZ, b + mZ) *—♦ (a + b) + mZ.

Al ser (Z, +) un grupo cíclico, tendremos que fí/mZ también es cíclico. De 
hecho, se tiene Z/mZ = (1 + mZ). Así, como (Z, +) es un grupo abeliano, 
entonces 'L/mZ es también abeliano.

Recordemos que al ser

Z/mZ = {0 + mZ, 1 + mZ,..., (m - 1) + mZ} ,

entonces podemos afirmar que o (Z/mZ) = m.

Así podemos afirmar que (Z/mZ,+) es un grupo cíclico de orden m.

Como veremos en el próximo capítulo, los grupos cíclico finitos son exac­
tamente los grupos de la forma Z/mZ, con m € Z+.
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1.7. Ejercicios
1. Determinad si cada una de las definiciones de la operación * dada a 

continuación, da una ley de composición interna en el conjunto dado.

a) En Z+ definimos a * b = ab.
b) En Z+ definimos a * b = c, donde c es el menor entero mayor que a 

y b.
c) En Z+ definimos a * b = c, donde c es al menos 5 unidades mayor 

que a + b.
d) La división en Q \ {0}.
e) La división en Q.

2. Sobre el intervalo G = (—1,1) de la recta real se define la siguiente 
operación

x + y x*y = —----- .
1 + xy

Demostrad que (G, *) es un grupo abeliano.

3. Sea G = {(a, b) : a € Q \ {0}, b G Q}. Se define en G la siguiente ley 
interna

(a, b) * (c, d) = (ac, ad + b).

a) Probad que (G,*) es un grupo no abeliano.
b) Hallad (x, y) G G tal que (1,2) * (x, y) * (2,3)-1 = (5,6).

4. En R* = R \ {0} consideramos la operación o definida así:

{xy si x > 0
x • n •- si x < 0
y

Probad que (R*,o) es un grupo.

5. Sean Q[z] y Z[í] los subconjuntos de los números complejos definidos por

Z[í] = {a + bi : a, b G Z} Q[¿] = {a + bi : a, b G Q}.

Probad que:

a) Z[¿], <Q[i] son grupos respecto de la suma de números complejos.
b) (Q[í] \ {0}, •) es un grupo, pero (Z[í] \ {0}, ■) no lo es.

6. Sea n G Z y consideremos el conjunto

( ,27rfc. . ,2-wk. , „
Gn = < cos(-----) + zsen (----- ) : k G Z > C C.

n n
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a) Probad que (Gn, •) es un grupo.

b) Probad que Gn tiene un número finito de elementos.

7. Estudiad las isometrías del plano que dejan invariante un rectángulo. 
Si se define en este conjunto la operación composición de movimientos, 
comprobad que tiene estructura de grupo. Este grupo se llama Grupo de 
Klein.

8. Sea G un grupo. Demostrad que se verifica:

a) Si x2 = 1 para cada x e G, entonces G es un grupo abeliano.

b) Si (ab)2 = a2b2 para cada a, b € G, entonces G es un grupo abeliano.

9. Dad un ejemplo que muestre que la unión de dos subgrupos H y K de 
G no es en general un subgrupo de G.

10. Dad ejemplos de:

a) Un grupo infinito cuyos cocientes no triviales sean todos finitos.

b) Un grupo infinito cuyos elementos sean todos de orden finito.

11. Sea G un grupo finito en el que se cumple que la unión de dos subgrupos 
cualesquiera es también un subgrupo de G. Demostrad que G es cíclico 
y que su orden es potencia de un número primo.

12. Sea G un grupo finito en el que se cumple que para cualesquiera dos 
subgrupos H, K se tiene H es subgrupo de K o K es subgrupo de H. 
Demostrad que G es cíclico y que su orden es potencia de un número 
primo.

13. Sea G un grupo y H el siguiente subgrupo de G

H = {x2 : x € G} .

Demostrad que H es normal y G/H es abeliano.

14. Demostrad que todo grupo con dos elementos es abeliano. En particular 
(S2, o) es abeliano.

15. Sean G un grupo y a, € G, 1 < i < n. Entonces se verifica:

a) (ai • • • afc)(afc+i •• • an) = (ai • • • a;)(a;+i • • • a„), donde 1 < k < l < 
n.

b) (ai • •-an)-1 = a;1 •. ,a-i.

16. Demostrad que:



38 Capítulo 1. Grupos y Subgrupos

a) (S1, •) es subgrupo de (C \ {0}, •). 

b) On(R) es subgrupo de (GLn(R), •). 
c) (Z, +) es subgrupo de (Q, +).

17. Sea G un grupo y a G G un elemento de orden finito. Probad que:

a) Si o(a) = pq con mcd(p, q) = 1, entonces existen dos únicos elemen­
tos x, y G G tales que a = xy = yx y o(x) = p, o(y) = q.

b) Si b € G es tal que ab es un elemento de orden finito, probad que 
también lo es ba y, además, o(ab) = o(ba).

c) Si x G G, probad que el elemento b = xax^1 tiene el mismo orden 
que a.

18. Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G tal que H C Z^G), siendo 
Z(G) = {a eG : ax = xa, Vx € G} el centro del grupo G. Probad que 
si G/H es cíclico, entonces G es abeliano.



Capítulo 2

Homomorfismos de grupos

En el estudio de las estructuras algebraicas, las aplicaciones entre objetos 
que respetan la estructura son un instrumento fundamental, ya que permiten 
establecer, de manera unívoca, representaciones para objetos diferentes pero 
de comportamiento idéntico.

2. 1. Definiciones y propiedades
Definición 2.1.1 Dados dos grupos G y G', diremos que una aplicación 
f : G —> G' es un homomorfismo de grupos si verifica que

f(ab) = para cada a,b € G.

Comunmente se dice también que / es un morfismo. Nosotros emplearemos 
indistintamente los dos términos.

Ejemplo 2.1.2 1. Todo homomorfismo de espacios vectoriales es en par­
ticular un homomorfismo de grupos.

2. Dados los grupos (R, +), (R*, ■), la aplicación dada por

/:R —► R* 
x ।—> ex

es un homomomorfismo de grupos, ya que

f(x + y) = e^y = e-.ey = f(x)-f{y).

3. Dados los grupos (Aut(R2),o), (G^R),-), la aplicación dada por

Ó: Aut(R2) —► GZ2(R) 
f
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donde MB(f) representa a la matriz asociada a f en una cierta base B, 
es un homomorfismo de grupos, ya que

cj>(f o g) = MB(f o g) = MB(f) • MB(g) = • ^g).

4- La aplicación

f-.S1 —- sl2w
ig __ í eos 6 sen 6 \ 

y —sen# eos# )

es un morfismo de grupos.

Proposición 2.1.3 Sean G y G' dos grupos, y sea f : G —> G' un homo­
morfismo de grupos. Entonces se verifica:

L /(1) = 1-

2. /(a-1) = /(a)-1 para cada a^G.

Demostración.

(1) Se tiene que /(l) = /(I • 1) = /(1)/(1), por tanto /(l) = 1.

(2) Se verifica que

= f^1) = /(l) = 1.

De la misma forma demostramos que /(a-1)/(a) = 1. Por tanto, /(a-1) = 
/(a)-1 para cada a € G.

2.2. Núcleo e Imagen de un homomorfismo
Con objeto de estudiar morfismos arbitrarios bajo el prisma de una des­
composición canónica, necesitamos introducir ciertos subgrupos distinguidos 
asociados a dicho morfismo.

Definición 2.2.1 Sean G y G' dos grupos y f : G —» G' un homomorfismo 
de grupos. Llamamos:

1. Núcleo de f, y lo denotamos por ker(/), al siguiente conjunto

ker(/) = {x e G : /(x) = 1}.
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2. Imagen de f, y lo denotamos por Im¿/J, al siguiente conjunto

MZ) = {Z(^) : x e G} .

Proposición 2.2.2 Sean G y G' dos grupos, y sea f : G —► G' un homo­
morfismo de grupos. Entonces:

1. ker(y) es un subgrupo normal de G.

2. Im(/) es un subgrupo de G'.

Demostración.

1. ker(/) es subgrupo normal de G. Vamos a verlo:

■ ker(/) 0, ya que 1 £ ker(/).

■ ker(/) C G, por definición.

■ Sean x,y £ ker(/), entonces tendremos que

Zí^y1) = /(^/(y1) = ZWZ(y)"1 = 1 • V1 = 1.

Por tanto xy^1 £ ker(/).

■ ker(Z) es un subgrupo normal de G, ya que para todo a £ G, se 
verifica a-1ker(/)a C ker(/). Vamos a verlo. Si x £ a-1ker(/)a, 
entonces x = a^ya con y £ ker(/). Por tanto

= f^ya) = f^a-^f^f^ = f (a)'1 f (y) f (a) = 1.

luego x £ ker(/), y así a-1 ker(/)a C ker(/).

2. Im(/) es subgrupo de G'. Vamos a verlo:

* MZ) / 0, ya que 1 = /(l) £ Im(/).
■ Im(y) C G' por definición de Im(/).

■ Si ZCd), Zí3^) £ Im(/), entonces

Z(d)Z(t2)-1 = = ZCd^1),

donde x^xij1 € G. Así f (x-l) f (xz)~x £ Im(/), luego Im(/) es un 
subgrupo de G'.

■

Definición 2.2.3 Dado f : G —> G1 un homomorfismo de grupos, diremos 
que:
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1. f es monomorfismo si f es inyectivo.

2. f es epimorfismo si f es sobreyectivo.

3. f es isomorfismo si f es biyectivo.

4- f es un endomorfismo si G = G'.

5. f es un automorfismo si f es un endomorfismo biyectivo.

Ejemplos 2.2.4 1. Si H es un subgrupo de G, la inclusión de H en G es 
un monomorfismo.

2. Si N es un subgrupo normal de G, la aplicación ir : G —► G/H dada 
por ?r(x) = xH es un epimorfismo que recibe el nombre de proyección 
canónica de G sobre G/H. Su núcleo es ker(?r) = N.

3. Dados dos grupos G y H, la aplicación f : G —► H dada por f(a) = 1 
para cada a 6 G es un homomorfismo llamado homomorfismo trivial 
de G en H. Su núcleo es todo G. Si H ± {1}, entonces f no es ni 
monomorfismo ni epimorfismo.

4- La aplicación f : Z —* Z dada por f(n) = 3n es un monomorfismo pero 
no es epimorfismo. De hecho, como veremos, todo endomorfismo de Z 
está definido por multiplicación por un elemento a 6 Z.

5. El morfismo del Ejemplo 2.1.2(3) es un isomorfismo.

Nuestro primer objetivo es caracterizar monomorfismos, epimorfismos e 
isomorfismos en función del núcleo y la imagen.

Proposición 2.2.5 Sean G y G' dos grupos y f : G —► G' un homomorfismo 
de grupos. Entonces se verifica:

1. f es monomorfismo <=> ker(/) = {1}.

2. f es epimorfismo <=> Im(/) = G'.

Demostración.

(1) =>: Si x € ker(/) entonces f(x) = 1. Por otro lado se verifica que 
/(l) = 1. Por tanto, /(x) = /(l), y al ser / una aplicación inyectiva, 
tenemos que x = 1. Por tanto ker(/) = {1}.

<=: Veamos que f es una aplicación inyectiva. Supongamos que /(x) = 
f(y). Entonces f(x)fly')-1 = 1, es decir 1 = f^f^y)-1 = /(xy-1), y 
así xy-1 € ker(/). Como por hipótesis ker(/) = {1}, entonces xy-1 = 1, 
y de ahí que x = y.
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(2) Evidente.

■
A continuación caracterizaremos los isomorfismos en función de núcleo e 

imagen. Para ello necesitamos el siguiente resultado previo.

Lema 2.2.6 Si f : G —G' es un isomorfismo entre los grupos G y G', 
entonces f-1 : G' —> G es también un isomorfismo.

Demostración. En efecto, como la inversa de toda aplicación biyectiva tam­
bién lo es, nos bastará demostrar que J-1 es un homomorfismo de grupos.
Sean yx,y2 € G' tales que = xx, = x2, es decir /(zj = yx,
fi^x^ = Vi■ Como f es un homomorfismo, tendremos que

/(Vi) = f(xx)f(x2) = yvy2

luego xxx2 = f^tyvyif de donde

/-1(yiy2) = 2:1X2 = /^(yi)/-1^)-

Así podemos afirmar que es un homomorfismo de grupos.
■

Proposición 2.2.7 Sea f : G —> G' un morfismo de grupos. Entonces, f es 
isomorfismo si y sólo si es monomorfismo y epimorfismo.

Demostración. Si / es isomorfismo, por el Lema 2.2.6, se tiene que la apli­
cación g f~l : G' —> G es isomorfismo. Entonces,

gf = IdG, fg = IdG'.

Sea x e ker(/). Entonces, x = g(f(x)) = y(l) = 1, de donde f es monomor­
fismo. Sea y € G'. Entonces, y = f(g(y)) con y(y) 6 G, por lo que f es 
epimorfismo.

Recíprocamente, si f es monomorfismo y epimorfismo, definimos

y: G' — G
y 1—> x ( tal que /(x) = y)

Como f es epimorfismo, g está definida para todo y € G'.
Como / es monomorfismo, existe un único x € G tal que f(x) = y, por lo 

que la aplicación g está bien definida. Veamos que es morfismo de grupos. Sean 
y, y' € G' y sean x = y(y), x' = g(y'), y x" = g{yy'). Entonces, por definición 
de g, tenemos f(x) = y, f(x') = y1, f(x") = yy' = /(x)/(x') = f(xx'). Como 
f es monomorfismo, tenemos x" = xx', de donde g(yy') = y(y)y(y/)- Por tanto 
es morfismo de grupos, y claramente gf = IdG, fg — Id/[.
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Proposición 2.2.8 Sea f : G —> G' un homomorfismo entre los grupos G y 
G'. Entonces:

1. Si H es un subgrupo de G entonces f(H) es un subgrupo de G'.

2. Si H' es un subgrupo de G' entonces

= {x g G : g H'}

es un subgrupo de G.

3. Si H' es un subgrupo normal de G' entonces es un subgrupo
normal de G.

4- Si H es un subgrupo normal de G y f es un epimorfismo entonces 
es un subgrupo normal de G'.

Demostración.

(1) (a) Tenemos que f(H) 0 ya que 1 = /(l) € f(H), al ser H un 
subgrupo de G. Por definición se verifica que f(H) C G'.

(b) Para cualesquiera iq, y2 G existen aq, x2 G H tales que 
f(xi) = yi y f{x2) = y2. Como f es un homomorfismo de gru­
pos, 

yiy^1 = = /(^2

donde 1 € H, por ser H un subgrupo de G. Por tanto, yiy^1 G 
/W-

(2) (a) / 0, ya que /(l) = 1 G H', al ser H' un subgrupo. Por
tanto 1 G

(b) Si 2q,X2 € entonces se verifica f(xi),f(x2) G H', y al ser
H' un subgrupo,

e H'.

Así aqaq 1 G y-1(H')-

(3) Veamos que es un subgrupo normal de G. Sean aq,^ € G tales
que aqaq G Entonces f^x^x^ G H'. Por tanto,

= f^x^ G H',

y al ser H' un subgrupo normal de G1, tendremos que

/(x2xi) = /(x2)/(2:i) G H',

y de ahí que ^2^1 G Por tanto, es un subgrupo normal
de G.
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(4) Veamos que para cualquier y G G' se tiene

y-^^y C f{H).

Si z G y^f(H)y, entonces z = y^f^y con h G H. Por otro lado, 
como f es una aplicación sobreyectiva, existe x G G tal que y = f^x). 
Así tenemos que

2 = = f^hx).

Pero H es un subgrupo normal en G, de donde x-1hx G H, y de ahí que 
z G f(H). Así queda demostrado que f(H) es un subgrupo normal en 
G'.

■

Observación 2.2.9 1. Como ker(/) = /-1 ({1}), y {1} es un subgrupo 
normal de G', se tiene de nuevo que ker(/) es un subgrupo normal de G.

2. La afirmación de Proposición 2.2.8(4) falla cuando se pierde la exhaus- 
tividad del morfismo. Por ejemplo, como veremos en el Teorema 2.4-3, 
el subgrupo de S3 generado por (1,2) (la permutación que cambia 1 por
2, 2 por 1 y deja fijo 3) es isomorfo a Z/2Z. Sin embargo ((1,2)) no es 
normal, ya que (1,2,3)(1,2)(1,2,3)—1 = (2,3). Por tanto, el monomor- 
fismo f : Z/2Z —► S3, definido por /(l) — (1,2), envía un subgrupo 
normal a un subgrupo que no lo es.

El orden de un elemento también se ve afectado por los morfismos de grupo 
como se demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 2.2.10 Sea f : G -—► G' un homomorfismo entre los grupos G 
y G', y sea x G G un elemento de orden m. Entonces se verifica:

1. divide a m.

2. Si f es inyectiva, entonces o(f(xf) = m.

Demostración.

(1) Si x es un elemento de orden m, entonces se verifica que xm = 1. Por 
tanto

= f(xm) = /(l) = 1,

luego o(f(xy) divide a m.
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(2) Por el apartado anterior se tiene o(f(xf) divide a m. Si o(f(xf) = k, 
entonces f(x~)k = 1, luego f(xk) = 1. Así, xk 6 ker(/). Pero al ser 
/ una aplicación inyectiva, por la Proposición 2.2.5(1), tenemos que 
xk = 1, luego m divide a k, o lo que es lo mismo, m divide a o(f(xf). 
Así o(f(x)) — m.

■
Asimismo se tiene un buen comportamiento de los morfismos respecto de 

la composición, allí donde ésta tiene sentido.

Proposición 2.2.11 Sean f : G —» G' y g : G' —> G" dos homomorfismos 
entre los grupos G, G' y G". Entonces también lo es

gof,G_G",

Demostración. Dados x, y € G, se tiene que

(5 0 f^y) = g[f(xy)] = g[f(x)f(y)] = g[f(x)]g[f(y)] = (g o ffixfig o ffiy).

■

Notación 2.2.12 Denotaremos por:

■ Hom(G, G1) al conjunto de todos los homomorfismos de G en G'.

■ End(G} al conjunto de todos los endomorfismos en G.

■ Aut(G) al conjunto de todos los automorfismos en G.

En particular, del Lema 2.2.6 y Proposición 2.2.11 se desprende que Aut(G) 
es un grupo con la operación composición, y la identidad como elemento neutro.

Definición 2.2.13 Diremos que los grupos G y G' son isomorfos si existe un 
isomorfismo f : G —► G'. En tal caso, lo denotaremos por G = G'.

Dos grupos isomorfos tienen las “mismas propiedades” como grupos. En la 
siguiente proposición presentaremos varios ejemplos de este hecho.

Proposición 2.2.14 Sean G y G' dos grupos isomorfos. Entonces se verifica:

1. G es abeliano si y sólo si G' es abeliano.

2. G es cíclico si y sólo si G' es cíclico.
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Demostración.

(1) Si G y G' son isomorfos, entonces existirá un isomorfismo f : G —> G'. 
Si yi, y2 G G1. como f es aplicación sobreyectiva, existen Xi, x2 € G tales 
que

yi = 92 = f^.

Así, al ser / un homomorfismo y G abeliano tendremos:

9192 = /(^i)/(x2) = ffax^ = = f(x2)f(x2) = Mi-

La implicación contraria es consecuencia de que /-1 es isomorfismo si f 
lo es.

(2) Si G es cíclico, entonces tendremos G = (a) con a G G. Vamos a probar 
que G' = (/(a))- Si y € G' entonces, como f es una aplicación sobreyec­
tiva, existe x G G tal que f(x) = y. Pero si x G G = {a), existirá un 
entero k G Z tal que x = ak. Así

WW = Í(«W“)‘gO
luego G' C (/(a)). Como siempre se verifica que (/(a)) C G', entonces 
tendremos que G' = La implicación contraria se demuestra apli­
cando este resultado a /-1, que es también un isomorfismo.

■
Como aplicación de la proposición anterior, podemos afirmar que S3 no 

puede ser isomorfo a Zg, ya que éste es abeliano mientras que el primero no lo 
es. Por lo tanto, el orden de un subgrupo no clasifica a éste salvo isomorfismo, 
aunque grupos isomorfos tiene necesariamente la misma cardinalidad.

La siguiente proposición justifica el hecho de que al grupo de las permuta­
ciones de un conjunto X de n elementos en sí mismo, le llamemos Sn.

Proposición 2.2.15 Sean X, Y dos conjuntos no vacíos con la misma cardi­
nalidad. Entonces los grupos (S(X),o) y (S(V),o) son isomorfos.

Demostración. Como X e Y tienen la misma cardinalidad, podemos estable­
cer una biyección f : X —» Y. Consideremos la siguiente aplicación:

W) —> S(Y)
g —* f° 9° /-1-

Vamos a probar que ó es un isomorfismo.
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■ <í> es homomorfismo ya que

0(í ° h) = f o (g o h) O /-1 = (/ o g o /-1) o (/ o h o /-1) = (j^g) o

■ es inyectiva ya que si <p(g) = 0(ft), entonces f o g o /-1 = f o h o /-1, 
luego g = h.

■ 0 es sobreyectiva ya que para cada h E S(Y), existe g = f~xohof e S(X) 
tal que cjfig) = h.

Ejemplo 2.2.16 Vamos a calcular todos los homomorfismos f : Z —* Z. 
Supongamos que f sea un endomorfismo en Z. En particular

f:Z —> Z
1 i—> a.

Entonces dado n € Z, tendremos que:

■ Si n > 0,

(n) (n)

f(n) = /(l + + 1) = /(l) + • • • + /(l) = f(l)n = an.

■ Si n = 0, entonces se verificará /(O) = 0 ya que 0 es el elemento neutro 
en el grupo aditivo de los números enteros.

■ Si n < 0, consideremos m = — n > 0 y

f(n) = /(—m) = — f(m) = —(ma) = a(—m) — an.

Recíprocamente, la aplicación f(n) = na es un homomorfismo ya que

f(n + m) = a(n + m) = an + am = /(n) + f(m).

Por tanto, los homomorfismos f : Z —> Z son las aplicaciones

fa:Z —> Z
n i—> an

para cada a E Z.



2.3 Factorización canónica de un homomorfismo 49

2.3. Factorización canónica de un homomor- 
fismo

Finalmente, procedemos a establecer la manera en que cualquier morfismo 
de grupos factoriza, de manera canónica, a través de un epimorfismo y un 
monomorfismo. Para ello, presentaremos en primer lugar un resultado más 
general.

Proposición 2.3.1 Sea f : G —> G' un homomorfismo de grupos, y sea H 
un subgrupo normal de G. Entonces son equivalentes:

1. H es un subgrupo de ker(/).

2. Existe un único homomorfismo f : G/H —► G' tal que f o % = f.

Demostración. (1) => (2) : Sea la aplicación f : G/H —* G' definida por 
f(aH) = f(a)- Veamos que:

■ f está bien definida, ya que si aH = bH entonces a~1b G H, siendo H un 
subgrupo de ker(/). Por tanto, /(a-1&) = 1, y al ser f un homomorfismo, 
/(a) = f(b) con lo cual f(aH) = f(bH).

■ f es homomorfismo de grupos, ya que f = f(abH) = f(ab) =
W)f(b) = J(aH)7(bH).

■ f o 7r = f, ya que para todo a G G, se tiene

(7°^) (a) = 7(aH) = f(a).

■ f es único, ya que supongamos que existe g : G/H —> G' tal que 
g o 7T = f. Entonces se tiene, para todo aH G G/H:

g(aH) = g (tt(u)) = (g o tt) (a) = /(a) = (/ o tt) (a) = f(aH).

2 => 1: Sea x G H. Entonces xH = H, por tanto, al ser f un homomor­
fismo de grupos, f(xH) = 1. Pero 1 = f^xH) = (/ o 7r)(x) = f(x), de 
donde x G ker(/).

■
Proposición 2.3.2 (Factorización canónica de un homomorfismo) Sea 
f : G —> G' un homomorfismo entre los grupos G y G'. Entonces existe un 
único isomorfismo

7:G/ker(/)^Im(/)
que hace conmutativo el siguiente diagrama,

G M G'
l Tí

G/ker(/) M Im(/)
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Demostración. Sea el monomorfismo

i-.Im(f) —. G' 
/W 1—* 7W-

Consideremos el homomorfismo de grupos dado por /i : G —> y ob­
servemos que i o j\ = f. Como ker(/) es un subgrupo normal de G, por la 
Proposición 2.3.1, existe un único homomorfismo

7:G/ker(/) Im(/)
x(ker(/)) ।—♦ f(x)

tal que f oír = j\. Veamos que f es un isomorfismo:

■ f es monomorfismo. Si r(ker(/)) e ker(/), tendremos que

1 = 7Wker(/))) = f(x),

luego ker(/) es la clase de ker(/), es decir, 1.

• f es epimorfismo, ya que Im(/) = Im(/).

Por tanto f es un isomorfismo. Por último afirmamos que el diagrama es con­
mutativo, ya que

(i o f o tt) = i o (/ o 7r) = i o = f.

2.4. Teoremas de Isomorfía
La escisión canónica establece métodos para representar ciertos grupos me­
diante imágenes isomorfas. Son los llamados Teoremas de Isomorfía.

Corolario 2.4.1 (Primer Teorema de Isomorfía) Si f : G —* G' es un 
homomorfismo entre los grupos G y G', entonces se verifica:

G/ker(/) = Im(/).

Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 2.3.2, al afirmar 
la existencia del isomorfismo

/:G/ker(/) — Im(/) 
x(ker(/)) ।—> f(x).
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Ejemplo 2.4.2 La aplicación f : C* —» R+ \ {0}, definida asignando a cada 
complejo no nulo su norma, es un epimorfismo. Dado que su núcleo es ker(/) = 
S1, concluimos por el Primer Teorema de Isomorfía que C*/S1 = R+ \ {0}.

Utilizando el Primer Teorema de Isomorfía, podemos establecer una clasi­
ficación para los grupos cíclicos.

Teorema 2.4.3 (Teorema de clasificación de los grupos cíclicos)

1. Si G es un grupo cíclico infinito, entonces G es isomorfo al grupo (Z, +).

2. Si G es un grupo cíclico finito, entonces G es isomorfo al grupo fiZfnZ, +) 
para algún n € N.

Demostración. Si G es un grupo cíclico, entonces existe a G G tal que 
G = (a). Así tiene sentido considerar la siguiente aplicación:

/:Z — G 
k i—> ak.

Veamos que f es un epimorfismo.

■ f es homomorfismo ya que f(k-í 4- ¿2) = akl+k2 = ffkijftfa).

■ f es sobreyectiva, ya que cada elemento b € G = (a) es de la forma 
b = ak, para algún k 6 Z, y de ahí

b = ak = f(k), para algún k 6 Z.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfía, tendremos:

Z/ker(/) = G.

Vamos a estudiar el conjunto ker(/). Pueden darse dos situaciones:

(1) Si ker(/) = {0}, entonces Z = G.

(2) Si Si ker(/) =4 {0}, entonces existe un natural n tal que ker(/) = nZ. 
Entonces Z/nZ = G. En particular, o(G) = n.

■
Anteriormente habíamos demostrado que Z y Z/mZ son grupos cíclicos, y 

con este teorema podemos afirmar que Z y Z/mZ son los únicos grupos cíclicos 
que existen, salvo isomorfismo.

Corolario 2.4.4 Sea f : G —> G' un homomorfismo sobreyectivo entre los 
grupos G y G'. Entonces:
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1. G/ker(/) es isomorfo a G'.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G' y los sub­
grupos de G que contienen a ker(/).

A continuación vamos a dar la solución de algunos ejemplos de grupos 
cocientes que presentamos anteriormente

Ejemplo 2.4.5 La aplicación

f :(GL2(R),-) — (R*, •) 
A ।—> det(A)

es un epimorfismo. Si A E ker(/) entonces se verifica que det(A) = 1, por 
tanto, ker(/) = SL2(R) y de ahí que GL2^) / S L2^) — R*.

Ejemplo 2.4.6 Dado un entero positivo n se define fn : (Z, +) —> (Zn, +) 
mediante fn{z) = lz]n, donde [z]n representa la clase de z módulo n. Entonces 
se verifica que fn es un homomorfismo sobreyectivo. Vamos a calcular el ker(/), 

ker(/) = {z G Z : fifiz) = [0]m} = {z G Z : z = O(módn)} = nZ.

Así aplicando el Primer Teorema de Isomorfía tendremos que,

Z/nZ = Zn.

Ejemplo 2.4.7 Dados dos números enteros positivos n y m, definimos

f : (nZ, +) —+ (Zm, +) 
nz ।—> [z]m,

donde [z]m representa la clase de z módulo m. Se verifica que f es un homo­
morfismo sobreyectivo. Vamos a calcular el núcleo,

ker(/) = {nz G nZ : /(nz) = [0]m} = {nz G nZ : [z\n = [0]m} =

= {nz G nZ : z = O(módm)} = {nz G nZ : z = km, k G Z} =

= {knm : k G Z} = nmZ.

Por tanto, nL/nmL = Zm.

Otra aplicación del Primer Teorema de Isomorfía es el Teorema Chino de 
los Restos
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Teorema 2.4.8 (Teorema Chino de los Restos) Sean di,... ,dt números 
enteros no nulos, coprimos dos a dos. Entonces

Z/(di ■ ■ • d^ (Z/^Z) x • • ■ x (Z/dtZ).

Demostración. Consideremos la aplicación

Ó : Z —> (Z/djZ) x • • • x (Z/dtZ) 
m ।—► (m + diZ, •••,m + dtZ).

Claramente ó es un homomorfismo de grupos. Su núcleo viene dado por 

ker(0) = {m G Z : di\m, 1 < i < t} .

Como mcd(d¿, dj) = 1 para i j, tenemos que ker(ó) = (¿i • • • dt)Z.
Así Z/(di • • • dt)Z es isomorfo a un subgrupo de (Z/djZ) x • • • x CL/dt^), pero 

card (Z/(di • • • dt)Z) = card (Z/djZ x • • • x Z/dtZ), 

de donde
Z^ • • • dt)^ S (Z/^Z) x • • • x (Z/dtZ).

Proposición 2.4.9 Sea G un grupo, y sean H y K subgrupos normales de G 
tales que H A K = {1}. Entonces HK = H x K.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer G = HK. 
Definimos

f : H x K —+ HK 
(h,k) ।—> hk.

Como H A K = {1}, entonces hk = kh, para todo h G H y para todo k G K. 
Por tanto, f es un morfismo. De forma clara se verifica que / es epimorfismo. 
Su núcleo viene dado por

ker(/) = {(h, k) : hk = 1}.

Como HCiK = {1}, se tiene que ker(/) = {(1,1)}. De todo lo anterior podemos 
afirmar que H x K = HK.

■

Teorema 2.4.10 (Segundo Teorema de Isomorfía)
Sean N y H subgrupos normales de un grupo G, tales que N C H. Entonces 
se verifica que:
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1. H/N es subgrupo normal de G/N.

2. {G/N)/(H/N) S G/H.

Demostración. Vamos a demostrar a la vez los dos apartados. Consideremos 
la aplicación

f-.G/N G/H
aN aH.

Se verifica que:

■ / está bien definida, ya que si aN — bN, se tiene que a^b £ N C H. 
Por tanto aH — bH, es decir f(aN) = f(bN).

■ f es un homomorfismo ya que si aN, bN € G/N, entonces

/[(uV)(W)] = f[{ab)N] = (ab}H = {aH^bH) = f(aN)f(bN).

■ f es sobreyectiva, ya que para cada aH £ G/H, existe aN £ G/N tal 
que f(aN) = aH.

• Vamos a calcular ker(/). Si aN £ ker(/), entonces f^aN) = aH = H, 
esto es, a £ H, es decir

ker(/) = {aN £ G/N : a E H} = H/N.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfía, tenemos

(G/N)/(H/N) = G/H.

■
Observemos que el Segundo Teorema de Isomorfía implica que, en una 

situación en la que trabajemos con cocientes iterados, no es necesario arras­
trar clases de clases de equivalencia.

Teorema 2.4.11 (Tercer Teorema de Isomorfía).
Sean H y N subgrupos de un grupo G, y N subgrupo normal de G. Entonces:

1. H O N es subgrupo normal de H.

2. HN es subgrupo de G.

3. N es subgrupo normal de HN.

4. (HN)/N*H/(HnN).
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Demostración.

(1) Sean a,b e H tales que ab G H CIN. Veremos que ba G H A N.
Si ab G H A N, entonces ab G N, con a, b G G. Pero al ser N subgrupo 
normal de G, entonces ba G N. Por otra parte, si a, b G H, y H es un 
subgrupo, tendremos que ba G H y de ahí afirmamos que

ba G H A N.

(2) Para ver que HN es subgrupo de G, demostraremos que HN = NH. 
Si x G HN, existen h G H y n G N tales que x = hn. En particular 
x G hN, pero al ser N subgrupo normal de G, tenemos que hN = Nh. 
Así,

x G hN = Nh C NH,
de donde HN C NH. De la misma forma se demuestra que NH C HN. 
Por la Proposición 1.2.21, NH es subgrupo de G.

(3) Sabemos que N C HN. Por tanto, como N es un subgrupo normal en 
G, claramente N sea un subgrupo normal de NH.

(4) Consideramos la aplicación dada por

f-H (HN)/N 
h f—> hN.

Se verifica que:

■ f es homomorfismo, ya que dados E H, se tiene

= (h^N = faN^N) = f(hjf(h2).

■ f es sobreyectiva, ya que para todo xN G (HN)/N, se tiene que

x = hn, con h G H, n G N.

Entonces x~1h = n-1 G N, luego xN = hN = f(h). Así para todo 
xN G (HN)/N, existe h G H, tal que f(h) — xH.

■ ker(/) = HHN, ya que si x G ker(/), tenemos que j(x) = xN = N, 
de donde x E N. Así ker(/) C N. Pero ker(/) es un subgrupo de 
H, de donde ker(/) C H A N. Recíprocamente, si x G H A N, en 
particular x G N y por tanto f(x) = xN — N, lo que es equivalente 
a afirmar que x G ker(/). Así N A H C ker(/). Por tanto ker(f) = 
HHN.

Así aplicando el Primer Teorema de Isomorfía, tenemos que

(HN)/N^H/(Hn N).
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/(^) = (

2.5. Ejercicios
1. Decid cuáles de las aplicaciones siguientes son homomorfismos de grupos, 

indicando en cada caso si la aplicación es inyectiva o suprayectiva:

a) j '.I —> Q* definida por /(z) =
6) f : R* —» R* definida por f(x) = x3.

c) f : R^ —» R definida por f(x) = ln(a;) es el grupo multiplica­
tivo de los números reales estrictamente positivos.)

2. Sea f : (R, +) —» (GL2W, •) la aplicación dada por 

eos x sen x 
—sen x eos x

Demostrad que f es un homomorfismo y calculad su núcleo.

3. Designemos por Q7 R^ los grupos multiplicativos de los números (racionales 
o reales) estrictamente positivos. Sean í/={zGC:|z| = l} y
C2 = {1, —I}- Probad que:

a) C/R = R.

6) C7R; U.

c) c/u = r; = R7c2.

d) r7r;^c2 = Q7Q7
e) Q7G = Q7

4. Sean n y m enteros positivos. Probad que:

a) Hom(Z,Z) = {fa : (a G Z) A (Jaíz) = xa-^x G Z)}.
b) Hom(Z/mZ, Z) = {0}.

c) Hom^, Z/nZ) =
= {fa : (a £ {0,1,... ,n — 1}) A (fa(x) — xa + nZ-yx £ Z)} .

d) Hom(Z/mZ, Z/nZ) = {fa(x + mZ) — ax + nZ, a = ^a', Vr £ Z)}, 
siendo d = mcd(n, m) y a' G {0,1,..., d — 1}.

5. Sean m, n G Z+ \ {0}.

a) Probad que si existe un homomorfismo inyectivo de Z/mZ en Z/nZ 
entonces m | n.

b) Si m | n y para cada a' G {0,1,..., m — 1} consideramos 
fa G Hom(Z/mZ, Z/nZ) definido por fa(x + mZ) = ^xa' + nZ.
Probad que:
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fa es inyectivo 4=4 mcd(a',m) = 1.

6. Sean m, n € Z+ \ {0} y d = mcd(m, n).

a) Probad que si existe un homomorfismo sobreyectivo de Z/mZ en 
Z/nZ entonces n | m.

b) Si n | m y para cada a G {0,1,..., d — 1} consideramos fa G 
definido por fa(x + mZ) = ax + nZ.

Probad que: fa es sobreyectivo 4=> mcd(a, n) = 1.

7. Probad que:

a) La aplicación : Gln(K) —> K* definida por d>(A) = det(A), es 
un homomorfismo de grupos (siendo K = R, Q, C).

b) Sln^Q) = {d G Mn(Q) : det(A) = 1} es un subgrupo normal de
gim.

c) H = {A G G/n(R) : |det(A)| = 1} es un subgrupo normal de G/„(R).
d) Gln(W)/H = R+ - {0}.
e) A' = {dG Gln(W) : det(A) G R+ — {0}} es un subgrupo normal de 

G/„(C).
/) Gln(C)/C es isomorfo a {s G C : |z| = 1}.

8. Sea f la siguiente aplicación

f : R* —> R*
2X ----- > X .

a) Demostrad que esta aplicación es un homomorfismo de grupos.
b} Hallad ker(/) e Im(/).
c) Hallad el grupo cociente R*/ker(/) y la descomposición de f.

9. Demostrad que los grupos:

a) (R, +) y (R^, •) son isomorfos.
b) (Z, +) no es isomorfo a (Q, +).
c) (Z, +) no es isomorfo a (Q*, •).
d) (Q. +) no es isomorfo a (Q*, •)

10. Sea G un grupo abeliano y

Demostrad que:
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a) f es homomorfismo <==> G es abeliano.

6) / es inyectiva <=> o(G) es impar.

11. Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G de orden n tal que el orden 
de N es primo con su índice. Demostrad que N es el único subgrupo de 
orden n de G.

12. Sea G un grupo. Para cada a € G consideramos la aplicación oa de G en 
G definida por <ra{x) = axa-1. Probad que:

a) aa es un automorfismo en G, denominado automorfismo interno.

5) Aut(G) es un subgrupo de Biy{G\ en particular Aut^G) es un 
grupo.

c) Int(G) es un subgrupo de Aut(G), siendo

Int(G) = {aa : a e G} .

d) La aplicación F : G —► Aut(G) definida por F(a) = aa es un 
homomorfismo de grupos. Hallad ker(F) e Im(F).

e) G/Z(G)^/nt(G).

13. Sea G un grupo y TV un subgrupo normal de G de orden n tal que el orden 
de N es primo con su índice. Demostrad que N es el único subgrupo de 
orden n de G.



Capítulo 3

Grupos ^.belianos Finitamente
Generados

Este capítulo se centra en estudiar la clase de grupos abelianos con un 
número finito de generadores. El objetivo es obtener teoremas de estructura y 
clasificación para esta clase particular. Usaremos una argumentación basada 
en técnicas del Algebra Lineal, que tomamos prestada de [7], y que nos parece 
más intuitiva.

3.1. Torsión en un grupo
Definición 3.1.1 Sea G un grupo. Consideramos el conjunto

T(G) = {x E G : o(x) es finito} .

Decimos que G tiene torsión si T(G) / {1}. Decimos que G es libre de torsión 
en caso contrario.

Observaciones 3.1.2 1. Si G es abeliano, entonces T(G) es un subgrupo 
de G:

■ T(G) 0, pues 1 G T(G} ya que o(l) = 1.
■ Sean x,y E T(G). Como G es abeliano, por la Proposición 1.3.6, 

o^xy^) divide al mínimo común múltiplo de o(ar) y de donde 
o^y-1) = o(y). Así xy-1 E T(G).

Decimos que T(G} es el subgrupo de torsión de G.

2. En general, si G no es abeliano, T(G} no es subgrupo de G. Conside­
remos, por ejemplo, el grupo G =; GZ^W y sean

1 2
0 -1
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Evidentemente

luego x,y £ T(G). Sin embargo xy £ T(G), pues se puede probar, por 
inducción, que para cada n G N

1 n
0 1 /l-

3. Sea G un grupo abeliano y T — T(G). Entonces el cociente G/T no tiene 
torsión. Esto es porque, si o(xT) = n, resulta que (xT)n = T, es decir 
xnT = T. Entonces xn G T, es decir o(xn) es finito, o lo que es lo mismo 
(xn}m = 1 para cierto entero positivo m, y de aquí xnm = 1, luego x ET 
y así xT = T.

W
4- El grupo G = Z x • • • x Z es libre de torsión. Esto es obvio, ya que, si 

x G G \ {1} siendo x = (xi, • ■ • ,xr), entonces x¿ 0 para algún i, con 
1 < i < r y así para cada n G N \ {0}, se tiene

xn = nx = (nxi,..., nxi,..., nxr) / (0,..., 0),

ya que nx, 0.

5. Si G es finito, entonces G = T(G). Para ver esto, observemos que si 
n = o(G), entonces xn = 1 para todo x G G y de ahí x G T(G).

6. El recíproco del apartado anterior es falso. Por ejemplo, consideremos el 
grupo G = Q/Z, que no es finito; si p y q son números primos distintos, 
entonces

1 m , 1 - + z - + z.
p q

Til
Sin embargo T(G) — G ya que dado x =---- F Z G Q/Z, resulta 

n

nx = m + Z = 0 + Z = Z.

7. Si G es abeliano y K es un subgrupo de G, entonces T(K) = K nT(Gj. 
Esto es obvio, ya que

T(K) = {z G K : o(x) es finito } = K D T(G).

En particular, si K es libre de torsión, KnT(G) = {1} y si G es libre de 
torsión también lo es K, ya que en ese caso tenemos que T(G) = {1}. 
Por tanto T(K) = K A {1} = {!}.
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Ejemplo 3.1.3 Sea G = x • • • x Z/(mrZ) x Z x • ■ • x Z.
_____ W_____

Entonces T(G) = %/(miZ)x-• -xZ/(mrZ)x{0} x • ■ • x {0} y en consecuencia

T(G) Z/(miZ) x • • • x Z/(mrZ)

vía la aplicación

(xi,..., xr,0,..., 0) ।—> (xi,..., xr).

Para verlo, observemos que,

x ■ ■ ■ x Z/(mrZ) x {0} x • • • x {0} C T{G)

W
ya que si (24,..., xr, 0...., 0) 6 Z/(miZ) x • ■ ■ x Z/(mrZ) x {0} x ... x {()}. 
entonces m(xi,..., xr, 0,.... 0) = (0,..., 0), siendo m = , mr).

Recíprocamente, ningún elemento

x = (ui + miZ,... ,ur + mrZ, ai,.... as)

con algún a, ± 0 tiene orden finito, pues

nx — (nui + miZ,..., nur + mrZ, na^,..., nas)

y na¿ / 0 para cada n G Z \ {0}.

Ejemplo 3.1.4 Sea G = x • ■ • x Z/(mrZ) x Z x ■ ■ • x Z.
W

Entonces G/T(G) = Z x • • • x Z. Para verlo, denotemos

W
T = T(G) y Zs = Z x • • x Z'.

Consideremos la siguiente aplicación:

f -V —> GIT
(zi,...,xs) ।—> (0 + miZ,... ,0 + mrZ, Xi,... ,xs) + T.

Se verifica:
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■ f es homomorfismo ya que

fl^Xi,..., xs) + (yi, ..., ys)] = f(xx + yi,...,xs + yg) =

= [(0 + miZ,..., 0 + mrZ,Xi + yi,... ,xs + ys) + T] =

= [(0 + miZ,..., 0 + m^, xi,..., xs) + T]+ 

+[(0 + miZ,...,0 + mrZ,yi,... ,ys) + T] = 

f(%i,... ,xs) + /(yi,... ,ys).

■ f es inyectiva ya que para todo (xi,... ,xs) G V tal que f(xi,... ,xs) = 
T, se tiene Entonces

(0 + miZ,..., 0 + mrZ, Zi,..., xs) + T = T.

Por tanto,
(0 + m^,..., 0 + mrZ, Zi,..., xs) G T.

Así, por el Ejemplo 3.1.3, tenemos que xi = • • ■ = xs = 0.

■ Veamos que f es sobreyectiva. Para ello sea

u = (ai + miZ,..., ar + m^, xi,... ,xs) + T e G/T.

Entonces, por el Ejemplo 3.1.3, sabemos que

x = (ai + miZ,..., ar + 0,..., 0) G T.

Por tanto,

u = (ai + m^,... ,ar + mr%i, Xi,..., xs) +T =

= [(ai + miZ,..., ar + Xi,..., xs) + T] —

— [(ai + miL,... ,ar + 0,..., 0) + T] =

= [(0 + miZ,..., 0 + m^, xi,..., xs) + T] = f(xi,... ,xs).

3.2. Independencia lineal, generadores y bases
Definición 3.2.1 Sea G un grupo abeliano.

1. Un subconjunto {a;i,..., xr} de G, decimos que es linealmente indepen­
diente si

niXi + ■ • • + nrxr = 0 => ni = • • • = nr = 0,

donde G Z, 1 < i < r.
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2. Decimos que G es finitamente generado si existe un subconjunto 
{xi,... ,xr} de G tal que, para todo elemento x de G existen 
ni,... ,nr G Z con

x = n\Xi + • • • + nTxr.
En este caso diremos que el conjunto {xi,... ,xr} es un sistema gene­
rador del grupo G. De hecho es la definición vista en el Capítulo 1.

3. Decimos que un subconjunto {xi,... ,xr} de G, es una base si es un 
sistema generador y es linealmente independiente.

Proposición 3.2.2 Sea G un grupo abeliano y sean x\,...,xa elementos de 
G. La aplicación

f -T —> G
(n1,...,ns) ।—> niXi H-------hnsxs,

es un homomorfismo de grupos. Además, los x, son linealmente independien­
tes, sistema generador o base si y sólo si f es respectivamente monomorfismo, 
epimorfismo o isomorfismo.

La demostración se deja como ejercicio al lector.

Definición 3.2.3 Un grupo abeliano libre es un grupo abeliano que admite 
una base. El cardinal de la base se llama rango del grupo.

Observación 3.2.4 Si un grupo abeliano finitamente generado admite una 
base, ésta será finita; por tanto los grupos abelianos libres finitamente gene­
rados son exactamente los isomorfos a V para algún s.

Observaciones 3.2.5 1. Un grupo abeliano finitamente generado no nece­
sariamente tiene base, como puede verse en el caso de Zn. Se verifica que 
{1} es sistema generador, pero no es linealmente independiente.

2. Dados dos grupos G^ y G? tales que G\ Q G2 y rang(G\) = rang(Ü2), 
no se tiene necesariamente que G^ = G2. Podemos considerar el caso 
2Z C Z.

3. Todo grupo abeliano finitamente generado es cociente de V para cierto 
s € N. Basta considerar la aplicación

> G
Ti

de la Proposición 3.2.2, para {x^,... ,xn} C G un sistema de genera­
dores, donde ej representa a una s-upla con todas las componentes cero 
excepto la que ocupa el lugar i-ésimo que es 1. Se verifica que co es un 
epimorfismo, de donde por el Primer Teorema de Isomorfía, se tiene

G^T/kei^.
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4- Si elegimos bases, existe una biyección natural entre los conjuntos 
Homz(Zr, Zs) y Msxr(Z). Para ello consideramos una base de Zr y 
una base de Zs. Sean éstas {ííj, ..., ur} y {vi,..., us} respectivamente. 
Entonces se tendrá que

s

= 22
i=l

Análogamente al caso de espacios vectoriales, la aplicación f queda ex­
presada por la matriz A € Msxr, dada por

Ull U12 • • • ^Ir

a21 «22 • • • «2r
A = .

\ asi as2 ... asr )

Recíprocamente dada una matriz A G Msxr, una vez fijadas las bases, se 
tiene un homomorfismo, f G 77omz(Zr, Zs).

Antes de señalar algunas observaciones recordamos algunas ideas sobre el 
rango y el determinante de una matriz.

Definición 3.2.6 Dada una matriz A G A/nxm(Z), llamamos rango de la ma­
triz A. al número máximo de columnas linealmente independientes.

Análogamente a como se ha definido el concepto de determinante de una 
matriz cuadrada con coeficientes sobre un cuerpo, puede definirse el concepto 
de determinante de una matriz con coeficientes enteros, verificándose en este 
caso las mismas propiedades. En concreto señalamos las siguientes:

■ Dadas dos matrices A, B G Mn(Z), se tiene

det(AB) = det(A)det(fí).

■ Una matriz A E Mn(Z) es invertible si y sólo si det(A) es invertible en 
Z.

También es posible definir el rango de una matriz cuadrada mediante de­
terminantes. Así, el rango de una matriz A coincide con el orden del mayor 
menor no nulo de dicha matriz; es decir, que una matriz A tiene de rango el 
número natural h cuando existe al menos un menor de orden h distinto de 
cero, y todos los menores de órdenes superiores a h, si los hay, son nulos.

Observación 3.2.7 Sea A G Msxr(Z), f : Zr —> Zs. Entonces, por la
Proposición 3.2.2, se verifica:
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1. f es un monomorfismo si y sólo si las columnas de la matriz A son 
elementos linealmente independientes. Esto es equivalente a afirmar que 
rang(A) = r.

2. f es un epimorfismo si y sólo si las columnas de la matriz A es un sistema 
generador .

3. f es un isomorfismo si y sólo si las columnas de A forman una base. 
Esto es equivalente a decir que rang(A)=o(A), y esto es si y sólo si A es 
invertible, es decir det(A) = ±1.

Si las columnas de A forman un sistema generador, entonces rang(A) = s. 
El recíproco no es cierto. Por ejemplo la matriz (2) define un homomorfismo 
f : Z —> Z no sobreyectivo, pero rang((2)) = 1.

Corolario 3.2.8 Una familia de s elementos de V es base si la matriz cuyas 
columnas están constituidas por esta familia tiene rango s.

3.3. Rango de un grupo abeliano finitamente 
generado

Definición 3.3.1 Dado G un grupo abeliano finitamente generado, llamare­
mos rango de G, y se denota por rang(G), al número máximo de elementos 
linealmente independientes en G.

Observación 3.3.2 Si H es un subgrupo de G, entonces rang(H)< rang(G). 
Si El es subgrupo normal de G, entonces rang(G/H) < rangfG/

Teorema 3.3.3 Si G es un grupo abeliano finitamente generado entonces todo 
subgrupo suyo también es finitamente generado y de rango finito.

Demostración. En primer lugar, probaremos por inducción sobre s que todo 
subgrupo de Zs es finitamente generado y de rango finito.

Si s = 1, entonces el resultado es cierto, ya que todo subgrupo de Z es de 
la forma mZ, con m 6 N.

Sea s > 1 y supongamos que todos los subgrupos de Zs-1 son finitamente 
generados. Sea un subgrupo N de V. Consideremos el homomorfismo de gru­
pos

f-^ —+ z
(ny,... ,ns) ।—> m.
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Por la Proposición 2.2.8(1), f(N) es subgrupo de Z. Asimismo, existe 
m G N tal que f(N) = mZ. En particular, m G /(N). Por tanto, existe 
x = (ni,..., ns) G N tal que f(x~) = m. Veamos que

N = ker(/) + (x).

Siempre se verifica que ker(f) + {x) C N. Para la otra inclusión, sea y = 
(yi,,.., ys) 6 N. Entonces

yi = /(y) e fW = mZ.

Por tanto, existe a G Z tal que yi — ma. Por otro lado, tenemos que y—ax G N, 
ya que N es un subgrupo. También se verifica que

f(y - ax) = f(y) - af(x) = y1-ma = 0.

Por tanto, y — ax G ker(/). Así y G ker(/) + (x).

Consideremos el siguiente homomorfismo de grupos:

<^:ker(/) Z3"1
(0,n2,... ,ns) ।—» (n2,...,ns)

Como </> es un monomorfismo, se tiene que ker(/) es isomorfo a un subgrupo 
de Z3-1. Aplicando la hipótesis de inducción, tendremos que ker(/) es finita­
mente generado y de rango finito. Por tanto N es un subgrupo finitamente 
generado, al ser suma de dos subgrupos finitamente generados. Como {x) es 
cíclico,

rang(ker(/)) < rang(V) < rang(ker(/)) + 1.

Sea ahora un subgrupo H arbitrario de un grupo abeliano finitamente ge­
nerado G. Al ser G un grupo finitamente generado, podemos establecer un 
epimorfismo f : Z3 -—> G para cierto s G H. Así tenemos el siguiente diagrama 
conmutativo de homomorfismos de grupos:

Z3 -A G

4 Tí
f~\H) M H

donde las flechas verticales son las inclusiones canónicas y las horizontales son 
epimorfismos. Por la Proposición 2.2.8(2), es un subgrupo de Z3. Por
tanto f-^H) es un subgrupo finitamente generado. Así H es un subgrupo 
finitamente generado. Como G es de rango finito, también lo es H.

Vamos a ver a continuación algunas propiedades básicas del rango.
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Proposición 3.3.4 1. El rango es invariante por isomorfismos.

2. Sean Gi,G2 grupos abelianos y supongamos que G2 es finitamente gene­
rado. Si f : Gi —> G2 es un monomorfismo, entonces G\ es finitamente 
generado y rang(Gi) < rang(G2). Si f : G2 —* Gx es un epimorfismo, 
entonces Gi es finitamente generado y rang(GJ < rang(G2).

3. El rango de un grupo abeliano finito es cero.

4- El rango de V es s.

5. Todas las bases de un grupo abeliano finitamente generado libre tienen la 
misma cardinalidad, que coincide con su rango.

6. Si G es un grupo abeliano finitamente generado y N es un subgrupo de 
G, entonces

rang(G/AT) = rang(G) — rang(ÍV).

7. Si Gi y G2 son grupos abelianos finitamente generados, entonces

rang(Gi x G2) = rang(Gi) +rang(G2).

Demostración.

(1) Basta tener en cuenta que la imagen mediante un isomorfismo de ele­
mentos linealmente independientes son también linealmente indepen­
dientes.

(2) Si / : Gi —* G2 es un monomorfismo, entonces por el Primer Teorema de 
Isomorfía se tiene que Gj = /(GJ. Así, por (1), rang(Gi) = rang(/(Gi)). 
Por otra parte /(GJ es subgrupo de G2, y por el Teorema 3.3.3 se tiene 
que /(GJ es finitamente generado. Como rang(/(G1)) < rang(G2), se 
tiene el resultado.

Sea {mi,... ,xr} un sistema generador de G2. Si / : G2 —» Gi es un 
epimorfismo entonces se verifica que {/(^i), • • •,/(xr)} es un sistema 
generador de Gi. Por tanto Gi es también finitamente generado. Por el 
Primer Teorema de Isomorfía Gi = G2/ker(/), de donde rang(Gi) < 
rang(G2).

(3) Sea G un grupo abeliano finito. Supongamos que el rango no sea cero. 
Entonces existirá al menos x € G tal que x es linealmente independiente. 
Por tanto podemos definir un monomorfismo / : Z —> G dado por 
f(n) = nx. Pero esto es contradictorio con el hecho de que G es un 
grupo finito.
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(4) Observemos que V C <QS. Dado {ei,... , e„} un subconjunto de V, va­
mos a demostrar el siguiente resultado:

{ei,...,en} son Z-linealmente independientes <=> {ei,... ,en} son li­
nealmente independientes como elementos del Q-espacio vectorial Qs.

<=: Trivial.
=>: Consideremos una combinación lineal

<?iei + • • ■ + qnen — 0

donde q¡ = con 1 < i < n. Definimos

b=b1---bn y b¡ = bi • • ■ • • • b,

Entonces se tiene

0 = b (^ej H-------F qnen) = bq^ H-------F bqnen = a^e! -|-------F ai&ien

pero {ei,...,en} es un conjunto de elementos Z-linealmente indepen­
dientes. Por tanto, se tiene que a^bi = 0 para 1 < i < n, de donde a, = 0 
y en consecuencia q, = Q para 1 < i < n.

Con la afirmación anterior, como es un Q-espacio vectorial de dimen­
sión s, se tiene el resultado.

(5) Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre. Sean B y B1 dos 
bases de G tales que rang(B) = r y rang(B') = s. Entonces se tienen 
isomorfismos

g-.^^G.f : Zr —> G,

En particular, tendremos que g^1 o / : Zr —> Zs es un isomorfismo. 
Entonces, por (1), se verifica que rang(Zr) = rang(Z5). Pero por (4) se 
tiene que rang(Zr) = r y rang(Zs) = s. Así r = s.

(6) Supongamos que rangfG/AQ = s y rang(ÍV) = r. Vamos a probar que 
rang(G) = r + s. Es sencillo comprobar que, si y^,..., yr € N son 
elementos linealmente independientes y Xi + N,...,xs + N G G/N son 
linealmente independientes entonces los elementos

son también linealmente independientes en G. Por tanto rang(G) > r-Fs. 
Para probar que rang(G) = r + s, probaremos que cualquier familia que



3.3 Rango de un grupo abeliano finitamente generado 69

tenga r + s + 1 elementos es linealmente dependiente.

Consideremos r+s+l elementos cualesquiera de G y sea {aq,..., xt} una 
subfamilia maximal con la propiedad de que sus clases x^ + N,... ,Xt + 
N E G/N sea linealmente independientes. Claramente se tiene que t < s 
ya que rang(G/N) = s. Así tiene sentido considerar r + 1 elementos 
distintos de los x¡. Veamos que los elementos

^i, • • • ,xt, yi,..., yr+i, 

son linealmente dependientes.

Para cualquier yi, los elementos

Xx + N,X2 + N,... ,xt + N,y.¡ + N

son linealmente dependientes (por la maximalidad de t). Por tanto, se 
tienen las siguientes relaciones

muxi + ■ • • + muxt + — Z\ E N
77121X1 + • • ■ + ^2^1 + n2y2 = Z2 E N

^(r+l)!^! + ••• + ni(r+i)tXt + 72(r+ijy(r+i) = Z(r+1) G N,

donde ni 0 para todo ¿ = l,...,r+l, (de nuevo por la maximalidad 
de t).

Por otra parte como rang(V) = r. entonces los elementos Z\,..., zr+i E 
N son linealmente dependientes, es decir se tiene una relación del tipo

d\Z\ + • • • + ar+xzr+i = 0,

para algún ai 0. Así tenemos que

(
r+1 \ /r+1 \ r

52 aimnj + • • • + í 52= 0
7=1 / \7=1 / 7=1

con algún din, 0. Así queda probado el resultado.

(7) Como se tienen los siguientes isomorfismos

{0} x G2 — G2, (Gi x G2^/G2 — Gi,

por (1) concluimos rang ((Gi x G2VG2) = rang(Gi) y por (7) con­
cluimos rang(Gi x G2) — rang(G2) = rang(Gi).
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3.4. PAQ Reducción con coeficientes enteros
Definición 3.4.1 Llamaremos operaciones elementales por columnas de una 
matriz A G Aísxr(Z), a las siguientes transformaciones:

1. Permutar dos columnas.

2. Multiplicar una columna por —1.

3. Sumar a una columna un múltiplo entero de otra.

Observación 3.4.2 Aplicar una transformación elemental por columnas a 
una matriz A G Maxr(Zfi equivale a multiplicar la matriz A por la derecha 
por una determinada matriz inversible de orden r. Es decir, multiplicar la ma­
triz A por la derecha por las matrices:

equivale, respectivamente, a intercambiar dos columnas, multiplicar una colum­
na por — 1 y sumar a una columna, otra multiplicada por En. Si aplicamos a 
una matriz una cadena de transformaciones elementales y cada transforma­
ción equivale a multiplicar por Q¡, Q2, • • •, Qn, el resultado final será la matriz 
producto: AQiQ2 • • • Qn- En la práctica para obtener la matriz de los cambios, 
aplicamos las transformaciones a la matriz
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donde IT representa a la matriz identidad de orden r. Así, en cada momento 
del proceso, si multiplicamos a la derecha por la matriz Q (producto de las 
matrices elementales), tenemos que

A \ n _ f \ ( AQ A
Ir Q )'

Por tanto tenemos una matriz dividida en dos submatrices, donde la submatriz 
de la parte superior es el resultado de aplicar las transformaciones y la subma­
triz inferior es la matriz Q, que relaciona el resultado obtenido con la matriz 
original.

Lema 3.4.3 Sea í a * ) G Mzfá). Entonces existe U G GLzfá) tal que

con d = mcd(a, 6).

Demostración. Por la Identidad de Bézout, existen ai,bi G Z tales que 
d = aai + bbi. Además, al ser d = mcd(a, b), existen a1, &' G Z tales que a = da' 
y b = db'. Así

d = aai + bbi = da'ai 4- db'bi = d(a'ai + b'bi).

Por tanto
1 — a'ai 4- b'bi.

c TT ( ai —bbea U = , ,y bi a
U G GLifá). Además 

. Entonces det(t/) = a^a' + b^b' = 1, de donde

aai 4~ bbi —ab' 4- a'b 
*

ya que
d = aai + bbi, y — ab' 4- a'b = —da'b' 4- a'db' = 0.

Obviamente, esto también se puede hacer mediante operaciones elementales 
por columnas. Por el algoritmo de Euclides

mcd(a, b~) = mcd(6, r) con a = bq 4- r, r = 0 ó |r| < |6|,

mcd(6, r) = mcd(r, n) con b = 4-n, n = 0 ó |n| < |r|.
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Entonces

Proposición 3.4.4 Mediante transformaciones elementales por columnas, to­
da matriz A G Msxr(Z) puede transformarse en 
forma

/ di 0 .............................

0 .............................
¿2 0 ....................
* : .............
* 0 ....................

* d3 0 ............
* * : .....
* * 0 ........

* * ' ■. ........
* * * d¡ 0
* * * * :

y * * * * Q

una matriz escalonada de la

0\

0■ o
• o• o
... o
• o

0/

donde di G Z \ {0} para todo i.

Demostración. Nos fijamos en la primera fila, digamos (an,..., airf no nula 
de la matriz

y efectuamos el siguiente proceso:

(1 ) Aplicamos el procedimiento descrito en el Lema 3.4.3 a las submatrices 
2x2 obtenidas fijando la primera fila no nula y la inmediata inferior, 
y dos columnas con coeficientes no nulos. Aplicado a lo sumo r veces, 
obtenemos una matriz equivalente donde aparezca di en la primera posi­
ción de la primera fila y ceros en todos los otros lugares de la fila.

(2 ) A continuación repetimos este proceso con la primera fila no nula de la 
submatriz que queda al eliminar la primera fila no nula y la primera 
columna de la matriz. Aplicando repetidas veces el proceso, se concluye 
el resultado.
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Observación 3.4.5 Si multiplicamos la matriz A € Msxr(Z) por la derecha 
por una matriz arbitraria Q G Mrxt(Z), las columnas del producto AQ son 
combinación lineal de las columnas de A. En particular si Q g GLr(Z), las 
columnas de AQ generan el mismo subgrupo de V que las columnas de A.

Corolario 3.4.6 Todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado 
libre es libre.

Demostración. Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre. Por la 
Observación 3.2.4, G = Zs para algún s. Sea N un subgrupo de G. Entonces N 
es un subgrupo de Zs, y por el Teorema 3.3.3, N es grupo abeliano finitamente 
generado. Consideremos la matriz A cuyas columnas son un sistema genera­
dor para N. Por la Proposición 3.4.4, haciendo transformaciones elementales 
por columnas en la matriz A, podemos obtener una matriz escalonada. Por 
la Observación 3.4.5, las columnas de la matriz escalonada forman también 
un sistema generador de N. Como estas columnas son linealmente indepen­
dientes, forman de hecho una base. Por lo tanto N es un grupo abeliano libre 
finitamente generado.

■
Podemos considerar también, de la misma forma que lo hemos hecho para 

las columnas, transformaciones elementales por filas. En este caso hacer trans­
formaciones por filas equivale a multiplicar a la izquierda a la matriz dada por 
matrices elementales. De la misma forma que antes, si unimos a la matriz A 
la matriz identidad a la izquierda, y hacemos las transformaciones por filas a 
la matriz (7|A), entonces en la posición de la matriz I aparece la matriz P, 
producto de todas las matrices elementales que han intervenido. Es decir:

{I\A^PQ\A^(P\PA).

También podemos realizar transformaciones por filas y columnas de forma 
indiscriminada y sin preocuparnos del orden en el que hacemos las transfor­
maciones. En la práctica, para obtener las matrices P y Q que recogen estas 
transformaciones, consideramos

( Is A \ / P PAQ \

\ 0 Ir ) Q J

En virtud de todo ello, obtenemos el siguiente resultado, cuya demostración 
queda como ejercicio para el lector.
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Proposición 3.4.7 Dada una matriz A G MsxrCZ), existen P G GLe^ y
Q G GLr(Z) tales que

/dA ■■■ 0 0

PAQ = 0 ••• dt 0
0 0 0

o o
\ 0 00 0 /

donde di G Z \ {0}, para todo i = 1, • • •, t.

Notación 3.4.8 Dada una matriz B G Msxr(Z), denotemos por el 
máximo común divisor de todos sus menores de orden i.

Lema 3.4.9 Consideremos la matriz A G Msxr(Z). Sean P G GLS(Z) y Q G 
GLr^ las matrices cuya existencia asegura la Proposición 3.^.1. Entonces se 
tiene

△¿(A) = /\i(AQ) = Aj(PA), para todo i.

Demostración. Como P y Q son producto de matrices elementales, basta 
demostrar el resultado para matrices elementales P y Q.

Para cambios del tipo 1 ó 2, por filas o columnas, A, PA, AQ sólo cambia 
el orden de dos filas o columnas, de donde el resultado es obvio. En las del 
tipo 3 como el máximo común divisor no varía por combinaciones lineales, el 
resultado es claro.

Teorema 3.4.10
Q G GLr(Z) tales que

Dada una matriz A G Msxr(Z), existen P G GLS(Z) y

PAQ =

\ o

0 0

dt 0
0 0

0 0

° \
0 o
0 /

donde di G Z+, di|d2| ■ • • \dt. En estas circunstancias los d¡ son únicos y se 
denominan factores invariantes de la matriz A. De hecho se verifica para cada 
i, AfA) = d1---di.
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Demostración. Sea di el máximo común divisor de todos los elementos de 
la matriz, es decir di = mcd(ay), A — (dij). Por transformaciones elementales 
de filas y columnas podemos situar al número entero di en la posición (1,1) y 
hacer ceros todos los elementos de la primera fila y de la primera columna. La 
razón es que, por la Proposición 3.4.7,

• • • dt 0 \
O-- 0 0

donde di = mcd(di,..., dt) — mcd(%) = Ai(A).

Aplicamos el mismo razonamiento a la matriz Ai y obtenemos

con di|d2 y como did2 = A2(A), ya que did2 es un determinante de un menor 
2 x 2, y como di, d2, did2 divide a todo menor 2x2, dividen a todo elemento 
de A2. Aplicando nuevamente el argumento construimos una sucesión

di|d2| ■ • • |d¿,

con did2 • • -di = AfiPAQ). Por el Lema 3.4.9 se tiene que AfiPAQ) — A¿(A) 
y de ahí el resultado.

3.5. Clasificación de los grupos abelianos fini­
tamente generados

Teorema 3.5.1 (Teorema de Estructura) Todo grupo abeliano finitamente 
generado es producto finito de grupos cíclicos.
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Demostración. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Considere­
mos {a?i,... ,xs} un sistema generador de G. Podemos establecer el siguiente 
epimorfismo

/ : Zs —> G
(ai,..., as) ।—► a1x1 + ■ ■ • + asxs.

Por el Primer Teorema de Isomorfía, Zs/ker(/) = G. Por otra parte, al 
ser ker(/) un subgrupo de V, se tiene que es libre finitamente generado por 
el Corolario 3.4.6. Así ker(/) = Zr. Por tanto ker(/) tiene una base de r ele­
mentos. Consideremos la matriz A G Msxr(Z) cuyas columnas sean la base del 
ker(/) que hayamos escogido. Efectuamos sobre la matriz A la FAQ reducción, 
para obtener la forma

/ch ■■■ 0 0 ••• 0 \

\ 0 0 0 ••• 0 /

de la Proposición 3.4.7. Por la Observación 3.4.5, las columnas de AQ forman 
un un sistema generador de ker(/). Así

G Z7ker(/) = Z7A(Zr) = TjAQ^.

Como P G GLS(Z), P establece un isomorfismo de Zs en Zs. Por tanto

Z7AQ(Zr) P(Zs)/PAQ(Zr) = Z7FAQ(Zr),

y observemos que, por (i), PAQ(Zr) es un grupo libre con base

{(di, 0,.... 0), (0, d2,..., 0),..., (0,0,..., 0, dt, 0,..., 0)} .

Como, al aplicar P a Zs y a AQ(Zr), estamos mirando ambos grupos respecto 
a la misma base de Zs, tenemos

TT¡PAQfiLr} S Z7 (dxZ x ■ ■ ■ x dtZ) x {0} x • • • x {0}

= Z/diZ x • • • x Z/dt x Z x Z x • • • x Z.

■

Corolario 3.5.2 1. Todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto 
finito de grupos de la forma Z/nZ.
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2. Un grupo abeliano finitamente generado tiene rango cero si y sólo si es 
finito.

3. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un producto de 
un grupo finito por un grupo abeliano libre.

f. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo al producto de un 
grupo de torsión por un grupo libre de torsión.

5. Un grupo abeliano finitamente generado libre de torsión es libre.

Nuestro próximo objetivo es demostrar el Teorema de Clasificación de gru­
pos abelianos finitamente generados. Para ello son necesarios algunos resulta­
dos previos que demostramos a continuación.

Lema 3.5.3 Sean Gi y G2 dos grupos abelianos finitos. Se tiene que:

= sy G^G,.

Demostración. 4=: Evidente.
=>: Por las propiedades (3) y (4) del rango vistas en la Proposición 3.3.4 se 
tiene que

r = rang(Zr) = rang(Gi x Zr) = rang(G2 * 27) = rang(Zs) = s.

Por otro lado, observemos que:

■ Las partes de torsión de dos grupos isomorfos son isomorfas. Vamos a 
verlo:
Sea / : Gi x Zs —► G2 x V. Si x G T(Gi) con x / 1, entonces 
1 < o(/(x)) < oo. Por tanto f(x) G T(G2), es decir /(T(Gi)) C T(G2).
Como f-^T^) C T(Gj), se tiene f(T{G^ = T(G2).

• Si Gi es un grupo finito, entonces por la Observación 3.1.2(5), T(Gi) — 
Gi .

■ T(Gi x Zr) = Gi x {0} = Gi por el Ejemplo 3.1.3.

Por tanto

Gi Gi x {0} = T^ x Zr) T(G2 x Zr) G2 x {0} = G2.

■

Lema 3.5.4 Sea G un grupo abeliano finito tal que o(G) = d y sea p G N un 
número primo. Si p no divide a d entonces la aplicación

^:G G
x ।—> px 

es un isomorfismo.
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Demostración.

■ ó es un homomorfismo de forma natural.

■ Veamos que ó es inyectiva. Si re € ker(ó) entonces se tiene que px = 0. 
Como p es un número primo que no divide a d, se tiene que mcd(p. d) = 1. 
Entonces, por la Identidad de Bézout, existen a, b € Z tales que 1 — 
ap + bd. Como o(G) = d, se tiene que dx — 0 para todo x G G. Por tanto, 
para todo x G ker(ó) se tiene que

x = x(ap + bd) = apx + bdx = 0,

de donde ker(ó) = {0}. Así ó es un homomorfismo inyectivo, y al ser G 
finito se tiene que ó es un isomorfismo.

Lema 3.5.5 Sean 0 < i < r números naturales y p un número primo. Con­
sideremos el homomorfismo:

Pi : Z/prZ —► Z/prZ 
x + prZ ।—♦ plx + prZ.

Entonces el cardinal de ker(<pí) esp1.

Demostración. Para todo elemento x + p’Z se tiene un único representante 
a G Z tal que 0 < a < pr. Este representante se puede escribir de forma única 
como

a = a0 + QiP + • • • + ar-ipr~\ 0 < ai < p

(es decir, estamos escribiendo a en base p). Entonces

pla = 0 (mód prZ) a0 = ai = • • ■ = ar-i-¿ = 0.

Por tanto, los elementos de ker(p,) se obtienen por elección arbitraria de los 
i valores, ar_¿,..., ar~i, en el conjunto {0,...,p — 1} de p valores. Luego 
card (ker(^¿)) = p1.

■

Proposición 3.5.6 Sean Gi y G? dos grupos abelianos finitos y sea p G Z un 
número primo tal que p no divide ni a o(Gi) ni a o(Gf). Si se tiene el siguiente 
isomorfismo de grupos:

^/paiT) x ■ • • x (Z/p“"Z) x Gi (Z/p61Z) x • • • x (Z/p6mZ) x G2

con 1 < ai < • • • < an, 1 < bi < • • • < bm. Entonces n = m y at = bi para todo 
i.
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Demostración. Si dos grupos son isomorfos, entonces tienen el mismo núme­
ro de elementos anulados por p (concretamente, el producto del número de 
elementos anulados por p en cada factor). En Gi y G2 el único elemento anu­
lado por p es el neutro. Por los Lemas 3.5.4 y 3.5.5, se tiene que el número de 
elementos anulados por p en cada factor distinto de G\ y G2 es p. Por tanto 
el número total de elementos anulados por p en el producto cartesiano es pn y 
pm respectivamente. Así pn = pm, de donde n = m.

Veamos a continuación que a, = b, para todo i. Supongamos que sean 
distintos, entonces sea i0 el menor subíndice tal que aio ± bio y podemos 
suponer sin pérdida de generalidad que a¿0 < bio. En los subíndices i < i0, 
tenemos el mismo número de elementos anulados por p en cada uno de los 
factores en los dos grupos. Por el Lema 3.5.5 en el grupo de la derecha hay pbi 
en el resto de los factores. En el grupo de la izquierda, también por el Lema 
3.5.5, se tiene que el número de elementos es menor o igual que pb'o en el factor 
Z/pa'oZ y un número menor o igual que pbi» en el resto de los factores. Pero 
esto es contradictorio con el hecho de que debe de haber el mismo número de 
factores y de que los grupos son isomorfos.

■
Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Clasificación 

de los grupos abelianos finitamente generados.

Teorema 3.5.7 (Teorema de Clasificación) Todo grupo abeliano finita­
mente generado G es isomorfo exactamente a un grupo de la lista

Zr x ^^.Z/^Z,

con p\ < P2 < < Pn, y para cada 1 < l < L Q) < o)+1, Para ^°d°
L

Demostración. Por el Teorema 3.5.1 se tiene que

(d

G = Z x • • ■ x Z x (Z/djZ) x • • • x (Z/dtZ).

Descomponiendo cada di = fljp¿ 1, y aplicando el Teorema Chino de los Restos 
tenemos

G * Zr x nUi^L^/pJz,

con pi < P2 < < pn, y para cada 1 < i < t, a‘; < aj+1, para todo
1 < j < j ¿ — 1. Por tanto G es isomorfo a un grupo de la lista.

Veamos ahora la unicidad. Si tenemos que

g zs x n^n^z/gffz,
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entonces, por el Lema 3.5.3, r = s, y

ai i si* n^n^z/gf z.

Si existe Pi tal que Pj qj para todo j, entonces por el Lema 3.5.4, Pi define 
un isomorfismo sobre pero no sobre n^n^Z/p^Z, lo que
es imposible. Por tanto cada Pi corresponde a un qt, y por elección del orden, 
Pi = qi, de donde t = m. Finalmente fijado Pi, por el Lema 3.5.5 concluimos 
que

nLn^Z/pJz - n-Z con a‘=^ 

de donde la expresión es única.
■

Proposición 3.5.8 El recíProco del Teorema de Lagrange es cierto en los gru­
pos abelianos finitos.

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema 3.5.1 y de la Proposi­
ción 1.5.17.

3.6. Ejercicios
1. Demostrad que el grupo (Q, +) es abeliano y que no admite un sistema 

finito de generadores.

2. Si Gi y G2 son dos grupos abelianos isomorfos, entonces también lo 
G.mG^ y G2/T(G2).

3. a) Sea G un grupo abeliano libre. Demostrad que G no tiene torsión.

b) ¿Es libre el grupo aditivo de los números racionales?

c) ¿Son libres todos los grupos abelianos sin torsión?

4. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Demostrad que las si­
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) G es libre.

b) G no tiene torsión.
c) Existe un entero positivo s tal que G = Zs.

5. ¿Es libre el grupo aditivo R de los números reales? ¿Lo es el grupo 
cociente R/ Z?
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6. Sea G = R/Q el cociente del grupo aditivo R de los números reales 
respecto de su subgrupo Q de los números racionales.

a) ¿Es R/Q libre?

b) Calculad T(R/Q).

c) Estudiad si R/Q es finitamente generado.

7. Probad que un grupo abeliano finito es no cíclico si y sólo si contiene un 
subgrupo isomorfo a Z/pZ x Z/pZ para algún primo p.

8. a) Demostrad que H — {(rr, y, z, t) 6 Z4 : x+y — z = 0} es un subgrupo 
de Z4.

6) Probad que H es libre y construid una base de H.

9. a) Escalonad por columnas la matriz

/ 6 0 6 —12 \
2 64 16 24

A~ 3 -64 -10 -36 ’
\ 11 0 12 -24 /

y calculad la matriz invertible de cambios.

b) Diagonalizad la matriz resultante, calculando la matriz invertible 
de cambios por filas.

10. Dada la matriz A del ejercicio anterior:

a) Encontrad una base del subgrupo de Z4 generado por sus columnas.

b) Encontrad una base del núcleo de la aplicación Z4 —> Z4 definida 
por la matriz A.

11. Sea N el subgrupo generado por las columnas de la matriz A del ejercicio 
anterior. Demostrad que Z4/1V = Z/6Z x Z/8Z x Z.

12. Decid si los siguientes subconjuntos de Z x Z constituyen bases:

a) {(2,1), (3,1)}.
6) {(2,1), (4,1)}.





Capítulo 4

Grupos de Permutaciones

Esta es la segunda familia de grupos que estudiamos. Su importancia reside 
en que fueron los primeros grupos usados, introducidos por Abel, así como 
porque todo grupo es subgrupo de un grupo de permutaciones. Nosotros nos 
centraremos en los de orden finito, y los aplicaremos para obtener los grupos 
de simetría de polígonos regulares.

4.1. Teorema de Cayley. Consecuencias
Recordemos que, dado X un conjunto no vacío, denominaremos grupo de 

permutaciones de X, denotado S(X), al grupo Biy(X) de aplicaciones biyec- 
tivas de X en sí mismo. Si card(X) = n, identificamos X con el conjunto 
En = {1,..., n}, y denotamos S(X) como Sn.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un sub­
grupo de S(X), para algún conjunto no vacío X apropiado.

Demostración. Sea G un grupo, y tomemos X = G (como conjunto). Defin­
imos la aplicación

d>: G —► S(X) 
9 — d>g:X — X 

x ।—> gx.

Se verifica que:

■ 0 es homomorfismo de grupos, ya que si g\, g% € G, para todo x € X se 
tiene

KgiW = (íW2)(z) = 51(52^) = Ó91(ff2^) = = (^1^2)

de donde
^9192) = <fgíg2 = <W92 = 0(5i)0(52>-
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■ Veamos que keró = {1}. Si g g keró, entonces (¡)g = Idx- Por tanto 
para todo x € X se tiene ^>g(x) = x, es decir gx = x. En particular para 
1 g X, se tiene gl = 1, de donde g = 1.

Así por el Primer Teorema de Isomorfía, tenemos que G = 0(G), y al ser ó(G) 
un subgrupo de S(X) obtenemos el resultado.

■
Si card(G) = n, entonces G es un subgrupo de Sn. Pero card(Sn) = n!, con 

lo que es relativamente grande. Intentemos ajustar el resultado.

Teorema 4.1.2 Sean G un grupo y H subgrupo de G. Consideremos el conjun­
to Q = {xH : x 6 G}. Entonces existe un morfismo de grupos (/> : G —> S(ty 
tal que ker(ó) es el mayor subgrupo normal de G contenido en H.

Demostración. Consideremos la aplicación

</>: G —+
g i—♦ <¡)g : Q —* Q

xH ।—> gxH.

Análogamente a la demostración del Teorema 4.1.1, se tiene que ó es un 
morfismo.

■ Por la Proposición 2.2.2 se tiene que ker(ó) es un subgrupo normal de 
G.

■ ker(ó) C H, ya que

ker(</>) — {g E G ■. gxH — xH, x g G}.

Si g g ker(ó), en particular para x = 1, se tiene gH = H, de donde

■ Veamos que ker(ó) es el mayor subgrupo con las propiedades anteriores. 
Sea N subgrupo normal de G tal que N C H. Entonces, para todo n g N 
y para todo g g G se tiene g^ng C N C H, es decir g~1ngH = H. 
Así ngH = gH, de donde n g ker(</>).

■

Observación 4.1.3 En el caso particular en que H = {1}, tenemos el Teore­
ma de Cayley.

Como consecuencia del Teorema 4.1.2 obtenemos

Corolario 4.1.4 Sea G un grupo finito, y sea H un subgrupo de G tal que 
o(G) no divide a [G : //]!. Entonces H contiene un subgrupo normal de G no 
trivial. En particular, G no puede ser simple.
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Demostración. Con la notación del Teorema 4.1.2, tenemos que card(Q) = 
[G : H], Veamos que el homomorfismo 0 : G —> S(Q) no es inyectivo. Si ó 
es monomorfismo entonces, por la Proposición 2.2.10, = o(G). Por
hipótesis se tiene que o(G) no divide a [G : H]!. Sin embargo o(S(Q)) = [G : 
H]l, contradiciendo el Teorema de Lagrange. Por tanto, ker(ó) es un subgrupo 
normal de H no trivial.

Ejemplo 4.1.5 1. Sea G un grupo tal que o(G) = 36. Supongamos que 
exista un subgrupo H de G tal que = 9 (veremos en el Capítulo 
5 que así es). Entonces [G : H] = 4, y como 36 no divide a 4! = 24, 
entonces existe N subgrupo normal de G siendo N subgrupo de H. AsíG 
tiene un subgrupo normal de orden 3 6 9.

2. Sea G un grupo tal que o(G) = 99. Si existe un subgrupo H de G tal 
que o(H) = 11 (lo veremos en el Capítulo 5), entonces [G : H] = 9. Al 
verificarse que 99 no divide a 9!, se tiene que existe N subgrupo normal de 
G, siendo N subgrupo de H. Como 11 es primo, concluimos que N = H. 
Por tanto, H es un subgrupo normal de G.

Ahora vamos a estudiar los grupos de permutaciones finitos.

4.2. Grupos de permutaciones finitos

Una biyección a G Sn queda determinada, por la imagen de cada uno de 
los elementos 1, ■ • •, n. Para designarla utilizamos la notación

_ / 1 2 • ■ • n \
y cr(l) a(2) ■ ■ ■ J

Ejemplo 4.2.1 Sea n = 3 y a = „ ~ r
\ ¿5 1 2

definida por
cr(l) = 3, a(2) = 1,

. Entonces a es la biyección en

= 2.

Definición 4.2.2 Sean n, k enteros positivos tales que k < n. Un elemento 
cr & Sn se llama ciclo de longitud k, si existe {ai,... ,ak} C En tal que

a¿+i 
cr(ak) = ai 
a(aj) = aj

1 < i < k — 1

V j e En\ {aj,... ,ak}.
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Así, si a es un ciclo de longitud k, denotado long(<r) = k, entonces a es de la 
forma

a = di d2

0-2

dki • • •
CL-[, dj . . .

y lo denotaremos por a = (ai, • • •, a¿).

Al conjunto {ai,..., ak} lo llamaremos soporte del ciclo a y lo denotaremos 
por supp(cr).

Ejemplo 4.2.3 El ciclo a = (1,4,5) 6 Se representa a la permutación

Definición 4.2.4 Los ciclos de longitud 2 se denominan trasposiciones.

Observaciones 4.2.5 Se tiene que:

1. La forma de escribir un ciclo de longitud k no es única. Así

& — (®1) • ■ • , Ofc) — (®fc> • • • ! 1) — • • ■

Por tanto, las formas de escribir un mismo ciclo son las distintas ma­
neras de elegir el primer elemento, que en este caso sería k. Luego un 
ciclo de longitud k puede escribirse de k formas distintas.

Ejemplo 4-2.6 El ciclo a = (1,3,4) de Si puede escribirse como

<7 = (1,3,4) = (4,1,3) = (3,4,1),

y todos representan a la biyección

o = 12 3 4
3 2 4 1

2. Dos ciclos distintos pueden tener soportes iguales, como podemos ver en 
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4-2.7 Sean

a = (l,3,4) y r = (l,4,3).

Se verifica que
supp(<r) = {1,3,4} = supp(r), 

pero sin embargo o t, ya que cr(l) = 3 y r(l) = 4.
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3. Dados los enteros positivos a\,... ,ak puede resultar confuso hablar del ci­
clo a = (ai,, ak) si no se indica el grupo simétrico Sn al que pertenece 
a. Por ejemplo:

Ejemplo 4-^-3 Los ciclos

1 2
3 2

3 4 Va
4 1 V 04

2
2

1
3

3 4 5
4 1 5 6 S$y

son distintos aunque ambos se escriban

<7 = (1,3,4) = r.

j. Si a G Sn es un ciclo de longitud 1, entonces a es la identidad en En. 
Vamos a verlo: Sea a es un ciclo de longitud 1. Entonces existe ai £ En 
tal que

a(j') — j Para cada j G En\ {ai}.

Pero como a es una aplicación biyectiva, tendrá que verificarse a (ai) = 
ai, y por tanto a será la aplicación identidad.

Finalmente, podemos expresar cualquier ciclo como 

(<7(ai),cr2(ai),... ,ak{a^),

donde ai G supp(a), k € long(a).

Definición 4.2.9 Dos ciclos a, r se denominan disjuntos si

supp(a) Pl supp(r) = 0.

En general, los ciclos no conmutan.

Ejemplo 4.2.10 Sean = (1,3,5) y a? = (3,5,6) dos ciclos en Sg, entonces 
se tiene que:

/ 1 2 3 4 5 6 \ / 1 2 3 4 5 6 \
0-1(72 “ \ 3 2 1 4 6 5 y <72<T1 “^526413/

Pero si los ciclos tienen la particularidad de que son disjuntos, entonces 
puede invertirse el orden de su composición sin alterar el resultado, tal como 
lo demuestra el siguiente resultado.

Proposición 4.2.11 Sea o = (ai,..., a*) G Sn un ciclo de longitud k > 2. 
Entonces se verifica:

1. a-1 = {ak,. • ■, ai). En particular a-1 es un ciclo de longitud k.
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2. El orden de a como elemento de Sn es k.

3. Sir = (bi,..., b¡) G Sn es un ciclo de longitud l, disjunto con t, entonces 
ar = ra.

Demostración.

(1) Si llamamos t = (a^,..., aj, vamos a probar que se verifica:

= or(j) = j para cada j 6 En.

Se tiene que supp(a) = supp(r) = {ai,...,üfc}. Consideremos los si­
guientes casos:

■ Si Oj {ai,..., ak}. Entonces:

= r(a(ajy) = = ar

(^)(«í) = = ^(aj) = aj.

■ Si Oj G {ai,..., ak}. Entonces:
(a) Para 1 < j < k, se tiene

= ^(a,)) = ^+1) = aj-

(aT^aj) = = 0(0^) = aj.

(b) Para ak, se tiene

(Tcr)(afe) = r(a(ak)) = r(ai) = ak.

(ar)(ak) = a(r(aky) = o(ak^) = ak.

(c) Para ai, se tiene

(rcr)(ai) = = r(a2) = ai.

(crr^ai) = <T(r(ai)) = a(ak) = ai.

Luego ra = ar es la identidad y de ahí que t = a-1.

(2) Si 1 < i < k, tendremos que

o-’(ai) = = al~2(a(a2)) =

= • • • = a(a¿) = ai+i ai,

luego a1 no es la identidad, y así > k. Por tanto es suficiente de­
mostrar que ak{j) — j para cada j G En.
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■ Si j supp(<r), tendríamos a(j) = j y de ahí que ak(j) — j.

■ Ahora, dado 1 < j < k, se verifica

= a(ak) =

Por lo tanto, 
ak(aj) = cP-1(ai) = aj.

(3) Supongamos que t es la identidad. Entonces de forma obvia se verifica

tu = OT.

Supongamos l > 2 y supp(cr) D supp(r) = 0.
Notemos por M = supp(cr) IJsuPPÍt); Y consideremos los siguientes ca­
sos:

- Si j G En \ M, se verifica que — j = T^j). Luego en este caso

■ Si j € M entonces consideramos los siguientes casos:

(a) Si j G supp(cr), j £ supp(r), entonces a(j) G supp(<r) y así a(j) $ 
supp(r), con lo que

^(j} = a(j) = (rcr)Ü).

(b) Si j £ supp(cr), j e supp(r), el razonamiento es análogo, y se 
deja como ejercicio.

■
Los ciclos de Sn tienen interés porque constituyen un sistema generador de 

Sn, como vamos a demostrar a continuación.

Proposición 4.2.12 Los ciclos constituyen un conjunto de generadores de Sn. 
Más concretamente, todo elemento de Sn se expresa como producto de ciclos 
disjuntos dos a dos de manera única (salvo el orden de los factores).

Demostración. Sea a G Sn y sea mx el menor entero positivo tal que 
umi (1) = 1. Tomemos

= (1,^(1),...

Ahora, sea ó el menor entero positivo en el conjunto En \ supp(cri) y sea 
el menor entero positivo tal que a(ii)m2 = ¿i. Tomemos

^2 =
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Como En es finito, mediante la aplicación recurrente de este procedimiento, 
obtenemos un conjunto a^, a^,. ■., ai de ciclos en Sn.

Por construcción, los ciclos ¿q, <j2, • ■ •, son disjuntos, ya que supp(írr) C 
r— 1

En\[J supp^), 1 < r < l. Asimismo, por construcción, alsupp^) = Cilsupp^) 
¿=i

para todo i G {1,..., r}. Por tanto,

<7 = <7i<72 • • ■ a^

La unicidad se deduce del hecho que los ciclos son disjuntos.

Ejemplo 4.2.13 En Sy se verifica que

_  / 1 2 3 4 5 6 7 \ __/-i o cwo nwj 7^
3 6 5 7 1 24 J ~ í1’3’5)^’6^4’7)'

Corolario 4.2.14 Sea a una permutación de Sn y a = a^az • • • ai una des­
composición de a en ciclos disjuntos. Entonces

o(a) = mcm{o(o'¿) .•!<«</}.

Demostración. Sean m = o(a), m, = o(ai), l<i<lys = mcm(mi,..., mi). 
Como los ciclos ai son disjuntos, conmutan. Por tanto

^S8a — ara2 ■ ■ ■ a¡.

Por otro lado para cada i, 1 < i < l, existe pj un entero positivo tal que 
s = m^.

Así

= cr^a^2 • • • a™lPl = )Pl (a2m2 )P2 • • ■ {a^)pi =

Por tanto, m < s. Si demostramos que ak Idgn para todo 1 < k < s — 1, 
tendremos que m = s.

Para demostrar esto, observemos que si k < s, como s = mcm(mi,..., mi), 
existe j E {1,... ,1} tal que k no es múltiplo de mj. Por tanto, si consideramos 
el ciclo

= (b-i> (b-i))i
se tiene que

‘Ah-i) = / b-i,

de donde ak Id.
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Ejemplo 4.2.15 La permutación

1 2 3 4 5 6 \
3 1 4 2 6 5

tiene orden mcm(2,4) = 4.

Ejemplo 4.2.16 Para calcular el orden de /3 = (3,4,5)(1,5,2,4) e rea­
lizamos su descomposición en ciclos disjuntos. Esta es

/ 1 2 3 4 5 \ o( 3 5 4 1 2 ) “ (XMXa.s).

Por tanto, su orden es 6.

Proposición 4.2.17 Todo ciclo se descompone en un producto de trasposi­
ciones.

Demostración. Sea a = (ai,... ,ak) 6 Sn. Entonces, por inducción sobre k, 
se demuestra que

(ai,..., a^) = (ai, aj,)(ai, a^-i) • • • (ai, aa)(ai, a^.

■

Corolario 4.2.18 Las trasposiciones forman un sistema de generadores de 
sn.

Observación 4.2.19 La descomposición de una permutación en trasposiciones 
no es única, como puede verse en el siguiente ejemplo en Sq,

íí 4 3 6 1 o V(li5)(2,6)(2,4) = (l,5)(6,4)(6,2) = (l,5)(4,6)(2,6).

Proposición 4.2.20 Se tiene que

1. Las trasposiciones (1,2), (1,3),..., (1, n) generan Sn.

2. Las trasposiciones (1,2), (2,3),..., (n — 1, n) generan Sn.

3. La trasposición (1,2) y el ciclo (1,2,3,..., n — 1, n) generan Sn.

Demostración.

(1) Observemos que, para todo a, b € En, se tiene

(a, b) = (1, a)(l, &) (1,a)-

Por tanto, por la Proposición 4.2.17, se concluye el resultado.
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(2) Mediante un argumento de inducción sobre k, se prueba que

(1, k) = (k - 1, k) • • • (3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4) ■ ■ • (k - 1, k),

de donde, por el apartado (1), concluimos el resultado.

(3) Mediante un argumento de inducción sobre k, se prueba que

(k, k + 1) = (1, 2,..., 2)(1,2,..., n)1^,

de donde, por el apartado (2), concluimos el resultado.

■

Observación 4.2.21 El conjunto {(1,2), (1,2,3,..., n — 1, n)} es un sistema 
generador minimal de Sn. Esto es obvio para n = 2, pues en tal caso (1,2) = 
(1, 2,3,..., n — 1, n). Sin >3, Sn no es abeliano, y en particular no es cíclico, 
luego no está generado por un sólo elemento. Por tanto un sistema de gener­
adores debe tener al menos dos elementos.

Definición 4.2.22 Dada a G Sn, donde

_ / 1 ... n \
\ ^(1) ••• ^(n) )

y dados i,j con 1 < i < j < n, diremos que a(i) y están en inversión si 
> a(j).

Definición 4.2.23 Dado a G Sn, definimos signo (o índice) de a, denotado 
(—1)CT, al número

1 si el número de inversiones es par
—1 si el número de inversiones es impar

Proposición 4.2.24 Sean a G Sn e i, j G En con i j. Denotemos por 
a = (i,j)a. Entonces se verifica:

(-ir = -(-ir

Demostración. Consideremos los siguientes casos:

i) Supongamos que j = i + 1, y sean k,l E En tales que a(k) = i, a^l) = j. 
Como a = se tiene que ojEn\{fc,zj = <r|En\{fc,z}. Como además i y
j son contiguos, la variación de inversión entre aya sólo afecta a estos 
dos elementos: si estaban en inversión en a, dejan de estarlo en a, y al 
revés. Así, la permutación (i, j)a aumenta o disminuye en uno el número 
de inversiones.
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ii) Si j = i + p con p > 1, entonces (i, j) es la composición de p transposi­
ciones (llevar i a j) más p — 1 transposiciones (llevar j desde la posición 
j — 1 ai). Por tanto (z, j) es composición de 2p — 1 transposiciones con­
tiguas, y por aplicación reiterada de (i), cambia la paridad.

Corolario 4.2.25 Se verifica que:

1. Dado a G Sn, si 0 = Tr“Tr, siendo {ri,...,Tr} transposiciones, en­
tonces

(-ir = (-iy.

2. Si Oi.crz € Sn, entonces ( —iriíT2 = (—l)^-1)172.

Demostración.

1. Se demuestra por inducción sobre r.

• Para r = 1 es obvia, ya que en ese caso o = Ti y se verifica el 
resultado teniendo en cuenta la demostración del resultado anterior.

■ Supongamos cierto para a = Ti • • • rr-i, con r > 1, y lo demostramos 
para r. Sea 0 = • • • rr. Notemos por r = T2 • • • rr y t = Se
tiene que 0 = t. Por la Proposición 4.2.24, y aplicando la hipótesis 
de inducción, se tiene que:

(-ir = (-ir = -(-ir = (-ix-ir1 = (-ir

2. Sean
CTl = Ti---Tr y = rr+1 • • • Ts.

Entonces, por el apartado anterior,

= f_ir+s = r-m-Tp = r-iro-iP2

Observamos que, como consecuencia del Corolario 4.2.25 se tiene el Teore­
ma de Sylvester.

Teorema 4.2.26 (Teorema de Sylvester) Sean

(7 — CVi • • • Qr, (7 = Ti • • • Tr

dos descomposiciones de 0 en producto de trasposiciones. Entonces

(-ir = (-ir
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Podemos clasificar las permutaciones según sea su índice y así tenemos

Definición 4.2.27 Dada a 6 Sn, diremos que a es par si ( — ir = 1- En caso 
contrario diremos que a es impar.

Como el signo de una permutación es multiplicativo, y ({1, —1}, •) es un grupo 
multiplicativo, podemos establecer un epimorfismo de grupos dado por

e: Sn ({1,-1},-)
* - (-1)-,

donde ker(s) = {a £ Sn : a es par }.

Observemos que, para todo a € Sn^ e(a) = (—1)CT, es decir, e(cr) representa 
el índice de la permutación a.

Así, el conjunto de las permutaciones pares de Sn es un subgrupo normal 
de índice 2, llamado grupo alternado n-ésimo, denotado An. Se verifica que 

. 4 , n!
o(A) = y-

Corolario 4.2.28 Un ciclo a de Sn pertenece a An si y sólo si tiene longitud 
impar.

Demostración. Sea a = (ai,..., ak) € Sn. Por la Proposición 4.2.17, existen 
trasposiciones Ti,..., t^-i tales que

<7 = Ti ■ ■ -Tfc_i.

Por el Corolario 4.2.25 se tiene que

(-ir = (-1)^.

Así u G An si y sólo si k — 1 es par, esto es, si y sólo si k es impar.

4.3. Simplicidad de An. Teorema de Abel
El objetivo de esta sección es probar que para n / 4, An es un grupo simple. 

Al margen de su aplicación en el Capítulo 6, el interés del resultado reside en 
ser la clave del trabajo de Abel sobre resolubilidad por radicales de ecuaciones 
polinomiales.

Observemos que si n = 2, entonces A2 = {1}. Por tanto podemos descartar 
este caso para cualquier cálculo.
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Proposición 4.3.1 Si n > 3, entonces

1. Cada ciclo a & Sn de longitud 3 pertenece a An.

2. El ciclo (3 = (1,2,3) genera A3.

3. Si n> e i,j,u,v £ En son distintos, se tiene

4- Fijados i,j £ En con i j, denotamos

(3k = {i,j,k), para cada k&En\{i,j}.

Entonces el conjunto de ciclos C = {¡3k : k £ En \ {i, j}} es un sistema 
de generadores de An.

Demostración.

(1) Obvio por el Corolario 4.2.28.

(2) Por el apartado (1), se tiene que {/3} C A3. Por otro lado se verifica que 

/32 = (1,3,2), 03 = ld,

es decir o(/3) = 3. Pero

31 
0(^3) = = 3 =

de donde {/3} = A3. Por Teorema 2.4.3, A3 = Z/3Z.
Así para n = 3 se tiene que A3 = Z/3Z y de ahí que A3 sea un grupo 
simple.

(3) Si notamos 

a=(i,u,v), r = (i,j,v), /3 = (i,j,u),

tenemos que probar = t32. Se tiene que:

■ Si x £ En \ {i, j, u, v}, entonces 

cr(;r) = x = r^2^, 

ya que x £ En \ (supp(cr) U supp(r) U supp(/3)).

■ r/32(i) = t(u) = u = a(i).

■ t(32^ = t{í) = j =
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■ t02{u) = r{j) = v = a(u).

■ t02{v} = r(v) = i = <t(v).

(4) Para n = 3, es el apartado (2). Supongamos n > 4 y sea a € An C Sn. 
Por el apartado (1) de la Proposición 4.2.20, se tiene que

con r' = (l,/is), 1 < s < l, hs G En \ {1}. Fijado i G En arbi­
trario, el argumento de la Proposición 4.2.20(1) prueba que = 
(i, l)(i,hs)(i, 1). Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir 
que

o- = n • • • n

con ts = (¿, hs), 1 < s < l, hs G En \ {i}.

Podemos suponer hs hs+1, pues en caso contrario t3ts+i = Id, y pode­
mos suprimirlas de la expresión. Como cr G An, tenemos

1 = = (—1) , de donde l = 2r para cierto r G N.
Así,

O = (tiT2) . . . (T2r_iT2r),

donde
T2t-lT2t = (?, /l2i_i)(í, h2t) =

= (^2i-l> í)(b ^2t) = (^2t-l,b^2t) = (b ^20 ^2t-l)-

Fijamos ahora j / i, y distinguimos:

(i) Si h2t / j / h2t-i, entonces r2í_ir2f = 0h2t-iPh2t por el apartado 
(3)

(ii) Si j = h2t, entonces r2t_ir2t = {i,j,h2t+1} = 0h2t-i-

(iii) Si j = h2t_i, entonces t2í_it2í = (i, h2t,j) = 0^2t.

■

Lema 4.3.2 Sea n >3, y sea N un subgrupo normal de An que contiene un 
ciclo de longitud 3. Entonces N = An.

Demostración. Si n = 3 el resultado es obvio, ya que A3 = Z/3Z, de donde 
N = {Id} ó N — Z/3Z. Pero {Id} no es ciclo de longitud 3.

Supongamos n > 4. Sea cr = {j, i, a) el ciclo de longitud 3 en TV cuya 
existencia asegura el enunciado. Utilizando la Proposición 4.3.1(4), es suficiente 
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probar que para cada k E En\ {i, j}, ^k = (i,j, k) G N, pues en tal caso, con 
la notación de la Proposición 4.3.1, se tiene C C N, de donde

An = (C) C N C An.

Tenemos Pa = a) — °'2- Como cr E N también 0a G N. Así, basta ver 
que ¡3k E N para cada k E En\ {i,j, a}.

Ahora, como los elementos i, j. k, a, son distintos, tenemos rk = (i, j)(a, k) G 
An, ya que e(rk) = 1. Utilizando los apartados (1) y (3) de la Proposición 
4.2.11, tenemos

= (a,*?)-1^)-1 = (k,a)(j,t) = (J,i)(fc,a) = (i,j)(a,k) = rk.

Como Tk G An y N es un subgrupo normal de An, se tiene

TkaTk E N.

Por tanto, el lema quedará probado si comprobamos la igualdad

1~k<7Tk @k.

Es claro que para x G En \ {i, j, k, a} se cumple

Tkark(x) = x = /3k(xf

Además

■ Tkark(a) = Tka(k) = rk(E) = a = /3k(a).

• rkark(k) = rka(a) = rk(j) = i = /3k(k).

■ TkaTk(Í) = rka(j) = rk(i) = j = 0k(i).

• Tkark(J) = rka(i) = rk(a) = k = 0k(jf

■

Definición 4.3.3 Sea n un entero positivo y a G Sn. Llamaremos parte fija 
de a al conjunto

F(cr) = {x E En : = z}.

Evidentemente, el único elemento de Sn cuya parte fija es En es la identi­
dad. Denotaremos por f(a) al número de elementos de F(a). La prueba de la 
simplicidad de An para n > 5 se apoya en el estudio de la función

f-Sn — N
<7 1—* /M-
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Proposición 4.3.4 Sea n > 5, y sea a = rv-rT G Sn, donde Ti,...,Tr 
son ciclos disjuntos dos a dos. Supongamos que Ti = (ai,... ,ak) con k > 
3. Llamemos (3 = (01,02,03). Entonces el elemento a = cumple
F(a) C F(a), y en particular f(a) < /(a). Además, si k > 3, a no es la 
identidad.

Demostración. Como los ciclos son disjuntos dos a dos, se tiene

o{ai) — Ti(ai) = a,+i si 1 < i < k — 1 
<r(afc) = Ti (a*) = a1/ak.

Por tanto F(a) C En\ supp(Ti).
Si x G F(a), como x $ {01,02,03}, se tiene 

/3(x) — x — fT^x), a(x) — x = a~\x), 

de donde a(x) = x. En consecuencia F(a) C F(a).

Para demostrar que la inclusión es estricta, es suficiente comprobar que 
a2 G F(a). Como k > 3, tenemos

/?(a2) = a3, o--1(a3) = Tf1^) = a2,

y así
a(a2) = o^-1(a2) = o(ai) = Ti(oi) = a2.

Por tanto F(a) F(a). Sólo falta ver que, cuando k > 3, a no es la identidad. 
Pero

a(a3) = o/?-^"^Oi) = ap^at) = a(ak) - / a3,

donde la tercera igualdad es porque, al ser k > 3, ak no pertenece a 

supp(/3-1) = supp(/3) = {01,02,03}.

■

Proposición 4.3.5 Sea n > 5, y sea o = Ti---Tr G Sn, donde T\,...,Tr 
son ciclos disjuntos dos a dos (distintos de la identidad). Supongamos que 
r 1 y que = (01,02,03). Sea G supp(r2) y /3 = (01,02,04). Entonces 
el elemento o = no es la identidad, y verifica F^o) C F{af En
particular < /(a).

Demostración.

■ Veamos en primer lugar que a no es la identidad. Se tiene

q(oi) = /3o/3-1cr(ai) = /3o7?-1(a2) = /3o(oi) = 0(a2) = a4.

Como ai G supp(ri) y o4 G supp(T2), resulta que ai 04, ya que los 
ciclos Ti y t2 son disjuntos.
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■ Ahora probamos que F(a) C F(a). Si x € F(a), entonces x £ supp(ri) 
y x £ supp(r2), de donde

a(x) = x, — x, /3(x) = x,

luego a(x) = x y F(a) C F(a).

Veamos que F(a) F(a). Se tiene que a-(a2) = a3 a2. Sin embargo

a(a2) = /3<7/?-1(a3) = @0(0^ = /d^) = a2,

por tanto a2 € F(a) \ F(a).

■

Proposición 4.3.6 Sea n > 5, y sea a = Ti - ■ - rr G Sn donde T\,...,Tr son 
ciclos disjuntos dos a dos. Supongamos que

Ti = (al, a2), T2 = («3, ®4)-

Sean
a5 & En\{a1,a2,a3,ai}, y = (a1,a2,a5).

Entonces el elemento a = no es la identidad, y f(a) < f(a).

Demostración. Comprobamos en primer lugar que a no es la identidad.

a(ai) = /da/d~\a2) = = d(o2) = as

y al ser ai a5, se tiene que a Id. Para la segunda parte, veremos que

a3, a4 G F(a) \ F(a) y F(a) C F(a) U {a5}.

Esto significa que hay dos elementos en F(a) que no están en F(a), y a lo 
sumo uno que está en F(a) y no en F(a). Así tendremos que /(a) < /(a).

Como <7(03) = a4 y a(a4) = a3, se tiene que a3, a^ 0 F(a). Sin embargo

a(a3) = = /da^ = SM = a3.

y
a(a4) = dod-1(a3) = /3a(a3) = ¡3^ = a4.

Sea x G F(a), x a5. Entonces x supp^). Por tanto, x ai, x a2, 
x a5. Así x supp(/3), y por tanto

(3{x) = x = d-1(2:).

Como cr{x} = x, resulta a{x) = x.
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Corolario 4.3.7 (Teorema de Abel) Si n > 5, An es simple.

Demostración. Sea N un subgrupo normal de An, N {1}. Veremos que 
V = An. Para ello, basta probar, en virtud del Lema 4.3.2, que N contiene 
un ciclo de longitud 3. Sea a G N tal que f(a) sea máximo entre los f(r), 
t € N, r / 1. Observemos que dicho <r existe ya que la función / está acotada 
superiormente:

f(r) = card (F(r)) < n para cada t Id.

Vamos a demostrar, utilizando las proposiciones anteriores, que a es el ciclo 
de longitud 3 que buscamos.

Por la Proposición 4.2.12, podemos escribir

a = ■■ - Tr

donde Ti,... ,Tr son ciclos disjuntos dos a dos, diferentes de la identidad. Ve­
remos que r = 1 y que a = Ti tiene longitud 3.

Afirmamos en primer lugar que long (tí) < 4 para todo 1 < i < r, ya que 
en caso contrario podemos suponer que long (n) > 4, y por la Proposición 
4.3.4 existe [I ciclo de longitud 3, que por Corolario 4.2.28 pertenece a An, tal 
que

a = ± Id

Y < f (ai-

Pera por hipótesis N es un subgrupo normal de An, y cr-1 G N, de donde 
se tiene que G N, es decir

a G N con f(a) < f(a), 

y esto contradice la elección de a.

Veamos ahora que a lo sumo hay un t¡ que es transposición. Si hubiese más, 
por la Proposición 4.3.6, existe (3 E An tal que

a = / Id

y f(a) < fia). En este caso, por el mismo razonamiento anterior, tenemos que 
a G N con f(a) < f(a), en contra de la elección de a.

Nuestro siguiente paso es comprobar que de hecho ningún Tí es trasposición. 
De lo contrario por lo anterior, exactamente uno lo sería. Podríamos suponer 
Ti. Tendríamos entonces

a = Ti ■ ■ ■ Tr,
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siendo Tj una trasposición y r2,... ,rr son ciclos de longitud 3, que por Coro­
lario 4.2.28, pertenecen a An. Pero entonces

Ti = (TT^1 ■ • • T^1 G An,
en contradicción con el hecho de que e^) = —1.

Así hemos obtenido que
a = Ty - ■ - rr

donde cada r¿ es de longitud 3.

Si r 1, por la Proposición 4.3.5 existe /3 G An tal que

a = fla^1 Id, < f(n).

Argumentando como antes

a G N, a / Id, fia) < f(a),

en contra de la elección de a.

Por lo tanto r = 1 y a = Ti es un ciclo de longitud 3, como queríamos 
demostrar.

4.4. El grupo diédrico
En esta sección, aplicando las técnicas desarrolladas en las secciones an­

teriores, expresaremos el grupo de las simetrías de un polígono regular de n 
lados, también llamado grupo diédrico n-ésimo, en términos de generadores 
e identidades satisfechas por estos (“relaciones”). Vamos a establecer, de ma­
nera constructiva, cuál es el aspecto de este grupo en varios casos concretos, e 
induciremos la forma general de dicho grupo.

Para ello, empecemos con el polígono regular más sencillo: el triángulo. 
Una simple inspección hace manifiesto que los únicos movimientos posibles 
son simetrías respecto a las bisectrices y rotaciones respecto al circuncentro 
(de ángulos fijados).
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De hecho, las rotaciones posibles se obtienen por iteración de la rotación 
de ángulo 2tt/3, que denotamos por p.

giro de 120°

Usando dichas rotaciones, es obvio que las simetrías respecto a cualquiera 
de los ejes se obtiene componiendo la simetría, denotada a,

Simetría 
respecto a la 
bisectriz

con rotaciones adecuadas. Claramente, todo movimiento se obtiene por com­
posición de la rotación p y la simetría a. Asimismo, es fácil ver que las únicas 
relaciones entre ellas son:

p3 = Id, a2 = Id, ap = p 1cr.

El siguiente caso es el del cuadrado. En este caso, los únicos movimien­
tos posibles son simetrías respecto a los apotemas y las bisectrices, así como 
rotaciones respecto al circuncentro (de ángulos fijados).

3

De hecho, las rotaciones posibles se obtienen por iteración de la rotación 
de ángulo 7t/2, que denotamos por p.



4.4 El grupo diédrico 103

2 3 2

giro de 90°

3

Usando dichas rotaciones, es obvio que las simetrías respecto a cualquiera 
de los ejes se obtiene componiendo las simetrías, denotadas respectivamente 
cr,

Simetría 
respecto a 
la bisectriz

2 Simetría 
respecto al 
apotema

con rotaciones adecuadas. En este caso, de hecho, la simetría t se puede obtener 
por composición de una rotación con la simetría a; concretamente, r — cp'1, 
como se observa a la siguiente figura
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Por tanto, todo movimiento se obtiene por composición de la rotación p y 
la simetría a. Asimismo, es fácil ver que las únicas relaciones entre ellas son:

p4 = Id, a2 = Id, crp = p 1<r.

El siguiente caso es el del pentágono. Como en el caso del triángulo, los 
únicos movimientos posibles son simetrías respecto a las bisectrices, así como 
rotaciones respecto al circuncentro (de ángulos fijados).

De hecho, las rotaciones posibles se obtienen por iteración de la rotación 
de ángulo 2tt/5, que denotamos por p.
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giro de 72'

Usando dichas rotaciones, es obvio que las simetrías respecto a cualquiera 
de los ejes se obtiene componiendo la simetría, denotada o,

Simetría 
respecto a la 
bisectriz

con rotaciones adecuadas. Claramente, todo movimiento se obtiene por com­
posición de la rotación p y la simetría a. Asimismo, es fácil ver que las únicas 
relaciones entre ellas son:

p5 = Id, cr2 = Id, <jp = p V

Finalmente, consideremos el caso del hexágono. Como en el caso del cuadra­
do, los únicos movimientos posibles son simetrías respecto a las bisectrices y 
los apotemas, así como rotaciones respecto al circuncentro (de ángulos fijados).

De hecho, las rotaciones posibles se obtienen por iteración de la rotación 
de ángulo 7r/3, que denotamos por p.
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Usando dichas rotaciones, es obvio que las simetrías respecto a cualquiera 
de los ejes se obtiene componiendo las simetrías, denotadas respectivamente 
<7, 

con rotaciones adecuadas. En este caso, de hecho, la simetría r se puede obtener 
por composición de una rotación con la simetría cr, de manera análoga al 
caso del cuadrado, obteniéndose nuevamente la relación t = crp-1. Por tanto, 
todo movimiento se obtiene por composición de la rotación p y la simetría <r. 
Asimismo, es fácil ver que las únicas relaciones entre ellas son:

p6 = Id, cr2 = Id, up = p 1cr.

Para extender los resultados obtenidos al caso general, la manera más efec­
tiva consiste en fijar un valor para cada vértice del polígono dado, como se 
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ha hecho en las figuras anteriores, e identificar cada movimiento con la per­
mutación de ese conjunto que le corresponda. Así, para el triángulo tenemos, 
en S3:

p = (1,2,3), <7 = (2,3), 

para el cuadrado tenemos, en S^:

p = (1,2,3,4), a = (2,4),

para el pentágono tenemos, en S3:

p = (1,2,3,4,5), a = (2,5)(3,4),

y para el hexágono tenemos, en S3:

p = (1.2,3,4,5,6), <7 = (2,6)(3,5).

A partir de estas representaciones, no es difícil obtener la expresión general 
para los generadores del grupo diédrico n-ésimo.

Definición 4.4.1 Sea n
mina grupo diédrico Dn

> 3, y sea Sn el grupo de permutaciones. Se deno­
al subgrupo de Sn generado por a = (1,2,3,..., n)

/ 1 2 3 4 ... i ... n — 1 n \
y 1 n n — 1 n — 2 ... n + 2 — i ... 3 2 y

= (i, n + 2 — i),
2<i<r

donde
27? + 1
2

si n es par
si n es impar.

Finalmente, vamos a probar que cualquier grupo de 2n elementos con dos 
generadores satisfaciendo un conjunto concreto de relaciones es isomorfo al 
grupo diédrico n-ésimo.

Teorema 4.4.2 Para cada n > 3, el grupo diédrico Dn es un grupo de orden 
2n, con 2 generadores a, b satisfaciendo:

1. an = 1; b2 = 1; ak 1 si 0 < k < n.

2. ba = a~1b.

Más aún, todo grupo con 2 generadores satisfaciendo estas relaciones es 
isomorfo a Dn.
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Demostración. Es fácil comprobar que los elementos a y b de la Definición 
4.4.1 satisfacen (1) y (2). Por tanto, los elementos de Dn son de la forma alV, 
con 0 < i < n, j = 0,1. Observando como actúan sobre los elementos 1,2 € En, 
es fácil ver que los elementos a1^, con 0 < i < n, j = 0,1 son permutaciones 
distintas de En, de donde o(Dn) — 2n.

Para n > 3, sea G un grupo con generadores a,b satisfaciendo (1) y (2). 
Como todo elemento x del grupo tiene una expresión de la forma

usando (1) y (2) repetidas veces se reduce x a la expresión , 0 < i < n, 
j = 0,1. Si denotamos los generadores de Dn como ai,bi, es claro que la 
aplicación

f: Dn —G
ai 
^i

define un epimorfismo de grupos.
Veamos que f es un monomorfismo. Para ello, sea 6 ker(/). Si j = 1, 

entonces alb = 1, de donde a’ = b-1 = b por la relación (1). Por la relación 
(2) tenemos at+1 = a2a = ba = a^b = a^a1 = a1-1. Por tanto, a2 = 1, lo que 
es imposible, ya que n > 3 y a satisface (1). Así, j — 0, de donde a’ = 1, y 
como 0 < i < n, concluimos que i = 0, ya que a satisface (1). Así, / es un 
monomorfismo, y en consecuencia un isomorfismo.

4.5. Ejercicios
1. Descomponed en producto de ciclos disjuntos las permutaciones siguien­

tes:

/ 1 2 3 4 \ / 1 2 3 4 \ / 1 2 3 4 5 \
V 3 2 4 ) ’ 3 4 1 2 ) ’ C~ 3 1 2 5 4 )

, / 1 2 3 4 5 6 A /1234567\
\ 4 5 6 3 2 1 J ’ y7 5 2 1 346y

2. Dadas las siguientes permutaciones

= / 1 2 3 4 5 \ _ / 1 2 3 4 \ / 1 2 3 4 5 \
a \ 2 3 1 5 4 ) ' e ~ 2 1 3 4 ) ’ 1 ~ 1 2 4 3 5 J

/ 1 2 3 4 \ _/1 2 3 4 5\ /123\
\ 4 2 1 3 ) ’ U “ 3 2 4 5 1 ) ’ ° ~ 1 3 2 )
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/1 234\ _/1 2345\
C \ 4 3 1 2 J 3 1 2 4 5 y ’

a) Efectuad el producto de las permutaciones, siempre que sea posible, 
designadas por una vocal por las designadas por una consonante, 
expresándolas previamente como producto de ciclos disjuntos.

b) Determinad las inversas de dichas permutaciones.
c) Hallad el índice de dichas permutaciones.

3. Dada la permutación a G S^ siguiente

_/1234567\
5 7 4 6 2 3

a) Descomponed en producto de ciclos disjuntos las permutaciones <7, 
<r2, a-1.

b) Calculad el orden de a y de a2.

4. En el grupo simétrico S7 calculad los siguientes elementos

(4,5,6)1994; (1,2,4)~382; (4,2,1,6,7)1492; (5,1,2)10835.

5. Probad que los siguientes subconjuntos de S4 son subgrupos

a) {I. (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.

b) {1,(1,2,3,4), (1.3)(2,4), (1,4,3,2)}.
c) {Z, (1,3), (2,4), (1,3)(2,4), (1,2,3,4), (1,2)(3,4), 

(1,4,3,2), (1,4)(2,3)} .

6. Demostrad que el subgrupo del apartado (a) del ejercicio anterior es un 
subgrupo normal de A4.

7. Demostrad que el grupo 44 tiene orden 12 y no posee ningún subgrupo 
de orden 6. ¿Existe algún homomorfismo inyectivo de S3 en

8. Escribid todos los elementos de los grupos alternados A3 y A4.

9. Demostrad que

a) Z(Sn) = {1} para n > 3.
b) Z^A^ = {1} para n > 4.

10. Sea n > 2 un número natural. Demostrad que son equivalentes las si­
guientes afirmaciones
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a) An es simple.
b) n / 4.

11. Sea G un grupo finito, y sea H un subgrupo de G que no contiene ningún 
subgrupo normal no trivial de G. Probad que G es isomorfo a un sub­
grupo del grupo de permutaciones del conjunto G/H.



Capítulo 5

Teoremas de Sylow

En este capítulo, usando como instrumento, las acciones de grupos sobre 
conjuntos, vamos a probar los Teorema de Sylow, que garantiza la existencia de 
ciertos subgrupos de un grupo finito dado, así como el número posible de tales 
subgrupos. Estos teoremas son uno de los instrumentos básicos para conocer 
la estructura de un grupo, en base a su cardinalidad.

5.1. G-conj untos

Definición 5.1.1 Sean Q un conjunto y G un grupo. Decimos que G actúa 
sobre Q por la izquierda, si existe una aplicación

G x Q —► Q 
(5,w) ।—> g.Lw

que verifica:

1. gi±(g2±w') ¥g^g2 e G, Vw & fl.

2. lDw = w, VweQ.

También se dice que Q es un G-conjunto. Decimos que la acción es propia si 
para todo w G Q, gDw = w, entonces g = 1.

Lema 5.1.2 Sean D un conjunto y G un grupo. Son equivalentes:

1. Q es un G-conjunto.

2. Existe un homomorfismo de grupos <f> : G —> S(Q.), donde 5(0) re­
presenta al conjunto de las aplicaciones biyectivas en Q.
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Demostración. (1) => (2) : Si Q es un G-conjunto entonces podemos con­
siderar la aplicación

0: G —> S(Q)
g ।—> óg : —* id

w ।—> g±w,

donde g-Lw está definido por la acción de G sobre Se tiene que:

■ </>g es una aplicación biyectiva en con inversa Óg-1-

■ </> es un homomorfismo de grupos, ya que para todo w G Q se tiene

0gig2(w) = (5152) = gi± (g2±w) = ógi (52-Lw) = ^^(w).

Por tanto,

= ^9^921 para todo gi, g2 € G.

(2) => (1) : Si definimos gEw = ^>(g)(w), se tiene que la aplicación

G x Q —> Q 
(5, w) ।—> gEw,

define una acción de G sobre Q ya que:

(1) Para todo gi, g2 G G y para todo w G Q,

(5152) -Lw = <¿>(5i52)M = (</>(gi)0(g2)) (w) =

= <X5i) (0(52)(w)) = 0(5'1) (g2±w) = gi± (g2±w).

(2) Para todo w G Q,

l±w = 0(l)(w) = Id(w) = w.

Llamaremos núcleo de la acción al núcleo del morfismo 0, y diremos que la 
acción es fiel si ó es inyectivo.

Ejemplos 5.1.3 1. Para un número natural n, consideremos el conjunto
En = {1,..., n}. La aplicación

Sn x En
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es una acción del grupo simétrico Sn sobre el conjunto En, y el homo­
morfismo asociado Sn —► S(En) es la identidad.

Más generalmente, si Q es un conjunto arbitrario y G es un subgrupo del 
grupo simétrico entonces la aplicación

<¡>.G S(Q)
cr i--- > cr

induce una acción fiel de G sobre Q.

2. Sea G un grupo y sea Q = G. La aplicación

G x > Q 
(g, w) ।—> gw

es una acción de G sobre sí mismo. Se denomina acción de G sobre 
sí mismo por traslaciones por la izquierda. Nótese que es fiel ya que, si 
g E G satisface gw = w para todo w 6 Q, en particular para w = 1 
tenemos gl = 1. Por tanto 5=1.

3. Sean G un grupo, H un subgrupo deG yQ. el conjunto G/H de las clases 
laterales por la izquierda módulo H. La aplicación

Gxíl —» Q
(g.xH) ।—> gxH

es una acción de G sobre Q, que también se llama acción por traslaciones 
por la izquierda de G sobre G/H. Cuando H = 1 tenemos la acción del 
ejemplo anterior.

j. Dado un grupo G, la aplicación

GxG —> G 
{g,x) i—> gxg~'

es una acción de G sobre sí mismo, denominada acción de G sobre sí mis­
mo por conjugación. Más generalmente, si H y N son subgrupos de G y 
N es normal en G, la conjugación induce una acción de H sobre N que 
se denomina acción de H sobre N por conjugación.

Definición 5.1.4 Dados Q, Q' G-conjuntos, definimos un morfismo de G- 
conjuntos como una aplicación

tal que g * /(w) = f^gLwj, para todo g G G y para todo w G Q.
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Observación 5.1.5 Si f es un morfismo entre los G-conjuntos Q y Q', se 
tiene que f(Cl) es un G-conjunto. Vamos a razonarlo:

Como g * /(w) = f(g-Lw), se tiene que g * f(w) G Entonces tiene 
sentido la aplicación

GxfW —>

1—♦

Se comprueba que dicha aplicación es una acción de G sobre /(Q).

Supongamos que tenemos definido un morfismo f entre los G-conjuntos íl 
y Q'. Consideremos la siguiente relación en Q: dados Wi, w2 G Q, diremos que

wxRw2 <=> /(wj = /(w2).

R define una relación de equivalencia sobre Q. Consideramos el conjunto co­
ciente Q./R, definido sobre Q por la relación R.

Veamos que Q/7¿ es un G-conjunto. Para ello definimos la aplicación

G x > Q/K
(g,w) ।—♦ g^w.

■ Observamos que está bien definida: Si Wi = w2 entonces /(wi) = f(w2). 
Por tanto,

/(g±wi) = g * /(wi) = g * /(w2) = f(g±wi).

Así, gEwi = gEw2.

• Ahora es elemental comprobar que esta aplicación es una acción de G 
sobre Q/R.

Finalmente veamos que los G-conjuntos Q/R y /(Q) son isomorfos, es 
decir existe una biyección de G-conjuntos entre ellos. Para ello, consideremos 
la aplicación

w ।—► f(w).

Es elemental comprobar que f está bien definida y es biyectiva. Veamos que f 
es un morfismo de G-conjuntos, ya que

f(g-Lw) = f(g-Lw) = f(g±w) = g* f(w) = g* f(w).
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Observemos que este resultado es un análogo del Primer Teorema de Isomorfía 
para G-conjuntos. Este resultado será básico para desarrollar nuestras técnicas 
de contabilidad. Vamos a ver ahora cómo se aplica a una acción abstracta de 
uso común.

Sean G un grupo y Q un G-conjunto. Fijado w e Q, consideremos el mor- 
fismo de G-conj untos definido como

¡p : G —> Q
9 1—> 9-Lw.

Definición 5.1.6 Dado w E D, con la notación anterior, el conjunto

= {9-Lw : g e G}

se denota Ow y se denomina órbita de w por G.

Consideremos en G la relación

51^52 <=> ^i) =

Observemos que

^9i) = ^(52) <=> 51-Lw = 52-Lw <=> (gi-Lw) = g^1!. (g2Dw) <=> 

(g^gj -Lw = (g^g^ -Lw <=> (g^gi) ±w = w.

En este caso tenemos que el conjunto

Hw = {g e G : g±w = w}

es un subgrupo de G, no necesariamente normal, que define la relación anterior, 
es decir

51^52 <=> 919^ € Hw.

Por las observaciones anteriores, podemos afirmar que

G/Hw = Ow como G-conjuntos .

Hw es el llamado estabilizador (o grupo de isotropía) de w en G.

Definición 5.1.7 Sea un grupo G actuando sobre un conjunto D. Diremos 
que la acción es transitiva, o que G actúa transitivamente en Q, si todos los 
elementos están sobre la misma órbita.
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Ejemplos 5.1.8 1. Sea G el subgrupo cíclico de Sq generado por la per­
mutación a = (1,2,3)(4,5) y consideramos la acción G x Eq —► E^ 
definida en el Ejemplo 5.1.3(1). Entonces, las órbitas son {1, 2,3}, {4,5} 
y {6}, el único punto fijo de Eq es el 6, y los estabilizadores son

H1=H2 = H3={l,a3}, HÁ = H5= {l,a2,a4} , H6 = G.

2. La acción natural del subgrupo

V = {1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

de S4 sobre E^ es transitiva, y cada elemento de E^ tiene estabilizador 
trivial.

3. La acción de un grupo G sobre sí mismo por traslaciones a la izquierda 
es transitiva, pues cada ecuación aX = b tiene solución única en G. 
También lo es la acción de G en G/H por traslaciones por la izquierda.

Lema 5.1.9 Sean G un grupo y El un G-conjunto. Las órbitas de los elementos 
de Q por G forman una partición de El.

Demostración. En primer lugar veamos que El = IJwen

Por definición de órbita, se tiene que Ow C El. Para la otra inclusión basta 
tener en cuenta que si El es un G-conjunto se tiene que w = l±w para todo 
w 6 El.

Veamos a continuación que las órbitas son disjuntas o coinciden. Para ello, 
sean Ow, Ow>, y supongamos que existe g e Ow A Ow'. Entonces, para 51, 
gz € G y w, w' £ El, se tiene

9 = 9i Tw = gzEw'.

Así
(g^gi) -Lw = w', (9^92) -Lw' = w.

Por tanto, para todo h 6 G, se tiene

hEw = (hg^gz) Ew',

de donde Ow C Ow,, y recíprocamente

hL.w' = (hg^gf) ±w,

de donde Ow’ C Ow. Por tanto se tiene Ow = O'w.
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Ahora, en cada órbita escogemos un elemento arbitrario. La colección así obteni­
da, que denotamos por Y, se denomina Sistema de representantes de las órbitas 
de G.

Usando el Lema 5.1.9, se tiene el siguiente resultado que es la clave de las 
demostraciones de los Teoremas de Sylow.

Corolario 5.1.10 (Fórmula de sumación de órbitas) Si Q es un G- 
conjunto finito e Y es un sistema de representantes de las órbitas, entonces

card (Q) =J2[G:Hro], 
w&y

5.2. Ecuación de las órbitas
Comenzamos esta sección dando la definición de dos subgrupos que van a 

tener gran interés en el resto del capítulo.

Definición 5.2.1 Dado un grupo G, definimos su centro como el subconjunto

Z(G) = {h G G ■ hg = gh,\gGG}.

Es fácil comprobar que Z(G) es subgrupo normal de G. Además G es 
abeliano si y sólo si Z^G} = G.

Definición 5.2.2 Si G es un grupo, se define el centralizador en G de un 
elemento x G G como el subconjunto

CG(x) = {g gG : gx = xg} .

Se tiene que:

1. CG(x) es un subgrupo de G.

2. Z(G) = fi\x&GCG{x).

3. xG Z(G) CG(x) = G.

La demostración se propone como ejercicio.

Sea G un grupo y tomamos la acción de G sobre sí mismo por conjugación, 
que hemos visto en el Ejemplo 5.1.3(4),

G x Q —> Q 
(g,w) i—> gwg'1
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donde Q = G. Se tiene

card (Ow) = 1 <=> gwg^1 = w para todo g E G, 

esto es
card = 1 <=> w E Z^G).

Asimismo, en el caso de G actuando sobre sí mismo por conjugación te­
nemos que

Hw = {g E G : gw = wg} .

Es decir Hw = Cg(w). Por tanto, en virtud del Lema 5.1.9, tenemos el siguiente 
resultado.

Proposición 5.2.3 Sea G un grupo finito, sea Y un sistema de representantes 
de las órbitas de G por conjugación. Entonces

o(G) = o(Z(G)) + £ [G : Gg(w)].
wer\z(G)

Demostración. Dado que las clases de conjugación forman una partición de 
G, tenemos que

G = |J Ow.

Por tanto,

o(G) = card(Ow) = card (Om) + card (Ow). 

weY weYnz(G) w^y\z(G)

Pero si w E Y n Z(G), tendremos que w E Z(G), es decir wg — gw para todo 
g E G. Luego Cq(w) = G, y en tal caso, se tiene que

card(Ow) = [G : Gg(w)] = 1.

De este modo
yy card ((9W) = card(V n Z(G)).

weYnz(G)

Vamos a demostrar que Z(G) C Y. Para ello, consideremos w, w' E Z(G) tales 
que w w', entonces veamos que Ow Owi.

Supongamos que Ow = Ow>, entonces w' E Ow' = Ow. Por tanto 
w' = gwg-1 para algún g E G. Así, como w E Z(G), se tiene

w'g = gw = wg,

de donde podemos afirmar que w = w', contradiciendo nuestras hipótesis. Por 
tanto Z(G) C Y, de donde
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card(K n Z(G)) = card(Z(G)).

Así podemos afirmar que

O(G) = o(Z(Gf) + £ [G: CG(w)]. 
w&Y\Z(G)

■
De la ecuación de clases de conjugación se pueden deducir algunas propiedades 

de los grupos cuyo orden es una potencia de un número primo.

Definición 5.2.4 Sea p un número primo. Se dice que G es un p-grupo si 
o(G} = pm para algún m 6 N.

Corolario 5.2.5 Sea G un p-grupo. Entonces o(Z(G)) > 1. Además, 
o^G»^-1.

Demostración. Como hemos observado anteriormente, para todo w $ Z(G) 
se tiene 1 [G : Hw], y por el Teorema de Lagrange [G : Hw] divide a pm.
Entonces, por la ecuación de las clases de conjugación, tenemos que

o(G) = o(Z(G)) + lp,

donde lp representa a un múltiplo de p. Si o(Z(G)) = 1 entonces se tendría 
que pm — 1 es un múltiplo de p, que es absurdo.

Para la segunda afirmación, si o(G) = pm, como Z(G) es subgrupo de G, 
por el Teorema de Lagrange, o(Z(G)) divide &pm. Por tanto existe 1 < h < m 
tal que o(Z(Gf) = ph.

Si o(Z(G)) = pm~\ entonces

o(G) _ pm 
o(Z(G)) = = P'

de donde podemos afirmar que G/Z^G} es un grupo cíclico, y como consecuen­
cia se tiene que G es un grupo abeliano. Por tanto Z(G) = G, lo que nos lleva 
a afirmar que pm-1 = pm, que es absurdo. Por tanto o(Z(G)) pm~x.

■

Corolario 5.2.6 Sip es un número primo y G un grupo de ordenp2, entonces 
G es abeliano. De hecho G es isomorfo a Z/p2Z o a (Zj/pZa) x (Z/pZ).
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Demostración. Por el Teorema de Lagrange, el orden de Z(G) es un divisor 
de p2. Por tanto sólo puede ser 1, p o p2. Como / 1 y o(Z(G\) p por
el Corolario 5.2.5, entonces ha de ser o(Z(G)) = p2, de modo que Z(G) = G. 
Por tanto G es un grupo abeliano.

Por el Teorema de Estructura de grupos abelianos finitamente generados, 
como p2 y p-p son las únicas descomposiciones en factores de p, se deduce que

G ~ Z/p2Z ó G ~ (Z/pZ) x (Z/pZ).

Claramente estos dos grupos no son isomorfos entre sí, ya que G = Z/p2Z 
es cíclico, mientras que G ~ (Z/pZ) x (Z/pZ) no es cíclico. Así pues, salvo 
isomorfismo, existen exactamente dos grupos de orden p2.

■

Corolario 5.2.7 Si G es un p-grupo, con o(G) > p, entonces G no es simple.

Demostración. Pueden ocurrir dos casos:

1. Si G no es abeliano, entonces Z(G) G. Por el Corolario 5.2.5 tenemos 
que Z(G) {1}, y al ser Z(G) un subgrupo normal de G ya tendríamos 
el resultado.

2. Si G es abeliano, entonces pueden ocurrir dos casos:

a) Para todo a E G \ {1}, se tiene o(a) pm. Entonces consideramos 
el subgrupo H = {a), que es normal, pues G es abeliano y {1} 
H^G.

b) Si existe a E G \ {1} tal que o(a) = pm, entonces G es cíclico, y 
tiene un subgrupo para cada divisor de pm. Como G es abeliano, 
todo subgrupo es normal, de donde hemos acabado.

5.3. Teoremas de Sylow
Ahora utilizaremos técnicas de acciones de grupos sobre conjuntos para 

probar tres resultados muy útiles en el estudio de la estructura de un grupo 
finito.

Teorema 5.3.1 (Primer Teorema de Sylow)
Sea G un grupo tal que o(G) = mpn, con p primo y mcd(p, m) = 1. Entonces, 
para cada 1 < h < n, existe un subgrupo de G de orden ph.
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Demostración. Consideremos los subconjuntos de G cuyo cardinal sea ph, y 
sea A el conjunto de tales subconjuntos, es decir

A={CcG: card(G) = ph} .

Consideremos la acción de G sobre A definida por

G x A 
(9,C)

A 
gC.

Claramente, está bien definida, y con ello A es un G-conjunto. Como G es 
finito, y á es un subconjunto del conjunto de las partes de G, se tiene que 
card(A) < 2°^G\ de donde A es finito.

Como

card(A) =
pnm(pnm — 1) • • • (pnm — ph + 1) 

ph(ph — 1) • • • (ph — ph + 1) 

n_hm(pnm — 1) • • • (pnm - ph + 1) 
(ph - 1) ■ • • (ph — ph + 1)

podemos afirmar que pn h divide a card(A). Más aún, pn ft+1 no divide a 
card(A), ya que

ph {pn~hm) \ ( Pnm A
ph J \ ph J '

y las máximas potencias de p que dividen a 

como pueden verse en la lista de problemas.

y pn hm, coinciden,

Por el Corolario 5.1.10 se tiene

card(A) = ^[G:HC], 
cea

donde Hc = {g € G : gC = C}. Si card(ííc) = pkm', entonces se tiene que 
pkm' es divisor de pnm, ya que Hc es un subgrupo de G.

Por tanto existe C 6 A tal que pn~h+1 no divide a [G : Hc]- Pero

lc..Hci = ^L = 
o(Hc) pkm' m'

Así pn~h+1 no divide a pn~k, de donde n - k < n - h + 1, es decir k > h. Por 
tanto o(Hc) > ph-
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Por otra parte, como

He = {g e G : gC = C} ,

fijado un £ Cse tiene que gci G C para todo g G He- Supongamos que

C = {<4,... ,c0(C)} con o(C)=ph.

Se tiene que
gci G {c17... ,co(c)} ,

es decir g = CjCf1 para cierto c¿. Así, a lo sumo, hay tantos g G He como 
elementos tiene C, de donde

o^Hc) < card(C) = ph.

Por tanto o(Hc) = ph-
■

Como consecuencia del Primer Teorema de Sylow podemos obtener el Teo­
rema de Cauchy.

Corolario 5.3.2 (Teorema de Cauchy) Sea G un grupo finito. Si p es un 
divisor primo del orden de G, entonces G posee un elemento de orden p.

Definición 5.3.3 Sean G un grupo finito, p un número primo que divide al 
orden de G y H un subgrupo de G. Diremos que:

1. H es un p-subgrupo de G si H es un p-grupo.

2. H es un p-subgrupo de Sylow de G si el orden de H es ph, siendo ph la 
máxima potencia de p que divide al orden de G.

Observación 5.3.4 El Primer Teorema de Sylow nos asegura que en un grupo 
finito, siempre existe un p-subgrupo de Sylow para cada divisor primo del orden 
del grupo. Esto es un recíproco parcial del Teorema de Lagrange.

Ejemplo 5.3.5 Dado un grupo G tal que o(G) = 2352, el Teorema 5.3.1 nos 
asegura que G tiene un 2-subgrupo de Sylow de orden 8 y un 5-subgrupo de 
Sylow de orden 25.

Teorema 5.3.6 (Segundo Teorema de Sylow) Sea G un grupo tal que 
o(G) = pnm, con p primo y mcd(p, m) = 1. Sean H un p-subgrupo de G y S 
un p-subgrupos de Sylow de G. Entonces existe g G G tal que g~1Hg C S.



5.3 Teoremas de Sylow 123

Demostración. Consideremos el conjunto C/H3 = {gS : g G G}. La apli­
cación definida por

H x G/Hs —> G/Rs 
(h,gS) ।—> hgS

es una acción de H sobre G/Hs. Como o(G) = pnm y o(S) = p" tenemos, por 
el Corolario 5.1.10,

m = card (G/7¿s) = [H : HgS],
gSeG/H

Como HgS es un subgrupo de H y o(H) = ph, tenemos que [H : Hgs] es un 
múltiplo de p.

Por otra parte, si no existiese ningún g tal que [H : Hgs\ = 1, tendríamos 
que p divide a m y eso es contradictorio con el hecho de que mcd(p, m) = 1.

Así, existe g G G tal que [H : Hgs] = 1, es decir

H = HgS = {h G H : hgS = gS} .

Por tanto para todo h G H se tiene que hgS = gS, es decir g^hgS — S. 
Así g^Hg C S.

■
Como consecuencia tenemos que

Corolario 5.3.7 Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados. En 
particular, si S es subgrupo normal de G y S es p-subgrupo de Sylow, entonces 
S es el único p-subgrupo de Sylow de G.

Veamos que el recíproco de la segunda afirmación del Corolario 5.3.7 tam­
bién es cierto.

Corolario 5.3.8 Sea H el único p-subgrupo de Sylow de un grupo G, entonces 
H es normal en G.

Demostración. Para todo g G G, se tiene que gHg~' es subgrupo de G y 
o^gHg-1) = o(H). Por tanto, gHg~* es un p-subgrupo de Sylow. Pero al ser 
H el único p-subgrupo de Sylow de G, se tiene que gHg^1 = H. Así H es 
subgrupo normal en G.

■
Antes de demostrar el Tercer Teorema de Sylow daremos algunas defini­

ciones y propiedades que se requieren en su demostración.
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Definición 5.3.9 Sea H un subgrupo del grupo G. Llamamos normalizador 
de H en G, y lo denotamos por NG(H), al siguiente conjunto

Ng(H) = {geG: g^Hg = H} .

Lema 5.3.10 Sea G un grupo y H un subgrupo de G, entonces se verifica:

1. NG(H) es subgrupo de G.

2. H es subgrupo normal de NG(H).

3. NG(H) es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Demostración.

(1) (a) NG(H) 0 0, ya que 1 6 NG(H).

(b) Ng(H) C G por definición.

(c) Para todo x G NG(H), se tiene que x^Hx = H, así H = xHx~\ 
es decir H = Hx~x, por tanto x-1 G NG(H).

(d) Sean x,y G NG(H), entonces

x^Hx = H, y~lHy = H.

Por tanto,

(xy)~}H(xy) = y~1(x~1Hx)y = y^Hy = H.

Así, xy G Ng(H).

(2) Por definición de NG(H) se tiene que para todo g G NG(H) se verifica 

g^Hg = H,

y de ahí, por la Proposición 1.6.3, se tiene que H es normal en NG(H).

(3) Sea K un subgrupo de G, tal que H sea normal en K. Entonces por la 
Proposición 1.6.3 se tiene que para todo k 6 K se verifica kH = Hk. 
Así k^Hk = H y de ahí k G NG(H).

Lema 5.3.11 Si P es un p-subgrupo de Sylow del grupo finito G, entonces 
todo p-subgrupo de NG(P) está contenido en P.
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Demostración. Sea Q un p-subgrupo de NG(P). Veamos que Q C P. Ten­
emos que P y Q son subgrupos de NG(P). Por el Lema 5.3.10 se tiene que P 
normal en NG(P) y por el Corolario 5.3.7 es el único. Como NG(P) es sub­
grupo de G, entonces P es un p-subgrupo de Sylow de NG(P). Como Q es un 
p-subgrupo de NG(P), entonces por el Segundo Teorema de Sylow, aplicado a 
Ng(P), existe g G NG(P) tal que g-1Qg C P. Por tanto,

Q C gPg-1 = P,

al ser P subgrupo normal en NG(P)-

Teorema 5.3.12 (Tercer Teorema de Sylow) Sea G un grupo tal que 
o(G) = pnm, con p primo y mcd(p, m) = 1. Sea P un p-subgrupo de Sylow, y 
sea np el número de p-subgrupos de Sylow de G. Entonces:

1. np = [G : NG(P)]-

2. np divide a m y np = l(mód p),

Demostración.

(1) Consideremos el conjunto

P = {Q : Q es p-subgrupo de Sylow de G} .

Definimos la aplicación

GxP —► P 
(g,Q) 1—* gQg^-

Se tiene que P es un G-conjunto. Para esta acción se tiene que

Hp = {g € G : gPg-1 = P} = NG(P).

Por el Segundo Teorema de Sylow, se tiene

OP = {gPg-1 : ge G}=P.

Por tanto,

np — card(P) = card (Op) = [G : Hp] = [G : NG(P)],

lo que demuestra el apartado (1).
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(2) Por el apartado (1) se tiene que

np = [G : A^P)] =
pnm p m m-— = — g Z 

pnm' m'

y — divide a m.
" m'

Consideremos el conjunto G/Ng(P), y definamos la acción

PxG/Ng^ G/Ng(P)
(x,gNG(P)) xgNG(P).

Por el Corolario 5.1.10 se tiene

[G:7Vg(P)]= £ [P : HgNo{P)].
gNa^P'jeG/Na^P)

Como o(P) = pn se tiene que [P : HgNG(p)\ es 1 ó un múltiplo de p.

Vamos a contar cuántos elementos gNG(P) existen cuya órbita sea un 
conjunto unitario, es decir cuántos elementos hay tales que

{gXGm = OgNo^,

donde recordamos que

°gNa(P) = {xgNG(P) : x G P}.

Así, estamos contando los elementos gNG(P) tales que

xgNG(P) = gNG(P) para todo x G P,

o lo que es equivalente, a g~rxg G NG(P) para todo x G P. Por tanto 
g^Pg c ng(p\

Como o^g^Pg) = o(P), se tiene que g-1Pg y P son p-subgrupos de 
Sylow de NG(P). Entonces por el Segundo Teorema de Sylow, existe 
h G Ng(P) tal que h^Ph = g~lPg, es decir gh~1Phg~1 = P. Por tanto 
gh-1 G NG(P), de donde g G NG(P).

Así podemos afirmar que la órbita On^p) es la única órbita que tiene 
un único elemento, de donde np = 1 (mód p).

■
Como consecuencia de los Corolarios 5.3.7 y 5.3.8 tenemos la siguiente 

caracterización de los subgrupos normales.
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Corolario 5.3.13 Sea G un grupo finito y p un número primo tal que p divide 
a o(G). Si H es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces:

1. H es un subgrupo normal de G <=> np = 1.

2. Si G es un grupo abeliano, entonces np = 1.

Ejemplo 5.3.14 Vamos a calcular los p-subgrupos de Sylow de un grupo G 
de orden 15.

Como 15 = 3 • 5, por el Primer Teorema de Sylow sabemos que existe un 
3-subgrupo de Sylow P3 tal que o(P3) = 3 y un 5-subgrupo de Sylow P-, tal que 
o(P5) = 5.

Vamos a ver cuántos hay de cada clase.

El número de 3-subgrupos de Sylow, n3, por el Tercer Teorema de Sylow, 
debe de verificar:

n3 divide a 5.

De donde n3 = {1,5}. Pero como

n3 = 1 (mód 3),

se tiene que n3 = 1. Razonando de la misma manera para n$ se tiene que 
n3 = 1. Por tanto podemos afirmar que G contiene un único 3-subgrupo de 
Sylow, P3 y un único 5-subgrupo de Sylow, P3. Por el Corolario 5.3.13, P3 y 
P5 son subgrupos normales.

Como P3 nFg = {1}, al ser subgrupos normales, se verifica que P3P3 es un 
subgrupo de G de orden 15. Entonces se puede afirmar que G = P3P3, y por la 
Proposición 2-4-9, se tiene

G = P3P5 = P3 x P5 Z/3Z x Z/5Z “ Z/15Z.

Teorema 5.3.15 Sea G un grupo finito tal que o(G) = p™' • • -p^ ■ Son equi­
valentes:

1. Los p-subgrupos de Sylow de G son normales.

2. G = Pi x • • • x Pr, siendo P, un pi-subgrupo de Sylow de G.

Demostración. (1) => (2): Definimos la aplicación

y : Px x P2 x • • ■ x Pr —> G
(xi,X2, ■ ■ ■ ,Xr) I-- > X¡X2 ■■■Xr.
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(a) Veamos que p es homomorfismo de grupos. Como

VÍCd,^2, • • •,Xr^yi,y2, • • •, yr)] = , xTyr} = xxyx ■ ■ • xryr,

para demostrar que p es un homomorfismo de grupos bastará demostrar 
que dados x E P¿, y E Pj con i j se tiene que xy = yx.
Se verifica que

xyx~xy~x € Pj ya que xPjX-1 = Pj 

xyx ly 1 E Pi ya que yPiy 1 = Pi.

Como Pi A Pj■ = {1} ya que mcd^p?) = 1, se tiene 

xyx^y-1 = 1

y de ahí que xy = yx. Así p es un homomorfismo de grupos.

(b) Veamos que p es sobreyectiva. Como o(G) = p"1 • • -p"r, definimos

Como mcd(pi,... ,pr) = 1 se tiene que mcd(gi,..., qr) = 1, y por tanto 
existen ai,...,an G Z tales que

«191 H-------- F arQr = 1-

Así dado x E G, se tiene que

x = V1191-1—= xai<n • • •

Denotamos xx = xaiqi, i = 1,..., r. Se tiene que

x^ = = X«^G} = = 1.

Por tanto se tiene que el orden de Xi divide a pP*. Así tenemos que el 
orden del subgrupo (x^, divide al orden del pj-subgrupo de Sylow Pt. 
Pero por hipótesis P¿ es un subgrupo normal en G. entonces se tiene que 
Ng(Pí) — G. Así, aplicando el Lema 5.3.11, se tiene que (xí) C P^ de 
donde x¡ & Px y de ahí podemos afirmar que p es sobreyectiva.
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(c) p es inyectiva. Se tiene que

o(G) = o(A x ••• x Pr).

Por otro lado se tiene que

Pi x • • • x Pr/ker(<¿>) = G.

De donde o(ker(y>)) = 1. Así ker(y>) = {1} y por tanto ip es inyectiva.

(2) => (1): Sin pérdida de generalidad podemos suponer que G = Pi x ■ • • x Pr.
Como

A x {1} x ••• x {1} A
< :

{1} x {1} x ••• x Pr S Pr

y o{Pí) = p™'. Es claro que todo P¿ es subgrupo normal de G.

5.4. Aplicaciones
Como aplicación de los teoremas de Sylow, podemos presentar algunos 

grupos para los que es cierto el recíproco del Teorema de Lagrange.

Proposición 5.4.1 El recíproco del Teorema de Lagrange es cierto para todo 
p-grupo G.

Demostración. Por hipótesis, o(G) = pm, siendo p primo y m > 1. Por el 
Primer Teorema de Sylow, para todo 0 < h < m existe un subgrupo H de G 
tal que o^H) = ph.

■

Proposición 5.4.2 El recíproco del Teorema de Lagrange es cierto en los gru­
pos de orden 20, y en general en los grupos de orden pq, siendo p y q números 
primos entre sí.

Demostración. Sea G un grupo de orden 20. Se tiene que 20 = 22 ■ 5. Los 
divisores de 20 son {1,2,4,5,10,20}.

Los subgrupos {1} y G tienen el orden 1 y 20 respectivamente. Por el 
Primer Teorema de Sylow, tenemos que G posee subgrupos de órdenes 2, 4 y 
5. Sólo nos falta encontrar el subgrupo de orden 10.

Por el Tercer Teorema de Sylow, el número n^ de 5-subgrupos de Sylow de 
G verifica:
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■ n$ divide a 4.

■ n5 — 1 es múltiplo de 5.

Por lo tanto = 1. Denotemos por H el único subgrupo de orden 5. Por el 
Corolario 5.3.13 tenemos que H es subgrupo normal de G.

Entonces si K es un subgrupo de orden 2 de G, por la Proposición 1.2.21, se 
tiene queHK es un subgrupo de G. Como o(Hr\K) = {1} ya que mcd(2,5) = 1 
se tiene que

o(HK) = o(H)o(K) = 10,

por la Proposición 1.3.7 ó por la Proposición 2.4.9.

5.5. Ejercicios
1. Sean p es un número primo, m, n enteros positivos y

N = pnm 
pn

Demostrad que las máximas potencias de p que dividen a N y a m 
coinciden.

2. Demostrad que para todo subgrupo H de un grupo G se tiene que:

a) Cg(H) <i NG(H), donde CG(H) = {a e G : ah = ha, Yh e H}
b) El subgrupo cociente NG(H)/CG(H) es isomorfo a un subgrupo de

Aut(H\

3. Sea G un grupo que opera sobre un conjunto X. Se supone que o(G) = 35, 
card(X) = 19 y que X no tiene órbitas con un solo elemento. Calculad 
el número de órbitas y el cardinal de cada órbita.

4. Contestad a las siguientes cuestiones:

a) ¿Qué orden tiene un 3-subgrupo de Sylow de un grupo de orden 
54?.

&) Un grupo de orden 24, ¿Cuántos 2-subgrupos de Sylow debe tener?
c) Un grupo de orden 255 ¿Cuántos 3-subgrupos de Sylow puede tener? 

¿Y 5-subgrupos de Sylow?

5. Probad que no existen grupos simples de orden 200 ni de orden 1000.

6. Demostrad que todo grupo de orden 1225 es abeliano.
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7. Demostrad que si G es un grupo de orden 12, bien posee un 2-subgrupo 
de Sylow que es normal, o bien posee un 3-subgrupo de Sylow que es 
normal.

8. Demostrad que todo grupo de orden 30 posee un único 3-subgrupo de 
Sylow y un único 5-subgrupo de Sylow. En particular, los grupos de orden 
30 no son simples.

9. Sean p y q números primos tales que p < q y q — Inoes múltiplo de p. 
Demostrad que todo grupo de orden pq es isomorfo a Z/pqí.

10. Demostrad que un grupo no abeliano G de orden p3, donde p es un 
número primo, tiene un centro de orden p.

11. Sea G un grupo y o(G) = p2q, donde py q son números primos distintos y 
tales que p2 — 1 no es múltiplo de q y q — 1 no es múltiplo de p. Demostrad 
que G es abeliano y de ahí que G no es simple.

12. Demostrad que un grupo finito G es un p-grupo si, y sólo si, el orden de 
todo elemento de G es una potencia de p.

13. Demostrad que todo grupo (G, *) de orden 8 posee subgrupos de órdenes 
2 y 4.

14. Sea p un número primo mayor que 2 y G un grupo de orden 2p. De­
mostrad que entonces G posee subgrupos de órdenes 2 y p, y que de 
orden p sólo hay uno.

15. Demostrad que si G es un grupo finito de orden n < 12, entonces para 
cada divisor d de n existe un subgrupo de G de orden d.





Capítulo 6

Series de grupos

El estudio de las propiedades de un grupo a través de sus series normales 
hunde sus raíces en los orígenes mismos del estudio de los grupos. Abel, en sus 
trabajos sobre resolubilidad de ecuaciones polinomiales, estudia esta propiedad 
a través de la “resolubilidad” de un grupo asociado a cada polinomio. Esta 
“resolubilidad” depende de la existencia de una cierta serie normal. En este 
capítulo nos centraremos en cuatro tipos de grupos, caracterizados por series 
normales, y estudiaremos las propiedades inducidas por la existencia de dichas 
series.

6.1. Series normales
Definición 6.1.1 Una serie normal de un grupo G es una sucesión finita de 
subgrupos de G

S : {1q} = Gq C Gi C • ■ ■ C Gn-i C Gn = G

de modo que para cada 1 < i < n, G,_i es subgrupo normal de Gi.

Los cocientes Gí/Gí-i se llaman factores de la serie S y el número n se 
llama longitud de S, que denotaremos long(S) = n.

Ejemplo 6.1.2 Dos series normales de Z

S : {0} C 8Z C 4Z C Z

T : {0} C 9Z C Z.

Definición 6.1.3 Dadas dos series S y T de un grupo G, diremos que T es 
un refinamiento de S si cada término de S lo es de T. Si S T, decimos que 
es un refinamiento propio.
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Ejemplo 6.1.4 La serie

T:{0} C 72Z C 24Z C 8Z C 4Z C Z

es un refinamiento de la serie

S : {0} C 72Z C 8Z C Z,

puesto que se han insertado dos nuevos términos, 4Z y 24Z.

Ejemplo 6.1.5 Consideremos el grupo S4 de las permutaciones de 4 elemen­
tos, y sea A4 el subgrupo alternado de S4. Como se verifica que [S4 : A4] = 2, 
se tiene que A4 es un subgrupo normal de S4. Por tanto,

S : {Id} C A4C S4

es una serie normal de S4 de longitud 2.

Pero como A4 tiene un subgrupo normal V (ver Ejemplos 5.1.8(2)) de orden 
4, la serie

T : {Id} C V C A4 C S4

es un refinamiento propio de S4.

Definición 6.1.6 Una serie S de un grupo G es una serie de composición si 
no admite refinamientos propios.

Para decidir si una serie es de composición utilizaremos el siguiente criterio, 
cuya demostración dejaremos como ejercicio para el lector.

Proposición 6.1.7 Una serie

S : {1} = Gq C Gi C • • • C Gn = G

es serie de composición si y sólo si los factores Gí/Gí-\ son grupos simples.

Ejemplo 6.1.8 La serie del Ejemplo 6.1.5

S : {Id} c V C A4 c S4

no es de composición ya que V/{1} = V, y V no es simple ya que tiene orden 
4.

Lema 6.1.9 Sea G un grupo, y sea H un subgrupo normal de G. Entonces G 
admite una serie de composición si y sólo si H y G/H la admiten.
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Demostración. => Sea

S : {1} = Go C Gi C • • • C Gn = G

una serie de composición de G. Tomemos los subgrupos de H, Hi = H D Gi y 
observemos que

■ Hi-i C Hi para 1 < i < n.

■ H^i es subgrupo normal de Hi. Vamos a verlo:

Dados a, b G Hi, tales que ab G H^ = HnG,^i, tenemos que ab G G¿_i. 
Como a, b 6 Hi, se verifica que a,b E Gi, y al ser G¿_i subgrupo normal 
de Gi, tenemos que ba G G¿_i. Por otro lado a,b G H, y al ser H 
subgrupo, tenemos que ba G H, de donde

ba G Gi—i D H — Hi~\.

Por tanto H^ es normal en H.

■ Observemos que, al verificarse

H^ = H D G^ = H O (G^ O GJ = (H O G^ O G^ = H^ G^, 

por el Tercer Teorema de Isomorfía tenemos que

Hi/H^ = H,/(H O G^) (Gi^/Gi^.

Pero (Gí-iHí)/Gí-i es un subgrupo normal del grupo Gí/Gí-\. Por tan­
to, si Gí/Gí-i es simple entonces H/H-y también es simple o Hi = H^.

Así, eliminando los términos superfinos, podemos afirmar que la serie

{1} = Ho C H^ C ■ • • C Hn = H

es una serie de composición para H.

Consideremos ahora el grupo G/H, y observemos que, al igual que antes, 
se verifica:

• Gi D H es subgrupo normal de Gi.

■ Gi_i/(G¿-i O H) es isomorfo a un subgrupo normal de Gí/(Gí Pl H) para 
cada 1 < i < n.
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■ {Gi/Gi í~i H) / {Gí-iKGí-x n H)) es simple. Vamos a verlo: 
Por el Segundo y Tercer Teorema de Isomorfía, se tiene que:

Gí/^Gí^H) ~ GiH/H ~ G,H
G^Gí-i n H) - Gi-^H/H " G^H'

G H G
Pero 8 es isomorfo a un subgrupo normal de . Por tanto pode- 

Gí-iH G¿_i
mos afirmar que:

G, 
—---- —--------— es isomorfo a un subgrupo normal de ——. 
Gj-i/(Gj_i A H) G¿-i

A , G^G^n) . , , . , , Gt
Asi. —--- —-------- —- es simple al ser simple el grupo ——.Gi^KGi-x D H) p Gi^

Eliminando términos superfinos, concluimos que la serie

MI _ r G^ r r =C/fí
Go n H c Gj n H c c Gn n H ' '

es una serie de composición de G/H.

< = Sean
{1} = Hq C H, C • • • C Hk = H

y
{1H} = No C Ni C ■ • • C Ni = G/H,

dos series de composición de H y G/H respectivamente. Entonces existen 
Gq = H. Gi, ■ • •, G¡ subgrupos de G que contienen a H y tales que Gi/H = N{ 
para cada 1 < i < l.

Para cada 1 < i < l se verifica que:

• Gi-i C Gi ya que N^i C Ni.

• G¿_i es subgrupo normal de Gi ya que Ní~i es subgrupo normal de N¡.

• Gi-i/Gi es simple, ya que por el Segundo Teorema de Isomorfía se tiene 
que

Gi/G^ ~ ~

Por tanto la serie

{1} = Ho C Hi c ■ ■ ■ C Hk = H = Go C Gi C • • • C Gt = G,

es una serie de composición de G.
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6.2. Teorema de Jordan-Hólder
En esta sección caracterizaremos la existencia de series de composición, 

así como la equivalencia de las mismas.

En general un grupo puede admitir más de una serie de composición. Por 
ejemplo, si G = Z/12Z, consideramos

Gi = 6Z/12Z, G2 = 3Z/12Z, 

y
Hi = 4Z/12Z, H2 = 2Z/12Z.

Las series
S: {1} = G0 C Gí CG2 C G3 = G,

T : {1} = Ho C Hi C H2 C H, = G, 

son de composición.

Con objeto de probar que los grupos que admiten una serie de composición 
tienen todas sus series de composición unívocamente determinadas, procede­
mos a introducir una noción de equivalencia para comparar series.

Definición 6.2.1 Decimos que dos series

S : {1} = Gq C Gi C ■ ■ • C Gn = G,

T : {1} = Ho C C ■ ■ ■ C Hm = G,

de un grupo G son equivalentes sin = m y existe una permutación a € Sn tal 
que

Gí/Gí-i= para cada 1 < i < n.

Para probar el Lema de la mariposa, resultado técnico esencial para nues­
tro objetivo, vamos a utilizar el siguiente resultado, cuya demostración es un 
cálculo simple.

Lema 6.2.2 Sean A, B y C tres subgrupos de un grupo G, tales que B C A. 
Entonces

AQBC = B (A CC).

Lema 6.2.3 (Lema de la mariposa o de Zassenhaus) Sean G un grupo 
y Hi, Ni, N2 subgrupos de G, donde Ni es subgrupo normal de Hi y N2 es 
subgrupo normal de H2. Entonces

1. Ni(Hi n H2) es subgrupo de Hi y N2(Hi D H2) es subgrupo de H2.
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2. N^Hi A es subgrupo normal de Ni(Hi A H2) y A H2) es 
subgrupo normal de A H2).

3. (Hi A Nz)(H2 C M) es subgrupo normal de H\ A H2.

/ A H2) ~ Nz^ A H2) ~ Hi A H2
M(^i n7V2) - n2{Ni a h2) ~ (^AlVjXMn^)'

Demostración.

(1) Se tiene que H\ y #1A H2 son subgrupos de Hi donde Ni < Hi entonces 
por el apartado (3) del Tercer Teorema de Isomorfía, se tiene que

M (#1 A Hz) es subgrupo de Hi.

De forma análoga podemos afirmar que

N2 (Hi A H2) es subgrupo de H2.

(2) Se tiene que Hi A H2 y N2 son subgrupos de H2 con N2 normal en H¿. 
Entonces por el apartado (1) del Tercer Teorema de Isomorfía, se tiene 
que

H^ A H2 A N2 es subgrupo normal de Hi A H2.

Por tanto

Hi A N2 es subgrupo normal de Hi A H2.

Por otro lado tenemos que Ni es subgrupo normal de Hi, H¡ A N2 y 
Hi A H2 son subgrupos de H tales que H} A N2 es normal en Hi C\ H2. 
Entonces por el Lema 1.6.7 se tiene

M (Hi A N2) es subgrupo normal de M (Hj A H2).

De forma análoga se demuestra la segunda afirmación.

(3) Al verificarse que Hi A N2 C Hi A H2 y Ni C\H2 C Hi A H2, se tiene que

{Hi A Nz) {Ni A H2) C (Hi A H2).

En el apartado anterior hemos demostrado, bajo las condiciones de las 
hipótesis, que HiHN2 es subgrupo normal de HiC\H2. Por tanto podemos 
afirmar que
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(Vi A N2) (Vi A H2) es subgrupo de Hi A H2.

Veamos que es subgrupo normal. Para ello demostraremos que dado 
cualquier a G Hi A H2, se tiene

a (Hi A V2) (Vi A H2) = (Vi A V2) (Vi A a.

Sea x G a (Hi A V2) (Vi A H^, entonces

x = auv, con u G Hi A V2, v G Vi A H2. (i)

Como au G aN2, donde a G H2 y N2 < H2, entonces

au = n2a donde n2 G V2. (ii)

Es más, n2 = aua^1 G Hi, ya que a, u G Vi. Así, sustituyendo (ii) en 
(i),

x = auv = n2av con n2 G Hi A V2.

Como av & aNi, donde a G Hi, v G Ni y Ni < Vi, entonces

av = nía donde «i G Vi (iii)

y ni — ava-1 G H2 ya que a, v G H2. Luego, sustituyendo (iii) en (ii),

x = n2nia con n2 G V A V2, ni G Ni A H2,

es decir x G (Vi A V2) (Vi A V2) a. Por tanto,

a {Hi A V2) (Vi A H2) C (Vi A V2) (M A a.

De forma análoga obtenemos la otra inclusión y de ahí el resultado.

(4) Si denotamos

V = VjAV2, V = V1(HiAV2), G'= Vi(Hi AH2),

se tiene que H y N son subgrupos de G' donde por el apartado (2), se 
tiene que V <1 G'. Entonces por el Tercer Teorema de Isomorfía se tiene 
que

Vi (Vi A V2) (Vi A V2) _ NH _ HN ~
Ni (Hi A V2) V ~ V

H Vi A V2
- HnN ” Hi A V2 A Vi (V) A V2)’

Para finalizar la demostración, vamos a usar dos veces el Lema 6.2.2. En 
el primer caso, consideremos los subgrupos

A = Hi, B = V!AV2, C = H2.
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Al verificarse que B C A, se tiene que

Hi n (Hi n a2) h2 = (Hi n n2) (Hi a h2) .

Pero Hi A N2 C N2 C H2, de donde (Hi A N2) H2 = H2, y así

Hi A H2 = (Hi A N2) (Hi n h2) .

Consecuentemente

Ni (Hi A H2) = Ni (Hi A A2) (Hi A H2).

Por tanto
Ni (Hi A H2) ~ Hi A H2
Ni (Hi A N2) ~ HiDH2D Ni (Hi A A^) ’

Aplicando de nuevo el Lema 6.2.2 a los subgrupos

A = HíDH2, B = HíHN2, C = Ni, 

obtenemos
Hi A H2 A (Hí D N2) Ni = A Ci BC =

= B(A A C) = (Hi A N2) (Hí A H2 A M) =

= (Hi A N2) (Ni A H2),

ya que Ni C Hi.

Luego
N^Hi^H^ Hí^H2
Ni(Hí A ~ (Hi H N2)(Ní H H2)'

De forma análoga se demuestra

N2(Hi A H2) Hi A H2
N2(Ni A H2) ” (Hi A N2)(Ní A H2)'

y de ahí se obtiene el resultado.

■

Proposición 6.2.4 (Teorema de Schreier) Dos series cualesquiera de un 
grupo G admiten refinamientos equivalentes.
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Demostración. Consideremos las series del grupo G,

S : {1} = Go C Gi C • • • C Gn — G,

T : {1} = Ho C H, C • • • C Hm = G.

Fijados 1 < i < n, 1 < j < m, tenemos G¿_i < Gi y Hj~i < Hj.

Entonces, por el apartado (2) del Lema de la Mariposa, se tiene

G^ (G^Hj^G^ (G^Hj),

H^ (G^ n Hj) < (Gi A Hj), 

y, por el apartado (4) del Lema de la Mariposa, se tiene

Gj-i (Gj n Hj) Hj^ (Gj n Hj) 
(Gt A Hj^) Hj^^Gi-^Hj)' W

Además, como

Go = {l} = Ho. Gn = G = Hm, Gi-rCGi y H^ C Hj, 

se tiene
Gí_1 = G¿_1H0 = G1_1(GíaH0), 
G^ (Gi n Hm) = Gí-íGí = Gi, 
Hj-i = Hj_iGo = Hj_i(Hj A Go), 
Hj-i (Gn A Hj) = Hj^Hj = Hj.

Por tanto, podemos insertar en S y T estos subgrupos y construir un refi­
namiento de S,

S' : {1} = Go = Go (Gi n Ho) C Go (Gi A Hx) c ■ ■ ■ C Go (Gj A Hm) = Gi C

C • • • C Gi-i = Gí-i(Gí A Ho) C Gí-í(Gí A H^) C • • ■ C

C Gi^i(Gi A Hm) = Gi c • ■ • C Gn = G,

así como un refinamiento de T,

T' : {1} =Ho = Ho (Go A H^) C Ho (G^ A Hr) C ■ ■ ■ C Ho (Gn A H,) = C

C ■ ■ • C Hj^ = Hj-^Go A Hj) Q Hj.^Gi A Hj) C • • • C

C Hj.^Gn A Hj) = Hj c • • • C Hm = G.

El número de eslabones en S' es n(m — 1) + n + 1 = mn + 1, y el de T' es 
m(n — 1) + m + 1 = mn + 1, luego coinciden.
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Algunos eslabones en cada refinamiento pueden ser iguales, pero si hay r 
parejas de miembros consecutivos en S' iguales, hay r cocientes iguales a {1} 
y por el isomorfismo (iv) hay también r cocientes iguales a {1} en T' y por lo 
tanto el número de parejas de miembros consecutivos iguales en T' es también 
r. Si llamamos S" a la serie obtenida a partir de S' eliminando los términos 
repetidos y T" a la obtenida a partir de T' por el mismo procedimiento, hemos 
probado que

long(S") = mn + 1 — r = long(T").

Estos son los refinamientos buscados, pues al ser

Gj-i (Gi n Hm) = G¿, Hj-i (Gn í~i Hj) = Hj,

S" refina a S y T" refina a T, mientras que los factores de S" son isomorfos a 
los de T" por el isomorfismo (iv).

■

Corolario 6.2.5 (Teorema de Jordan-Hólder) Dos señes de composición 
de un grupo G son equivalentes.

Demostración. Sean S y T series de composición de G. Por el Teorema de 
Schreier existen refinamientos equivalentes S' y T' de S y T respectivamente. 
Como S y T son series de composición, se tiene que S' y T' son equivalentes a 
S y T respectivamente. Por lo tanto, S y T son equivalentes.

6.3. Grupos Policíclicos
En esta sección estudiamos los grupos que poseen series asociadas a grupos 

cíclicos. En este caso, la existencia de dichas series establecen la propiedad de 
generación finita sobre el grupo.

Definición 6.3.1 Decimos que una señe es cíclica si sus factores son grupos 
cíclicos. Decimos que el grupo G es policíclico si admite una serie cíclica.

Lema 6.3.2 Todo refinamiento de una señe cíclica es una serie cíclica.

Demostración. Consideremos

S : {1} = Go C Gi C • • • C G„ = G

una serie cíclica. Sea 1 < i < n y

G^ = HocH1c---cHk = Gi 
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el trozo de un refinamiento S' de S, comprendido entre G¿_i y Gi. Todo se 
reduce a probar que los cocientes Hj/Hj^, 1 < j < k, son cíclicos.

Como G¿-i < Gj, se tiene que G,_i < Hj y Gí-i < Hj-i. Entonces por el 
Segundo Teorema de Isomorfía

H, ~ Hj/Gj-r 
H^/G^'

luego basta probar que Hj/Gi-i es cíclico. Como Hj/Gi-i es subgrupo del 
grupo cíclico Gí/Gí-i, entonces por el Teorema 1.4.7 se tiene el resultado.

■

Proposición 6.3.3 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces 
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es policíclico.

2. H y G/H son policíclicos.

Demostración. (1) => (2): Si G es un grupo policíclico, entonces existirá

S : {1} = Gq C Gi C • • • C Gn-i C Gn = G

una serie cíclica de G. Como H es subgrupo de G podemos considerar los 
subgrupos H, de G dados por

Hi = HQGí.

Sea la sucesión

T : {1} = Ho C C • • • C Hm_i C Hm = H

donde m < n.

Análogamente a la demostración del Lema 6.1.9, se verifica que:

■ Hi es subgrupo de H.

■ H-i es subgrupo normal de Hi.

■ Cada factor HJ H,^ es isomorfo a un subgrupo cíclico del grupo cíclico 
Gí/Gí-i- Así, por el Teorema 1.4.7 y la Proposición 2.2.14(2), es cíclico 
y de ahí que los factores H,/H^y sean cíclicos.
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Para la segunda parte consideremos los subgrupos H¡ = G¡H. Veamos que 
Hi-i es un subgrupo normal de H¡.

Se verifica que:

■ H^ = G^H C G¡H = H¡.

■ Gi-iH es subgrupo normal de GtH. Vamos a verlo:
Si ;r G HGi-i, se escribirá x = hg con h E H,g E Gi-i- Así x G Hg = 
gH G Gi-iH, ya que H es un subgrupo normal de G.
Esto prueba la inclusión HG¡-i C Gi-iH. Simétricamente se obtiene la 
otra inclusión. Esto prueba que G,^}H es subgrupo de G¡H.

Para probar la normalidad usaremos la condición (1) de la Proposición
1.6.3. Tendremos que ver que para todo a G HG, se tiene

a^HG^ = (HG^a.

Como a G HGi, se escribirá

a = hg, h G H, g G Gi. (iv)

Como HGi-i = Gí-iH, si x E a (HGi-i) se tiene

x — ag^h, g\ G Gí—i, h G H.

Como (agi)H = H^ag^, por ser H < G, si x G (ag^H, sustituyendo en 
(iv), tendremos que

x = h^ag^ = hihggi, hi G H.

Como, Gí-i < Gi, se tiene

99i € gG^ = Gi-ig.

Así,
x = hxhg2g, con g2 E G^,

o también,

x = h\hg2(h~xh)g = híhg2h^1(hg) — hihg2h~xa. (v)

Ahora, g2h-1 G Gi-\H = HG^y. con lo que

g2h 1 = h2g$, h2 G H, g^ G Gi^i.

Finalmente, sustituyendo en (v), x = h-^hh^a G (HGi_]}a.

Esto prueba la inclusión

a(HG^) C (HGi-^a.

Por simetría se obtiene la otra inclusión.
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Por tanto H^/H es subgrupo normal de Hi/H. Como

Ho = G0H — H, y Hn = GnH = G, 

tenemos

{1} = Ho/H c HJH C • • • C C Hn/H = G/H

y los factores

(Hí/h) / (h^/h) Sé H/H^ = (G^/^H) =

= G^G^/^H) Sé

Gí/^Gí A G^H) Sé {Gi/G^/ ^Gí C G^H^/G^ .

Como Gí/Gí-i es cíclico, también lo es (G¿/G¿_i)/ ((G¿ n Gí-iH^/Gí^, y en 
consecuencia ^H¡/H^ / (^H^i/H^ es cíclico. Eliminando los términos repeti­

dos obtenemos una serie cíclica de G/H.

(2) => (1): Sean

S : {1} = Ho C H, C • • • C H^ C Hn = H

y
T : {1} = No C M C • • • C Nn_, C Nm = G/H

series cíclicas de H y G/H respectivamente.
Cada Ni es de la forma Gi/H para 1 < i < m, siendo G, un subgrupo de 

G que contiene a H.

Como Nm = Gm/H = G/H, tenemos que Gm = G y como Nq = H = 
Go/H, tenemos que H = Gq.

Además cada G^\ es subgrupo normal de Gj por ser Nj_i < Nj.

Por tanto,

{1} = Ho C Hi C ■ ■ ■ C Hn = H = Go C Gi C • • • C Gm = G,

es una serie de G cuyos factores son

■ Hi/H^

. GJG,^ = (Gi/^/CGí-r/H) = N/N^

y por lo tanto cíclicos.
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Corolario 6.3.4 Todo p-subgrupo es policíclico.

Demostración. Sea G un p-grupo, con o(G) = pn, p primo, n > 1. Probare­
mos el resultado por inducción en n.

En el caso n = 1, el grupo tiene orden primo, por lo que es simple y cíclico.
Supongamos cierto para el caso n — 1, y sea o(G) = pn. Entonces {1} 

Z(G), siendo Z(G) subgrupo de G. Si Z(G) = G, entonces G es producto 
directo finito de grupos cíclicos, y por tanto policíclico. Si Z(G) 7^ G, entonces 
o(Z(G)) y o(G/Z(G)) son estrictamente menores que pn. Por hipótesis de 
inducción, ambos son policíclicos, de donde lo es G por la Proposición 6.3.3.

Otros ejemplos, derivados de esta Proposición son los siguientes.

Ejemplo 6.3.5 Si p, q y r designan números primos y n un número natural, 
se verifica:

1. Todo grupo de orden pnq es policíclico.

2. Todo grupo de orden pqr es policíclico.

3. Todo grupo de orden úpn es policíclico.

4- Todo grupo de orden p2q2 es policíclico.

5. Todo grupo de orden p^q2 es policíclico.

Demostración.

(1) La demostración la haremos por inducción sobre n.

Si n = 0, o(G) = q y entonces G cíclico por el Corolario 1.5.16. Por tanto 
es policíclico.

Sea n > 1 y G un grupo de orden pnq. Entonces por el Tercer Teorema 
de Sylow, G no es simple. Sea H un subgrupo normal propio de G. Como

o(H)=pmql, 0 < m < n, i G {0,1}, l<m + i<n + l,

se tiene o{G/H) = pn mq1 *.

Si i = 1, como m + i < n + 1 entonces m < n, n — m > 1, de donde G/H 
es policíclico por el Ejemplo 6.3.4. Aplicando la hipótesis de inducción, 
tenemos que H es policíclico pues o(H) = pmq, m < n. Por tanto, por la 
Proposición 6.3.3, tenemos que G es policíclico.
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Si i — 0, el orden de H es pm, entonces H es policíclico por el Ejemplo 
6.3.4. Además como 1 < m + i — m, se tiene n — m < n, luego por 
hipótesis de inducción G/H es policíclico ya que o(G/H) = pn~mq. De 
nuevo se deduce que G es policíclico por la Proposición 6.3.3.

(2) Por el Tercer Teorema de Sylow sabemos que G posee un subgrupo nor­
mal propio H. Entonces y o(G/H) satisfacen que uno es primo y 
otro el producto de dos primos, luego por el apartado 1. se tiene que son 
policíclicos y por la Proposición 6.3.3 concluimos el resultado.

(3) Análoga al apartado (1).

(4) Análoga al apartado (1).

(5) Análoga al apartado (2).

Proposición 6.3.6 Si G es un grupo policíclico, entonces G es finitamente 
generado.

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por n a la longitud de una serie cíclica de G.
Haremos la demostración por inducción sobre n.

Si n = 1, tenemos una serie cíclica de la forma

{1} = GqCGi = G.

Como G = G/{1} es cíclico, tendremos que G es cíclico y por tanto existe 
a G G tal que G = {a).

Sea ahora n > 1, y consideremos la serie cíclica

T : {1} = Gq C Gi C • • • C Gn-i C Gn = G

Si llamamos G' = Gn-y, entonces

{1} = Gq C • • • C Gn_2 C Gn-i = G'

es una serie cíclica de G'. Así, G' es policíclico y tiene una serie de longitud 
n — 1. Por hipótesis de inducción, existe S' — {aq,..., xm} C G' tal que

G' = (S').

Como T es una serie cíclica, el cociente G/G' = G/Gn-i es un grupo cíclico, 
luego existe x G Gn = G tal que

G/G' = {xG'}.
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Consideremos ahora S = {2:1,..., xm, x} C G. Vamos a probar que G = (S).

Como S = {xi,... ,xm,x} C G, entonces (S) C G. Recíprocamente, si 
a G G, tenemos que aG' G G/G' = (xG'). Luego existe k G N tal que

aG' = (xG'/ = xkG'.

Esto es, 
x~ka eG' = (S').

Es decir, 
x~ka = Sj1 • • ■ skl, Si & S', hi € Z, 1 < i < l.

Por tanto, 
a = G (S).

Así, GC (S) y de ahí la igualdad.

■
Si G es abeliano el recíproco es cierto. Esto es lo que nos muestra la siguiente 

proposición.

Proposición 6.3.7 Sea G un grupo abeliano. Las siguientes afirmaciones son 
equivalentes:

1. G es policíclico.

2. G admite un sistema finito de generadores.

Demostración. (1) =► (2): Es la Proposición 6.3.6.
(2) => (1): Por el Teorema de Estructura de grupos abelianos finitamente 
generados, G es isomorfo a un producto directo finito de grupos cíclicos, y por 
tanto es policíclico.

■

Ejemplo 6.3.8 El grupo Q de los números racionales con la operación suma 
es abeliano, pero no admite un sistema finito de generadores. En consecuencia, 
no es policíclico.

De lo anterior se desprende el siguiente resultado, cuya demostración de­
jamos al lector.

Proposición 6.3.9 Sea G un grupo que admite una serie de composición. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es policíclico.

2. Existe una serie de composición cíclica de G.
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3. Toda serie de composición de G es cíclica.

Ejemplo 6.3.10 En virtud de la Proposición 6.3.9, si G no es abeliano, la 
equivalencia establecida en la Proposición 6.3.7 es falsa. Por ejemplo, observe­
mos que S-, es un grupo finitamente generado, y que

{1} <3 A 5 < S$

es una serie de composición. Pero A5 es simple y no abeliano, y por tanto no 
es cíclico.

6.4. Conmutadores y subgrupos derivados
Procedemos en esta sección a introducir los elementos técnicos para estudiar 

los dos tipos de series más importantes.

Definición 6.4.1 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H 
es un subgrupo característico de G si f(H) = H para todo f E Aut(G).

Observación 6.4.2 Nótese que H es característico si y sólo si f(H) C H 
para todo f E Aut(G). En particular como la conjugación por un elemento es 
un automorfismo, todo subgrupo característico es normal.

Definición 6.4.3 (a) Dados dos elementos a y b de un grupo G, se llama 
conmutador de a y b al elemento

[a, b] = a^b^ab E G.

(b) Si H y K son dos subgrupos de G, se llama subgrupo conmutador de H 
y K, y lo denotaremos por [H, K] al subgrupo generado por el conjunto 
{[h,k] : h E H,k E K}.

(c) Se llama derivado del grupo G a G1 = [G, G]. Llamaremos segundo sub­
grupo derivado de G a G2 = [G1, G1] y por recurrencia, para cada natural 
positivo n, el n-ésimo derivado de G es Gn = [Gn-1,Gn-1].

Observaciones 6.4.4 1. Para cada natural n > 1, Gn es subgrupo de 
Gn~r, ya que para todo a, b E Gn-1 se tiene que [a, b] e G"-1 y de 
ahí que el sistema generador de Gn está contenido en Gn~x.

2. G1 = {1} si y sólo si G es abeliano. Esta afirmación se obtiene del hecho 
que

[a, b] = 1 <=> ab = ba.
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3. Si f : Gi ■—■+ G2 es un homomorfismo de grupos, se tiene que

f ([a, 5]) = [/(a), fifi)] para cada a,bEG,

ya que

f ([a, b]) = f^b^ab) = =

= f^f W-7H/W = [»,»]•

4- Sea f : Gi —► G2 un homomorfismo de grupos y sean H y K subgrupos 
de Gi se tiene que

ya que por el apartado anterior, se tiene que las imágenes por f de un 
sistema generador de [H, K] es un sistema generador de [f(H),f(K)].

5. Si f : Gi —> G2 es epimorfismo, se tiene

fíG™) = G2 para cada natural n> 1.

Probaremos esta afirmación por inducción sobre n. Si n — 1, por el 
apartado anterior, se tiene que

KG}) = /([GnG,]) = [f^UÍGJ] = [G2,G2] = G¡.

Si n > 1 y aplicando la hipótesis de inducción se tiene que

= / ([Gr1^?-1]) = [/(Gr^jíG?-1)] = [cr1-^’1] = g^

Proposición 6.4.5 Sea G un grupo. Se verifica:

1. Gn es subgrupo característico de G para cada n > 1.

2. G/Gx es un grupo abeliano.

3. Si N es un subgrupo normal de G y G/N es abeliano, entonces G1 C N.

4- Todo subgrupo de G que contiene a G1 es subgrupo normal de G.

Demostración.

(1) Si f 6 Aut(Gfi en particular f es un epimorfismo. Entonces por la Ob­
servación 6.4.4(5), se tiene que f(Gn) = Gn y de ahí que Gn sea un 
subgrupo característico de G.
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(2) En el apartado (1) hemos visto que G1 es un subgrupo característico 
de G, en particular es normal. Así G/G1 es un grupo. Además para 
cualesquiera giG1, g^G1 G G/G1, como [g2, gi] G G1, se tiene que

giG1g2G1 = gig2Gx = gig2lg2, g^G1 =

= 5'11725'2 ^i 1g2giG1 = g2giGx = g2G1giG1.

(3) Basta ver que para cada a, b G G se tiene [a, b] G N. Como G/N es 
abeliano se tiene que

abN = aNbN = bNaN = baN,

luego (5a)-1a& G N, es decir [a, 5] G N.

(4) Sea H subgrupo de G tal que G1 C H. Entonces se tiene que H/G1 es 
subgrupo del grupo abeliano G/G1. Entonces H/G1 es subgrupo normal 
de G/G1 y por la Proposición 1.6.19 se tiene que H es subgrupo normal 
de G.

Lema 6.4.6 Sean Gi y G2 dos grupos, y A\ subgrupos de Gi, H2 y K2 
subgrupos de G2. Sea G = Gi x G2. Entonces se verifica que

[Hi x H2, K. x K2] = [H,, KJ x [H2, K2].

En particular (Gi x G2)n = G" x G2.

Demostración. Un sistema generador de [H1 x H2,Kí x A'2] es

{[(, h2), (ki, k2)] : G Hy, h2 G H2, k^ G Ai, k2 G A2} .

Como
[(^i, h2fi (h, k2)] = (hr, h2)~1(k1, k2)~1(h1, h^^k^ =

= (hfi, kfi'fih}, h2^ =

= (h^kfi 1h1k1, h2 rk^h2k2) = ([/ii, G], [/i2, k2]),

y
{([/ii, ki], [h2, k2]) : hi G h2 G H2, fci G Ai, fc2 G K2,}

es un sistema generador de [A'ijA'i] x [H2,K2], tenemos que todo generador 
de [H-l x H2, Ai x A'2] es generador de [/fuA'i] x [H2,K2], Por el mismo ra­
zonamiento tenemos que todo generador de [Hi,Ad] x [H2,A'2] es generador 
de [Hi x H2, Ky x A’2] y de ahí la igualdad.
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6. 5. Grupos resolubles y nilpotentes
En esta sección estudiamos dos propiedades asociadas a series, cuya 

importancia histórica es obvia: la resolubilidad asociada a los trabajos de 
Abel, y la nilpotencia, asociada a la clasificación de álgebras de Lie de 
dimensión finita.

Definición 6.5.1 Dado un grupo G, diremos que una serie de G es abeliana 
si todo factor de la serie es un grupo abeliano. Si G admite una serie abeliana 
diremos que G es un grupo resoluble.

Ejemplos 6.5.2 1. Todo grupo abeliano es resoluble ya que el cociente de 
un grupo abeliano es abeliano.

2. Todo grupo policíclico es resoluble. Esto es obvio, pues un grupo policícli­
co admite una serie cuyos factores son cíclicos y por tanto abelianos.

3. No todo grupo resoluble es policíclico. Por ejemplo el grupo Q de los 
números racionales es resoluble por ser abeliano, sin embargo no es policí­
clico, como vimos en el Ejemplo 6.3.8.

Proposición 6.5.3 Sea G un grupo que admite una serie de composición. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es resoluble.

2. G admite una serie de composición abeliana.

3. G admite una serie de composición cíclica.

f. Toda serie de composición de G es cíclica.

5. G es policíclico.

Demostración. (1) => (2): Sea

C:{l} = GocG1-cGn = G

una serie de composición de G. Por hipótesis existe una serie abeliana de G,

S : {1} = Ho c H, • • • c Hm = G.

Por el Teorema de Schreir existen refinamientos equivalentes C' y S' de C y S 
respectivamente. Como C es serie de composición se tendrá que C = C' y de 
ahí que C sea equivalente a S'. Veamos que S' también es serie abeliana.

Sea
H,-! = K0C K^- - C K¡^ Ht
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el trozo de S' comprendido entre y Hi.

Se tiene que es subgrupo de Kj, ya que que es subgrupo de Hi. 
Entonces por el Segundo Teorema de Isomorfía se tiene que

Kj ~

Kj—i Kj^iHi—i

Por otra parte, —— es un grupo abeliano al ser subgrupo del grupo abeliano 
K-i

H¡ _ . , Kj------ . Entonces su cociente ————— sera abeliano. Asi —— es abeliano.
Hi-x Kj^/Hi-i
Esto implica que S' es abeliana.

Así la serie de composición C, al ser equivalente a S', es abeliana.

(2) (3): Sea
T : {1} = Mo C C • ■ • C Mn = G

una serie de composición abeliana de G. Cada cociente Mí/M^í es abeliano y 
es simple. Por tanto o(Mí/Mí^i) es primo y de ahí que sea cíclico.

(3) => (4) => (5): Por la Proposición 6.3.9.

(5) => (1): Obvio.

Corolario 6.5.4 Los ejemplos 6.3.5 son resolubles.

Proposición 6.5.5 Un grupo G es resoluble si y sólo si existe algún natural 
n > 1 tal que Gn = {1}.

Demostración. Supongamos que exista n > 1 tal que Gn = {1}. Tomemos 
n el menor natural satisfaciendo esta condición. Esto implica que G1 / G1-1 
para cada i < n, pues si fuese Gl = Gl~x para algún i < n, derivando n — i 
veces en esta igualdad se obtendría

{1} =Gn= (G^ i = ’ = Gn~x

lo que contradice la elección de n.

Como Gn~l+1 = [Gn-í,Gn-’] C Gn~\ se tiene que Gn~t+X es subgrupo de 
Gn~l. Además cada Gn-í+1 es un subgrupo característico de G, y por tanto es 
normal en G. En particular, Gn~z+1 es subgrupo normal de Gn~l. Entonces

D : {1} = Gn C Gn~x C • • • CG° = G 
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es una serie, llamada serie derivada. Como G3 es el subgrupo derivado de 
se tiene, por Proposición 6.4.5(2), que G^1 /G3 es abeliano. Así D es una serie 
abeliana de G, de donde G es resoluble.

Recíprocamente, supongamos que G es resoluble y sea

S : {1} = Go C Gi C ■ ■ ■ C Gn — G

una serie abeliana de G. Demostramos por recurrencia descendente sobre i que, 
llamando G° = G, se tiene G^1 C Gi. Por tanto, Gn C Go = {1} probará el 
resultado.

Para i = n es obvio ya que G"~" — G° — G = Gn. Sea ahora i < n. Como 
Gi es subgrupo normal de G¿+i y Gí+i/Gí es grupo abeliano, al ser S una serie 
abeliana, entonces, por Proposición 6.4.5(3), tenemos que

(G.+i)1 c Gi.

Por hipótesis de recurrencia, Gn~^+1^ C G¿+i. Tomando derivados,

G„-¿ = ^-(i+i)^ c (G.+ji c G¿¡

lo que termina el paso de inducción.
■

Proposición 6.5.6 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es resoluble.

2. H y G/H son resolubles.

Demostración. (1) => (2) : Como H c G, se tiene que Hn es subgrupo de 
G” para todo n > 1. Al ser G resoluble, por la Proposición 6.5.5, Gm = {1} 
para cierto m > 1, y de ahí Hm = {1}. Luego H es resoluble por la Proposición 
6.5.5.

Para la segunda afirmación, como la proyección canónica tt : G —» G/H 
es un epimorfismo y G" = {1} para cierto m > 1, se tiene

(G/^)n = 7r(G") = 7r({l}) = {T},

de donde G/H es resoluble por la Proposición 6.5.5.

(2) => (1): Supongamos que H y G/H son resolubles. Por la Proposición 
6.5.5 existen n y m naturales tales que

Hn = {!}, (G/H')”1 = H.
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Entonces, como 7r : G —► G/H es epimorfismo, se tiene

{1} = (G/Hy1 = 7r(Gm) = GmH/H = {G/H)m,

luego GmH = H y de aquí Gm C H. Entonces Gm+n G Hn = {1} y de ahí, 
por la Proposición 6.5.5 se tiene que G es resoluble.

■

Corolario 6.5.7 Sean H y K dos subgrupos normales y resolubles de un grupo 
G. Entonces HK es un subgrupo normal y resoluble de G.

Demostración. Se verifica que HK es un subgrupo normal de G. Por el 
Tercer Teorema de Isomorfía se tiene que

HK/K “ H/(HdK).

Como H es resoluble, entonces por la Proposición 6.5.6, se tiene que 
H/(H D K) es resoluble, de donde HK/K es resoluble. Como K es resoluble, 
por la Proposición 6.5.6 se tiene que HK es resoluble.

■

Corolario 6.5.8 Sean G\ y G^ dos grupos. Entonces

Gi x G2 es resoluble si y sólo si Gi y G? son resolubles.

Demostración. Si Gy x G2 es resoluble, existe n > 1 tal que (Gi x G2)n = 
{(1,1)}. Entonces, en virtud del Lema 6.4.6 se tiene que (G" x G2) = {(1,1)} 
y de ahí que

G? = {1}, G? = {1}.

Por tanto Gi y G2 son grupos resolubles.

Recíprocamente, supongamos que Gi y G2 son grupos resolubles y sean m, 
n positivos tales que G" = {1} y G™ = {1}. Entonces si r = máx{m,n} se 
tiene

{1} C g; c GT = {1}. {1} C G2 C G2 = {1}.

Entonces en virtud del Lema 6.4.6 se tiene que

(Gi x G2)r = (Gí x G2) = {(1,1)}

y Gi x G2 es resoluble.
■

Ejemplo 6.5.9 El grupo S3 es resoluble. Basta observar que o(Ss) = 6 = 2-3 
y aplicar el Corolario 6.5.4-
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Teorema 6.5.10 (Teorema de Abel) Sn no es resoluble si n> 5.

Demostración. Si Sn es resoluble con n > 5, como es finito entonces tenemos 
que Sn es policíclico. Por tanto An sería un grupo policíclico. Pero al ser An 
un subgrupo simple, tendríamos que An es cíclico, y esto es contradictorio con 
el hecho de que An no es abeliano.

■
Finalmente, a título informativo, incluimos una versión del Teorema de 

Feit-Thomson, que establece una condición de suficiencia importante para la 
resolubilidad de grupos finitos.

Teorema 6.5.11 (Teorema de Feit-Thomson) Todo grupo finito de orden 
impar es resoluble.

Para terminar, estudiamos una clase restringida de la clase de grupos res­
olubles, asociada a una serie de subgrupos característicos muy particular.

Dado G un grupo, definimos recurrentemente una colección {Zn}n>0 de 
subgrupos, como sigue:

• Zo = {l}.

• Z\ = Z(G). Observemos que Zi < G.

■ Para todo k > 1, Zk es el único subgrupo de G conteniendo Zk~i, y tal 
que Zk/Zk^ = Z(G/Zk-i). Como Z(G/Zk^ < G/Z^, se tiene que 
Zk < G.

Definición 6.5.12 La serie ascendente

Z(G) : {1} C Zj C Z2 C ■ • • C Zk C • • •

se denomina serie central superior.

Observación 6.5.13 Para todo k>\ se tiene

Zk = {x E G : [rr,y] G Zk-i, Vy G G} .

Definición 6.5.14 Sea G un grupo. Si existe n > 1 tal que Zn = G, deci­
mos que G es nilpotente, y si n el elemento natural mínimo que verifica esta 
propiedad, se dice que G es de clase de nilpotencia n.

Lema 6.5.15 Se tiene que:

(a) Todo grupo nilpotente es resoluble.

(b) Todo grupo abeliano es nilpotente.
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Demostración. Si el grupo es nilpotente existe una serie central superior de 
la forma

Z(G):{l}CZ1CZ2C..-CZn = G.

Los factores de dicha serie son abelianos ya que

Zk/Zk^ = Z (G/Z^).

Por tanto, la serie es abeliana, de donde G es resoluble.
■

Observación 6.5.16 No todo grupo resoluble es nilpotente. Por ejemplo para 
S3 se tiene la serie

{1} <1 7I3 < S3.

Esta serie es abeliana ya que ^3 = Z/3Z y S3/A3 = Z/2Z. Por tanto S3 es 
resoluble. Sin embargo S3 no es nilpotente ya que Z(Sn) = {1} para todo n > 3.

Observación 6.5.17 1. No todo grupo nilpotente es policíclico. Por ejem­
plo el grupo abeliano de los números racionales es nilpotente, y sin em­
bargo no es policíclico como hemos visto anteriormente.

2. No todo grupo policíclico es nilpotente. Por ejemplo S3 es un grupo 
policíclico y sin embargo no es nilpotente como hemos visto.

Otra clase de grupos nilpotentes es la de los p-grupos.

Lema 6.5.18 Sea G un grupo. Si G/Z^G) es nilpotente, entonces G es nilpo­
tente.

Demostración. Consideremos la serie central superior de G/Z{G)

{1} C Z^G/Z^ C • ■ • C Z,(G/Z(G)) = G/Z{GY

Para cada 1 < i < k existe un único subgrupo normal de G, que denotamos 
Z', conteniendo a Z(G), y tal que Z'JZ(G} = Z¿(G/Z(G)). Observemos que, 
en particular, Z'k = G. Vamos a probar por recurrencia en i que Z' = Zí+i(G). 
Visto esto, por la observación anterior concluiremos que G es nilpotente.

En el caso i = 0, como {1} = Z'0/Z(G), está claro que Z¿ = Zi(G).
Supuesto cierto para un i < k, vamos a probar la afirmación para i + 1. 

Para ello observemos que

z;+1/z¿+1(G) - z;+1/z; - (z;+1/z(G))/(z'/z(G)) =
S Z¿+1(G/Z(G))/Z¿(G/Z(G)) Z((G/Z(G)/Z,(G/Z(G))) =

= Z((G/Z(G)/(Zí+1(G)/Z(G))) = Z(G/Zi+1(G)) “ Zi+2(G)/Zi+1(G).

Por lo tanto, Z¿+1 = Z,+2(G), probando el paso de recurrencia.
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Proposición 6.5.19 Todo p-grupo es nilpotente.

Demostración. Si G es un p-grupo, entonces o(G) = pn para algún n G N.
Haremos la demostración por inducción en n.

Para n — 1, el grupo es cíclico, de donde abeliano, y por tanto Z(G) = G.
Supongamos cierto para todo k < n, y sea o(G) = pn. Por el Corolario 

5.2.5 se tiene
{1}¿Z(G)<G.

Claramente G/Z(G) es un p-grupo con o(G/Z(G)) < p". Por hipótesis de 
inducción G/Z^G) es nilpotente, de donde G es nilpotente por Lema 6.5.18.

■

Observación 6.5.20 Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G tales 
que H y G/H son nilpotentes. Esto no implica que G sea nilpotente. Basta 
observar que

H3 < ¿>3, con A3 = Z/3Z nilpotente

y
S3/A3 = Z/2Z, nilpotente

y sin embargo hemos visto que S3 no es nilpotente.

Lema 6.5.21 Sean G^ y G^ grupos entonces

Gi x G2 es nilpotente si y sólo si Gi y G2 son nilpotentes.

Demostración. Basta tener en cuenta que

Zfc(Gi x G2) = Z^) x Zk(G2).

Notación 6.5.22 Sea G un grupo. Denotaremos

71(G):=G, 72(G):=[71(G),G],

y por recurrencia 
7i+1(G):=[7i(G),G], i > 0.

Lema 6.5.23 Sean G\ y G2 grupos, y sea f : Gi —► G2 un homomorfismo.
Entonces, para cada i G N se verifica
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Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre i.

Si i = 1, aplicando la Observación 6.4.4(3) se tiene

/(71(G)) = /(G)=7i(/(G)).

Si i > 1 se tiene, aplicando la hipótesis de recurrencia y la Observación 6.4.4(3),

/(7í(Gi)) = /[7<-i(G1),G1] = =

= [7i-i(/(G1)),f(G1)] = 7i(/(Gi)).

■

Lema 6.5.24 Sea G un grupo. Se verifica que:

1. ^i^G) es subgrupo característico para todo i G N. En particular ^^G) es 
un subgrupo normal de G.

2. ^(G) = [7i(G), G] = G1, y 7¿+i(G) es subgrupo de ^i(G) para todo i € N.

Demostración. (1) Es consecuencia directa de la Proposición 6.5.23.
(2) Por el apartado (1), bastará demostrar que 7¿+i(G) C 7¿(G). Para ello 

dados a G 7í(G), b G G, veamos que [a, b] G 7,(G). Como 7¿(G) <1 G, se tiene 
b~rab G 7¿(G). Por tanto a^b^ab G 7¿(G). Así [a, b] G 7¿(G).

■

Lema 6.5.25 Sea H un subgrupo G sea K un subgrupo de H tal que K es 
normal en G. Entonces [H, K] es subgrupo de K si y sólo si H/K es subgrupo 
de Z{G/K}.

Demostración. Dados hcHygtGse tiene que

hgK = ghK <=> [h, G K.

Entonces podemos afirmar que

(hK)(gK) = (gK)(hK) <=> [H, A'] es subgrupo de A'.

Así obtenemos el resultado.
■

Corolario 6.5.26 Para todo i G N se tiene

7í(G)/7¿+i(G) es subgrupo de Z (G/7¿+i(G)).
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Demostración. Por definición tenemos que [7,(G),G] = 7¿+i(G). Ahora es­
tamos en condiciones de aplicar el Lema 6.5.25 y de ahí obtenemos el resultado.

■

Teorema 6.5.27 Sea G un grupo. Entonces existe n £ N tal que Z^G) — G si 
y sólo si 7n+i(G) = {1}. Más aún, en tal caso 7¿+i(G) es subgrupo de Zn_,(G) 
para todo i € N.

Demostración. Supongamos que existe n 6 N tal que Zn(G) = G. Pro­
baremos que 7¿+i es subgrupo de Zn_i(G) por inducción sobre i. Para ello 
bastará demostrar que 7¿+1 C Zn_i(G).

Si i = 0, entonces 7i(G) = G = Zn(G).

Sea i > 0 y supongamos 7¿+i C Zn_¿(G). Entonces

7¿+2(G) = [7¿+i(G),G] C [Z^G^G] C Zn^G\

aplicando la hipótesis de inducción en la primera inclusión y el Lema 6.5.25 en 
la segunda. Esto prueba el paso de inducción. En particular para i = n,

7n+i(G) c Zo(G) = {1}.

Recíprocamente, supongamos 7n+1(G) — {1}. Probaremos que 7n+i_j(G) es 
subgrupo de Z¿(G), por inducción sobre j. Para ello bastará probar que 'yn+1_j(G) C 
Z/G).

Si j = 0, 7n+i(G) = {1} C G = Z0(G).
Sea j > 0, y supongamos 7n+1_j(G) C Zj(G). Consideremos el homomor­

fismo de grupos

: G/7n+i-XG) — G/Z/G).

. , , zjW donde ker(<^) =------—y—,
In+l-jyG)

Por el Primer Teorema de Isomorfía tenemos

G/7n+l-j(G) 
Z^G^^G)

Así por el Segundo Teorema de Isomorfía tenemos que G/Zj(G) = Im(^). Por 
tanto es un epimorfismo.

Por otro lado, como 7n+i_¿(G) = [7n_j(G), G], por el Lema 6.5.25 se tiene 
que
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J ,,7^ es subgrupo de Z (G/7n+i_j(G)). 
7n+l-j(G)

Por tanto, como es epimorfismo, se tiene

^W)).
\7n+l-j(G) /

pe nppir

Í2^ÍQcZ(G/Z,(G)) = 3

Así
7^^) G 7n_J(G)Z/G) G Zj+1(G),

lo que completa el paso de inducción.

En particular para j = n, tenemos G = 71 (G) es subgrupo de Zn(G), luego 
G = Zn(G).

■

Corolario 6.5.28 Sea G un grupo nilpotente de clase n. Entonces

1. Si H es un subgrupo de G, entonces H es nilpotente de clase menor o 
igual que n.

2. Si H es subgrupo normal de G, entonces G/H es nilpotente de clase 
menor o igual que n.

Demostración.

(1) Demostraremos en primer lugar, por inducción sobre i, que

G 7í(G) para cada i & N.

Siz = l,71(H) = //CG = 71(G).
Sea i > 1, entonces

G [^(G),^ = 7i(G),

siendo cierta la inclusión H] C [7¿_j(G),G] porque H C G y,
por hipótesis de inducción, se tiene 7i_1(íf) C 7¿_1(G).

Ahora probamos (1). Como G es nilpotente de clase n. por el Teorema
6.5.27, existe n > 1 tal que qn(G) = {1}.

Por lo anterior,
7n(H) c 7n(G) = {1},

luego = {1} y H es nilpotente de clase menor o igual que n.
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(2) Como % : G —► G/H es un epimorfismo, se tiene

7l(G/^)=7¿HG)) = 7r(7í(G)).

Así, como G es nilpotente de clase n, 7n(G) = {1}. Luego

7„(G/H) = 7r(7n(G)) = {T}.

Por tanto, G/H es nilpotente de clase menor o igual que H.

■
Finalmente, damos una caracterización de los grupos nilpotentes finitos.

Lema 6.5.29 Sea G un grupo nilpotente. Si H es un subgrupo propio de G, 
entonces H C NG(H).

Demostración. Como H es subgrupo, Zq = {1} C H. Sea n el mayor natural 
tal que Zn C H. Notemos que existe un tal n, puesto que G es nilpotente y H es 
un subgrupo propio. Sea a € Zn+i \ H. Entonces, como Zn+\/Zn = Z(G/Zn), 
para todo h g H se tiene (ah)Zn = (ha)Zn en G/Zn. Así, ah = h'ha para 
cierto h' € Zn C H, de donde aha-1 € H para todo h 6 H. Por lo tanto, 
a € NG(H) \ H.

■

Teorema 6.5.30 Un grupo finito es nilpotente si y sólo si es el producto di­
recto de sus subgrupos de Sylow.

Demostración. Si G = x • • • x Pr, siendo Pi los p¿-subgrupos de Sylow 
de G, entonces G es nilpotente por la Proposición 6.5.19 y el Lema 6.5.21.

Recíprocamente, sea G nilpotente, sea p un número primo que divida a 
o(G), y sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Como P C G, se tiene que 
P C NG(P) por el Lema 6.5.29. Como P es un subgrupo de Sylow de G, 
también lo es de NG(Pfi de donde es el único p-subgrupo de Sylow de NG(Pfi Si 
x e Ng (Ng(P)), se tiene xNg^P^x-1 = NG(P). Así, xPx-1 es un p-subgrupo 
de Ng(P), de donde xPx-1 = P, lo que implica que x € NG(P). De este modo,

Ng (Ng(P)) C Ng{P),

luego
Ng (Ng(P)) C Ng(P) C Ng (Ng(P)) ,

de donde NG (NG(Pfi) = NG(P). Por Lema 6.5.29, NG(P) = G, lo que nos dice 
que P es un p-subgrupo normal de G. Entonces el resultado se obtiene por el 
Teorema 5.3.15.
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6.6. Ejercicios
1. Demostrad que Q no tiene subgrupos característicos distintos de {0} y 

Q-

2. Demostrad que todo grupo finito admite una serie de composición.

3. Sean G. H dos grupos que admiten series de composición de igual longi­
tud, con factores dos a dos isomorfos. ¿Son isomorfos G y H?

4. Demostrad que el grupo abeliano (Q, +) no es policíclico.

5. Para cada natural n > 3, demostrad que el grupo diédrico Dn es policícli­
co. Construid una serie de composición del grupo De.

6. Probad que si G es simple y resoluble entonces G es cíclico de orden 
primo.

7. Sea G un grupo, y sean K, H subgrupos normales de G. Probad:

a) Si G/H y G/K son resolubles, entonces G/(H n K) es resoluble.

6) Si G/H y G/K son nilpotentes, entonces G/^H H K) es nilpotente.

8. Sea G grupo finito. Ved que son equivalentes:

a) G es nilpotente.

b) Z{G/H) / {1} para todo subgrupo normal H G de G.

9. Demostrad que:

a) = An.

b) =

10. Demostrad que S3 y son grupos resolubles y calculad una serie deriva­
da de cada uno de ellos.





Capítulo 7

Grupos libres. Presentaciones 
de grupos

El objetivo de este capítulo es establecer la noción de grupo dado por 
generadores y relaciones, así como considerar el problema de isomorfismo entre 
diversas presentaciones de un grupo.

7. 1. Coproducto de grupos. Grupo libre
Definición 7.1.1 Sea G un grupo y una colección de subgrupos de
G. Diremos que la familia {Gí}íei genera G, si todo elemento g € G puede 
escribirse como

g = Xi - ■ - xn, con e Gi, i e I.

Sea G un grupo, y sea {Gí}íei una colección de subgrupos de G que generan 
G. Entonces para todo g E G existen Xj € G^, ij E I de modo que

g = X! • • -xn.

Si agrupamos términos contiguos que pertenezcan al mismo subgrupo Gj, esto 
significa que g = 1 ó g = aq • ■ ■ xn con Xi / 1 y x^, ari+1 no pertenecen al 
mismo subgrupo. Llamamos a esta expresión presentación en forma canónica 
del elemento g.

Definición 7.1.2 Sea G un grupo, y una familia de subgrupos de G
generando G. Si para todo g E G la presentación en forma canónica es única, 
diremos que G es el coproducto de la familia {Gí}í&i, denotado G =

Recíprocamente, dada una familia de grupos {Gí}í^¡, veamos cómo siempre 
es posible definir un coproducto de la familia.
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Definición 7.1.3 1. Para k > 1, una palabra de longitud k es una k-upla 
(□?i,... ,xk) donde cada Xi pertenece a algún Gj, Xi, zi+1 no pertenecen 
al mismo Gj, y ningún Xi es el neutro de un subgrupo Gj.

2. Dos palabras (zi,..., Xk), (yi,..., yi) son iguales si k = l y Xi = y, para 
cada 1 < i < k.

3. Denotaremos por (—) la palabra vacía o de longitud cero.

Consideremos G el conjunto de palabras de longitud finita n G N, que se 
pueden escribir usando los elementos de los grupos Gi como letras. Es decir

G = {(zb...,zn) : n G N, Xí e Gji, xt ± 1, ¿ G 1, jt / ¿+1} U {(-)}.

Definimos en G la siguiente operación:

(z1,...,zfc)(yi,...,yí) =

(1) (^i,- • ,xk~) si (yi, --^yi) = (-)
(2) (f/i, ■ ,yi) si (Zi,...,Zr) = (-)

(3) (zi,. -,xk,yi, --^yi) si xk € Gi, yi G Gj, i j
(4) (zi,. • ,xkyi,- • • ,yi) si xk,yi G Gi, xkyi / 1
(5) (zi,. ■,xk^,y2,...,yi) si xkyi = 1-

Se entiende que en el caso quinto de la definición, nos volvemos a plantear 
si xk^i e y? pertenecen a un mismo subgrupo Gi, en cuyo caso se agrupan o si 
su producto es el neutro, y así sucesivamente, quedando

(x1,...,xr,z1,...,zt,ys,...,yi),

donde 1 < r < k, 1 < s < l, 1 < r +14“ (Z — s) < k + l.

La operación anterior definida en G verifica: 

■ Es asociativa.

■ (—) es el elemento neutro.

■ Todo elemento (zj, ...,Xn) tiene inverso (zi,...,zn) 1 = (x^,... ,x11).

Por tanto podemos afirmar que G es un grupo respecto de la operación 
definida anteriormente.

Asimismo para todo i G I, la aplicación : Gi —> G, definida como

si x / 1
si x = 1, 
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es un monomorfismo de grupos: si x E ker(aj), entonces se tiene que afix) = 
(—), es decir, (x) = (—), de donde x = 1.

Así, por el Primer Teorema de Isomorfía, se tiene

Gi a^Gf) C G,

es decir, G contiene una familia de subgrupos isomorfos a los subgrupos Gi.

Dado g E G con g 1, se tiene

g = (aq,... ,xn) = (si) • ■ • (a;„) = ‘

donde cada Xi pertenece a algún (Gi^, ningún Xi es el neutro de G y Xi, Xí+i 
no pertenecen al mismo a^G^). Claramente, la expresión anterior es única. 
Así, G = afGi).

El coproducto de una familia de grupos queda caracterizado mediante una 
propiedad universal.

Teorema 7.1.4 Sea una familia de grupos, sea G = afiGi) su 
coproducto donde cu : Gi —> G son los monomorfismos canónicos. Dado un 
grupo H cualesquiera, y una familia de homomorfismos fi : Gi —> H, existe 
un único morfismo f : G —* H tal que, para todo i E I, f o a¡ = fi, esto es, 
el diagrama

conmuta.

Demostración. Dado g = (xí, ..., xn) E G, g 1 con Xi E G^, definimos 

/Ol, . . . ,Xn) = fi^i) ■ ■ ■ fin(xn).

Para g = 1, definimos f ((—)) = 1-

Se verifica que:

■ f está bien definido ya que la expresión de g es única.

■ Es obvio que f es un homomorfismo.
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■ El diagrama conmuta ya que, para cada Gi, tenemos 

= /((^)) = foo^Xi).

■ Veamos la unicidad: sea g : G —► H otro homomorfismo conmutando 
dicho diagrama. Para cualquier i € I, si Xi 6 G,. se tiene

9^xi)) — 9° = /((^i))-

Como g es homomorfismo, se tiene, para (x^,... ,xn) E G, 

g^xr, ...,xn) = g ((x^ ■ ■ • (xn)) = g ((xi)) • • • g ((zn)) = 

= / ((^1)) ■ • • / (W) = /(xi,...,xn).

Como G es el conjunto de todas estas palabras, concluimos que g = f.

El coproducto queda caracterizado por la propiedad universal del Teorema 
7.1.4, como veremos a continuación.

Corolario 7.1.5 Sea G' un grupo y <f>i : Gi —> G' una familia de homomorfis- 
mos de modo que ¿G', 0} verifiquen la propiedad del Teorema 1.1. f. Entonces 
G'^G.

Demostración. Sea (G1, {óíhei) un grupo con una familia de homomorfismos 
cfi : Gi —► G' tales que para cualquier grupo T con morfismos fi : Gi —> T 
existe f : G' —► T conmutando el diagrama

En particular, para T = JJi6/ Gi, fi = ai tenemos

Como el coproducto tiene la misma propiedad por el Teorema 7.1.4, existe 
un único g : Uez Gi —> G' conmutando el diagrama
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Para probar que ]Jj6/ Gt y G' son isomorfos, basta probar que / o g y g o / 
son la identidad.

Se tiene que
fofa — cq. g o (fa.

Así
(/ o g) o cu = / o (g o = / o = ai.

Por tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo

También se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Por la unicidad, debida al Teorema 7.1.4, se tiene que f o g = Id. 
También se tiene que

(g ° f) ° (ki = 9 ° U ° = 9 ° ai =

Por tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo

También se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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Pero como el homomorfismo es único por hipótesis, se tiene que go f = Id, 
luego []¿eJ Gi = G'.

■
El ejemplo más importante de coproducto es el llamado grupo libre aso­

ciado a un conjunto. Su existencia y propiedades nos permitirán establecer 
formalmente la noción de presentación de un grupo.

Sea X un conjunto no vacío, X = {xí}í^i. Para cada consideramos el 
conjunto

GXi = : n e Z} .

Definimos en GXi la siguiente operación:

Se tiene que:

■ El elemento neutro es x® := 1.

■ Para cada x” definimos su inverso (a;”)-1 := x~n.

Por tanto Gi con la operación así definida tiene estructura de grupo.

Observación 7.1.6 Observemos que GXi = Z.

Definición 7.1.7 Sea X = un conjunto no vacío. Definimos el grupo 
libre sobre X, denotado F(X), como

f(x)
i€l

Llamamos base de F(X) al conjunto X, y rango de F(X) a card(X).

Observación 7.1.8 Observemos que F(X) = [JrpXZ. P°r ^ant°

F{X)ab = F(X)/F(Xf = ^Z, 
xex

esto es, el grupo abeliano libre sobre X. Pero notemos que F(X) es abeliano 
si y sólo si card(X) = 1.
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El grupo libre sobre un conjunto, por ser un coproducto, se caracteriza por 
una propiedad universal.

Teorema 7.1.9 Sea X un conjunto no vacío, sea G un grupo, y sea 
j : X —> G una aplicación (de conjuntos). Entonces existe un único homo­
morfismo p : F(X) —► G conmutando el siguiente diagrama

donde

j^ F(X)
Xi ।

Demostración. Sea w e F(X) con w / 1. Entonces w = z"1 ■■■x^k con 
Xi G X, y por tanto x, G GXi.

Definimos
=j(xi)ni ■■■j(xkyik.

Probar que es un homomorfismo bien definido y único es análogo al argumento 
del Teorema 7.1.4.

■

Corolario 7.1.10 La propiedad universal caracteriza al grupo libre.

Demostración. Análoga a la del Corolario 7.1.5.
■

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado, esencial para mani­
pular grupos.

Teorema 7.1.11 Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostración. Sea G un grupo. Consideremos G visto como, conjunto (es 
decir en este caso X = G), y consideramos la aplicación

Entonces, por el Teorema 7.1.9, existe un único homomorfismo 

V?: FW —> G
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que hace conmutativo el siguiente diagrama
Y—Id* » 77

ix

FW

Es decir para todo a € X se tiene

0 *x(a) = ldx(a) = a.

Por tanto ip es un epimorfismo, y aplicando el Primer Teorema de Isomorfía 
se tiene

F^/ker^) = G.

Corolario 7.1.12 Con la notación anterior, se verifica que F(X) = F(Y) si 
y sólo si ca,rd(X)=card(Y).

Demostración. Basta aplicar el Corolario 7.1.10

7.2. Generadores y relaciones
Sea G un grupo, y sea X un conjunto tal que F(X)/ker(y?) = G mediante 

el homomorfismo p definido en el Teorema 7.1.11.

Definición 7.2.1 Con la notación anterior, a los elementos del conjunto 
{<^(rr) : x E X} se les denomina sistema generador de G. Si ker(</?) es el míni­
mo subgrupo normal que contiene a {w¿}¿eA C F(X), decimos que {w¿}¿gA es 
un sistema de relaciones definitorias.

Definición 7.2.2 Una sucesión de grupos y homomorfismos 

fí , Q fi+\ Q

se dice exacta en Gi si Im(fi) = ker(/j+1). La sucesión es exacta si es exacta 
en cada Gi.

Definición 7.2.3 (a) Sea G un grupo. Una presentación de G es una suce­
sión exacta de grupos

1 —» N —>F -^G —> 1

con F libre y N = ker^).
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(b) Diremos que N es la clausura normal de un conjunto {wi,..., wn} C F si 
N es la intersección de todos los subgrupos normales de F que contienen 
al conjunto {wi,..., wr}.

Observación 7.2.4 La clausura normal de un subconjunto de F es el mínimo 
subgrupo normal de F que contiene al subconjunto.

Definición 7.2.5 Diremos que:

■ G es finitamente generado si admite una presentación

1 —> V —> F —>1,

donde F = F(X) con card(Xj< +oc.

■ G es finitamente presentado si se verifica:

1. G es finitamente generado.

2. N es la clausura normal de un conjunto {wi,... ,wn} C F.

Notación 7.2.6 Para un grupo G, su presentación será denotada

G = (X\N\^

Ejemplo 7.2.7 Se tienen los siguientes ejemplos de grupos, dados por su pre­
sentación.

1. Un grupo abeliano libre G con base X tiene presentación

G = (X| xyx~ry^x = 1, para todo x,y E X).

2. Un grupo libre F con base X tiene presentación F = (X| 0).

3. Z/4Z tiene presentación G = (;r| xi = 1).

4- G = {x,y\x2y~3 = 1).

Observamos que tiene sentido el recíproco: Dado X un conjunto no vacío, 
Y un conjunto de palabras reducidas en el alfabeto X. existe un grupo G con 
generadores X y relaciones Y. Para ello, se toma F = F(X), y se considera 
la clausura normal N de Y en F(X). Entonces G = F/N satisface dicha 
propiedad. Es más

Teorema 7.2.8 (Teorema de Van Dyck) Sea X un conjunto no vacío, 
Y un conjunto de palabras (reducidas) en el alfabeto X, y sea G el grupo 
definido con generadores X y relaciones Y. Si H es un grupo generado por X, 
y satisface w = 1 para todo w ¿Y, entonces existe ip : G —► H sobreyectiva.
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Demostración. Por el Teorema 7.1.9, la aplicación X H extiende a un 
epirnorfismo

f : F(X) H.

Como w = 1 para todo w G Y, se tiene

Y Q M/X

donde ker(/) es un subgrupo normal de F(X). Por tanto N, el subgrupo normal 
generado por Y en F(X), está contenido en ker(/). Así se tiene que f induce 
un epirnorfismo F(X)/N —> H. es decir

G = F(X)/N—> H

es un epirnorfismo.
■

El problema que se plantea es el de identificar un grupo a partir de una 
presentación dada.

Ejemplo 7.2.9 1. El grupo Z/6Z tiene un generador x y una relación x6 = 
1, es decir

Zg = (;r| x6 = 1).

Otra presentación del grupo Zg viene dada por

Z6 = {x,y\x3 = 1, y2 = 1, xyx~xy~l = 1).

2. El grupo de los cuatemiones tiene presentación

Q = {a, 5| a4 = 1, b2 = a2, bab^1 = a-1)

y
Q = (x,y\xyx = y, x2 = y2).

Observemos que, en el primer ejemplo, se prueba que ambas presentaciones 
dan grupos isomorfos usando el Teorema de Van Dyck. Tomemos

G = (ct| a6 = 1), H = {x, y| x3 = 1, y2 = 1, xyx~xy~x = 1),

y definamos

F = F({a}), E = F({a,b})

los grupos libres en 1 y 2 generadores respectivamente.
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Si definimos morfismos

F E H 
a ।—* ab 

a ।—► x 
b i—► y,

observemos que

% o ^(o)6 = (xy)6 = x6y6 = (x3)2(y2)3 = 1.

Por tanto, a 6 ker(rr o <p), y así % o p factoriza a una aplicación

: F/ ker(?T o y?) —> H 
a ।—► xy.

Como xy = yx y mcd (o(x), o(y\) = 1, tenemos o(xy) = 6, de donde

ker(rr o 99) = (o6).

Así, F/ ker(rr o p) G. Obviamente, iJj es monomorfismo. Ahora si, H es 
finito, y o(H) = 6, habríamos acabado. En este caso sólo hay que enumerar 
los elementos de H:

l,x,xy,x2,x2y,y.

El problema es, en general, determinar si el grupo es finito, y cual es su 
cardinalidad. El hecho es que es un problema irresoluble, dada una presentación 
de un grupo, decidir cual es su orden. La razón es el siguiente resultado.

Teorema 7.2.10 (Novikov, Boone, Buitton) Existe un grupo finitamente 
presentado 13 tal que no puede decidirse computacionalmente si una palabra 
arbitraria en los generadores de 13 es 1.

Existen algoritmos ([8]), como la enumeración de conjuntos de clases, de­
bido a Todd y Coxeter (1936), que permiten calcular el orden de un grupo para 
una presentación dada, supuesto que el algoritmo se detenga. Pero el Teorema 
7.2.10 implica no sólo que es imposible saber a priori si esto sucederá, sino que 
garantiza que para cualquier algoritmo existe un grupo finitamente presentado 
que no puede ser tratado con ese algoritmo.

7.3. Ejercicios
1. Se pide:

a) Convertid las siguientes palabras en el alfabeto {x, y, z} en palabras 
reducidas:
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■ Wi = x~1y3y~4z~2zzy^4z~4z.
■ w2 = z3y~2xx~4yx4z~6z4.
■ w3 = zy5y~2y~3z5x2z~4zx~3xz~4x~4y.

b) Comprobad que WjW2 = x32-2, w2w3 = z3 y WiW2w3 = x^y.

2. Demostrad que el grupo libre de rango 2 contiene un subgrupo libre de 
rango numerable.

3. Sea F un grupo libre sobre el conjunto X, y sea F' = [F : F], Probad 
que F/F’ es un grupo abeliano libre sobre el conjunto

X = {xF' : xEX}.

4. Sea Fn el grupo libre de rango n. Probad que Fn tiene un subgrupo de 
índice 2.

5. Sea F un grupo libre de rango mayor o igual que 2. Probad que existe 
un automorfismo de F de orden 2 que no deja fijo a ningún elemento de 
F diferente del neutro.

6. Sea F un grupo libre, y sea N el subgrupo generado por {xn : x 6 F} 
con n € N fijado. Probad que N es un subgrupo normal.

7. Sea G = (a,b | a8 = b2a4 = ab^ab). Probad que o(G) < 16.
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